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1 Uvod

Snad kaZdy obcan Ceské republiky, ktery prosel alespoi zakladnim vzdélanim,
se setkal s mocninami a odmocninami. P¥i jejich vysloveni si ¢lovék vzpomene na
nekone¢né mnoho uloh, které musel vypocitat, aby si osvojil pouZivani vzorct.
Uvedenda latka je dtlezitou slozkou matematiky probiranou zejména v 8. tridé
zakladni skoly, ¢i v sekundé na viceletém gymnaziu. Zvladnuti jmenovaného tématu

je predpokladem pro zdolani studia na dal$ich Skolach.

Béhem celé vyuky matematiky jsme se bézné setkavali s definicemi, vétami a
diikazy. Abychom mohli v tomto oboru pokracovat dale, bylo zapotiebi porozuméni
problematice. Nemame na mysli pamétné memorovani postupt, ale proniknuti do
tématu, rozvijeni si logického mysleni, nebo i schopnost aplikace latky do béZného
zivota. S pochopenim latky pomahaji samotné dtiikazy, které obecné nejsou moc
atraktivni a popularni, zejména v ptipadé algebraickych. Naopak geometrické
interpretace jsou dle mé vlastni praxe mnohdy poutavéjsi. OvSem i tato metoda ma
své zapory, kde hlavni z nich je, Ze zaznamenava pouze vysledek, nikoliv sled
mysSlenek. Presto vnimam geometrickou reprezentaci jako jeden z moznych
prostiedkli, jak zaujmout matematikou a inspirovat kjejimu objevovani a

porozumenti.

Bakalarska prace je rozdélena na hlavni 3 c¢asti, kde prvni 2 se vénuji
problematice z hlediska teoretického. Nejprve charakterizujeme matematickou
slozku, kam zarazujeme rtzné definice, véty a diikazy. Poté nahlizime na tématiku
z pohledu didaktického, kde rozebirame uskali v uvedené latce, popisujeme riizné
didaktické postupy a techniky, a nakonec analyzujeme vizualizaci. Posledni ¢ast je

vénovana samotnému vyzkumu.



2 Matematicka cast

2.1 Mocniny

2.1.1 Historie mocniny

Na zacatku nasi bakalarské prace se zamérujeme na historii mocnin. Pojem
mocnina se objevuje jiz v dobach starovékého Recka, kde se poji s Pythagorovou
vétou nebo s vypocty obsahii geometrickych Utvart. Prvnim autorem moderniho
zapisu mocniny byl uveden francouzsky matematik, filozof a fyzik René Descartes,
ktery pouzil vroce 1637 ve své priloze La Géométrie prvni zapis a? namisto aa.
Jeho symbolika se pomérné rychle uchytila a vyuZivd se v matematice aZ do

soucasnosti (Cajori 1913).

2.1.2 Definice mocniny s prirozenym mocnitelem

V matematice se pokousime vesSkeré zapisy co nejvice zkratit. Naptiklad scitani
stejnych Cisel zapisujeme strucné pomoci soucinu. Obdobné lze zaznamenat i
soucin shodnych c¢isel, a to pomoci mocniny, kterou podle autorti Odvarko a

Kadlecek definujeme:

»Pro libovolné prirozené Cislo n se n-td mocnina cisla a nazyvd soucin n Cinitelii a.
Znacime a" a cteme ,d na n-tou".
ar=a-a-..-a
I_'_l
n-krat" (Odvarko, 2004, str. 62).

Definici mocniny s prirozenym exponentem uvadi kazdy autor odliSnym
zplsobem. Kuprikladu tvilrci ucebnice Matematika pro gymndzia formuluji

mocninu s prirozenym exponentem nasledujicim zpiisobem:
»Pro kazdé redlné Cislo a a kazdé prirozené ¢islo n je
ar=a-a- .. -aq
kde v soucinu na pravé strané je n ¢initelii“ (Busek, 2012, str. 120).

Samotny vyraz a" oznacujeme jako mocninu, kde a je zdklad mocniny neboli

mocnénec a symbol n se nazyva mocnitel ¢ili exponent. Ze znéni definice mocniny
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s prirozenym mocnitelem pak plynou jednoduché vztahy, kde pro kazdé realné

Cislo a plati vztah:

a dale pro kazdé prirozené Cislo n je:

1"=1,;0"=0

Pfimo zformulace by se dale dalo odvodit, zda je mocnina s prirozenym
exponentem kladné ¢i zaporné realné cislo. Pokud je mocnénec kladné realné cislo,
pak je mocnina pokazdé kladna. V pripadé, kdy zdklad mocniny je zaporné realné
Cislo, zaleZi na exponentu. Je-li mocnitel liché ¢islo, pak je cela mocnina zaporné
realné Cislo. Naopak pokud patii exponent mezi suda ¢isla, vznikne ndm nasledné

kladna realna mocnina (BuSek 2012).

2.1.3 Operace s mocninami s prirozenym mocnitelem

1.1.3.1 S¢itani a odecitani mocnin
Operace scitani a odecitani mocnin s prirozenym exponentem lze v pripadé, kdy

mocniny maji stejny zaklad a mocnitele. Jako ptiklad miizeme uvést:

3a2 —2a+4a’+a= 7a’—a (Sedivy 1991)

2.1.3.2 Soucin mocnin se stejnym zakladem
Mocniny se stejnym zakladem nasobime takovym zptsobem, kdy zaklad pouze
opiSeme a exponenty secteme. Tzv. pro kazdé realné cislo a a prirozena ¢isla m,n

plati:

a - gm = gvtm

Ukazkovy priklad uvadime nize:
43 - 42 = 45

(=3)"7 - (=3)°= (-3)*

10




2.1.3.3 Podil mocnin se stejnym zakladem

Pro podil mocnin se shodnym exponentem je zakladem realny mocnénec rizny

od nuly a prirozena ¢isla m,n, kde m > n. Poté je urcen vztah:

Mezi vzorové ukazky lze predstavit:
39: 3t = 35
(=15)%: (=15)% = (-15)*
2.1.3.4 Mocnina soucinu

Pro libovolna 2 ¢isla a,b a prirozené cislo n rozumime mocninou soucinu

formuli,

(a-b)*= a™ - b"

kde umocniujeme kazdy Cinitel samostatné.
Priklady pojici se k této operaci uvadime nize:
(2-3)5=2%-35
[0,8 - (—0,2)]* = 0,8* - (—0,2)*

2.1.3.5 Mocnina podilu

Pokud umocnime zvlast délence a délitele, mluvime o operaci mocnina podilu.
Vtomto pripadé je zapotiebi, aby délitel byl nenulovy. U zlomku hovotime o

umocnéni Citatele a jmenovatele.

: _ .n, . an _ a"
(a:b)"=a": b" ; Q"=

Zminénou vétu si muzZeme ukazat na vzorech:
(9:2)* = 9%: 2¢

[(=24): 5]° = (=24)°: 5°

11




2.1.3.6 Mocnina mocniny

Touto operaci, kde a € R am,n € N, rozumime jednoduchy vzorec ve tvaru:

(an)m - aTI. ‘m

Mezi vzorové priklady radime napriklad:
(53)* = 534
[(=4,2)°]® = (—4,2)>'2  (Odvarko a Kadle¢ek 2008)
2.1.4. Mocniny s celym exponentem

V minulé kapitole jsme se zabyvali pouze prirozenym mocnitelem s realnym

zakladem. Nyni si exponent rozsirime na jakakoliv cela ¢isla.

Ve vSech vétach tykajici se mocniny s prirozenym exponentem nemame zZadné
specialni podminky pro urcovani mocnitele. Jenom u déleni mocniny se stejnym
zakladem je platny pro exponenty r,s vztah, kde r > s. Pokud budeme uvaZovat

rovnost zminénych cisel, pak pro libovolné realné ¢islo a plati:

Ze zminéné Uvahy plyne, Ze je praktické rozsirit definici mocniny o nultou

mocninu z redlného ¢isla a # 0. Tzv. formulujeme:

a®=1

Pro zminénou definici vhodné vyjadiujeme dalSi vztah snezapornym

mocnitelem proa € R/{0}:

Jinak receno odstraniujeme zaporny exponent pomoci prevracené hodnoty k cislu a

a opacného prvku k hodnoté m.Rovnost miizeme navic vyjadrit téz ve tvaru:

am =)™

12




Veskeré véty jmenované v predchozi podkapitole 1ze stejné aplikovat i pro
mocninu s celym mocnitelem, kde pouze zjednodusSujeme predpoklad véty o déleni

mocnin se stejnym zakladem (Busek 2012).

2.1.5 Mocniny s racionalnim a iracionalnim exponentem

Pro kazdé Cislo a € R a pro kazdy Zlomek% =k, k € Z, plati

Vam = Vakn = V(a9 = ak = an

V pripadé definice mocniny s realnym exponentem, kde a >0am € Z,n €N,
se musi ovérit 2 podminky. Nejprve se zjiStuje, jestli je v souladu s definici mocniny
s celym exponentem. Druhé situaci se zabyva vyjadienim racionalniho ¢isla pomoci
libovolnym z nekone¢né mnoha sobé rovnym zlomkii. Na zdkladé ovérenich lze

zadefinovat mocninu s redlnym mocnitelem timto zptisobem:

m

an = Vam

U mocnin siraciondlnim mocnitelem pracujeme shornimi a dolnimi
aproximacemi jednotlivych iraciondlnich cisel, diky ¢emuZ ziskavame celkovy;,

pribliZny odhad mocniny.

Pro pocitani se zminénymi mocninami plati stejna pravidla jako pro mocniny

s celym exponentem (Odvarko 2009).
2.2. Odmocniny

2.2.1 Historie odmocnin

V této kapitole se podivame na historii odmocnin, ktera saha aZ do obdobi
starovéku. Prikopnikem se stal Pythagoras, ktery udajné jako prvni zacal pracovat
s iracionalnimi c¢isly. BEhem nasledujicich obdobich na vyznamného filozofa a
matematika navazuje mnoho dalSich pokracovatelti, kde jednim z nich je vynikajici
italsky matematik Leonardo Pisdnsky, téZ zvany Fibonacci. Sdm navazoval mimo
jiné i na techniku z obdobi Babylonské riSe (Honzlovad Exnerovd 2014). Mezi

podstatné prikopniky se radi také Christoph Rudolff, jenZ ve svém spisu Coss
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zroku 1525 poprvé pouzil symbol odmocniny. Zminény objev se nadale pouZiva

v souCasné matematice (Kralova 2007).

2.2.2 Definice odmocniny

Opacnou operaci k umocinovani nazyvdme odmocnovani, kde z dané mocniny
s mocnitelem hledame zaklad (Vondrovicova 2018). Podle autora Odvarka si

odmocninu lze nadefinovat jako:

,Pro kazdé n € N je n-td odmocnina z nezdporného cisla a takové nezdporné Cislo b,

pro které plati b™ = a. Budeme zapisovat
b= Va.

Cislo n se nazyvd odmocnitel (exponent odmocniny), ¢islo a odmocnénec (zdklad
odmocniny)“ (0dvarko, 2009, str. 95). Samotny symbol v se poté oznaluje pojmem
odmocnitko (BuSek 2012).

Ve formulaci odmocniny se zminuje autor pouze o nezaporném zakladu a
odmocniteli, avsak my se v matematice setkavame i s dalsimi moZnostmi. Veskeré

vztahy znazornime v grafu niZe.

%Tb
n je sudé Cislo nije lichlé Cislo
| |
a=0 a=0 a<?o0
b>0 b >0 b<0

Na zakladé definice odmocniny si musime uvédomit, Ze relace Ya = b je totozna

se vztahem b" = a, kde diky tomuto miZeme definovat nasledujici pomér jako

Va = a, jelikoZ a® = a (Odvarko 2009).
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2.2.3 Operace s odmocninami

2.2.3.1 Sc¢itani a odecitani odmocnin

U zminénych operaci plati stejna pravidla jako u mocnin tzv. je mozné je
provadét pouze v pripadé, kdy odmocniny maji stejny zaklad a odmocnitele. Jako

piiklad Ize uvést:

5V17 — 217 = 7Y/17  (Sangaku Maths 2023)

2.2.3.2 Soucin odmocnin se stejnym zakladem
Pro kazdé nezaporné ¢islo a,b € R a pro vSechna n € N miiZzeme formulovat

vztah:

Ya Vb= Vab

Mezi vzorové priklady lze uvést naptiklad:
V2 - 7= V14

2.2.3.3 Odmocnina podilu
Pokud chceme odmocnit prvky ve zlomku se stejnym odmocnéncem, je

zapotiebi se ridit nasledujicim pravidlem.

Va .[a
Va —,Va,b €ER,a 20,b >0,vn €N

s b

Diky prikladu niZe si pribliZime zminény vztah o odmocniné z podilu:

5
j_; = (Odvarko 2009).

U zlomki s odmocninou ve jmenovateli vyuzZivdme postup zvany usmeérnénti,
abychom se zbavili nechténé odmocniny. Pro cely proces je zasadni tzv. rozSirovani.
Pod rozSifenim zlomku si predstavujeme, Ze vynasobime jmenovatele spolu
s Citatelem stejnym libovolnym nenulovym Ccislem ¢i Ciselnym vyrazem. Hodnota

samotného zlomku se v§ak neméni (Busek 2012).
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2.2.3.4 Umocnovani odmocniny

Pro umocinovani odmocniny je zakladem kladné realné cislo a, ptirozené cislo n

a celé cislo s. Poté formulujeme vztah:

(va) = Ve

Tuto vétu si muzZeme ukazat na vzoru:

(3 1,4)5 = /1,45

V pripadé, kdy mluvime o ¢islu s jako o prirozeném cislu, plati véta i pro

a = 0. Jinak feCeno se jedna o specialni pripad, kdy s € N,s = n, pak piSeme:

(%)n= VYa®* =a,Va €R,a > 0

Priklad pojici se k operaci:

(33 = V7 =3

V nékterych pripadech se setkdvame i se zdpornym a. Pak si mizeme relace

predstavit grafem:

a € RRn eEN

n je sudé cislo n je liché ¢islo
Va™ = |a| Va® =a

Kdybychom uvaZovali 3 prirozena cisla m,n,p spolu snezapornym realnym

¢islem a, mohli bychom odmocninu pomoci téchto prvki zapsat ve tvaru:

e = am

Jinak tecCeno jsme vyuzili kraceni prvkem p, abychom si zjednodusili praci

s vypocty. Uvedenou relaci si ukaZeme na prikladu:

15 /_41 _ 53 /_45_2 _ W
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2.2.3.5 Odmocniovani odmocniny
Predpokladejme prirozena c¢isla m,n a nezaporné realné cislo a. Potom je dan

vztah:

Mezi vzorovou ukizku radime:
V17 = Y¥17 = 917 (Odvarko 2009)

2.3. Mnohocleny

S vyrazy se v matematice setkavime na kazdém Kkroku. Ve vyrazu se vyskytuji
jak urcita cisla neboli konstanty, tak i pismena cili proménné, které nahrazuji ¢isla
z urcité mnoziny. Dilezitym pojmem pojici se svyrazy je definicni obor, ¢imz
rozumime jiZ jmenovanou mnoZinu, pro jejiz hodnoty proménnych ma konkrétni
vyraz smysl. Pokud dosadime do vyrazu za veSkeré proménné libovolna cisla
z definicniho oboru a provedeme operaci uré¢enou danym vyrazem, ziskame cislo,

kterému rikdme hodnota vyrazu (Busek 2012).

Mezi vyrazy zarazujeme jednocleny a mnohocleny. Pod jednoclenem si
predstavujeme vyraz, ktery se da formulovat jako ¢islo, proménna nebo jako soucin
¢isla a mocnin proménnych s prirozenymi mocniteli. Naopak mnohoclen se da
zobrazit jako jednoclen nebo jako soucet jednotlivych jednoclent (Odvarko 2009).
Mnohocleny mizeme rozdélit podle poctu proménnych, prresto se pirevazné pracuje
na zakladnich a stfednich Skolach pouze sjednou aZ dvéma proménnymi (BuSek

2012).

2.3.1 Operace s mnohocleny

2.3.1.1 S¢itani a odecitani mnohoclent

Scitat ¢i odecitat mizeme pouze takové mnohocleny, u kterych se nachazi stejné
proménné ve stejnych mocninach. Pokud mame pred celym mnohoc¢lenem minus,

je zapotiebi zménit u vSech ¢lenii mnohoclenu znaménka na opacna.

Vzorovym prikladem niZe si predstavime obé operace:
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(5a®> —3b3 +4a —2b) — (Ba?— 2b3*+7ab—a+1) =5a% —3b3 + 4a —2b —
3a%? + 2b3 —7ab —a+ 1= 2a? — b3+ 5a — 2b — 7ab — 1 (Odvérko 2009).

2.3.1.2 Nasobeni mnohocleni

JestliZze nasobime jednocCleny, lze Kkoeficienty i proménné riizné sdruzovat a
zameénovat jejich poradi. Obecné pro soucin mnohoclent je dtlezité pravidlo
tykajici se nasobeni mocnin se stejnym zakladem, coZ se nachazi v kapitole

Mocniny.

Mnohoclen miZeme ndsobit bud jednoclenem, nebo opét mnohoclenem.
V prvnim pripadé je zapotiebi se drzet pravidla, kde se nasobi kazdy clen
mnohoclenu s jednocClenem. Nasledné se ziskané jednocleny scitaji, popripadé
odecitaji. Podobnym pravidlem se ridi i sou¢in dvou mnohoclent, u kterych se musi

vynasobit kazdy ¢len jednoho z nich se vSemi ¢leny druhého vyrazu.
Zminéné operace lze prezentovat na jednoduchych ukazkach:
(3x3 + 5xy — 2x) - 6xy = 18x*y + 30x2y? — 12x%y
(Gx?+3x—2) - 2x—1)=10x3+6x? —4x —5x2 —3x+2 =
10x3 + x2 —7x+2 (Odvarko a Kadletek 2008)

Umime-li mnohocCleny nasobit, umime téZ nalézt jejich mocniny. Nejcastéji

vyuzivand v poctech je druha a tieti mocnina, které ur¢ujeme pomoci vzorci:
(a +b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)?> = a® — 2ab + b? (%)
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b3
(a— b)® = a®— 3a®b + 3ab? — b3 (Busek 2012)

Jejich grafické znazornéni a nasledny popis schématu s dlikazem je umisténo

v praktické ¢asti bakalarskeé prace.

2.3.1.3 Podil mnohoclent

Vtéto podkapitole se zamérime na podil mnohoclend jednoclenem, Cci

mnohoclenem. Prvni situace je pomérné jednoducha, jelikoz délime jednoclenem
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vSechny prvky mnohoclenu a vzniklé podily seCteme. Ve druhém pripadé se

vvvvvv

zejména s mnohocCleny sjednou proménou a délitelem nejvySe stupné rovnému
stupni délence. Pri déleni vyrazi se vyuzivd véta o podilu mocnin se stejnym

zakladem, proto je dtlezité nejdiive ovladat téma mocnin.

Vysledkem podilu je opét mnohoclen v pripadé, kdy mluvime o déleni beze
zbytku. Jinak fe¢eno ndm po vydeéleni zbude 0. V opacné situaci ndm zlistava tzv.

neuplny podil se zbytkem, jenz je mensiho stupné nez u délitele (BuSek 2012).

Nejprve si na prikladu ukazeme déleni mnohoclenu jednoClenem a nasledné se

zameéiime na situaci, kdy délitelem je mnohoclen.

1. Bx°+2x) :x= Bx°: )+ Qx:x)=3x*+2prox# 0
1
2. (6x3—13x*+x+2): Bx+1)=2x2—5x+2prox # 3

—6x3 — 2x?

—15x% 4+ x+ 2

15x% + 5x

6x + 2

—6x — 2

0 (Odvarko 2004)

2.3.1.4 Rozklad mnohoc¢lent na soucin

Rozklad mnohoclenu chipeme jako jeho vyjaddfeni ve tvaru soucinu
mnohoclent, které uz nelze dale rozlozit. Princip spociva ve vytykani pred zavorku

nebo uzitim nalezitych vzorca.

vvvvvv

(*) z oddilu Ndsobeni mnohoclenti. Dalsi hojné pouzivané jsou formule:
a’?— b?>= (a + b) (a — b)

a®+ b3 = (a + b) (a? —ab + b?)
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a®— b3 = (a — b) (a®> + ab + b?) (Busek 2012)

K pochopeni vztahi u zminénych vzorcli, zejména u a? — b?, se nejlastdji

vyuzivaji grafickd znazornéni. Princip spociva v obsahu Ctverce a obdélnika. Pokud

budeme uvaZovat libovolny ¢tverec ABCD o délce strany a a obsahu a?, z néhoz

Fizneme mensi Ctverec s velikosti stran a obsahem b*, vznikne nidm
vy t AEFG likosti strany b a obsahem b? k

utvar EBCDGF s obsahem a? — b?. Nasledné presuneme obdélnik EBY’F za vzniku

obdélniku GEBD srozméry a+b a a—b. Vznikly tGtvar ma tedy obsah

(a+b)(a—b). Celym procesem jsme dospéli kodvozeni rovnosti

a’— b?>= (a + b) (a — b). (Novotna 2018)

D [¢] (‘ D
a s
G F Yy =Y’
" G
A E B

Obrézek 1 - Grafické zndzornéni vzorce a® — b?

2.4. Metrické vztahy

cC=Y' B

(a+ b)a b) a b

Pod pojmem metrické dlohy si predstavujeme podrobnéjsi popis prostorovych

vztahtl. Mezi zkoumané vlastnosti radime vzdalenost ¢i odchylku. V tlohach tohoto

typu se zjiStuji napriklad vzdalenosti ¢i odchylky dvou pirimek nebo rovin

(Pomykalova 2010).

2.4.1 Pythagorova véta

Uvedenou vétu radime mezi nejznaméjsi véty
v matematice. Pri jejim vysloveni si ihned
vybavime pravouhly trojuhelnik, u kterého dvé
strany svirajici pravy uhel oznaCujeme jako
odvésny. Naopak zbylou nejdelsi stranu leZici proti
nejvétSimu uhlu nazyvame preponou
(Beutelspacher 2005).
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Autori Odvarko a Kadlecek ji popisuji jako: ,0bsah ctverce sestrojeného nad
preponou pravotihlého trojihelniku se rovnd souctu obsahti ctvercti sestrojenych nad
jeho odvésnami. Jinak receno: Pro pravouhly trojihelnik ABC s preponou o délce ¢ a

s odvésnami o délkdch a, b plati:

c? = a? + b?“(0dvarko a Kadletek, 2008, str. 23).

TitiZ tvilrci se navic vyjadruji k vété obracené k Pythagorové vété. Definuji ji ve
tvaru: ,Jsou-li a,b,c délky stran trojithelniku a plati-li pro né c* = a® + b?, pak je

trojihelnik pravouhly a c je délka jeho prepony” (Odvarko a Kadlecek, 2008, str. 27).

Pomoci spravného vyjadieni miizeme prostiednictvim jmenované véty vyjadrit

treti stranu ze zbylych dvou stran. Vztahy jsou formulovany ve tvaru:
c= Ja TP
o= T b
b= +Vcz- a2 (Busek 2012)

2.4.1.1 Historie Pythagorovy véty

Pythagorova véta udavajici vztah mezi preponou a odvésnami je zndma jiZ uz od
dob pred Pythagorem. Staii Indové vyuZzivali k urceni pravého dhlu trojuhelnik o
délkach stran 5, 12, 13 jednotek. V Egypté pouzivali stejny zpiisob s jedinym
srozdilem. Velikosti stran se rovnaly ¢islim 3, 4, 5 jednotek. Vzhledem k jejich
povédomi o pravouhlém trojuhelniku urcen témito délkami stran lze predpokladat,
Ze jiZz vtomto obdobi chapali spojitost mezi velikostmi. Uvédomovali si tzv.
specialni Pythagorovu vétu, kde plati 52 = 3% 4+ 42 nebo 132 = 122 + 52, Timto
zplsobem se pripravila piida pro obecny dikaz platici pro vSechny pravouhlé
trojuhelniky. Ten se podarilo uskutecnit Pythagorovi nebo jeho zakim
Pythagorejclim, coZ se povaZuje za pravdépodobnéjsi verzi. Ackoli sdm Pythagoras
nenapsal zadné dochované dilo, presto se mu za jeho pisobeni pripisuje

jmenovana véta (Horak 1949).

2.4.1.2 Dlikaz Pythagorovy véty

Pro Pythagorovou vétu existuje nejvice diikazli v celé matematice. V dnesni

dobé se vyskytuje okolo 400 dikazi (Beutelspacher 2005). Mezi neslavnéjsi
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odvozen{ patif ditkaz proménou ploch (Cu¢ka 2007). Mluvime oviem o pomérné
komplikované verzi vyskytujici se vdile Zdklady od Euklida. K odvozeni
Pythagorovy véty se proto vyuzivaji jednodussi varianty diikazu (Stewart 2019).
Na zakladnich skolach byva nejvice pouzivana alternativa se ¢tvercovou dlazdici,
kde kazda z nich je rozdélena na 4 shodné rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky.
Druhy Casto aplikovany diikaz je tvoren 2 velkymi Ctverci. Jeden z nich se sklada ze
4 pravouhlych trojdhelnikii a jednoho velkého ctverce. Pii jiném usporadani
stejnych trojuhelnikéi ndm nasledné vzniknou 2 mensi ¢tverce (Cucka 2007).
Analyzu téchto dvou zminénych diikazli rozebirdme podrobnéji v praktické casti,

ktera obsahuje i jejich grafické znazornéni.

2.4.2 Obsahy geometrickych utvart

Pod pojmem obsah si predstavujeme kladné C¢islo, které je pridruZené

geometrickému obrazci tak, Ze plati nasledujici 3 podminky:
»1. Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.
2. Sklddd-li se obrazec z nékolika obrazcti, které se navzdjem neprekryvaji,

rovnd se jeho obsah souctu jejich obsahti.

“”

3. Obsah ctverce, jehoZ strana md délku 1 (mm, cm, ...), je 1 (mm?, cm?, ...)

(Pomykalova, 2006, str. 65 a 66).

2.4.2.1 Historie obsahil geometrickych atvart

S vymérou se setkdvame uz v dobach starovéku. JiZ Babyloniané znali formule
pro vypocet obsahu jednoduchych pravothelnik. Ciflané navic sepsali dilo
Matematika v deviti knihdch, kde mGzeme dohledat tlohy s touto tématikou. Velky
pokrok zajistili matematici Indie diky spisu Stilvastitra, ktera obsahuje kromé pocti
obsahti, objem1i téZ ulohy tykajici se promény obrazc(, napt. obdélnik na Ctverec o
stejném obsahu. V nasledujicich obdobich se matematici intenzivné obsahim
nevénovali (Sklarova 2009). Jejich pozornost vsak ziistala u neuvétitelného cisla m

(Stewart 2019).
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2.4.2.2 Vzorce obsahli geometrickych atvart

Ve jmenované podkapitole se budeme zabyvat pouze vyctem zakladnich vzorcti

pro vypocet obsahu.

e Ctverecs délkou strany a

V tomto pripadé je obsah Uzce spjat nejen s mocninami a odmocninami, ale i

s vyznamnou Pythagorovou vétou, ve které se uplatiiuje.

e (Obdélnik s délkami stran a, b

S=a-b

e Rovnobéznik s délkami stran a, b a vySkami na strany v,, v,

S=a-v,=b v,

e Trojuhelnik se stranami a, b, c a vySkami na strany v,, vy, v,

e LichobézZnik se stranami a, b, ¢, d a vySkou v

_(a+d) v

S
2

e Obecny mnohouhelnik

Obecny vztah pro vypocet obsahu jakéhokoliv c¢tyruhelniku aZz na deltoid
neexistuje. Proto je zapotiebi, aby se dany c¢tyruhelnik rozdélil na ¢ast, u kterych

umime obsahy spocitat. Nasledné ziskané, jednotlivé obsahy secteme.
e Pravidelny n-uhelnik se stranou a

Diky pravidelnosti n-ihelniku ho miliZzeme rozkouskovat na nékolik shodnych

rovnoramennych trojahelniku, za jejichZ pomoci lze vyjadrit chtény obsah:

S=n'St,
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kde S; znaci obsah jednoho ze zminénych trojihelniki.
¢ Kruh s polomérem r
Pro zadefinovani si obsahu kruhu je zapotrebi si nejdrive pripomenout

konstantu m, pod kterou si predstavujeme takové realné cislo vyhovujici rovnici:

0

= —.

d
Znakem O rozumime obvod libovolného kruhu a d jeho priimér. Cislo 1 vychazi pro
jakykoliv obvod a primér vzdy v ptiblizné hodnoté 3, 14.

Nyni uz si miZeme formulovat vzorec pro obsah kruhu:

(Sramek 2017)
3 Didakticka cast

3.1 Ramcovy vzdélavaci program

JelikoZ se na vSech zakladnich a stfednich Skolach uplatiiuje ramcovy vzdélavaci
program (dale jen RVP), zahrnuli jsme ho i do nasi bakalarské prace. Vzhledem
k naSemu zaméreni se budeme pohybovat pouze v kapitole Matematika a jeji
aplikace (BartoSek et al. 2021; Balada et al. 2021). Presnéji se specializujeme,

v jakych usecich RVP se objevuji témata popisovana v nasem dile.

S tématikou obsahl se lehce seznamuji uz zZaci na 1. stupni zakladni Skoly.
Zminéné ucivo spada pod skupinu Geometrie v roviné a prostoru, kde Zaci pracuji
pouze se c¢tvercovou siti, pomoci niZ poznavaji obsah. Dale se zaméruji na zakladni

jednotky obsahu.

Latka mocnin a odmocnin se zaina probirat az ve 2. stupni vzdélavani zakladni
$koly. Latka se fadi pod obecnou Kategorii Cislo a proménnd, kde ocekavanym
vystupem Zaka je provadéni pocetnich operaci v oboru celych a racionalnich ¢isel a
uzivani ve vypoctech druhou mocninu a odmocninu. Aby Zak dokazal pracovat
s mocninami a odmocninami, je zapotfebi umét scitat, odecitat a nasobit. Po

zvladnuti jmenované latky mohou studenti pouzit zminéné znalosti v metrickych
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ulohach skolské geometrie. VRVP radime uvedené ucivo do skupiny Geometrie
v roviné a prostoru. Na zakladé stanov RVP jsem pro naSi bakalarskou praci zaradila
nasledujici vystupy zZakl: odhad a vypocet obsahti a obvodt zakladnich rovinnych,
geometrickych objekti, zdGvodnéni a pouZivani polohovych a metrickych
vlastnosti zakladnich rovinnych utvart pii reSeni prikladi a jednoduchych
praktickych problémt, vyuzivdni matematické symboliky, charakterizovani a
tiidéni rovinnych utvard, analyzovani a feSeni aplika¢nich geometrickych uloh s

pouZzitim matematického aparatu (BartoSek et al. 2021).

VysSe popsané ucivo se probira téZ na strednich Skoldch. Na gymnaziich ho lze
dohledat pod nazvem Cislo a proménnd a Geometrie. O¢ekavané vystupy zaki se
zde nazyvaji provadéni operaci s mocninami a odmocninami a upravovani
Ciselnych vyrazili, vyuzivani geometrickych pojmi, odlvodiiovani a aplikovani
vlastnosti geometrickych objektli v roviné a v prostoru, tiidéni na zakladé
vlastnosti utvarli, vyuzivani nacrtu pri reSeni rovinného nebo prostorového
problému, pouzivani funk¢nich vztahti v ilohach pocetni geometrie, trigonometrii
a upravovani vyrazi a pracovani s proménnymi a iraciondlnimi Cisly, reSeni
analytickych polohovych a metrickych uloh o linearnich utvarech v roviné (Balada

etal. 2021).
3.2 Problematika uciva na zakladni skole

3.2.1 Problematika obsahu

Obsahy a objemy se radi mezi sedm nejcastéji udavanych kritickych mist
v matematice na zakladnich Skolach. Nepochopeni této oblasti nasledné vede k

jeji neoblibé. V dalsich odstavcich si probereme komplexnéji problematiku obsahi.

Otazka obsahi geometrickych utvart se objevuje na zakladnich $kolach uz na 1.
stupni, kde se Zaci zabyvaji nejdiive konkrétni drovni a aZ pozdéji své zkuSenosti
zobeciiuji do podoby vzorct. Autori Vondrova a Rendl navazuji na téma vzorci
nasledujici vétou: , V nejabstraktnéjsi fazi pojmotvorného procesu miry v geometrii je
pouZit jazyk algebry pro abstraktni uchopeni multiplikativni struktury” (Vondrova et
al., 2015b, str. 257). Mohli bychom ¥ici, Ze timto zplisobem nam vznikaji samotné

vzorce, které jsou ovSem podle M. Hejného a kol. (1990) symbolikou zestru¢néné
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véty. Samotna stru¢nost miize byt zaroven vyhodou, ale i nevyhodou. Z jedné strany
jsou formule snadno zapamatovatelné a dobre se s nimi pracuje. Naopak z druhého
hlediska jsou ¢asto nahradou skute¢ného poznani, jelikoZ poskytuji Zakovi resit to,
¢emu sam nerozumi (Vondrova et al. 2015b). ZjednodusSené se je uc¢i nazpamét bez
jakéhokoliv pokusu jim porozumét. Stim se poji myslenka, Ze déti maji casto
problém s feSenim jednoduchych vypoctl obsahii geometrickych utvart tam, kde
se nemohou spolehnout na dosazeni do jiZ znamé formule. Na zakladé zminéné
idey si tvlrci Vondrova et al. vybrali 5 prikladi z tloh mezinarodniho testovani,
které predloZili Zaklim. Z jejich feseni nasledné dospéli k vysledkiim, Ze Zaci nejsou
schopni vyreSit otazku tykajici se obsahu pravdépodobné kvili Spatnému
rozpoznani obrazku ¢i si nedokaZou rozdélit schéma na casti, s nimiZ uZ umi
pracovat. Proto mnoho zaki priklady vynechali, ackoliv méli dostatek ¢asu k jejich
reSeni. Mohli bychom Fici, Ze jsou az prili§ vazani na pouziti vzorcli a neuvédomuji
si souvislosti mezi formulemi riiznych utvart (Vondrova et al. 2015a). Podobnému
tématu se vénuje dosti vyzkumi v USA. Ukazaly, Ze Zaci nerozumi souvislostem
mezi vizualni strdnkou a numerickymi procesy. Nechapou, Ze soucin dvou délek

vytvori jednotku obsahu.

Dale pro zaky byva ve vypoctech obsahtli potiz, kdy se prechazi od mensich
utvarlii kvelkym prostoriim jako pole, pokoj ¢i budovy nebo od jednoduchych
titvard k atvarim nepravidelnych tvarti ¢ riizné zakfivenym objektéim. Zaci proto
musi uvazovat v takovych jednotkach, které lze deformovat. Se zminénou situaci se
poji problém, kdy Zaci rozumi obsahem soucin dvou stran bez ohledu na tvar
geometrického objektu, a navic zobeciiuji vzorec ,zdkladna krat vyska“ i na utvary

jiné neZ rovnobézniky, napt. na nepravidelné tvary.

ZAci se téZ ¢asto dopoustéji chyb v terminologii. Nejéastéji si pletou pojmy obsah
a objem, obsah a obvod, ale také jednotky jako je naptiklad metr ctverecni,
popripadé krychlovy. Zrejmé si neuvédomuji vztah mezi Cislem nad jednotkou miry

s poctem délek v soucinu.

Pii vyuce se miizeme setkat s zaky rtizného véku, kteii nedokazou zachovat
obsah. V dile autord Vondrova et al. se vyskytuje priklad s umisténim shodnych

ctvercl (viz obrazek 3). Ackoli se jejich pocet nezménil, presto nejsou zZaci schopni
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vypocitat obsah. Misto ného pracuji bud’ s obvodem, nebo jsou nazoru, Ze utvar

nema obsah zZadny.

Obrdzek 3 - Zména obsahu pfi zméné umisténi ¢tverct

Popripadé se lze setkat sprtipady, kdy Zaci rozdilnych vékovych skupin jsou
presvédceni, Ze stejny obsah znamena shodnost danych tutvard. Eventuelné
podléhaji predstavé, Ze utvary se stejnym obsahem musi mit i shodny obvod a
naopak. S timto problémem se nesetkdvame pouze u déti zakladni Skoly, ale i s Zaky

stredni ba dokonce i vysoké skoly.

Dle uciteli maji Zaci nejvétsi potiZe z hlediska probirané problematiky s prevody
jednotek a vzorci, jelikoZ nejsou schopni si je vSechny zapamatovat. S pribyvajicimi
formulemi si je zacinaji plést. Dalsi potiZi zminovanou pedagogy je jejich
neschopnost propojit latku matematiky s ucivem fyziky. Predméty vnimaji zcela

oddélené a také se je zcela oddélené udi.

Pokud pomineme kognitivni vyvoj ditéte a ndrocnost tématu, ma velky vliv na
pochopeni problematiky obsahu didakticka stranka. Casto se podceiiuje dfileZitost
porozuméni jednotky miry. Zaci nejsou vedeni ktomu, aby sami formulovali
nastroje méreni. Dale se klade maly dlraz na souvislost mezi obsahem a
multiplikativni operaci. Naopak se vyskytuje priliSny diraz na vypocty neboli
zjistovani ¢iselné hodnoty ¢ili se hledani miry omezuje pouze na praci s ¢isly. Zaci ji
tak vykonavaji bez porozuméni, ¢imZ dochazi ke ztraté spojeni mezi geometrickou
predstavou a vypoctem obsahu (Vondrova et al. 2015b). K potizim ptidava
sebediivéra v matematice, jenz miiZe byt u nékterych zakti pomérné nizka. Z toho
diivodu se casto uchyluji ke kalkulativni napravé vzorce nez snaze nahlédnout do

vivs

se nemtiZe na spravnost své uvahy spolehnout (Vondrova et al. 2015a). Nasledujici
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problém se tyka predcasného nastupu vzorci Cili algebraizace a malého dlirazu na
pochopeni formule pro vypocet obsahu obdélniku, diky kterému lze odvodit vzorce
u ostatnich dtvart. Zaci jsou malo vedeni k badani nad vztahy mezi jednotlivymi

vzorci geometrickych objektl (Vondrova et al. 2015b).

3.2.2 Problematika algebraizace

Zakladni algebraické cinnosti jsou podminkou ke zdarnému zvladnuti jistych
oblasti matematiky. PopisSeme si, jaké prekazky musi Zaci prekonavat v kontextu
algebraizace, pod ¢imz si predstavujeme algebraicky popis vztahu mezi objekty a
algebraické vyjadreni aritmetické zakonitosti. I americti védci zkoumajici vétsi
pocet srovnatelnych studii se zabyvali Zakovskymi problémy s cilem zachytit
vysledky kvalitniho badani v didaktice matematiky. Pro nasi bakalaiskou praci jsou
podstatné casti zjejich vyzkumu tykajici se oblasti rovnic, kam zahrnujeme i

upravy s vyrazy, a slovnich uloh.

»Vyuka algebry navazuje na Zdkovy predchozi zkusenosti s resenim aritmetickych
a geometrickych tloh“ (Vondrova et al, 2015a, str. 322). Ztoho vyplyvaji 2
podstatné dtsledky. Jestlize jsou Zakovy aritmetické ¢i geometrické znalosti
nauceny Spatné nebo pouze povrchné neboli formalné, budou fungovat spise jako
bariéra v Cinnosti na algebraické urovni. Druhy dopad vychazi z rozdili zakladt
aritmetickych a algebraickych cinnosti. Myslime tim praci s konkrétni ciselnou
hodnotou a s proménnou, kterou rozumime zevsSeobecnéni ¢iselnych hodnot nebo
dalSich objektl. Jinak sem radime téZz podstatu tesSeni piikladli za pomoci
aritmetickych prostiredkd, jejich feseni pomoci algebraickych ndastroji a praci
s rovnosti jako operaci nebo jako relaci. U aritmetickych uloh se pravé zobrazuje

«

zminény znak ,=“ jako pokyn kvypocCtu, zatimco u algebry se setkdvame
s vyznamem zachovani rovnosti. Na zakladé vyzkumu A. Dembyové (1997) se
zjistilo, Ze rovnost v algebraickém pojeti neni pro Zaky zcela zfejma. Po dotazu
zakl, zda se dva vyrazy po upravé rovnaji, nebyli schopni odpovédét ¢i byli
zaporného nazoru. Byli presvédceni, Zze po dosazeni do obou vyrazii mohou ziskat

2 razné hodnoty.

Jak jsme zminovali vySe, je diilezité se zabyvat samotnymi proménnymi, coz je

zakladni pojem v algebre. Kazdy, kdo se chce pohybovat vtomto oboru, musi
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porozumét obsahu proménné. OvSem zminény pojem nabyvd mnoho vyznamd.

Tvilrci Vondrova et al. uvadéji ve svém dile nasledujici 4 moZnosti chapani

proménné:
1. proménnad jako zobecnéné cislo,

2. proménna jako zastupce mnoZiny hodnot, kterych mtiZe nabyt zminény

objekt pri popisu vztahu,
3. proménna jako neznama,

4. proménna jako soucast systému, ktery zavisi na pravidlech transformace

a ekvivalence.

Pravé tato mnohotvarnost ma velky vliv na potiZe zak{, uz jenom z toho diivodu, Ze
se role proménné miiZe ménit v pribéhu jedné ulohy. Navic zaci Casto pismenim
prirazuji vlastni predstavy, které jsou vétSinou chybné. Napriklad interpretuji
pismena jako oznaceni pojici se se jménem objektu neboli pod pismenem A si
vybavuji auto. Objevuji se vSak i moznosti, kdy si Zaci pod proménnou piedstavuji
konkrétni hodnotu nebo ji vnimaji jako ndhrazku néjaké obecné skupiny
proménnych. Napiiklad ¢ si oznacuji jako cenu za mléko, ale i cenu za chleba.

Veskeré jmenované jevy jsou pric¢itany nematematickym zkusenostem zaku.

Mezi dalsi problémy zakii radime potiZe v feseni algebraickych tloh, které jsou
dany jejich odliSnou povahou od aritmetickych piikladl. Zasadni rozdil mezi nimi
je, Ze aritmeticka uloha vyZaduje provedeni operace se zndmymi Cisly za cilem

vz

ziskat dal3i ¢islo. Naopak algebraicky ptiklad vyZzaduje komplexnéjsi pristup. Zaci
jsou zvykli po celou dobu Skolni dochazky pracovat zejména s aritmetickymi
ulohami, cozZ vede k presvédceni, Ze priklady se resSi vypocitanim jedné hodnoty.
Maji tendenci proménné nahrazovat aritmetickym vypoctem na ¢isla. Jinak bychom

mohli Fici, Ze maji potfebu vypoctu. Mluvime pak o jejich cili ziskat reSeni, tzv. ¢islo.

K rliznorodosti vyznamu proménné se vyjadiuji i dalsi studie, které se zaméruji
zejména na analyzu prikladi vyZadujici algebraické mysSleni. Samotné ulohy
rozdéluji do 4 typl - prifazovaci, vztahové, otdzky a tvrzeni s dalSimi fakty.

Algebraizace ulohy je poté zakladni podminkou k ispésnému reSeni prikladu.

Mohli bychom fici, Ze prevadime tvrzeni na rovnice vyjadrujici vztah proménnych.
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Pravé tento prechod, od vztahovych slovnich projevi kjejich algebraickému
béZného jazyka, které odkazuji na jistou operaci (naprtiklad slovo ,zmensit"
vyvolava operaci odcitani), a pritom matematicka reprezentace prikladu poZaduje
operaci zcela odlisSnou, napriklad operaci kni opacnou (Vondrova et al. 2015b).
S tlohami se poji dalsi potiz, kde Zaci nerozumi samotné slovni uloze. Nemusi
rozumeét bud textu, kam zahrnujeme nejen jednotliva slova, ale i rlizna slovni
spojeni, nebo nechape matematickou podstatu slovni tlohy, ¢imZ rozumime vztahy
mezi objekty nebo jeji matematickou strukturu. Poslednim mozZnym problémem je
koncept, pojmy, kterym nerozumi. Jinak Feceno nechape probiranou latku. Kviili
zminénym potiZim nasledné bud Zak ztraci zajem o reSeni prikladu, Zada
vysvétleni nebo nevédomky voli chybny postup. Casto se ale Zaci priklanéji

k nahodilé kombinaci pocetnich operaci a ¢isel ze zadani (Vondrova et al. 2015a).

Mnohdy mohou byt piekazkou i nové zkuSenosti s algebraickou ¢&innosti. Zaci
vyuzivaji symboliku chybné kviili Spatné vybudovanym predstavam vztahujicich se
knovym poznatkim. Hovorime o situaci, kdy s pribyvajicim vékem zaka se ve
vyuce zacnou objevovat dalsi latky. Prikladem je ucivo mocniny, kdy si Zaci Casto

zaménuji koeficienty za mocnitele.

Z pohledu pedagogli jsou problémy v oblasti algebry hodné spjaty s praci
s algebraickymi vyrazy. Podle uciteli jsou upravy vyrazli, zejména rozklad
mnohoclenu na soucin ¢i obecné prace s mocninami, samy o sobé narocné, jelikoz
je zapotiebi zde uplatnit své znalosti a dovednosti. PotiZ je v tom, Ze Zaci nemaji
osvojeny zvlasté poradi operaci, praci se zavorkami, se zlomky a zapornymi cisly.
Mezi dalsi problematické oblasti uvedli slovni ulohy, predevSim ty s vice

proménnymi (Vondrova et al. 2015b).

3.2.3 Didaktické postupy a techniky ve vyuce matematiky

Jaké podnéty mohou smérovat k tomu, aby mysSlenkové procesy zapocaly a poté i

zdarné pokracovaly? Predchozi otazka zcela vystihuje napli této kapitoly.

Obecné je rozvijeni mysleni uzce spjato s konstruktivnimi pristupy k vyucovani
matematiky. Zakladem kazdého uceni je angaZovanost jednotlivce a jeho zajem o

problematiku. Kurina, autor Clanku v Casopisu Ucitel matematiky, se vyjadruje
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k tématu vétou: ,S myslenkami, podobné jako s tekutinami, Ize dobre zachdzet jen
tehdy, kdyZ jsou ve vhodném obalu. (V takovém pripadé je mozno je izolovat, mérit
misit i proddvat.)“ (Kufina, 1997, str. 177). Pod pojmem obal myslenek si autor
predstavuje domnénky, tvrzeni, formulace definic, zapisy diikazii nebo konstrukci,
a nakonec i vhodna schémata ¢i obrazky, jeZ jsou spjaty sjazykem matematiky.

Proto bychom méli podporovat vice jeho rozvoj.

Navic je zapotrebi, aby Zaci ziskavali zkuSenosti predevSim zacleriovanim
vhodnych cinnosti souvisejicich s tfeSenim dloh. Musime vzit v dvahu, jestli je
dtlezitéjsi ucit dokazovat nez predkladat samotné diikazy, spiSe definovat pojmy
nez tvorit definice nebo reSit priklady nez predavat hotova reSeni. Jeli lepsi vést

zaky k mysleni, nez je ucit formalni logiku (Kurina 1997).

3.2.3.1 Problematika obsaht

Mezi uciteli zminované techniky fadime takové procesy, u kterych je zdliraznéna
nutnost tvorby predstav o pojmech obsah ¢i objem. V pripadé obsahu casto
pedagogové vyuZzivaji ctvereCkovanou sit' ¢i zapliiovani plochy shodnymi pasky.
Zvypovédi uciteli se miZzeme dozvédét, Ze samotnd ndzornd ukazka pomoci
libovolnych pomfticek nestaci, proto je zapotiebi ji spojit s naslednym krokem tzv.

symbolickym uchopenim situace jako napiiklad formou vynasobeni rozmért stran.

Mnoho uciteli vyuziva techniku cileného narusovani takovych predstav, kdy
hledani obsahti je spjato pouze s vyuZitim vzorci. Casto uplatfiuji ve svych
hodinach klasické skolni tlohy o bazénu ¢i smacenych sténach, kde nemohou Zaci
pouZit cely vzorec. Je zapotrebi, aby si ho uméli vytvorit. Celkové se ucitelé shoduji

v nazoru, Ze pro pochopeni problematiky jsou zapotrebi zkuSenosti ze Zivota.

Druha kategorie se zabyvd moZnostmi, jak se zdarné vyporadat se vzorci. Podle
nékterych pedagogii by si zaci méli jisté formule pamatovat (zejména pro obdélnik,
ctverec, krychli nebo kvadr). Tim, Ze Zaci v hlavé uchovavaji vzorce, jim to pomaha
k uspésnosti v testech. Nepostradatelnou roli vtomto pripadé hraje samoziejmé

opakovani.

Pired vytvorenim vzorcl vyuzivaji ucitelé ve svych hodinach rtzné procesy
dokazovani. Kazdy pedagog samoziejmé k problematice ptistupuje individualné.

Bud’ jsou nazoru, Ze si zaci nejsou schopni sami odvodit vzorce. Proto je na tabuli
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predstavuji pro jistotu sami. Druha situace je prezentovana tim, Ze na zakladé
podnétii ke vzorci dokazou déti dospét. Pomérné dost ucitelti preferuje spise
odvozeni vzorcii pomoci aktivni manipulace s pomiickami, ¢imZ motivuji zaky
k u¢eni novych véci a zlepsSeni jejich porozuméni tématu. Vyjadrili se, Ze ze svym
pozorovani postiehli fakt, Ze Zaci si vzorec poté 1épe zapamatuji a uchopi ve své
paméti. Vtématu obsahu casto pedagogové vyuZzivaji strihdni a lepeni, kde déti
prevadéji novy atvar na jiny tvar, u néhoZz znaji obsah. V pripadé kruhu se zabyvaji
pribliZzného odvozeni ¢isla m. Princip spocivdA v méreni obvodi a primeéri
libovolnych kruhovych predméti a nasledného zapisu hodnot do tabulek (Rendl et
al. 2013). OvSem je nutné podotknout, Ze v praxi nesmi ani jeden z postupi
vyrazné prevazovat. SpiSe bychom se méli snaZit obé techniky kombinovat, i

pirestoze druhy pristup je casové narocnéjsi (Kurina 2019).

3.2.3.2 Problematika algebraizace

Nejcastéji jmenovanou technikou u proménnych je analogie ,jablicka a
hrusticky“. Jedna se o substituci abstraktnich proménnych konkrétnimi predmeéty.
Uvedeny postup soudi ucitelé v nékolika rovinach. Nejvice pedagogové podotykaji,
Ze jim slouZi pro nazornost, k prekonani zacatecni ontogenetické prekazky nebo
pro zvySeni sebedlivéry u Zaka, jelikoZ tim navazuji na jednodussi ucivo z nizsich
ro¢nikd. OvSem vtomto piipadé se setkdvame sjistymi nedostatky. Pokud
hovotime o sc¢itani, nelze dat k sobé ,jablicka“ a , hrusticky“, avSak u ndsobeni nelze
toto pravidlo uplatnit. Dal$im rizikem jsou Spatna oznaceni proménnych. Na mysli
mame nerozliSeni proménné jako zkratky pro jednotku a proménné jako jinou

Ciselnou hodnotu ¢i pocet predmétti. Pro lepsi orientaci si uvedeme priklad:

Jedno jablko si oznacime pismenem j, z ¢ehoZ poté pro 5 jablek ziskavame 5;j. Nyni
budeme uvaZovat situaci, kdy za 5 korun mame jedno jablko. Tim ziskdvame 5j za j

jablek, kde j znamena bud’ neznamou nebo proménny pocet jablek.

Neprili§ ucitelli propojuje problematiku s aritmetikou. Parkrat bylo zminéno
pribliZzeni jadra operaci pomoci oddélenych modeli s celoc¢iselnymi hodnotami
misto proménnych. Jmenovany postup se vyuzivd bud k odvozovani nebo
k ovérovani obecnych vét, ¢i zakonid. Napiiklad sem mizeme uvést kraceni,
distributivni zakon, vytykani a mnohé dalsi. AvSak tato technika by neméla byt
jedinou.
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Pri praci s odvozovanim ¢i ovérovanim vztaht, zejména u prace s dvojcleny, se
vyskytuji 2 pristupy. VétSina uciteli se priklani spiSe k algebraickému odvozeni
pomoci konkrétnich vyrazii. Par z nich navic hovofi o oboustranné praci v tématu
rozkladu mnohoclenu na dvojcleny ¢i vytykani, ¢cimZ chtéji zdiraznit, Ze se jedna o
reciproké operace k nasobeni (Rendl et al. 2013). Druhy pripad je geometricka
reprezentace, o niZ hovorime jako o opomijené prileZitosti ve vyuce matematiky.
Navic se geometrické znazornéni prezentuje zaklim v pozdni fazi, naptiklad aZ u
prace s dvojcleny. Do té doby maji stimto zobrazenim malé, poptipadé nemaji
zadné zkuSenosti. AvSak pravé vizualni predstavy pomahaji Zaklim nahlédnout do
aritmetického a algebraického svéta, ¢imZ si rozvijeji schopnost vnimat vselijaké
interpretace stejné situace. Dale krozvijeni propojeni symbolického a
geometrického mysleni napomaha samotny prechod mezi zapisy symboliky a

geometrického zobrazeni (Benesova 2022).

Mezi dalsi postupy lze zaradit mimomatematické techniky, jako je barevné
odliseni, ¢i rozdilna velikost nebo znaceni pismen. Uvedena metoda se vyuZiva pro

lepsi nazornost (Rendl et al. 2013).

3.3 Vizualni reprezentace

JArgumentace, ovérovdani a dokazovdni jsou nedilnou soucdsti matematiky*
(Strausova, 2012, str. 48). Jedna se o dileZity prvek pii budovani matematickych
pojmi, porozuméni matematice a jeji interpretaci. Pri jeji vyuce se setkavame
nejen s diikazy zaloZenymi na pravidlech matematické logiky, ale i s tzv. vizualnimi
diikazy (Strausova 2012). Stim se poji citat od Francise Cricka, ktery udava ve
svém dile autor Kufina: ,Vidéni je aktivni, tvorivy proces. Nds mozek tvori nejlepst
vyklady, jichZ je schopen, a to v souladu s predeslymi zkuSenostmi a omezenimi,
mnohoznacnymi informacemi doddvanymi nasima ocima. Evoluce prihlédla k tomu,
Ze to nds mozek dokadZe obvykle, ale ne vZdycky, s pozoruhodnym vysledkem.” (Kufina,

1998, str. 10)

Schémata a obrazky vyrazné ovliviiuji pochopeni pojmli a mohou se vyuzit i
k diikazu nékterych vét a vlastnosti. OvSem netykaji se pouze geometrické oblasti.
U algebraickych myslenek se téZ miizeme setkat s prirozenym geometrickym

vyjadrenim. Pri volbé vhodného obrazku lze opatfit mnoho informaci, které jsou
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usporadany dle smysluplnych vztahli. Popisované dlikazy beze slov jsou pro Zaky
¢asto poutavéjsi, zajimavéjsi a srozumitelnéjsi nez ty algebraické (Strausova 2012).
OvSem kazdy postup ma své pro a proti. Mezi velké riziko se radi konkrétnost,
jelikoZ nezobrazuje obecnou situaci, ale pouze pripad specialni. V jistych piipadech
je vizudlni reprezentace konkrétnéjsi nez samotna symbolicka vyjadieni (Kufina
1998). Dalsi nevyhodou miiZe byt i to, Ze neménné obrazky zaznamenavaji pouze
vysledek, nikoliv sled myslenek vedouci k zavéru. Abychom se vyhnuli uvedenému
riziku, 1ze vyuZivat ve svych hodindch dynamickou geometrii, kterd umozZnuje
stvrzovat tvrzeni a tvorit dynamické vizualni diikazy. K praci s nim se poté pouZziva
posuvnik, diky némuz mohou Zaci opakované sobrazkem pohybovat. Timto
zptisobem mohou lépe porozumét jadru sdéleni (Strausova 2012). Dle vyzkumu od
Gawlicka se zjistilo, Ze Zaci pracujici s dynamickou geometrii nedosahovali lepSich
vysledki z hlediska védomosti a dovednosti, ale datilo se jim v ikolech s tématikou
objevil vztah mezi geometrickymi objekty. Autor studie dosel k zavéru, Ze tento
typ pristupu podporuje tvorbu hypotéz, nikoliv jejich provérovani (Sevéikova
2020). Pokud se zamérime na vyhody, lze sem radit zejména nazornost. Pochopeni
obrazku sice mize trvat pomérné dlouho, ale souvislosti jsou viditelné dosti
zietelné a prikazné. Dililezitou vsuvkou je, Ze z hlediska vyucovani obrazek spojuje
vice oblasti matematiky, ¢imz muze prispivat k vétSimu prohloubeni znalosti a

porozuméni souvislostem (Kufina 1998).

Je zfejmé, Ze naSe vnimani je tvoreno vSim tim, co vime. OvSem vjemy nejsou
urceny pouze kvantitou predchozich znalosti. Je zapotiebi zahrnout téZ kontext,
vnémz je pozorovani uskuteCnovano. V riiznych situacich mohou mit shodné
vizudlni objekty rozdilné vyznamy. Pokud bychom ptirovnali popisovanou okolnost

k prikladu, modelovali bychom ho na obrazku ¢. 4, na némz vidime 3 rovnobézky.
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Obrdzek 4 - Tri rovnobézky

Jestli bychom neméli ke kontextu rec¢eny Zadné informace, pravdépodobné bychom
uvazovali o euklidovské geometrii. Nyni uvazujme tytéZ primky spolu s kartézskym

systémem souradnic (viz obrazek ¢. 5).

/
/

Obrazek 5 - Tri rovnobézky a kartézskd soustava souradnic

ZacateCnik by si ziejmé pri pohledu na tento obrazek pomyslel, Ze se jedna o stejné
schéma zminéné vySe sjedinym rozdilem dvou dalSich riznobézek. OvSem u
znalctli by to evokovalo mnohem vice kuptikladu si pod ¢arami nepiedstavuji pouze

geometrické objekty, ale spiSe linearni funkce (Arcavi 2003).

Mnoho zaki nema obecné matematické diikazy rado a povazuje je za namahavé
a zbyteCné. Ziejmé proto radéji matematické vété uveri, nez aby ji zkusili dokazat.
OvsSem na druhou stranu je potésitelné, Ze zaci pedagogovi dlivéruji. Informace jim

predavané povaZzuji zaci za pravdivé. Naopak jistou pochybnost lze povaZovat za

hnaci sflu poznani. Jednim zdavodi, pro¢ Zaci kdikazim neimponuji jsou
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napriklad ucebnice, které obsahuji vétSinou algebraické diikazy jak u
algebraickych, tak i geometrickych vét. Pritom algebraické myslenky mohou mit jiz
zminénou geometrickou interpretaci (Strausova 2012). Pravé vizualizaci miizeme
chapat jako prostiedek, jak se vyprostit ze situaci, v nichZ si nemusime byt zcela
jisti postupem (Arcavi 2003). Mezi dalsi priciny radime osobnost ucitele, vyuZiti
pocitact nebo jinych technologii a mnohé dalsi. Klicovym faktorem zvySeni zajmu o

dtikazy je jejich motivace (Strausova 2012).
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4 Prakticka cast

VnaSem vyzkumném pracovnim listu jsme vyuZili jako vychozi situaci dvé
zakladni grafickd znazornéni diikazu Pythagorovy véty. Knim jsme nasledné
vytvorili na sebe navazujici otazky, jeZ mély navést respondenta k pochopeni a
objeveni Pythagorovy véty. Otazky jsou dvojiho druhu, jednak s uzavienym
vybérem odpovédi, jednak jsou oteviené. Uzaviené ulohy maji jednoznacné
odpovédi a otevirené otazky umoznuji respondentim formulovat navzajem rizna
pravdiva vyjadreni.

V matematice zakladni Skoly zpravidla navazuje téma Pythagorova véta na celek
druhd mocnina a odmocnina a predchazi studiu vyrazli s proménnymi. Jejich
soucasti jsou vztahy pro druhou mocninu souctu a rozdilu a pro rozdil druhych
mocnin. Vztah pro druhou mocninu souctu lze pritom graficky znazornit velmi
podobné ilustraci platnosti Pythagorovy véty. Z toho diivodu byl pripraven také

pracovni list slouzici k objeveni a porozuméni daného vztahu.

Podobu pracovnich listti Ize dohledat v ptilohach (viz ptiloha 3).

4.1 Cast pracovniho listu vyuzita k vyzkumu

Nyni se podivdme na jednotlivé tlohy, které si nasledné rozebereme a spravné
vyhodnotime. Ukoly jsme rozdélili do 3 skupin podle jejich charakteru. Prvni
skupinu jsme nazvali vychozi situace, kde se respondenti nejprve seznamuiji
s pracovnim listem a danym tématem. SlouZi to k navozeni situace, proto tyto
otazky nevyhodnocujeme. Dalsi skupinou je analyza schématu. V tomto pripadé, jak
jiz vychazi z ndzvu, musi Zaci rozebrat schéma a nasledné diky své analyze byt
schopni zodpovédét dané otdzky. Posledni ¢ast se vénuje samotnému vyvozeni
zavéru neboli formulaci vyroku. Na zakladé popisu jsme nazvali tuto cast jako

formulovdni tvrzeni.
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4.1.1 Vychozi situace prvni strany pracovniho listu

Pythagorova véta

Obrazek 6 - Sit trojuhelnikd

V prvnim pripadé barevné zvyraznujeme v siti 3 C¢tverce a k nim prilehly
trojuhelnik (viz Obrazek 1). Jedna se o ilustraci platnosti Pythagorovy véty pro
rovnoramenny pravouhly trojuhelnik. Vtomto grafickém znazornéni jsou nad
odvésnami Cerveného pravouhlého trojihelniku sestrojené 2 navzajem shodné
ctverce, kde kazdy znich se sklddd ze 2 trojuhelnikd totoZnych s cervenym
trojuhelnikem. Naopak nad pfeponou je zkonstruovan velky zeleny Ctverec sloZeny
ze 4 trojuhelnik{i, které jsou téZ totoZné s cervenym trojihelnikem. Vzhledem
k tomu, Ze shodné trojihelniky maji stejny obsah, je moZné ze schématu vycist, Ze

soucCet obsahii ¢tvercii nad odvésnami je roven obsahu ¢tverce nad jeho preponou.
Na grafické schéma navazuji nasledujici otazky.
1) Jaké vlastnosti ma ¢erveny trojihelnik? Odtvodni, proc tyto vlastnosti ma.

Tuto otazku mize zak zodpovédét na zakladné znalosti vlastnosti Ctverce, které
jsou zpravidla diskutovany pred vyukou Pythagorovy véty v ramci tématu
ctytuhelniky. Diky svym védomostem by méli respondenti dojit ke dvéma

zdsadnim vlastnostem cerveného trojuhelniku, tedy k tomu, Ze je pravouhly a ma
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dvé strany stejné dlouhé. Hlavnim pojitkem bylo z obrazku vydedukovat, Ze se
uhlopricky ve cCtverci navzijem puli, ¢imz vytvaii ve Ctverci 4 shodné
rovnoramenné trojuhelniky. Dalsi vlastnosti thlopricek je, Ze sviraji pravy uhel, coz

vede k pravouhlému trojuhelniku.
2) Kolik je v obrazci trojuhelniki stejnych vlastnosti jako cerveny?

Touto ulohou poukazujeme na to, Ze cela sit je tvorena 24 stejnymi trojuhelniky.
Avsak ze zadani je moZné pochopit obrazec pouze jako barevnou cast, nikoli jako
celou sit, coZ by nasledné poukazovalo na pouhych 9 trojihelniki. Mezi dalsi
alternativy odpovédi patii 23 a 8, jelikoZ je také moZné chapat otazku takovym

zplsobem, kde do poctu nezahrnujeme samotny cerveny trojuhelnik.

V pripadé, kde by v prvni uloze nedokazali Zaci urcit vlastnosti, méla je tato
otazka navést, popripadé utvrdit ve spravném feseni. Dilezitym ukazatelem jsou

jiz zminéné Uhlopricky, jez Ctverec rozdéluji na 4 stejné trojuhelniky.
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4.1.2 Analyza schématu prvni strany pracovniho listu

3) ZakrouZkujte spravné tvrzeni.
OranZovy ctverec ma stejnou délku strany jako

Odvésna c¢erveného trojuhelniku
b. Pfepona €erveného trojuhelniku

Modry ¢tverec ma stejnou délku strany jako

Odvésna ¢erveného trojuhelniku
b. Prepona ¢erveného trojuhelniku

Zeleny Ctverec ma stejnou délku strany jako

a. Odvésna terveného trojuhelniku
Pfepona Cerveného trojuhelniku

4) Z kolika trojuhelnika stejnych jako ¢erveny se sklddaji rizné Ctverce? Dopliite:

Obrézek 7 — Uloha 3 a 4 se sprdvnym Fesenim

Analyza schématu je rozdélena celkem do dvou otdzek (viz Obrazek 2). Prvni
uloha je suzavienym vybérem odpovédi, druhy priklad je naopak v principu

kalkulativni. Obé otazky vSak maji jedinou spravnou odpovéd.

Uloha 3 zkoumd, zda jsou Zaci schopni uréit, kterd strana trojihelniku je
prepona a ktera odvésna. Na obrazku €. 1 je hezky vidét, Ze jednotlivé ctverce maji
jednu svou stranu spole¢nou se stranou trojihelniku. Podle predchozich odpovédi
a svych znalostech by méli Zaci umét pojmenovat a nasledné oznacit 2 typy nazvi
stran u pravouhlého trojihelniku. Cela situace pak nasledné vede k pojmenovani

sestrojen nad preponou ¢i odvésnou, ktera je uvedena ve znéni Pythagorovy véty.

V prikladu ¢. 4 doplnuji respondenti pocet trojuhelnikd, které tvoii jednotlivé
Ctverce. Jak jiz bylo drive zminéno, Ctverce jsou rozdéleny pomoci thlopricek na
shodné trojuhelniky. Celou touto otdzkou napomdhdme zakim k zodpovézeni

nasledujici ulohy.
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4.1.3 Formulovani tvrzeni prvni strany pracovniho listu

Do 3 skupiny jsme zahrnuli pouze posledni dlohu, kde se jiZ ptdme na vztah

mezi obsahy barevnych Ctverct.

5) Jaky je vztah mezi obsahem zeleného ctverce a obsahem oranZového a

modrého ¢tverce?

Posledni priklad je otevienou tlohou, kde Zaci maji napsat, co vydedukovali ze
svych odpovédi. Respondenti by se méli dostat k objeveni vztahu v Pythagorové
vété, kde soucet obsahii ¢tvercli nad odvésnami se rovnd obsahu Ctverce nad

pieponou.

Odpovédi na tlohu mohou byt dvojiho charakteru. V zasadé mohou byt reakce
zakd bud' obecné nebo primo mifené ke grafickému schématu (viz Obrazek 1).
V pripadé obecné odpovédi respondent dokaze vidét vztah mezi obsahy ctverct i
pres to, Ze nevyuziva presného sloZeni obrazce. V této situaci hovorime o moznych
odpovédich ve tvaru: obsahy jsou stejné, kde se porovnavd modry a oranzovy
Ctverec spolecné se zelenym, nebo obsah zeleného ctverce je roven souctu obsahil
modrého a oranzZového ctverce, kde se srovnavaji jednotlivé ¢tverce mezi sebou.
Druha moznost, kde se odkazuje Zak na grafické znazornéni, vychazi z konkrétnich
hodnot. Mezi pripadné odpovédi lze zaradit: obsah zeleného ctverce je dvakrdt vétsi
neZ obsah modrého, popripadé oranzZového ctverce. Do této odpovédi je mozné

pridat vsuvku, kde porovnavame oranZovy Ctverec s modrym.
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4.1.4 Vychozi situace druhé strany pracovniho listu

I ¢ —
b
b
C
C
L D
i —_— —
A __ B —
1. obrazek 2. obrazek

Obrazek 8 — Grafické schéma, pivodni verze

Na druhou stranu pracovniho listu je zarazena jind podoba grafického diikazu
Pythagorovy véty, kterd se sklada ze 2 ctvercl. V prvnim z nich (viz Obrazek 3,
vlevo) je do daného ¢tverce vepsan ¢tverec KLMN. Sedé jsou zvyraznéné étyii
pravouhlé navzajem shodné trojuhelniky. Pii jiném usporddani stejnych
trojuhelnikl ve ¢tverci ndm vzniknou dva mensi bilé ¢tverce ABCD a CEFG, coZ je
znazornéno na druhém obrazku. Z téchto trojuhelnikii je moZné sestavit dva
obdélniky, ¢imZ ziskame c¢tverce ABCD, CEFG (Obrazek 3, vpravo). Plati pritom, Ze
¢tverec KLMN ma stranu shodné délky s preponou Sedého trojuhelniku, Ctverec
ABCD s jednou jeho odvésnou a ¢tverec CEFG se zbyvajici odvésnou. A dale plati, Ze
obsah c¢tverce KLMN je roven souctu obsahii ¢tverci ABCD a CEFG. Tedy druha
mocnina délky prepony Sedého trojihelniku je rovna souctu druhych mocnin délek
jeho odvésen. Sedy trojuhelnik je réiznostranny, nejedna se tedy o specialni typ
pravouhlého trojuhelniku jako v ptipadé ilustrace platnosti Pythagorovy véty na

prvni strané pracovniho listu.

Na grafické schéma opét navazuji otazky a ulohy. Prvni z nich cili na spravné

oznaceni délek usecek.
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1) Pismena a, b, ¢ vyjadruji délky prislusnych tusecek. Napriklad c je délka
usecky LM. Obrazky jsou vSak caste¢né popsané. Dopliite na ur¢ena mista spravna

pismena k jednotlivym dseckam.

a K b 2 G b F
a
L
N
b
c b b
— <
<
L 2 < E
<
a a < 2
b M a A 2 B b
1. obrazek 2. obrazek

Obrdzek 9 — Grafické schéma, sprdvné reseni

Prvni uloha slouZi k obecnému popisu stran obrazcii a uvédomeénti si, z jakych
geometrickych utvarli je schéma sloZeno. K tomu slouzi také nasledujici otazka.

Spravné odpovédi na ni jsou zvyraznéné Cervené:

2) Zakrouzkuj spravné odpovédi. Sedé trojuhelniky jsou:
a) rovnoramenné pravouhlé ¢) rovnostranné d) tupouhlé

e) ostrouhlé @r&znostranné

Obrdzek 10 — Uloha 2 se sprdvnym fesenim
Resitelé pracovniho listu rozpoznavaji jednotlivé utvary zejména diky jejich
vizualni podobé, pripadné na zakladé oznaceni délek jejich stran. V zavérecné

otazce k vychozi situaci se vyjadruji ke ¢tvercim KLMN, ABCD a CEFG:

3) Jaké ¢tyidhelniky jsou atvary KLMN, ABCD a CEFG? A proc¢?
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4.1.5 Analyza schématu druhého pracovniho listu

4) Urdi obsahy bilych ¢tyfuhelnikd v zavislosti na délkdch jejich stran.

Etyrahelnik KLMN ma obsah ..C%.....
EtyFahelnik ABCD mé obsah ..27.....
CtyFuhelnik CEFG mé obsah ...bZ% ..

5) Zjakych atvar( se skladaji 1. a 2. obrazek?

Obrézek 11 — Uloha 4 a 5 se sprdvnym Fesenim

Do analyzy schématu jsme zahrnuli ptiklady €. 4 a ¢. 5 (viz Obrazek 6), které jsou
charakteru ¢aste¢né oteviené otazky. Uloha 4 ma jediné spravné reseni, naopak
uloha 5 mavice moZnych fteSeni. JestliZe respondenti votazce 5 spravné

vydedukuji ndzvy a pocet Gtvari, odpovi si tim zaroven na dalsi dvé tlohy.

Otazka ¢. 4 studuje, jestli jsou respondenti schopni na zakladé oznaceni stran
ur¢it obsahy obrazci. Podminkou spravného vyteseni ulohy je mit dobre
zodpovézenou otdzku 1. Ackoli na tuto ulohu pfimo nenavazuji nasledujici otazky,

je to podstatna ¢ast v Pythagoroveé véte.

Nasledujici uloha je klicova pro pochopeni dalSich otazek. Jak se miZeme docist
v Obrazku 6, cilem je urcit, z jakych tutvard jsou sloZené jednotlivé ¢asti vychozi
situace. Otazku lze vnimat dvéma zptlisoby. Jednak do poctu miliZeme zahrnout
velky ctverec slozeny zjednotlivych dilii, nebo se zajimdame pouze o samotné
utvary, které nasledné po spravném usporadani vytvori ¢tverec. Na zakladé této
myslenky se 1. obrazek bud’ sklada ze 4 Sedych trojuhelniki a 1 ¢tverce KLMN,
nebo ze 4 Sedych trojuhelniki, ¢tverce KLMN a velkého Ctverce. Stejnou ideu lze
aplikovat i u 2. obrazku, kde mame 4 Sedé trojuhelniky, 2 ¢tverce ABCD a CEFG.
3 ctverce. U tohoto prikladu ve 2. obrazku jsou navic viditelné 2 obdélniky sloZené
ze Sedych trojuhelnik, které lze téz zahrnout do odpovédi. AvSak neni poté tolik

ziejmy rozdil mezi obrazky.
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4.1.6 Formulovani tvrzeni druhé strany pracovniho listu

Veskeré otazky v této skupiné jsou oteviené a je zapotiebi, aby Zaci sami pomoci
pirechozich tloh a grafického zobrazeni dokazali vydedukovat jisté zavéry. Uvodni

ulohou je tato oteviena otazka.
6) V ¢em se shoduje 1. a 2. obrazek?

Otazka ma jasny zamér. Respondenti by si méli vSimnout a ujasnit si veSkeré
shody mezi obrazky. Tim, Ze je Zaci dokaZzi nalézt, nasledné lehce rozpoznaji rozdily,

¢imZ se zabyvame v nadchazejici uloze.

Na prvni pohled lze diky popisu jednotlivych stran zretelné rozpoznat, Ze
obrazky maji stejnou velikost, coZ nas vede i ke stejnému obvodu a obsahu. Pri
delSim pozorovanti je viditelné, Ze obé schémata jsou sloZena ze stejnych rovinnych
utvard, a to ze ¢tverci a trojuhelniki. Pro presné vyjadreni shody lze vyuzit pouze
samotné trojuhelniky, jelikoZ oba obrazky obsahuji stejny pocet naprosto totoZnych
Sedych trojuhelnikli. Veskeré zminéné shody lze brat jako spravnou odpovéd. Na

tyto tvahy navazuje v poradi 7. otazka.
7) V ¢em se naopak lisi?

Na zakladé rozpoznani shod je mozné poté urcit odliSnost mezi jednotlivymi
obrazky. Jiz pti prvnim pozorovani je zietelny rozdil v riizném uspoiadani obrazcti

a v poctu a velikosti ¢tvercti. Sérii otazek uzavira nasledujici vyzva.
8) Co jste mohli podle vSech ziskanych informaci zjistit?

V poslednim otevieném problému by meéli respondenti shrnout veskeré
informace, které ziskali v priibéhu vypliiovani otazek. Cilem ulohy je nasmérovat
zaky pres predeslé otazky ke znéni Pythagorovy véty, poptipadé k naznaceni jeji
formulace. Vzhledem k priliSné obecnosti prikladu, mohou byt odpovédi Zaki

rizné a nemuseji se tak tykat primo Pythagorovy véty.

4.2 Koncept pracovniho listu

V této podkapitole se vice zamérime na Cast pracovniho listu, kterou jsme

v praxi neméli moznost ovétit. Ulohy v ni jsme obdobné rozdélili do 3 skupin se
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stejnou charakteristikou a nazvem jako v predeslém useku praktické Casti. Jedna se

o tridy vychozi situace, analyza schématu a formulovdni tvrzeni.

4.2.1 Vychozi situace prvni strany konceptu

Rozklad mnohoclenti na soucin

Ackoli se rozklad mnohoclenti na sou¢in mlze na prvni pohled zdat zcela odli$ny od Pythagorovy véty, pfesto Ize najit
mezi témito tématy souvislost. V dlikazu na Pythagorovu vétu nalezneme obrazec, ktery se da vyuZit nasledovné i
v dokazovani rozkladu mnohodlen( na soucin.

D L I C
_a_ — —
) M =3 H
S I —
AbN B

Obrazek 12 — Grafické schéma, plvodni verze

Nejprve se zaméfujeme na grafické znazornéni dikazu pro vzorec (a+b)? (viz
Obrazek 7). Z obrazku je zfejmé, Ze strana velkého ctverce ABCD je dlouha (a+b).
Abychom dospéli ke chténému tvaru s druhou mocninou, lze vyuZit k vypoctu
obsah Ctverce, ktery mizeme vyjadrit téz jako soucCet obsahii jednotlivych
rovinnych utvari uvnitf ného. Obrazce tvorici schéma jsou ¢tverec ANMO o délce
strany b, ¢tverec MHCL o délce strany a a 2 obdélniky se stranami a, b. Po vypoctu

jejich obsahti a ndslednému souctu obsahli dostaneme vysledek a2 + 2ab + b2.
Na toto grafické schéma navazuji nadchazejici ulohy.

1) Pismena a, b vyjadruji délky prisluSnych usecek. Napriklad a je délka usecky
MH. Obrazky jsou vSak castecné popsané. Dopliite na urcend mista spravna

pismena k jednotlivym useckam.
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V prvni uloze se nejedna o Zadnou velkou védu. Cilem je doplnit spravna
pismena k prisluSnym délkam. Na zakladé korektniho oznaceni stran Ize vyplnovat

nadchazejici otazky.

Rozklad mnohoclent na souéin

Ackoli se rozklad mnohoélendl na sou¢in mlzZe na prvni pohled zdat zcela odlisny od Pythagorovy véty, pfesto lze najit
mezi témito tématy souvislost. V diikazu na Pythagorovu vétu nalezneme obrazec, ktery se da vyuZit nasledovné i
v dokazovani rozkladu mnohoc¢lend na soucin.

p b L A C

a a a

o M 2 H
a

A | N a B

Obrazek 13 — Grafické schéma, sprdvné reseni

4.2.2 Analyza schématu prvni strany konceptu

Do analyzy schématu jsme zaradili ptiklady ¢. 2, 3 a 4 (viz Obrazek 9), kde uloha
2 je zcela otevienou otazkou. Naopak zbylé dvé ulohy jsou pouze Castecné

otevireného charakteru. Presto vSak maji vSechny otazky jediné spravné resenti.
2) Jak dlouha je strana c¢tverce ABCD?

Ke spravnému zodpovézeni otazky je klicova tloha 1, jelikoZ k ur€eni strany
¢tverce ABCD je zapotiebi mit dobfe doplnéné délky jednotlivych stran. Poté lze
lehce urcit, Ze strana ¢tverce se rovna souctu délek stran dvou utvart, napriklad

obrazce ANMO a OMLD. Diky tomu dostaneme vysledné feseni ve tvaru (a+b).
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3. Zapi$ obsahy utvard v zavislosti na délkach jejich stran.

Ctverec ANMO mé obsah ..........
Ctverec MHCL mé obsah ... 2% ..

Obdélnik OMLD mé obsah ..2D...

4. Obsah ¢tverce ABCD je (.A.+.D. )2

Obrdzek 14 — Uloha 3 a 4 se sprdvnym fesenim

Ulohou 3 smérujeme k obsahiim dil¢ich obrazcti, které lze urcit na zakladé
obecného oznaceni stran. Otazka sméruje k vyjadieni obsahu ¢tverce ABCD pomoci

souctu jednotlivych obsahti rovinnych utvart, ¢imz navazuje ptimo na tlohu 5.

V nasledujicim prikladu je dilezité, aby si respondenti dokazali s touto otazkou
spojit 1. ulohu. Cilem otazKky je pouze zapsat obsah ¢tverce pomoci délky strany a

druhé mocniny, nikoli pomoci souc¢tu obsahti obrazcti uvnitt ného.

4.2.3 Formulovani tvrzeni prvni strany konceptu

Formulovani tvrzeni zahrnuje pouze posledni otevienou ulohu prvni strany

konceptu, ktera ma jediné spravné reseni.

5. Jakjinak Ize vyjadfit obsah ¢tverce ABCD? Podivej se na obrazek a vyjadfi obsah ¢tverce ABCD pomoci
obsah( jinych Utvard (ndpovéda: obsah obdélnik{, obsahy bilych ¢tverc).

Zapi$ vztah obsahu &tverce ABCD: (.ath = .a+2ab+h?

Obrdézek 15 - Uloha 5 se sprévnym fesenim

Na zakladé spravné vyplnéné otazky ¢. 3 a pozorovani grafického schématu lze
zodpovédét tuto ulohu. Spojenim, ¢i seCtenim vSech obsahli ziskame vysledné
feSenf ve tvaru a? + 2ab + b?. Pod otazkou by se mé&l zapsat samotny vzorec, ke

kterému se doSlo béhem vypliiovani tloh.
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4.2.4 Vychozi situace druhé strany konceptu

p __ L C
—a_- —
o M H
— — b
A, N B

Obrdzek 16 — Grafické schéma, plvodni verze

Druhi strana konceptu se zabyva grafickym diikazem rozkladu mnohoclenu na
soutin (a — b)?. Princip odvozeni vzorce je stejny jako na prvni strané Konceptu,
akorat misto obsahu Ctverce ABCD se zjistuje obsah ¢tverce MHCL, jehoZz délku
strany ziskame odectenim strany b od délky strany a u ctverce ABCD. Vysledny
obsah ¢tverce MHCL dosdhneme jednoduchym odectenim obsaht obou obdélniki

a obsahu ¢tverce ANMO od obsahu ¢tverce ABCD.

1) Pismena a, b vyjadiuji délky ptislusnych usecek. Naptiklad a je délka usecky
MH. Obrazky jsou vSak castecné popsané. Dopliite na urcend mista spravna

pismena k jednotlivym dseckam.

Tato tloha je ve stejném znéni jako na prvni strané konceptu, proto o ni miizeme
Fici, Ze ma tentyZz cil. AvSak reSeni je rozdilné, jelikoZ mame odlisné grafické

schéma.
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Obrdzek 17 - Grafické schéma, sprdvné reseni

4.2.5 Analyza schématu druhé strany konceptu

Mezi ulohy slouZici k rozebrani schématu patfi otazky ¢. 2, 3 a 4. Priklad 2 ma
opét charakter oteviené ulohy, zbylé dvé jsou naopak Caste¢né otevienymi

otazkami. VSechny 3 ptiklady maji jedinou spravnou odpovéd.

3. Zapis obsahy Utvarl v zavislosti na délkach jejich stran.

Ctverec ANMO mé obsah ....b7%..
Etverec ABCD md obsah ....a7% .
ObdéInik NBHM ma obsah b(a:h)

Obrdzek 18 — Uloha 3 a 4 se sprdvnym Fesenim

Obé ulohy jsou stejné stylizované jako na prvni strané konceptu, proto maji i
tentyZ cil, avSak v zavislosti na jiném grafickém schématu ziskdvame odlisSné

vysledky.
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4.2.6 Formulovani tvrzeni druhé strany konceptu

Zbyvajici otazku této strany jsme zahrnuli do skupiny formulovani tvrzeni.

5. Jakjinak Ize vyjadfit obsah ¢tverce MHCL? Podivej se na obrazek a vyjadfi obsah ¢tverce MHCL pomoci
obsaht jinych utvar( (ndpovéda: obsah ¢tverce ABCD, obsah obdélniki, obsah ¢étverce ANMO).

Zapi§ vztah obsahu étverce MHCL: (...?!..'...b..)2 -..a’-2ab+b?

Obrdzek 19 - Uloha 5 se sprdvnym Fesenim

V prikladu 5 by méli respondenti zapsat obsah c¢tverce MHCL na zakladé
vyjadieni obsahli zbylych utvarti. Vzhledem k tomu, Ze se zjiStuje obsah Ctverce
umisténého uvniti obrazce ABCD, musi se jednotlivé obsahy odecitat od obsahu

¢tverce ABCD.

4.3 Cil vyzkumné prace

V praktické Casti bakalarské prace se zabyvame zejména Pythagorovu vétou. Ke
svému vyzkumu jsme vyuzili pracovni list slozeny ze dvou raznych diikazt
Pythagorovy véty. Primarné se vnasi studii nepokousime zjistit, zda jsou Zaci
schopni dojit ke znéni Pythagorovy véty za pomoci na sebe navazujicich dloh. Za
hlavni cil si klademe, jak reSitelé reaguji na jednotlivé ¢asti pracovniho listu a jak
s nim dokaZou pracovat. Pri studii se pokousime navic zjistit, v jakych oblastech

matematiky maji Zaci nejvétsi potize.

4.4 Realizace vyzkumu

Aby na$ vyzkum mél vyznam, potiebovali jsme Zaky, ktefri latku prozatim
neprobrali. Proto jsem navstivila 8. tfidu zdkladni Skoly a sekundu na gymnaziu
jesté pred zminénym tématem. Celkem se mého prizkumu zucastnilo 42
respondenti (22 ze zakladni Skoly, 20 z gymnazia). VSechny zaky jsem zprvu
seznamila s cilem vyzkumu a upozornila je, Ze studie je anonymni a nikde nebude
zvefejnéno jejich jméno.

Svou studii jsem realizovala ve 3 vyucovacich hodinach. Nejprve jsem s Zaky

zopakovala latku spojenou s mym tématem, abych ziskala vySsi procento
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uspésnosti ve vyplnovani pracovniho listu. Druhou hodinu jsem vénovala zejména
svym uloham, které kazdy student reSil sdm v ¢ase 25 minut. Na konci jsem s détmi
zaCala nové téma - Pythagorovu vétu, kde jsem vyuZila k jejimu vysvétleni
grafického znazornéni dikazi uvedené v mém pracovnim listu. Posledni hodinu
jsem zakim rozdala opravené listy a prosla s nimi spravna reSeni tloh. Nasledné
jsem s nimi znovu probrala Pythagorovu vétu a ovérila si jejich znalosti na

prikladech.

4.5 Vysledky vyzkumné prace

V nasi studii vyhodnocujeme kazdou stranu pracovniho listu zvlast, kde v téchto
¢astech zpracovavame pouze ulohy ve skupinach analyza schématu a formulovdni
tvrzeni. Vysledky zakd gymnazia jsou oddéleny od resSenich na zakladni Skole a jsou
zapsany do jednotlivych tabulek, ve kterych pro lepsi orientaci barevné
rozdélujeme spravnost jejich odpovédi. Zelené vyznacujeme spravné reseni, svétle
zelend charakterizuje castecné spravnou odpovéd a Cervena barva oznacuje
chybné reSeni. V pripadé, kdy uloha nebyla vyplnéna jsme vytvorili univerzalni
skupinu s timto vysledkem a oznacili ji pismenem X. Ke vSem skupinam jsme uvedli

nazorné priklady reseni zaka.
4.5.1 Prvni strana pracovniho listu

U uloh analyzy schématu zapisujeme presna reSeni zakli do tabulek, avsak u
posledni otazky ze skupiny formulovdni tvrzeni jsme vytvorili 2 podkategorie podle
charakteristickych odpovédi respondentdi, jelikoZ se zde setkivdme se dvéma
moznymi feSenimi. V pripadé, kdy respondenti mifi pifimo ke grafickému
schématu, si ozna¢ime skupinu s uvedenym vysledkem pismenem S,. Kategorie S*
oznacuje obecné odpovédi fesiteld, ktefi dokdZou vidét vztah mezi obsahy ¢tverct i
bez vyuZziti presného sloZeni obrazce. JestliZze Zaci zodpovi otazku castecné,

oznacujeme tuto skupinu pismenem C bez ohledu na charakteristiku odpovédi.

Abychom si dokazali feseni respondentii v poslednim prikladu 1épe predstavit,

uvedeme niZe jejich vzorové vysledky.
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Mezi nazorné priklady skupiny S, lze zaradit:

Obrdazek 20 - Priklad reseni Zaka

Obrdzek 21 - Priklad reseni Zdka

V pripadé obecného reSeni zahrnujeme do moZnych odpovédi:

Obradzek 23 - Priklad reseni Zaka

Obrdzek 22 - Priklad reseni Zaka
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Mezi priklady ¢astec¢né spravnych odpovédi miiZzeme zaclenit napiiklad:

Obrazek 25 - Priklad reseni Zaka

Obrazek 24 - Priklad reseni Zaka

V nadchazejicich dvoutabulkdch uvddime vysledky vSech zucastnénych

respondentd.

Tabulka ¢. 1 prezentuje reSeni Zakd na zakladni Skole. Je ocividné, Ze tesSitelé
Casto zaménovali u pravouhlého trojihelniku pfeponu za odvésnu a naopak. Navic

zaci mnohdy vynechavali 5. tlohu.



Tabulka €. 1 - vysledky zakl na zakladni Skole

) -- ) ) ) ) ) -
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Tabulka €. 2 zobrazuje vysledky respondentli z gymnazia, kde nejvétsi problém

se opét vyskytoval u otazky 3 a posledniho prikladu.

Tabulka ¢. 2 - vysledky zaki na gymnaziu
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4.5.2 Druha strana pracovniho listu

Ze skupiny analyzy schématu zapisujeme do tabulky presna reSeni pouze u
ulohy 4. U otazky ¢. 5 jsme vytvorili 3 sloupce na zakladé toho, jaké utvary
respondenti uvadeéli ve svych reSenich. Jednotlivé obrazce se v prvnim pripadé
skladaji ze ¢tverce a 4 trojuhelnikd a ve druhé situaci ze 2 ¢tverct a 4 trojuhelnika,
nebo je mozné téz uvést 2 obdélniky tvorené z jiz zminénych trojuhelniki. Sloupec
soznacenim C urcuje ctverec, pismeno T je symbol pro obrazec trojuhelnik a
posledni znak O oznacuje obdélnik. U piikladu 6 ze skupiny formulovdni tvrzeni se
samoziejmé setkdvaime s mnoha riiznymi feSenimi, ovSem dle jejich charakteru je
miizeme rozdélit do 3 kategorii. Obecné lze fici, Ze jsou schémata souhlasné ve
stejnych Utvarech umisténych uvniti ného (zkratka Sy ). S vétsi presnosti se shoduji
v Sedych trojuihelnicich, u kterych pocitame nejen s jejich poctem, ale i velikosti
stran (zkratka Ty). Mezi dalSi mozna reSeni lze zahrnout délku obrazce, s ¢imz se
poji jeho obvod a obsah (zkratka D). V predposledni otdzce opét podle feSeni zaki
ziskavame 3 skupiny. Rozdil mezi schématy lze nalézt v poctu bilych ctvercd, jejich
velikosti Ci v prostém uspoiadani atvard, kam radime i takové odpovédi, kde Zaci
vidi odliSnost pouze samotném vyskytu obdélniku. Jednotlivé kategorie znacme po
fadé symboly P;, V., U. JelikoZ je posledni priklad priliS otevienou ulohou,
setkadvame se zde s mnoha riiznymi odpovéd'mi. Abychom se vyhnuli utrpeni se
zpracovavanim individudlnich odpovédi resitelli, vytvorili jsme 2 zakladni
kategorie. Prvni znich obsahuje takova fteSeni, kdy respondenti zapsali
Pythagorovu vétu, nebo se kni pfibliZili (zkratka P;). Jinak feeno pochopili,
jakym smérem se pracovni list ubird. Naopak druha skupina uvadéla reSeni mimo
nasSe ocCekavani (zkratka P, ). NiZze uvddime pro lepsi orientaci v kategoriich

priklady resitell u této otazky.

V pripadé prvni situace zahrnujeme do moZnych odpovédi:

Obrazek 26 - Priklad reseni Zaka



Obrazek 27 - Priklad reseni Zaka

Pokud se zaméiime na druhou kategorii Cili na skupinu s oznacenim P, ,miiZeme

zde nalézt napriklad tyto odpovédi:

Obrdzek 28 - Priklad reseni Zaka

Obrdzek 29 - Priklad FeSeni Zdka

Vzhledem k tomu, Ze se na druhé strané listu prevazné vyskytuji tlohy, u kterych
pouze zaznamendvame odpoveédi zakd, nerozdélujeme vysledky barevné na
spravné, castecné spravné a chybné reseni. V tabulce znazorniujeme odpovédi zaki

pomoci symbolu o.

Veskeré odpovédi ucastnikii vyzkumu jsme zapsali do dvou tabulek, kde se
nejdrive zamérujeme na zdkladni Skolu a poté vyobrazujeme feseni respondentii

na viceletém gymnaziu.

Pii prvnim pohledu na tabulku ¢. 3 si miZeme vSimnout, Ze zZakim délala
nejvétsi problém udloha 4 a 8. Nicméné i u otazek ¢. 7 a 6 lze téZ pozorovat jisté

potiZe.



Tabulka €. 3 - vysledky zaki na zakladni Skole
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U zakl viceletého gymndazia si lze povSimnout, Ze piiklad 8 pro né byl

nejkomplikovanéjsi. OvSsem u jedinct se setkdvame s potizemiiu uloh 4,6 a 7.

Tabulka ¢. 4 - vysledky zakii na gymnaziu
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5 Zaveér

Hlavnim cilem naS$i bakalarské prace bylo prozkoumat nami vytvoreny pracovni
list a zjistit, jakym zplisobem s nim dokaZou Zaci pracovat a v ¢em maji respondenti
problémy. Na zdkladé jejich feSeni jsme poté mohli sledovat nedostatky listu a
navrhnout mozna zlepseni, k ¢emuz ndm pomohla i teoreticka stranka bakalaiské

prace.

V teoretické Casti se nejprve zaméiujeme na matematickou stranku naseho
tématu. Rozebirame zprvu mocniny, odmocniny, mnohocleny a nasledné metrické
ulohy, kam spada nejen Pythagorova véta, ale i vypocty obsaht. Poté se vénujeme
didaktickému useku, ktery je klicovy pro nasi studii. Popisujeme zde potiZe, se
kterymi se Zaci potykaji pti algebraizaci a pri urc¢ovani obsaht, na coZ navazujeme
kapitolou o didaktickych postupech a technikdch spojenymi s jmenovanou

tématikou. Posledni segment prace se zaobira problematikou vizualizace.

V praktické ¢asti se nejdrive zaméifujeme na popis celého pracovniho listu, kde
kazdou jeho ulohu dopodrobna rozebirdme. Nasledné navazujeme na zminény
usek charakteristikou konceptu, jenz jsme neméli moznost ovérit v praxi. Samotny
vyzkum jsem uskutecnila v 8. tridé zadkladni Skoly a vsekundé na viceletém
gymnaziu. Abych ziskala vétSi uUspésSnost ve vypliovani pracovniho listu,
zopakovala jsem se zZaky den predem potiebnou latku. Posledni vyucovaci hodinu

stravenou s respondenty jsem s nimi prosla nové téma - Pythagorovu vétu.

Ja 4

Béhem vyzkumu se obracime na jisté pasaze v didaktické casti, které jsme se
pokouseli svou studii ovérit. Na zdkladé vysledki respondentli uvedenych
v jednotlivych tabulkdch jsme dospéli k zavéru, Ze Zaci maji potiZe se samotnymi
vzorci. Casto se vyskytovaly v celé dloze 4 na druhé strané pracovniho listu
odpovédi typu a?, coZ nasvédCuje, Ze nerozumi podstaté vzorc a uli se je
nazpameét. Stouto potiZi se poji Spatné rozpoznavani obrazku. Ackoli v naSich
vysledcich neuvadime reSeni respondentd u uloh ze skupiny vychozi situace, 1ze
vydedukovat ze vSech jejich odpovédi vCetné otazek zjmenované skupiny, Ze
nedokaZou diagnostikovat schéma. Neumi pracovat s grafickym znazornénim a
ztraci se v ném, coz je dlsledek malo prosazované vizualizace. Ta by ovSem neméla
byt brana jako vSelék na problémy matematického vzdélavani, ale méla by obohatit
nase porozuméni matematiky. Hovorime o tom, Ze samotna vizualizace poskytuje

61



metodu vidéni neviditelného (Arcavi 2003). Ziejmé kvilli zminénému problému,
kdy si uz v prvni uloze Spatné urc¢i oznaceni stran, nejsou schopni dale pokracovat,
zejména s jiz zminovanym prikladem 4. U teSitel se objevuje téZ neporozumeéni
textu, matematické podstaté, jako jsou vztahy mezi objekty, a matematickym
pojmim. Jmenovand problematika se vyskytuje zejména na prvni strané
pracovniho listu, ale téz i votdzce 8 na druhé strané. Ztohoto dlvodu Zaci
vynechavali posledni tlohy a v otazce ¢. 3 si pletli nazvy prepona, odvésna. Pomérné
Castym problémem byl také velky dliraz na vypocet obsahu ¢ili zjiStovani ¢iselné
hodnoty, coZ miize vést ke ztraté mezi geometrickou predstavivosti a samotnym

urc¢enim obsahu.

Pri pozorovani vysledkil v tabulkach je oCividné, Ze si Zaci na gymnaziu vedli o
néco lépe nez respondenti ze zakladni Skoly. Divodd, pro¢ tomu tak je, miize byt
nekonec¢né mnoho. Lze napiiklad uvaZovat nad tim, Ze na gymnaziich jsou vybrani
zaci, ktefi o vyssi studium jevi vétsi zajem. OvSem, abychom dokazali o uvedeném
tématu hovotrit, bylo by zapottrebi hloubéji proniknout do problematiky a zjistit

veskeré priciny. Nicméné zminény problém neni obsahem nasi bakalarské prace.

PrestoZe jsme neméli mozZnost ovérit nas vytvoreny koncept, jsme nazoru, Ze by
mohli Zaci mit potiZ nejen s grafickou strdnkou a neporozuménim schématu, ale i
s tématikou tykajici se symbolu , =" V konceptu se totiZ nesetkdvame s vyznamem
znacici vypocet, ale s predstavou zachovani rovnosti. Respondenti si tedy nemusi

uvédomovat vztah mezi vyrazy a samotnému grafickému znazornéni neporozumi.

Na zakladé reSeni Zakl jsme mohli dojit k mySlence zmény pracovniho listu.
Zminéné problémy vyskytujici se u jednotlivych Zakti mohou mit pti¢inu ve Spatné
zkonstruovaném listu. U nékterych reSiteli se objevoval pohled na schéma jako na
celek. Méli tendenci se soustredit na cely obrazek, nikoliv na jednotlivé ¢asti v ném.
Abychom se vbudoucnu vyhnuli zminénému problému a téz dospéli u zaku
klepSimu porozuméni problematice, mohli bychom vyuZit bud’ dynamické
geometrie namisto papirové formy nebo vystfizeni schémat, sc¢imZz bychom

pracovali spole¢né s danym pracovnim listem.
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Cela prace pro mé byla diilezitou zkusenosti a ziskem do mé budouci praxe. Diky
odpovédim zakd jsem mohla hloubéji nahlédnout do problematiky. Ziskané

informace mé pobidly k zamysleni se nad vhodnou volbou metod a pomticek.
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8 Prilohy

Priloha ¢. 1 - Ptiprava na prvni hodinu

PFiprava na hodinu

Téma: Opakovani na Pythagorovu vétu
Cile: Zak popise pravouhly trojihelnik a étverec
74k zna obsahy ¢tverce, obdélIniku
Zak potité priklady na obsahy étverce a obdélniku

Trojuhelnik:
e =geometrickydtvar, ktery ma 3 vrcholy, 3 strany, 3 vnitfni Ghly
(soucet 180°)
= geometricky Utvar, ktery je uréen 3 body neleZicimi v jedné pfimce (tzv. bavime se i o
vnitiku trojihelniku)

e Déleni podle délek stran — riznostranné, rovnoramenné, rovnostranné(nakres, popis)

h\\ / \

N £60°\

, ) rameno,-/ . rameno /
d 2

A p B J & / B\ \ / A
zakladna 229 U\

Déleni podle velikosti vnitinich Ghld — ostrodhlé, tupothlé, pravoihlé (ndkres, popis)

Ostrouhly Tupotihly Pravouhly
l',,/_; \'-..\\ e ™ l s . plepona

/ \ h N }, oavasY.
A\ > . . -,\\ .\ ¥ g

e Pravolhly trojihelnik — 1 pravy Ghel, 2 ostré dhly
- pfepona (nejdelsi strana), 2 odvésny
- pfepona lezi proti pravému uhlu

Ctverec:
e Vlastnosti: pravidelny &tyfihelnik
viechny vnitini Ghly jsou pravé
viechny strany jsou shodné

(protilehlé strany jsou rovnobéiné
UhlopFicky jsou stejné dlouhé
Uhlopficky jsou na sebe kolmé
Uhlopficky se navzajem pli)

Obsahy: (nacrt)
e Obsah ¢tverce: a’ = a*a
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Obsah trojuhelniku: "2 A

Obsah obdélniku: a*b bl: a

a

Priklady:
Vypocitej obsah Ctverce, je-li jeho stranaa=1cm S=1cm?
b=5cm S=25cm’
c=13cm S =169 cm?
Jak dlouhd je strana Ctverce, ma-liobsaha=4 cm? a=2cm
b =36 cm’ a=6cm
c=a’ a
Urci obsah obdélniku, ktery ma délky stran 12 ma 9 m. S =108 cm’
Strana Ctverce se zvétsi2x, kolikrat se zvétsi jeho obsah? 2a->4a°

V Kocourkové se rozhodli, ze postavi détské a volejbalové hfisté. Volejbalové bude mit
rozmér 16m x 9m. Détské hFisté bude mit tvar ¢tverce. Plocha obou hfist bude stejna. Jaké
budou rozméry détského hfisté? S=144m’>->12m

Nacrtnéte si obdélnik, ktery ma délky stran 8 cm a 4 cm. Dale nakreslete jednu jeho

Uhlopficku. Kolik trojuhelnikd v obrazku vidite? Jaky ma obsah kazdy z jeho trojihelnikd.
S=16cm’
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Priloha ¢. 2 - Ptiprava na druhou hodinu

Pfiprava na hodinu

Téma:Opakovani pravouhlého trojuhelniku, pracovni list, Pythagorova véta
Cile: Zak popise pravouhly trojihelnik

74k samostatné vyplni pracovni list

24k definuje Pythagorovu vétu

Opakovani pravouhlého trojuhelniku
Pravitko s ryskou — rovnoramenny, pravouhly

- pfejet prstem pres pfeponu a odvésny

Pracovni list

Pythagorova véta

= obsah ¢tverce nad pfeponou je roven souétu obsaht ¢tvercl nad odvésnami

=5 CZ e aZ 3 b2

- pozor na vzorec -> muaze byt rizné oznaceni trojihelniku (KLM -> k*=1>+m?)

- propojeni s pracovnim listem — vysvétleni dikazd, jak se poji k Pythagorové vété

71



Priloha ¢. 3 - Pracovni list vyuzity k vyzkumu

Pythagorova véta

1) Jaké vlastnosti ma cerveny trojuhelnik? Oddvodni, pro¢ tyto viastnosti ma.

2) Kolik je v obrazci trojuhelniki stejnych viastnosti jako ¢erveny?

3) Zakrouzkujte spravné tvrzeni.
OranZovy ctverec ma stejnou délku strany jako

a. Odvésna Cerveného trojuhelniku
b. Pfepona ¢erveného trojihelniku

Modry étverec ma stejnou délku strany jako

a. Odvésna cerveného trojihelniku
b. Prepona ¢erveného trojihelniku

Zeleny &tverec ma stejnou délku strany jako
a. Odvésna cerveného trojuhelniku
b. Pfepona ¢erveného trojihelniku
4) Z kolika trojuhelniki stejnych jako erveny se sklddaji rizné ctverce? Doplrite:

OranZovy ¢tverec se sklada z ........ trojuhelnikd.
Modry ¢tverec se sklada z . trojuhelnikd.
Zeleny &tverec se skladd z ....... trojuhelnikd.

5) Jaky je vztah mezi obsahem zeleného étverce a obsahem oranZového a modrého &tverce?

72




1)

2)

3)

4

=

5)

6)

7)

8)

N
b i
o LS
b C
D E
- A [a_
A __ B s
1. obrazek 2. obrazek
Pismena a, b, c vyjadFuji délky pislusnych use&ek. Napiklad c je délka tsecky LM. Obrézky jsou viak
Easteéné popsané. Dopliite na uréend mista spravna pismena k jednotlivym dse¢kdm.
Zakrouzkuj spravné odpovédi. Sedé trojuhelniky jsou:
a) rovnoramenné b) pravouhlé c) rovnostranné d) tupouhlé
e) ostrodhlé f) riznostranné
Jaké ctyrahelniky jsou ttvary KLMN, ABCD a CEFG? A pro&?
Uréi obsahy bilych ¢tyfihelnik v zavislosti na délkach jejich stran.
Ctyfuhelnik KLMN mé obsah ...........
Ctyfthelnik ABCD ma obsah
CtyFuhelnik CEFG mé obsah
Z jakych Gtvard se skladaji 1. a 2. obrazek?
1. obrazek se sklada z
2. obrazek se sklada z
V €em se shoduije 1. a 2. obrézek?
V ¢em se naopak lisi?
Co jste mohli podle v3ech ziskanych informaci zjistit?
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Priloha ¢é. 4 - Koncept pracovniho listu

Rozklad mnohoélent na soucin

Ackoli se rozklad mnohoélent na soucin miiZze na prvni pohled zdat zcela odli$ny od Pythagorovy véty, pfesto lze najit
mezi témito tématy souvislost. V diikazu na Pythagorovu vétu nalezneme obrazec, ktery se da vyuzit nasledovné i
v dokazovéni rozkladu mnohoélenti na soucin.

o — L —— o
a — —
o ! == H
—| ~ B —
Aj_N B

1. Pismena a, b vyjadfuji délky pfislusnych seéek. Napfiklad a je délka tisecky MH. Obrazky jsou viak ¢asteéné
popsané. Dopliite na urfend mista spravnd pismena k jednotlivym tGseckam.

2. Jak dlouhad je strana ¢tverce ABCD?

3. Zapis obsahy utvar( v zavislosti na délkach jejich stran.

Ctverec ANMO mé obsah ..
Ctverec MHCL ma obsah ...........
Obdélnik NBHM ma obsah ....
Obdélnik OMLD mé obsah .

4. Obsah &tverce ABCD j€ (wowwrnnness)?

5. Jak jinak Ize vyjadfit obsah Etverce ABCD? Podivej se na obréazek a vyjadfi obsah ¢tverce ABCD pomoci
obsahil jinych Gtvar(i (nApovéda: obsah obdélnikt, obsahy bilych ¢tvercii).

Zapi3 vztah obsahu ¢tverce ABCD: ( 2=
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—- — b
AT, N B
a

Pismena a, b vyjadfuji délky pFislusnych isecek. Napfiklad a je délka usecky MH. Obrazky jsou vak
Easte&né popsané. Doplrite na uréend mista spravna pismena k jednotlivym useckam.

Jak dlouhou stranu ma ¢tverec MHCL?

Zapi$ obsahy utvari v zavislosti na délkach jejich stran.

Ctverec ANMO mé obsah ...........
Ctverec ABCD mé obsah............

Obdélnik NBHM md obsah ..........
Obdélnik OMLD m3 obsah ..........

Obsah &étverce MHCL je (..oeee..... )

Jak jinak lze vyjadfFit obsah &tverce MHCL? Podivej se na obrazek a vyjadfi obsah ¢tverce MHCL pomoci
obsahii jinych Gtvarl (ndpovéda: obsah ¢tverce ABCD, obsah obdélniki, obsah ¢tverce ANMO).

Zapi3 vztah obsahu étverce MHCL: ( 2=
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Priloha ¢. 5 - Priprava na tieti hodinu

Priprava na hodinu

Téma: Pythagorova véta, pracovni list
Cil: Zaci znaji Pythagorovu vétu
Z4ci potitaji podle vzorce na Pythagorovu vétu

1) Oprava pracovniho listu
2) Opakovani Pythagorovy véty:

Jak zni Pythagorova véta?
Jaky je vzorec Pythagorovy véty?

3) Priklady:
1.Vypocitej chybégjici udaj.

°) %=

13

16

b)12,71j «c)4,48]j e)14,3j

2. Rozhodnéte, zda trojahelnik s nasledujicimi délkami stran je pravoahly.
a)a=5cm,b=6cm,c=7cm........ 49 = 25+36 .... Ne

b)k=20mm, =21 mm, m=29mm...... 841 = 400+441 ... Ano
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3. Pfedni strana stanu typu ,a¢ko” méfi u zemé 150 cm. Boéni sténa stanu od zemé k
vrcholu stanu méri 180 cm. Jak vysoky je stan?

Nacrtek Zapis x=163,6 cm Odpovéd’

4.Zebfik opFeny o zed je dlouhy 10 m. Vrchol Zebfiku je umistén ve vysce 9,8 m. Jak daleko
od stény je jeho pata?

Nacrtek Zapis Xx=2m Odpovéd

5. Vypocitejte obsah a obvod pravouhlého trojuhelniku ABC s délkou pfepony 26 cm a
jednou odvésnou délky 24 cm.

Nacrtek Zapis a=10cm,0=60cm,S =120 cm’ Odpovéd

6. Vypocitejte obvod pravouhlého trojdhelniku ABC s odvésnou b délky 8 cm a obsahem 40
cm?.

Nacrtek Zapis a=10cm,0=12,8cm Odpoveéd'
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