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aplikace v ekonomii
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Lagrangeova multiplikátoru v ekonomii.
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2



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Tereza Miklová
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Úvod

Tato bakalářská práce si klade za ćıl představit vázané extrémy funkćı v́ıce

proměnných a ukázat a vysvětlit tři ekonomické úlohy, které lze za pomoci jejich

znalosti řešit. Motivaćı pro výběr tématu bylo přáńı poznat, jak můžeme schop-

nosti źıskané studiem matematické analýzy využ́ıt v praxi a jakým zp̊usobem je

lze propojit se znalostmi v ekonomii.

Práce se děĺı na dvě části, které jsou zároveň kapitolami - teoretickou a

aplikačńı. V prvńı části čtenáře seznamuje s vázanými lokálńımi extrémy funkćı

v́ıce proměnných z teoretického hlediska. Připomı́ná, jak je definujeme, jak se

lǐśı od volných lokálńıch extrémů funkce a jaká pravidla použ́ıváme při práci

s nimi. Poté se věnuje jejich geometrické interpretaci a představuje dvě hlavńı

matematické metody, které využ́ıváme pro jejich hledáńı.

Ve druhé části se práce zaměřuje na tři typy úloh tzv. podmı́něné optimalizace

v ekonomii. Začátek kapitoly je věnován otázkám, které vedou k potřebě řešeńı

takovýchto úloh a modelovým předpoklad̊um, které muśı platit, aby byly úlohy

řešitelné.

Prvńı podkapitola druhé kapitoly je zaměřena na úlohu maximalizace užitku.

Ekonomická teorie užitku je popsána v souvislostech za pomoci matematických

nástroj̊u a doplněna obrázky. Následuje část př́ıkladová, kde je úloha řešena nej-

prve ekonomickou úvahou a poté je vysvětlen postup aplikace metod hledáńı

vázaných extrémů, představených v prvńı kapitole a jejich srovnáńı. Pozornost je

věnována také Lagrangeovu multiplikátoru a jeho úloze v ekonomii.

Druhá podkapitola práce se obdobným zp̊usobem věnuje úlohám maximali-

zace produkce a minimalizace náklad̊u. Také je doplněna o př́ıkladovou část a
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obrázky. Pro jejich vykresleńı jsou v práci použity programy Matlab a Inkscape.
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Seznam použitých symbol̊u

N ... množina přirozených č́ısel

R ... množina reálných č́ısel

R+ ... množina kladných reálných č́ısel

Rn ... n-rozměrný vektorový prostor

x = [x1, . . . , xn] ... bod z Rn o souřadnićıch x1, . . . , xn

f ′(x1, . . . , xn) ... derivace funkce f(x1, . . . , xn)

f ′′(x1, . . . , xn) ... 2. derivace funkce f(x1, . . . , xn)

∂kf
∂xk

i
(x) ... parciálńı derivace k-tého řádu funkce

f(x1, . . . , xn) podle proměnné xi v bodě x

∂2f
∂xi∂xj

(x) ... smı́̌sená parciálńı derivace 2. řádu funkce

f(x1, . . . , xn) podle proměnných xi xj v bodě x

Lin {f1, . . . , fm} ... lineárńı obal množiny {f1, . . . , fm}
N⊥ ... ortogonálńı doplněk podprostoru N
〈 , 〉 ... skalárńı součin

aij ... prvek v i-tém řádku a j-tém sloupci matice A

dkf(x1, . . . , xn) ... diferenciál k-tého řádu funkce f(x1, . . . , xn)

| | ... absolutńı hodnota

· ... součin
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Kapitola 1

Vázaný lokálńı extrém funkce
v́ıce proměnných

Vyšetřováńı extrémů funkce je jednou z nejd̊uležitěǰśıch část́ı diferenciálńıho

počtu [2] s mnoha aplikacemi v praxi - lze jej využ́ıt při řešeńı specifických op-

timalizačńıch úloh ekonomických, konstrukčńıch, fyzikálńıch a mnoha daľśıch.

Př́ıklady takovýchto úloh lze nalézt v [7] a [3]. Vázané lokálńı extrémy funkćı

pak využ́ıváme ve chv́ıli, kdy je optimalizace nav́ıc podmı́něna platnost́ı nějakého

omezeńı. V této kapitole si představ́ıme vázané lokálńı extrémy funkćı v́ıce proměnných,

metody jejich hledáńı a definujeme základńı pravidla, podle kterých s nimi pra-

cujeme.

Kapitola je napsána na základě [2], [8] a [5]. Předpokládá se, že čtenář má zna-

losti matematiky, lineárńı algebry a ekonomie v rozsahu učiva předmět̊u KMA/M2N,

KMA/LA2S a KMA/E2 Univerzity Palackého v Olomouci.

1.1. Důležité pojmy

Připomeňme si na začátek některé d̊uležité pojmy, které použ́ıváme při práci

s lokálńımi extrémy funkćı n proměnných:

Definice 1.1.1 Necht’ M ⊆ Rn, n ∈ N,M 6= ∅. Zobrazeńı f : M → R se nazývá

reálná funkce n reálných proměnných a množina M se nazývá definičńı obor

této funkce a znač́ı se Df . [2]
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Obraz bodu x = [x1, ..., xn] ∈ Df v zobrazeńı f , tj. reálné č́ıslo y takové, že

f(x) = y, nazýváme funkčńı hodnota funkce f v bodě x a znač́ıme f(x).

Poznámka 1.1.1 Pro n = 2 budeme mı́sto f(x1, x2) psát f(x, y) a pro n = 3

budeme mı́sto f(x1, x2, x3) použ́ıvat značeńı f(x, y, z).

Definice 1.1.2 Necht’ f : M ⊂ Rn → R. Řekneme, že bod x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈M

je stacionárńı bod funkce f, jestliže v bodě x∗ existuj́ı všechny parciálńı derivace

funkce f a plat́ı

∂f

∂xi
(x∗) = 0, i = 1, ..., n

[2]

Definice 1.1.3 Necht’ F = [f1, . . . , fm] : Rn → Rm,m < n a Ω ⊂ Rn je množina

řešeńı systému rovnic

f1(x1, . . . , xn) = 0

...

fm(x1, . . . , xn) = 0

a x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ Ω. Dále předpokládejme, že funkce fi, i = 1, . . . ,m maj́ı na

Ω spojité parciálńı derivace a Jacobiho matice F ′ (x∗) zobrazeńı F v bodě x∗ má

hodnostm. ProstorN Ω(x∗) = Lin {f ′1(x∗), . . . , f ′m(x∗)} , f ′i(x∗) =
(

∂fi
∂x1

(x∗), . . . , ∂fi
∂xn

(x∗)
)

nazýváme normálový prostor k Ω v bodě x∗ a jeho ortogonálńı doplněk T

Ω(x∗) = [N (x∗)]⊥ se nazývá tečný prostor k Ω v bodě x∗. [2]

Definice 1.1.4 Necht’ A = (aij) i, j = 1, ..., n je symetrická matice, h ∈ Rn.

Řekneme, že kvadratická forma P (h) = 〈Ah, h〉 =
∑n

i,j=1 aijhihj určená matićı A

je pozitivně (negativně) semidefinitńı, jestliže

P (h) ≥ 0 (P (h) ≤ 0) (1.1)

pro každé h ∈ Rn. Jestliže v (1.1) nastane rovnost pouze pro h = 0, řekneme, že

forma P je pozitivně (negativně) definitńı. Jestliže existuj́ı h, h̃ ∈ Rn taková,

že P (h) < 0 a P (h̃) > 0, řekneme, že kvadratická forma je indefinitńı. [2]
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1.2. Lokálńı extrém funkce

Zastavme se pro lepš́ı návaznost na chv́ıli u lokálńıch extrémů funkce. Lokálńı

extrém funkce vyšetřujeme lokálně - tedy v okoĺı nějakého bodu z definičńıho

oboru funkce. Urč́ıme jej dle [2] následovně:

Definice 1.2.1 Řekneme, že funkce f : M ⊂ Rn → R nabývá v bodě x∗ ∈ M

lokálńıho maxima (minima), jestliže existuje okoĺı U(x∗) bodu x∗ takové, že

pro každé x ∈ U(x∗) plat́ı

f(x) ≤ f(x∗) (f(x) ≥ f(x∗)) .

Jsou-li nerovnosti v těchto vztaźıch pro x 6= x∗ ostré, mluv́ıme o ostrých lokálńıch

maximech a minimech.

Nı́že uvedená věta z [2] formuluje nutnou podmı́nku existence lokálńıho

extrému funkce n proměnných pomoćı stacionárńıho bodu (definice 1.1.2). V

některých zdroj́ıch se nazývá také Fermatova věta.

Věta 1.2.1 Necht’ funkce f : M ⊂ Rn → R má v bodě x∗ ∈ M lokálńı extrém.

Pak všechny parciálńı derivace funkce f , které v tomto bodě existuj́ı, jsou rovny

nule.

Důkaz věty lze naj́ıt v [2, str. 65]. Lokálńı extrém funkce tak můžeme nalézt bud’to

ve stacionárńım bodě nebo v bodě, kde alespoň jedna z parciálńıch derivaćı ne-

existuje a ostatńı jsou rovny nule. Stacionárńı bod zároveň nemuśı být nutně

bodem extrému, takovým bodem je např́ıklad sedlový bod funkce. Postačuj́ıćı

podmı́nku existence lokálńıho extrému funkce n proměnných vyjadřuje

následuj́ıćı věta z [2]:

Věta 1.2.2 Necht’ x∗ ∈ Rn je stacionárńı bod funkce f a předpokládejme, že

f má v bodě x∗ a nějakém jeho okoĺı spojité parciálńı derivace druhého řádu.

Položme A = (aij) = f ′′(x∗), tj. aij = ∂2f
∂xi∂xj

(x∗).

• Je-li kvadratická forma P (h) = 〈Ah, h〉 pozitivně (negativně) definitńı, má

funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı minimum (maximum).
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• Je-li kvadratická forma P (h) indefinitńı, v bodě x∗ extrém nenastává.

• Má-li funkce f v bodě x∗ lokálńı minimum (maximum), je kvadratická

forma P (h) pozitivně (negativně) semidefinitńı,

kde f ′′ je matice rozměru n x n parciálńıch derivaćı 2. řádu funkce f .

Důkaz věty lze nalézt v [2, str. 71]. O definitnosti dané kvadratické formy

rozhodujeme podle následuj́ıćı věty z [2]

Věta 1.2.3 Kvadratická forma P určená symetrickou matićı A = (aij), P (h) =

〈Ah, h〉 =
∑n

i,j=1 aijhihj je pozitivně definitńı, právě když jsou všechny hlavńı

minory matice A, tj. determinanty

∣∣a11

∣∣ , ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = detA

kladné. Kvadratická forma P je negativně definitńı, právě když hlavńı minory

stř́ıdaj́ı znaménko, poč́ınaj́ıc záporným.

1.3. Vázaný lokálńı extrém funkce

Vázané extrémy funkce v́ıce proměnných hledáme, narozd́ıl od extrémů volných,

jen na podmnožině definičńıho oboru - v bodech definičńıho oboru, které splňuj́ı

určité podmı́nky. Dle [8] je definujeme takto:

Definice 1.3.1 Necht’ Ω = {x ∈ Df ; g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gm(x) = 0}. Ř́ıkáme,

že funkce f(x) o n argumentech x1, x2, . . . , xn má v bodě x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] ∈ Ω

lokálńı extrém vázaný (pro m < n) podmı́nkami

g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gm(x) = 0, (1.2)

jestliže pro všechny body x z vhodného okoĺı U(x∗)∩Ω, které vyhovuj́ı podmı́nkám

(1.2), plat́ı jeden ze vztah̊u:
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a) f(x) ≥ f(x∗) (jde o vázané lokálńı minimum)

b) f(x) ≤ f(x∗) (jde o vázané lokálńı maximum)

Poznámka 1.3.1 Vedle termı́nu vázaný lokálńı extrém už́ıváme také označeńı

lokálńı extrém vzhledem k množině [5], zde Ω. Podmı́nky (1.2) nazýváme

také vazby či omezeńı.

Geometrická interpretace vázaného lokálńıho extrému

Pro funkce n > 2 proměnných a v́ıce podmı́nek je grafické znázorněńı proble-

Obrázek 1.1: Geometrická interpretace vázaného lokálńıho extrému

matičtěǰśı, zjednodušme si proto situaci na funkci 2 proměnných f(x, y) a jednu

podmı́nku g(x, y) = 0 a pod́ıvejme se, jak hledáńı vázaného extrému funkce vy-

padá graficky. Na obrázku 1.1 vid́ıme, že množina Ω = {(x, y) ∈ Df ; g(x, y) = 0}

bude tvořena rovinnou křivkou ρ ⊂ R2. Omeźıme-li graf funkce f na množinu

Ω, źıskáme prostorovou křivku ρ̄ ⊂ R3. Bod z ρ s nejmenš́ı (největš́ı) funkčńı

hodnotou na svém okoĺı je pak vázaným lokálńım minimem (maximem) funkce

f na Ω. Existuje-li v tomto bodě tečna ke křivce ρ̄, je rovnoběžná s rovinou xy.
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1.4. Metody hledáńı vázaných lokálńıch extrémů

Při vyšetřováńı vázaného extrému funkce použ́ıváme nejčastěji dvě metody -

metodu př́ımého dosazeńı a Lagrangeovu metodu neurčitých koeficient̊u. Pojd’me

si je bĺıže představit:

Metoda př́ımého dosazeńı

Použ́ıváme ji v př́ıpadě, kdy dokážeme z rovnic vazebných podmı́nek explicitně

vyjádřit některé proměnné tak, abychom po dosazeńı těchto vyjádřeńı do účelové

funkce převedli úlohu na hledáńı volného lokálńıho extrému. Pro funkci dvou

proměnných vypadá postup následovně:

Mějme funkci f(x, y), kterou chceme maximalizovat (minimalizovat) za podmı́nky

g(x, y) = 0 Předpokládejme, že je možné z podmı́nky vyjádřit některou z proměnných,

tedy x = α(y), př́ıpadně y = β(x) [1]. Dosazeńım do účelové funkce pak źıskáme

funkci f(x, β(x)) = F (x), př́ıpadně f(α(y), y) = F (y). Úlohu jsme tak převedli

na úlohu hledáńı volného extrému funkce jedné proměnné. Tu vyřeš́ıme. Označme

bod, ve kterém nabývá funkce F (x) svého extrému jako x∗. Pak bude p̊uvodńı

funkce f(x, y) nabývat extrému v bodě f(x∗, β(x∗)). Analogicky tomu bude u

funkce F (y). V př́ıpadě v́ıce proměnných a v́ıce podmı́nek použijeme definice a

věty o lokálńıch extrémech funkćı n proměnných z podkapitoly 1.2.

Lagrangeova metoda neurčitých koeficient̊u

Někdy je vyjadřováńı proměnných účelové funkce z vazebných podmı́nek složité,

či dokonce nemožné. V takových př́ıpadech voĺıme k hledáńı vázaných extrémů

funkce Lagrangeovu metodu. Zformulujme nutnou podmı́nku existence vázaného

lokálńıho extrému [2], tzv. Lagrangeovu větu o neurčitých multiplikátorech:

Věta 1.4.1 Necht’ funkce n proměnných f, g1, . . . , gn, 1 ≤ m < n, maj́ı spojité

parciálńı derivace 1. řádu v otevřené množině N ⊂ Rn a necht’ v každém bodě
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množiny N má matice  ∂g1
∂x1

. . . ∂gn
∂xn

. . . . . . . . .
∂gm
∂x1

. . . ∂gm
∂xn

 (1.3)

hodnost m. Bud’ Ω množina všech bod̊u [x1, . . . , xn], které vyhovuj́ı rovnićım (1.2).

Má-li funkce f v bodě x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ Ω lokálńı extrém vzhledem k Ω,

existuj́ı reálná č́ısla λ1, . . . , λm tak, že jsou splněny rovnosti

∂f

∂xj
(x∗)−

m∑
k=1

λk
∂gk
∂xj

(x∗) = 0, j = 1, . . . , n. (1.4)

Důkaz věty lze nalézt v [2, str. 110]. Funkce

L(x, λ) = L(x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) = f(x1, . . . , xn)−
m∑
k=1

λk gk(x1, . . . , xn)

se nazývá Lagrangeova funkce a konstanty λk Lagrangeovy multiplikátory

[2]. Lagrangeova funkce pak ”obsáhne”vazebné podmı́nky tak, že mı́sto vázaných

extrémů funkce f na Ω vyšetřujeme volné extrémy funkce L.

Definice 1.4.1 Necht’ množina Ω ⊆ Rn je dána systémem rovnic (1.2). Řekneme,

že bod x∗ ∈ Ω je stacionárńım bodem funkce f na Ω jestliže existuj́ı Lagran-

geovy multiplikátory λ1, . . . , λm takové, že plat́ı (1.4).

O tom, zda ve stacionárńım bodě pro funkci L(x∗, λ) extrém nastává nebo ne,

můžeme rozhodnout pomoćı matice druhých derivaćı Lagrangeovy funkce L′′(x, λ)

dle následuj́ıćı věty z [2]:

Věta 1.4.2 Necht’ funkce f a gk, k = 1, . . . ,m maj́ı spojité parciálńı derivace

druhého řádu v bodě x∗, který je stacionárńım bodem f na Ω a λ1, . . . , λm jsou

př́ıslušné Lagrangeovy multiplikátory, tj. L′(x∗, λ) = 0. Dále necht’ matice (1.3)

má pro x = x∗ hodnost m. Jestlǐze pro každé 0 6= h ∈ Lin {g′1(x∗), . . . , g′m(x∗)}⊥

plat́ı

〈L′′(x∗)h, h〉 > 0 (〈L′′(x∗)h, h〉 < 0) ,
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má funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı minimum (maximum) vzhledem k Ω.

Jestlǐze existuj́ı h̃, h̄ ∈ Lin {g′1(x∗), . . . , g′m(x∗)}⊥ taková, že〈
L′′(x∗)h̃, h̃

〉
> 0,

〈
L′′(x∗)h̄, h̄

〉
< 0,

v bodě x∗ vzhledem k Ω lokálńı extrém nenastává.

Důkaz věty lze nalézt v [2, str. 111].

Postup při hledáńı vázaných lokálńıch extrémů Lagrangeovou metodou

Tvrzeńı předchoźıch vět lze shrnout do následuj́ıćıho návodu [2]:

1) Vytvoř́ıme Lagrangeovu funkci L(x, λ) = f(x)−
∑m

k=1 λkgk(x).

2) Urč́ıme stacionárńı body f vzhledem k Ω, tj. urč́ıme x1, . . . , xn a λ1, . . . , λm

jako řešeńı systému n+m rovnic

∂

∂xi
L(x, λ) = 0, i = 1, . . . , n, gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m.

Necht’ x∗ ∈ Ω je takto vypoč́ıtaný stacionárńı bod funkce f vzhledem k Ω

a λ1, . . . , λm jsou př́ıslušej́ıćı multiplikátory.

3) Ze systému m lineárńıch rovnic

∂g1

∂x1

(x∗)h1 + · · ·+ ∂g1

∂xn
(x∗)hn = 0

...

∂gm
∂x1

(x∗)h1 + · · ·+ ∂gm
∂xn

(x∗)hn = 0

pro proměnné h1, . . . , hn vypočteme m proměnných v závislosti na n −m

zbývaj́ıćıch. Takto vypoč́ıtané vektory h ∈ Rn jsou prvky tečného pro-

storu k Ω v bodě x∗, T Ω(x∗) = Lin {g′1(x∗), . . . , g′m(x∗)}⊥ - tento výpočet

můžeme provést, protože předpokládáme, že matice (1.3) má hodnost m.

Předpokládejme, že jsme vypoč́ıtali h1, . . . , hm v závislosti na hm+1, . . . , hn.
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4) Urč́ıme druhý diferenciál pro Lagrangeovu funkci ve stacionárńım bodě x∗

vzhledem k proměnným x

d2L(x∗, λ) =
n∑

i,j=1

∂2L

∂xi∂xj
(x∗)hihj = 〈L′′(x∗)h, h〉,

za λ1, . . . , λm dosad́ıme př́ıslušné multiplikátory a za h1, . . . , hm vyjádřeńı

z předchoźıho bodu.

5) Na závěr vyšetř́ıme definitnost vzniklé kvadratické formy n−m proměnných.

Je-li pozitivně (negativně) definitńı, nastává v bodě x∗ ostré lokálńı mini-

mum (maximum). Je-li indefinitńı, vázaný extrém v bodě x∗ nenastane.

Je d̊uležité si uvědomit, že Lagrangeova metoda nezaručuje nalezeńı všech vázaných

lokálńıch extrémů funkce f . Může se stát, že funkce L(x, λ) nebude mı́t v bodě

extrém a funkce f jej tam mı́t bude. O existenci takového extrému muśıme roz-

hodnout jinak, např́ıklad z definice 1.3.1 vázaného lokálńıho extrému.

Některé zdroje uvád́ı i alternativńı metody hledáńı vázaných extrémů, [2] např́ıklad

hovoř́ı o metodě nerovnosti mezi pr̊uměry a o Cauchyově nerovnosti. V této práci

však budeme pracovat zejména s Lagrangeovou metodou.
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Kapitola 2

Aplikace vázaných lokálńıch
extrémů funkce v́ıce proměnných
v ekonomii

V této části práce si ukážeme, jak lze znalosti vázaných extrémů využ́ıt

v praxi. Zaměř́ıme se na některé mikroekonomické optimalizačńı úlohy, pro-

zkoumáme jejich matematickou interpretaci a vysvětĺıme si, jak je d́ıky metodám

hledáńı vázaných extrémů efektivně řešit. Současně si přibĺıž́ıme ekonomický

význam Lagrangeova multiplikátoru.

Teoretická část kapitoly čerpá z [4], př́ıklady jsou inspirovány úlohami v [3] a [7].

Optimalizace v mikroekonomii

Mikroekonomie je obor ekonomické teorie, který zkoumá d́ılč́ı tržńı subjekty (jed-

notlivce, firmy a stát) a jejich rozhodovaćı problémy. Vedle rovnováhy na jednot-

livých trźıch statk̊u a služeb pak pro ně hledá optimálńı řešeńı. Rozhodovaćı

situace mohou vypadat následovně:

• V jakém poměru má spotřebitel z dostupných peněz nakoupit potřebné statky,

je-li ćılem maximálńı možný užitek?

• Jak rozdělit rozpočet na nákup výrobńıch faktor̊u, chce-li firma maximalizo-

vat výslednou produkci?
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• V jakém množstv́ı výrobńı faktory nakoupit, abychom dosáhli výrobńıho ćıle

při minimálńıch nákladech?

• Jak investovat do možných druh̊u reklamy tak, abychom měli co nejvyšš́ı

odezvu?

• Jak rozdělit investici mezi v́ıce akcíı, aby byly dividendy maximálńı?

Matematicky řečeno hledáme extrémńı hodnotu účelové funkce za platnosti nějakého

omezeńı. Ve speciálńım př́ıpadě maj́ı tato omezeńı tvar rovnosti. Takovéto úlohy

umı́me vyřešit hledáńım vázaných extrémů účelové funkce. V tomto textu se

zaměř́ıme na př́ıpady

1. maximalizace užitku

2. maximalizace produkce

3. minimalizace náklad̊u

Vymezuj́ıćı předpoklady

Muśıme si uvědomit, že situace na trhu neńı statická a na rozhodováńı tržńıch

subjekt̊u maj́ı za reálných okolnost́ı vliv i daľśı faktory. Abychom lépe porozuměli

vztah̊um mezi vybranými proměnnými, přijmeme zjednodušuj́ıćı předpoklady ob-

vyklé pro ekonomické modely:

• ceteris paribus (za jinak neměnných okolnost́ı)

Faktory, které při rozhodováńı nezkoumáme, považujeme v tu chv́ıli za

neměnné.

• předpoklad optimalizace

Všechny tržńı subjekty se chovaj́ı racionálně, přičemž racionalitu můžeme

chápat dvěma zp̊usoby - 1. čińı rozhodnut́ı vedoućı k vytčenému ćıli

2. jednaj́ı na základě předchoźıch úvah a analýz, nikoli spontánně.
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2.1. Maximalizace užitku

Užitek, indiferenčńı křivky a linie rozpočtu

Prvńı zp̊usob aplikace, na který se zaměř́ıme, bude maximalizace užitku spotřebitele.

V úvodu kapitoly jsme přijali předpoklad, že ekonomické subjekty jednaj́ı na trhu

racionálně. Jak uvád́ı [4], racionálně jednaj́ıćı spotřebitel usiluje o maximalizaci

svého užitku. Zároveň je omezen výš́ı svého d̊uchodu a cenami statk̊u. Užitek

definujeme jako subjektivńı pocit plynoućı ze spotřeby statk̊u a služeb. Vycháźı

z preferenćı spotřebitele při výběru mezi kombinacemi jednotlivých statk̊u (tzv.

spotřebńımi koši).

Poznámka 2.1.1 Protože je volba spotřebitele racionálńı, budeme u spotřebńıch

koš̊u předpokládat úplnost srovnáńı (každé 2 spotřebńı koše lze z hlediska prefe-

renćı srovnat), tranzitivitu (preferuje-li spotřebitel koš A před košem B a koš B

před košem C, preferuje také koš A před košem C) a nenasycenost (větš́ı množstv́ı

statku preferuje před menš́ım množstv́ım statku).

Zároveň budeme uvažovat jen statky, které jsou žádoućı, maj́ı rostoućı směr pre-

ferenćı a nejsou vzájemně dokonalými substituty ani komplementy.

Pro účely výpočt̊u si definujeme užitek takto:

Užitek je funkćı množstv́ı spotřebovávaných statk̊u [4]

U = u(X1, X2, . . . , Xn),

kde X1, X2, . . . , Xn ≥ 0 jsou množstv́ı jednotlivých statk̊u. Tedy plat́ı U ≥ 0

∀X1, X2, . . . , Xn ≥ 0. V zájmu přehlednosti grafického zobrazeńı a názornosti

analýzy budeme dále užitek uvažovat jako funkci množstv́ı dvou statk̊u

U = u(X, Y ), (2.1)

kde X, Y ≥ 0.

Poznámka 2.1.2 Funkce užitku může nabývat i záporných hodnot, v rámci této

práce ale budeme uvažovat jen jej́ı nezápornou část, jelikož si ji zjednodušeně
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definujeme jako funkci nezáporných množstv́ı. Zároveň reálně nezáviśı pouze na

množstv́ıch, zde jde opět o zjednodušeńı.

Množinu kombinaćı statk̊u X a Y se stejným užitkem nazýváme indiferenčńı

křivka. Matematicky jsou indiferenčńı křivky vrstevnicemi funkce užitku. Pojd’me

si je představit:

Vezmeme si př́ıklad funkce užitku pro dvě proměnné v Cobb-Douglasově tvaru

u(X, Y ) = X
1
3Y

2
3 a pomoćı softwaru (zde Matlab) vykresĺıme jej́ı graf s vrstev-

nicemi.

Poznámka 2.1.3 Cobb-Douglas̊uv tvar funkce užitku je často už́ıvanou obměnou

Cobb-Douglasovy produkčńı funkce, kterou si podrobněji představ́ıme v podka-

pitole 2.2. V úloze maximalizace užitku jej použ́ıváme, protože ideálně modeluje

chováńı proměnných a tvoř́ı monotónńı, konvexńı křivky.

Obrázek 2.1: I. kvadrant grafu funkce u(X, Y ) = X
1
3Y

2
3

Z povahy užitku (2.1) coby funkce spotřebovávaných množstv́ı nás přitom bude

zaj́ımat jen I. kvadrant grafu této funkce, kde proměnnéX i Y nabývaj́ı nezáporných

hodnot - obrázek 2.1. Promı́tneme-li vrstevnice této funkce na základnu, źıskáme

obrázek 2.2. Takto zobrazené vrstevnice funkce užitku pak nazýváme indiferenčńı

křivky, vzniklý soubor indiferenčńıch křivek se nazývá indiferenčńı mapa.

Ve zobecněné podobě, která se použ́ıvá v ekonomii, ji zachycuje obrázek 2.3, kde
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Obrázek 2.2: vrstevnice I. kvadrantu grafu funkce u(X, Y ) = X
1
3Y

2
3

Obrázek 2.3: indiferenčńı mapa

Ui, i = {1, 2, 3} představuje vrstevnici funkce u(X, Y ) o úrovni Ui ∈ R. Zde jde o

množinu všech bod̊u (X, Y ), X > 0, Y > 0, pro které u(X, Y ) = Ui, i = {1, 2, 3}.

Poznámka 2.1.4 Indiferenčńıch křivek lze pro každého spotřebitele vykreslit

nekonečně mnoho, pro zjednodušeńı se použ́ıvá zp̊usob nákresu použitý v 2.3,

tedy jen několik vybraných křivek.

Pod́ıvejme se na jednu z těchto indiferenčńıch křivek jako na funkci jedné proměnné

Y = ϕ(X), (2.2)

jej́ı graf označme G(ϕ) a pozorujme vlastnosti na obrázćıch 2.1, 2.3 a 2.4.

Pozorujeme následuj́ıćı:

• každý spotřebńı koš lež́ı na indiferenčńı křivce

∀(X, Y ) ∈ (R+)2 ∃ ϕ : (X, Y ) ∈ G(ϕ) (2.3)
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Obrázek 2.4: indiferenčńı křivka

Předpokládáme-li, že spotřebitel je schopen srovnat spotřebńı koše podle

preferenćı (poznámka 2.1.1), pak je každé kombinaci statk̊u X a Y schopen

přǐradit úroveň užitku. Tedy každá možná spotřebńı situace lež́ı na některé

z jeho indiferenčńıch křivek. Ukážeme si to na př́ıkladu.

Vezměme funkci užitku ve tvaru

u(X, Y ) = X
1
3Y

2
3 . (2.4)

Zvolme si bod o libovolných nezáporných souřadnićıch, např. [0, 4; 0, 6] a

hledejme funkci ϕ, na jej́ımž grafu tento bod lež́ı. Abychom našli jej́ı tvar,

osamostatńıme proměnnou Y v předpisu funkce užitku (2.4)

Y
2
3 =

u(X, Y )

X
1
3

Y
2
3 =

0, 4
1
3 0, 6

2
3

X
1
3

Y =

(
0, 4

1
3 0, 6

2
3

X
1
3

) 3
2

,

a po úpravách dostaneme funkci následuj́ıćıho tvaru:

ϕ : Y =
12√

103 ·
√
X
. (2.5)

Vykresĺıme-li jej́ı graf (obrázek 2.5), vid́ıme, že bodem [0, 4; 0, 6] křivka

opravdu procháźı.
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Obrázek 2.5: graf funkce Y = 12√
103
√
X

• úroveň užitku se v rámci jedné indiferenčńı křivky neměńı

Z povahy indiferenčńı křivky jakožto funkce užitku snadno odvod́ıme, že

∀(X, Y ) ∈ G(ϕ) : u(X, Y ) = U ∈ R

tj. že fce u(X, Y ) je na množině G(ϕ) konstantńı. Pro křivku o úrovni U1

na obrázku 2.3 tak bude platit

u(X1, Y1) = u(X2, Y2) = U1.

• č́ım dále je indiferenčńı křivka od počátku, t́ım vyšš́ı užitek vyjadřuje

Pozastav́ıme-li proměnnou Y na pevné hodnotě Y1, na obrázku 2.3 plat́ı

u(X1, Y1) < u(X2, Y1) < u(X3, Y1). Vı́me, že vyšš́ı množstv́ı statku spotřebitel

preferuje před nižš́ım, přǐrad́ı mu tedy i vyšš́ı užitek. Vzhledem ke směru

r̊ustu proměnných pak logicky U1 < U2 < U3

• indiferenčńı křivky se neprot́ınaj́ı

∀ϕ1 a ∀ϕ2, ϕ1 6= ϕ2 : G(ϕ1) ∩G(ϕ2) = ∅

Tato vlastnost vycháźı z tranzitivity mezi spotřebńımi koši, z předpokladu

nenasycenosti (poznámka 2.1.1) a z neměnnosti úrovně užitku v rámci jedné

indiferenčńı křivky. Vı́me, že spotřebitel je mezi body v rámci jedné indi-

ferenčńı křivky indiferentńı, všechny kombinace statk̊u lež́ıćı na jedné in-

diferenčńı křivce mu přináš́ı stejný užitek. Předpokládejme na chv́ıli, že se

indiferenčńı křivky mohou protnout - obrázek 2.6. Pak by platilo u(A) =
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Obrázek 2.6: protnuté indiferenčńı křivky

u(B) ∧ u(A) = u(C) → u(B) = u(C). Dle předpokladu nenasycenosti ale

u(B) > u(C), protože vyšš́ı množstv́ı spotřebovávaného zbož́ı Y přináš́ı

spotřebiteli vyšš́ı užitek. Zároveň nelze jedné spotřebńı situaci přǐradit dvě

úrovně užitku, což by v př́ıpadě pr̊useč́ıku nastalo. Předpoklad protnut́ı

indiferenčńıch křivek tak byl chybný. Tvrzeńı (2.3) tedy můžeme upřesnit

takto: ∀(X, Y ) ∈ (R+)2 ∃! ϕ : (X, Y ) ∈ G(ϕ).

• indiferenčńı křivky jsou klesaj́ıćı

∀X1, X2 ∈ Dϕ, X1 < X2 : ϕ(X1) > ϕ(X2)

neboli

∀X ∈ Dϕ : (ϕ(X))′ < 0.

Toto je zp̊usobeno předpokladem nenasycenosti, který jsme přijali v poznámce

2.1.1. Jak vid́ıme na obrázku 2.3, spotřebitel nemá při spotřebě statk̊u X

a Y žádnou horńı hranici chtěného množstv́ı. Při zachováńı stejné úrovně

užitku v rámci jedné indiferenčńı křivky tak logicky vyšš́ı množstv́ı statku

Y vyváž́ıme sńıžeńım množstv́ı statku X.

• indiferenčńı křivky jsou konvexńı

∀X1, X2, X3 ∈ Dϕ kde X1 < X2 < X3, lež́ı bod (X2, ϕ(X2)) pod spojnićı

bod̊u (X1, ϕ(X1)) a (X3, ϕ(X3)) nebo na ńı,

neboli ∀X ∈ Dϕ : (ϕ(X))′′ ≥ 0.

Zde se projevuje zákon klesaj́ıćıho mezńıho užitku - každá daľśı spotřebovaná

26



jednotka statku přináš́ı nižš́ı užitek, než ta předešlá.

Daľśım nástrojem analýzy vlastnost́ı indiferenčńı křivky je mezńı mı́ra substi-

tuce ve spotřebě. Vyjadřuje poměr, ve kterém je spotřebitel ochoten obětovat

statek Y pro źıskáńı dodatečné jednotky statku X při neměnné úrovni užitku,

tedy v rámci jedné indiferenčńı křivky. V pr̊uběhu křivky se měńı. K jej́ımu

vyjádřeńı se dostaneme následovně:

Na obrázku 2.7 vid́ıme jednu indiferenčńı křivku popsanou funkćı Y = ϕ(X)

a na ńı dva body A = (XA, YA) a B = (XB, YB). Vzhledem k tomu, že oba

body lež́ı na stejné indiferenčńı křivce, má z nich spotřebitel stejný užitek, tj.

u(XA, YA) = u(XB, YB). Jinými slovy: Sńıžená spotřeba statku Y z hodnoty YA

na hodnotu YB je podle našeho spotřebitele vykompenzována zvýšeńım spotřeby

statku X z hodnoty XA na hodnotu XB. Dáme-li do poměru absolutńı hodnoty

rozd́ıl̊u výše zmı́něných hodnot, tj. |YA−YB |
|XA−XB |

= ∆Y
∆X

, zjist́ıme kolik jednotek statku

Y je spotřebitel ochoten obětovat za zvýšenou spotřebu statku X o jednu jed-

notku. Přičemž ∆Y = |YA−YB| a ∆X = |XA−XB|. Tento poměr má nav́ıc daľśı

interpretaci - jedná se o absolutńı hodnotu směrnice př́ımky procházej́ıćı body A

a B (sečny).

Upřesněńım tohoto poměru pro každý bod na indiferenčńı křivce je absolutńı

Obrázek 2.7: sečna a tečna indiferenčńı křivky

hodnota směrnice tečny v tomto konkrétńım bodě. Tu d́ıky sečně snadno od-

vod́ıme - přibližováńım po indiferenčńı křivce z bodu B do bodu A se sečna
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přibližuje tečně. Můžeme tedy ř́ıci, že plat́ı

lim
∆X→0

∆Y

∆X
= |ϕ′(XA)|

Absolutńı hodnotu směrnice tečny indiferenčńı křivky v bodě a zároveň mezńı

mı́ru substituce ve spotřebě pak vyjádř́ıme následovně:

MRSC(XA) = |ϕ′(XA)| (2.6)

Absolutńı hodnota se zde použ́ıvá proto, že pro nejčastěǰśı tvar indiferenčńı křivky

je směrnice záporná a kromě informace, že křivka bude klesaj́ıćı, nemá znaménko

výrazu pro analýzu vztahu proměnných daľśı význam. Zároveň můžeme pozoro-

vat, že s posunem po indiferenčńı křivce ve směru r̊ustu proměnné X bude MRSC

klesat, což se projevuje v konvexnosti křivky. Je to dáno t́ım, že č́ım méně statku

Y spotřebitel má, t́ım méně je dále ochoten jej směňovat.

Parciálńı derivace funkce užitku u(X, Y ) pak vyjadřuj́ı vliv změny hodnoty proměnné

X či Y , při neměnnosti té druhé, na hodnotu celkové funkce. V ekonomii tento

ukazatel nazýváme mezńı užitek statku X či Y a znač́ıme jej MUX resp. MUY

a plat́ı

∂u

∂X
= MUX (2.7)

∂u

∂Y
= MUY . (2.8)

Vyjadřuje, o kolik vzroste celkový užitek, pokud zvýš́ıme množstv́ı spotřebovávaného

statku o jednotku a množstv́ı druhého statku se přitom neměńı. Mezńı mı́ru sub-

stituce ve spotřebě pak dokážeme vyjádřit jako pod́ıl mezńıch užitk̊u obou statk̊u.

Využijeme přitom derivace implicitně zadané funkce (2.2):

ϕ′ = −
∂u
∂X
∂u
∂Y

.

Dle vztah̊u (2.7) a (2.8) tedy plat́ı

ϕ′ = −MUX

MUY

.
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Z (2.6) pak plyne

MRSC =

∣∣∣∣−MUX

MUY

∣∣∣∣ =
MUX

MUY

.

Tento vztah je nápomocný při ekonomických výpočtech, jak si ukážeme v Př́ıkladě

2.1.1.

Jak již v́ıme, spotřebitel je ve snaze o maximalizaci užitku omezen svým d̊uchodem

a cenami statk̊u. Přijměme modelový předpoklad, že ceny statk̊u nezáviśı na na-

kupovaném množstv́ı a spotřebitel celý sv̊uj d̊uchod použije na nákup statk̊u X

a Y. Pak lze jeho d̊uchod zapsat následuj́ıćı rovnićı dle [4]:

PXX + PY Y = I (2.9)

kde PX je cena statku X, PY cena statku Y a I vyjadřuje d̊uchod. Jedná se o

lineárńı rovnici, které budou vyhovovat body lež́ıćı na př́ımce. Tato př́ımka bude

rovněž grafem lineárńı funkce.

Vyjádřeme si zároveň funkci jedné proměnné

Y = ψ(X) =
I − PXX

PY

Zaṕı̌seme-li ji ve směrnicovém tvaru, źıskáme

Y =
I

PY

− PX

PY

X

a směrnice je pak rovna

−PX

PY

.

Grafickým řešeńım rovnice (2.9) je v ekonomii tzv. linie rozpočtu, znázorněná

na obrázku 2.8. Xmax a Ymax představuj́ı situace, kdy je celý d̊uchod spotřebitele

vynakládán na nákup jen jednoho daného statku.

Absolutńı hodnota směrnice linie rozpočtu se nazývá mezńı mı́ra substituce

ve směně a lze ji zapsat těmito zp̊usoby:

MRSE =

∣∣∣∣−PX

PY

∣∣∣∣ = |ψ′(X)| ∀X ∈< 0;Xmax > (2.10)
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Obrázek 2.8: linie rozpočtu

kdy I je konstantńı. Vyjadřuje poměr, v němž jsou statky směnitelné na trhu,

pokud spotřebitel využil celý sv̊uj d̊uchod.

Na obrázćıch 2.9, 2.10 a 2.11 můžeme pozorovat, jak se linie rozpočtu měńı v

závislosti na svých parametrech. Obrázek 2.9 - Vycházejme z linie rozpočtu I1.

Obrázek 2.9: změna PX
Obrázek 2.10: změna
PY

Obrázek 2.11: změna I

Klesne-li cena statku X, PX , spotřebitel si může koupit v́ıce statku X, pr̊useč́ık

s osou X se posune doprava, MRSE klesne a linie rozpočtu se změńı v I2. V

opačném směru při r̊ustu PX MRSE vzroste a linie rozpočtu se změńı v I3.

Obrázek 2.10 - změna ceny statku Y , PY , se projev́ı analogicky na ose Y , avšak

reakce MRSE bude opačná. Při poklesu ceny statku Y MRSE vzroste, při jej́ım

nár̊ustu klesne.

Obrázek 2.11 - změna výše d̊uchodu má efekt na maximálńı množstv́ı obou statk̊u.

I poroste směrem vpravo, klesat bude vlevo. MRSE i ceny statk̊u z̊ustávaj́ı

neměnné.
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Optimum spotřebitele

Známe-li nyńı všechny podstatné souvislosti, snadno odvod́ıme, že optimálńı kom-

binace statk̊u se pro spotřebitele nacháźı v bodě dotyku indiferenčńı křivky a linie

rozpočtu, kde jsou si rovny obě směrnice. Jinými slovy tam, kde

MRSE(X∗) = MRSC(X∗) (2.11)

PX

PY

(X∗) =
MUX

MUY

(X∗) (2.12)

kde X∗ je x-ová souřadnice bodu dotyku, který si označ́ıme jako E = [X∗, Y ∗].

Na obrázku 2.1 pak vid́ıme, že v bodě optimálńı kombinace statk̊u X a Y je linie

rozpočtu tečnou některé z indiferenčńıch křivek. Spoč́ıtejme si nyńı modelový

Obrázek 2.12: optimum spotřebitele - vnitřńı řešeńı

př́ıklad:

Př́ıklad 2.1.1

Spotřebitel má k dispozici 1620 Kč, aby si koupil dva r̊uzné statky. Jeden z nich

stoj́ı 60 Kč, druhý 90 Kč. Předpokládejme, že funkce užitku daného spotřebitele

je ve tvaru

u(x, y) = 30x
2
3y

1
3 , (2.13)

kde x a y označuj́ı jednotlivé statky. Jaké množstv́ı obou statk̊u muśı spotřebitel

nakoupit, aby maximalizoval sv̊uj užitek?

31



Řešeńı

Nejprve k vyřešeńı př́ıkladu použijeme ekonomickou úvahu. Známe výši d̊uchodu

spotřebitele I = 1620Kč a ceny nakupovaných statk̊u - statek x, s cenou Px =

60Kč a statek y s cenou Py = 90Kč. Funkci užitku u(x, y) známe, rovnici d̊uchodu

zaṕı̌seme na základě (2.9) ve tvaru

60x+ 90y = 1620. (2.14)

Z 2.12 v́ıme, že maximalizace užitku při daném d̊uchodu spotřebitel dosáhne v

bodě, kde

Px

Py

=
MUx

MUy

. (2.15)

Mezńı užitky spoč́ıtáme jako parciálńı derivace funkce užitku (2.13), tedy

MUx =
∂u

∂x
= 20x−

1
3y

1
3

MUy =
∂u

∂y
= 10x

2
3y−

2
3 .

Tyto mezńı užitky a známé ceny statk̊u dosad́ıme do rovnice (2.15) a vyjádř́ıme

z ńı některou proměnnou, zde x.

60

90
=

20x−
1
3y

1
3

10x
2
3y−

2
3

2

3
= 2

y

x

1

3
=
y

x

x = 3y

V tomto tvaru dosad́ıme do rovnice d̊uchodu (2.14), kterou jsme si zapsali na

začátku př́ıkladu a zjist́ıme výslednou hodnotu proměnné y.

60 · 3y + 90y = 1620

270y = 1620

y = 6
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Na základě již známého vztahu x = 3y dopoč́ıtáme, že x = 18.

Závěr

Spotřebitel dosáhne maximálńıho užitku při nákupu 18 kus̊u statku x a 6 kus̊u

statku y.

2.1.1. Využit́ı metod hledáńı vázaných lokálńıch extrémů

Pod́ıvejme se nyńı na Př́ıklad 2.1.1 matematicky a obecněji. Snaž́ıme se ma-

ximalizovat užitkovou funkci u(x, y). K dispozici přitom máme omezený d̊uchod

I a známe ceny statk̊u x a y, Px a Py. Podle (2.9) tedy dokážeme vyjádřit rovnici

d̊uchodu

I = xPx + yPy. (2.16)

Matematicky jde tedy o úlohu hledáńı vázaného extrému účelové funkce (funkce

užitku) za platnosti nějaké podmı́nky (rovnice d̊uchodu). Zvoĺıme Lagrangeovu

metodu řešeńı a ukážeme si, že se výsledná interpretace shoduje s ekonomickým

zp̊usobem výpočtu. Zároveň vysvětĺıme, jaký význam má v úloze Lagrange̊uv

multiplikátor.

Použijeme postup z podkapitoly 1.4. Utvoř́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = u(x, y)− λ(xPx + yPy − I) (2.17)

a vyjádř́ıme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x a y. Přidáme vazebnou

podmı́nku (2.16).

∂L

∂x
=
∂u

∂x
− λPx = 0 (2.18)

∂L

∂y
=
∂u

∂y
− λPy = 0 (2.19)

xPx + yPy = I
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Z rovnic (2.18) a (2.19) vyjádř́ıme proměnnou λ

∂u

∂x
− λPx = 0

∂u

∂y
− λPy = 0

∂u
∂x

Px

= λ (2.20)

∂u
∂y

Py

= λ, (2.21)

kde Px, Py 6= 0 Z rovnic (2.20) a (2.21) plyne

∂u
∂x

Px

=

∂u
∂y

Py

∂u
∂x
∂u
∂y

=
Px

Py

,

což je ekvivalentńı vyjádřeńı (2.15). Touto metodou tak dojdeme ke stejnému

výsledku - optimum je v bodě dotyku indiferenčńı křivky a linie rozpočtu.

Proměnná λ má v ekonomii d̊uležitý význam. Vazebná podmı́nka v podobě rov-

nice d̊uchodu (2.16) je funkćı dvou proměnných, označme ji g(x, y). Rovnice (2.20)

a (2.21) pak můžeme přepsat jako

∂u
∂x
∂g
∂x

= λ (2.22)

∂u
∂y

∂g
∂y

= λ. (2.23)

Čitatel v obou zlomćıch vyjadřuje mezńı př́ınos dodatečné jednotky d́ılč́ı proměnné

pro funkci u(x, y), kterou se snaž́ıme maximalizovat. Jmenovatel udává mezńı

náklad zvýšeńı hodnoty d́ılč́ı proměnné o jednotku, abychom dodrželi (2.16),
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muśıme totiž zvýšeńı hodnoty jedné proměnné vykompenzovat sńıžeńım hodnot

ostatńıch. Poměr mezńıho př́ınosu proměnné a mezńıch náklad̊u s ńım spojených

pak nazýváme Benefit-cost ratio a plat́ı, že při optimálńı volbě proměnných

je pro všechny proměnné stejný. Využit́ı tohoto koeficientu si později ukážeme v

př́ıkladu 2.2.2.

Př́ıklad 2.1.2

Ponechme si zadáńı př́ıkladu 2.1.1 a spoč́ıtejme jej pomoćı hledáńı vázaných

lokálńıch extrémů.

Řešeńı

Z informaćı v zadáńı poskládáme klasickou matematickou úlohu hledáńı vázaného

lokálńıho extrému funkce. Zadanou užitkovou funkci u(x, y) = 30x
2
3y

1
3 budeme

považovat za výchoźı. Spotřebitel chce sv̊uj užitek maximalizovat, budeme tedy

hledat vázané maximum této funkce.

Zbývá zahrnout už jen informaci o ceně obou výrobk̊u a výši použitelného d̊uchodu.

Tyto vztahy nám vytvář́ı vazebnou podmı́nku

60x+ 90y = 1620. (2.24)

Jak můžeme vidět z tvaru obou funkćı, v této úloze bude vhodněǰśı použ́ıt metodu

Lagrangeových multiplikátor̊u. Proč v této situaci nezvolit metodu př́ımého do-

sazeńı, si ukážeme na Př́ıkladu 2.1.3. Zaṕı̌seme si tedy, jak bude vypadat Lagran-

geova funkce

L(x, y, λ) = 30x
2
3y

1
3 − λ(60x+ 90y − 1620), (2.25)

sestroj́ıme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x a y a polož́ıme je rovny

nule. Přidáme vazebnou podmı́nku a pro lepš́ı přehlednost si rovnice oč́ıslujeme.

∂L

∂x
= 20x−

1
3y

1
3 − 60λ = 0 (2.26)

∂L

∂y
= 10x

2
3y−

2
3 − 90λ = 0 (2.27)

60x+ 90y = 1620 (2.28)
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Zp̊usob řešeńı vzniklé soustavy rovnic je třeba uzp̊usobit konkrétńımu př́ıpadu.

V této situaci se jev́ı jako vhodná úprava vyjádřit proměnnou λ z rovnice (2.26).

20x−
1
3y

1
3 − 60λ = 0

λ =
20

60
x−

1
3y

1
3

λ =
1

3
x−

1
3y

1
3

Źıskanou λ dosad́ıme do rovnice (2.27)

10x
2
3y−

2
3 − 90

(
1

3
x−

1
3y

1
3

)
= 0,

a rovnici pronásob́ıme výrazem x
1
3y

2
3 . T́ım źıskáme vztah mezi x a y.

10x− 30y = 0

x =
30

10
y

x = 3y

Vyjádřenou proměnnou x dosad́ıme do rovnice (2.28) a źıskáme y.

60(3y) + 90y = 1620

270y = 1620

y = 6

Ze vztahu mezi x a y pak vyč́ısĺıme

x = 3y

x = 18

Závěr

Maximálńıho užitku spotřebitel dosáhne, nakouṕı-li 18 kus̊u statku x a 6 kus̊u

statku y.
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Ověřeńı správnosti extrému

Pro úplnost si nyńı ověř́ıme správnost typu nalezeného extrému. Využijeme k

tomu 2. diferenciál Lagrangeovy funkce (2.25), pro přehlednost zvoĺıme značeńı

s dx a dy. V tomto př́ıpadě bude ve tvaru

d2L(x, y, λ) = −20

3
x

−4
3 y

1
3 (dx)2 + 2

20

3
x

−1
3 y

−2
3 dxdy − 20

3
x

2
3y

−5
3 (dy)2. (2.29)

Diferencováńım vazebné podmı́nky 2.24 źıskáme

dg(x, y) = 60dx+ 90dy = 0. (2.30)

Z 2.30 pak plyne

60dx+ 90dy = 0

2dx+ 3dy = 0

dy = −2

3
dx.

Vzniklý vztah dosad́ıme do rovnice 2.29 2. diferenciálu Lagrangeovy funkce.

d2L(x, y, λ) = −20
3
x

−4
3 y

1
3 (dx)2 + 220

3
x

−1
3 y

−2
3 dx

(
−2

3
dx
)
− 20

3
x

2
3y

−5
3

(
−2

3
dx
)2

Nakonec dosad́ıme bod podezřelý z extrému, má souřadnice [18, 6]. Z předchoźıch

výpočt̊u zároveň v́ıme, že př́ıslušná λ = 1
3
x−

1
3y

1
3 , po úpravě dosad́ıme.

d2L
(

18, 6, 1

3 3√3

)
= −20

3
· 18

−4
3 · 6 1

3 (dx)2 + 220
3

(
−2

3

)
· 18

−1
3 · 6−2

3 (dx)2 − 20
3

(
−2

3

)2 ·

18
2
3 · 6−5

3 (dx)2

Úpravami dostaneme

d2L

(
18, 6,

1

3 3
√

3

)
= − 10

3 3
√

3
(dx)2.

Vid́ıme, že vzniklá forma má v bodě [18; 6] záporné znaménko, je tedy negativně

definitńı a nabývá v tomto bodě ostrého lokálńıho maxima vzhledem k podmı́nce

2.24.

T́ımto zp̊usobem můžeme ověřit typ nalezeného extrému pro všechny úlohy v této

práci. Z tvaru Cobb-Douglasovy funkce je však zřejmé, že na I. kvadrantu bude
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na množině bod̊u určené touto vazebnou podmı́nkou konkávńı, takže stacionárńı

bod lež́ıćı uvnitř této množiny bod̊u bude vždy maximem. V úlohách tohoto

konkrétńıho typu tak neńı úplně nutné hledaný vázaný extrém ověřovat.

Př́ıklad 2.1.3

V předchoźım př́ıkladě jsme zvolili k hledáńı vázaného maxima metodu Lagran-

geových multiplikátor̊u. Toto rozhodnut́ı prameńı ze zkušenosti, kdy se metoda

př́ımého dosazeńı v př́ıpadě složitěǰśıch, deľśıch předpis̊u funkćı a jejich vazebných

podmı́nek ukáže být zdlouhavou a náročněǰśı než metoda Lagrangeova. Pojd’me

si nyńı toto své rozhodnut́ı ověřit. Ponechme si zadáńı z Př́ıkladu 2.1.1 a pro jeho

výpočet zvolme metodu př́ımého dosazeńı.

Řešeńı

Mějme tedy funkci

u(x, y) = 30x
2
3y

1
3

a jej́ı vazebnou podmı́nku

g(x, y) = 60x+ 90y = 1620. (2.31)

Z rovnice (2.31) si vyjádř́ıme jednu z proměnných, zvolme např́ıklad x.

x =
1620− 90y

60
=

162− 9y

6
(2.32)

Dosad́ıme-li (2.32) do předpisu funkce u(x, y), vznikne nová, jednodušš́ı funkce

proměnné y.

F (y) = 30 ·
(

162− 9y

6

) 2
3

· y
1
3 = 30

3

√
(162− 9y)2 · y

62

Dále postupujeme analogicky jako při hledáńı vázaného extrému funkce jedné

proměnné. Funkci F (y) zderivujeme a vzniklou derivaci polož́ıme rovnu nule.

F ′(y) = 30 ·

[
2

3

(
162− 9y

6

)− 1
3

·
(
−9

6

)
· y

1
3 +

(
162− 9y

6

) 2
3

· 1

3
y−

1
3

]
= 0
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Postupnými úpravami dostaneme

2 3

√
6

162− 9y

(
−9

6

)
· y

1
3 +

3

√(
162− 9y

6

)2

· y−
2
3 = 0,

obě strany rovnosti násob́ıme výrazem y
2
3 ,

2 3

√
6

162− 9y

(
−9

6

)
· y +

3

√(
162− 9y

6

)2

= 0

−3y 3

√
6

162− 9y
+

3

√(
162− 9y

6

)2

= 0

3

√(
162− 9y

6

)2

= 3y 3

√
6

162− 9y

a dále přenásob́ıme 3

√
162−9y

6

162− 9y = 18y

y =
162

27
= 6 .

Na základě vztahu (2.32) pak dopoč́ıtáme hodnotu proměnné x.

x =
162− 9 · 6

6
=

108

6
= 18

Závěr

Srovnáme-li Př́ıklad 2.1.2 a Př́ıklad 2.1.3, vid́ıme, že při použit́ı metody př́ımého

dosazeńı jsou výpočty oproti Lagrangeově metodě o něco náročněǰśı. Proto v

př́ıpadech, kdy je předpis optimalizované funkce či jej́ı vazebné podmı́nky od

pohledu složitěǰśı, doporučuji použ́ıt Lagrangeovu metodu.
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2.2. Maximalizace produkce a minimalizace náklad̊u

Daľśı úlohy, kterým se budeme věnovat, jsou hledáńı maximálńı úrovně pro-

dukce a minimálńıch náklad̊u obchodńıho závodu. Ten na trhu statk̊u a služeb

stoj́ı na straně nab́ıdky. Vyjděme z teorie firmy popsané v [4]. Pro účely snadněǰśı

analýzy předpokládáme, že obchodńı závod

• má 1 vlastńıka, který je zároveň i kontrolńı a ř́ıd́ıćı osobou

tato osoba pob́ırá reziduálńı zisk obchodńıho závodu

• má jako hlavńı činnost výrobu

kdy výrobu definujeme jako přeměnu vstupu ve výstup

• maximalizuje zisk

což odpov́ıdá předpokladu přijatému na začátku této kapitoly, že všechny

tržńı subjekty jednaj́ı racionálně

• je na trhu v dokonalé konkurenci

Produkčńı funkce, izokvanta a izokosta

Stejně jako spotřebitel, i obchodńı závod má určitá omezeńı. Zde jsou to tech-

nologické možnosti výroby a omezené náklady. Pro zjednodušeńı zavád́ıme tzv.

produkčńı funkci, která modeluje vztah mezi množstv́ım vstup̊u použitých při

výrobě v daném obdob́ı a maximálńım objemem výstupu, který vstupy vytvořily.

Předpokládejme dlouhodobou produkčńı funkci, kdy jsou všechny vstupy vari-

abilńı a uvažujme dva vzájemně nahraditelné vstupy - práci a kapitál. Pak má

produkčńı funkce dle [4] tvar

Q = f(K,L),

kde Q je objem produkce, K objem jednotek kapitálu a L objem jednotek práce.

Použijme Cobb-Douglasovu produkčńı funkci, která je dána vztahem

f(K,L) = AKaLb,
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kde A, a a b jsou kladné konstanty, K je objem jednotek kapitálu a L objem

jednotek práce. Koeficient A vyjadřuje souhrnnou produktivitu faktor̊u, a a b

elasticity výstupu jednotlivých faktor̊u, jež jsou dány užitými technologiemi.

Uvažujme př́ıpady, kdy a + b = 1, funkce má pak konstantńı výnosy z rozsahu,

tud́ıž stejné vzdálenosti mezi izokvantami. Grafem funkce v tomto tvaru jsou

konvexńı izokvanty.

Grafické znázorněńı produkčńı funkce je analogické grafickému znázorněńı funkce

užitku v podkapitole 2.1. Vykresleme Cobb-Douglasovu produkčńı funkci ve tvaru

f(K,L) = K
1
4L

3
4 a jej́ı vrstevnice pomoćı softwaru, zde Matlab. Opět nás bude

zaj́ımat pouze I. kvadrant grafu funkce, kde jsou hodnoty obou vstup̊u nezáporné,

spotřeba záporného množstv́ı vstup̊u logicky neńı možná. Vid́ıme jej na obrázku

2.13. Promı́tnut́ım vrstevnic produkčńı funkce na základnu źıskáme obrázek 2.14.

Obrázek 2.13: graf I. kvadrantu funkce f(K,L) = K
1
4L

3
4

Takto zobrazené vrstevnice grafu produkčńı funkce nazýváme izokvanty. Označ́ıme-

li úroveň vstupu Q, je izokvanta souborem kombinaćı vstup̊u K a L, které ve-

dou ke stejnému výstupu, tedy pro ně plat́ı f(K,L) = Q. Stejně jako indife-

renčńıch křivek, i izokvant existuje nekonečně mnoho. Grafické znázorněńı sou-

boru izokvant nazýváme mapa izokvant - obrázek 2.15.

Vlastnosti izokvant jsou analogické vlastnostem indiferenčńıch křivek, popsaným

v podkapitole 2.1. Rozd́ıl mezi izokvantou a indiferenčńı křivkou je podle [4] ten,
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Obrázek 2.14: vrstevnice I. kvadrantu grafu funkce f(K,L) = K
1
4L

3
4

Obrázek 2.15: mapa izokvant

že izokvanta je spojená se specifickou úrovńı výstupu, zat́ımco indiferenčńı křivce

nelze dle některých ekonomických směr̊u přǐradit úroveň užitku.

Poznámka 2.2.1 Znázorněńı izokvanty jako spojité funkce je také určitým zjed-

nodušeńım. Reálně nebývá ve výrobě k dispozici nekonečně mnoho kombinaćı

vstup̊u. Křivku by tak tvořila série bod̊u.

Poměr,v němž může obchodńı závod nahrazovat kapitál praćı, aniž by se změnila

velikost výstupu, nazýváme mezńı mı́ra technické substituce. Jeho matema-

tická interpretace je velmi podobná jako u mezńı mı́ry substituce ve spotřebě v

podkapitole 2.1. Označ́ıme-li si izokvantu jako funkci jedné proměnné

K = ω(L), (2.33)
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vyjádř́ıme mezńı mı́ru substituce ve spotřebě v bodě A o souřadnićıch [LA, KA]

jako absolutńı hodnotu derivace v tomto bodě, tedy

MRTS(LA) = |ω′(LA)|. (2.34)

Parciálńı derivace produkčńı funkce pak vyjadřuj́ı tzv. mezńı produktivitu

práce (kapitálu), tedy jak se změńı hodnota produkčńı funkce v závislosti na

změně hodnoty dané proměnné o jednotku za neměnnosti druhé proměnné. Znač́ıme

je MPL a MPK a plat́ı

∂Q

∂L
= MPL

∂Q

∂K
= MPK

Obdobně jako v teorii užitku také plat́ı vztah

MRTS =
MPL

MPK

. (2.35)

Izokvanty tedy zastupuj́ı všechny kombinace vstup̊u, které by si obchodńı závod

koupil, kdyby nebyl nič́ım omezen. Stejně jako spotřebitel však ve svých nákupech

omezen je.

Předpokládejme, že obchodńı závod nakupuje pouze dva vstupy, práci L a ka-

pitál K, které nejsou dokonalými substituty ani komplementy. Př́ımka, obsahuj́ıćı

všechny kombinace práce a kapitálu, které mohou být poř́ızeny za dané celkové

náklady, se nazývá izokosta [4]. Jej́ı rovnice je

TC = wL+ rK, (2.36)

kde TC jsou celkové náklady, w cena jednotky práce a r cena jednotky kapitálu.

Grafickým řešeńım rovnice (2.36) je pak obrázek 2.16. Směrnici izokosty źıskáme

analogickým postupem jako u linie rozpočtu v podkapitole 2.1. Bude rovna

−w
r
.

I chováńı izokosty v závislosti na změně jej́ıch parametr̊u je analogické linii

rozpočtu na obrázćıch 2.9, 2.10 a 2.11. Tedy při změně celkových náklad̊u do-

jde k rovnoběžnému posunu izokosty, zat́ımco při změně ceny jednoho ze vstup̊u
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Obrázek 2.16: izokosta

dojde ke změně jej́ıho sklonu.

Optimum obchodńıho závodu

Optimálńı kombinaćı vstup̊u rozumı́me dle [4] situaci, kdy je mı́ra, ve které

je obchodńı závod technicky schopen nahradit práci kapitálem, rovna mı́̌re, v

ńıž je schopen tuto substituce na trhu uskutečnit. Označ́ıme-li si bod dotyku

E = [L∗, K∗], bude pro něj platit

MRTS(L∗) =
w

r
(L∗) (2.37)

Tuto situaci nazýváme nákladové optimum. Ze vztahu (2.35) v́ıme, že

MPL

MPK

(L∗) =
w

r
(L∗). (2.38)

Úpravou vztahu (2.38) pak dostaneme

MPL

w
(L∗) =

MPK

r
(L∗). (2.39)

V nákladovém optimu tedy plat́ı, že mezńı produkt z peněžńı jednotky vynaložené

na nákup vstupu bude u všech vstup̊u stejný. Toto pravidlo nazýváme pravidlo

nejnižš́ıch náklad̊u (anglicky Least Cost rule) [4].

Geometricky se nákladové optimum (2.37) nacháźı v bodě dotyku izokosty a

izokvanty, kde je směrnice tečny izokvanty rovna směrnici izokosty. Grafickým

znázorněńım této situace jsou obrázky 2.17 a 2.18. Na hledáńı optima obchodńıho

závodu pak můžeme nahĺıžet dvěma zp̊usoby:
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Obrázek 2.17: optimum obchodńıho závodu při maximalizaci produkce

Obrázek 2.18: optimum obchodńıho závodu při minimalizaci náklad̊u

• maximalizace výstupu při daných nákladech

Situaci zachycuje obrázek 2.17. Obchodńı závod vycháźı ze svých náklad̊u

TC a hledá maximálńı objem produkce Q, který je za těchto náklad̊u scho-

pen vyrobit. Optimálńı kombinaćı vstup̊u je pak bod E.

• minimalizace náklad̊u při daném výstupu

V tomto př́ıpadě obchodńı závod plánuje vyrobit určitý výstup Q a hledá

nejnižš́ı možné náklady, při kterých lze tento výstup realizovat. Situaci ilu-

struje obrázek 2.18, optimálńı kombinaci znač́ı bod E.

Obě úlohy pak opět umı́me řešit hledáńım vázaného lokálńıho extrému účelové

funkce. Ukažme si to nyńı na př́ıkladech.
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2.2.1. Využit́ı metod hledáńı vázaných lokálńıch extrémů

Př́ıklad 2.2.1

Produkce obchodńıho závodu je modelována pomoćı Cobb-Douglasovy funkce ve

tvaru

f(x, y) = 250x
4
5y

1
5

kde x představuje jednotky práce a y jednotky kapitálu. Vı́me, že jednotka práce

má hodnotu 4000 Kč a jednotka kapitálu 6000 Kč. Celkové náklady obchodńıho

závodu na práci a kapitál nesmı́ překročit 1200000 Kč. Jaká bude maximálńı

úroveň produkce obchodńıho závodu? Přesáhne hranici 36000 jednotek?

Řešeńı

Požadavek na limit celkových náklad̊u vytvář́ı mezi proměnnými vazbu. Ćılem

obchodńıho závodu je v tomto př́ıpadě maximum produkce při daných celkových

nákladech. Zvoĺıme tedy rovnost

4000x+ 6000y = 1200000.

Abychom nalezli maximálńı úroveň produkce, vyjádř́ıme si nejprve Lagrangeovu

funkci

L(x, y, λ) = 250x
4
5y

1
5 − λ(4000x+ 6000y − 1200000)

Následně sestroj́ıme parciálńı derivace této funkce podle proměnných x a y a

polož́ıme je rovny nule. Přidáme vazebnou podmı́nku a rovnice si oč́ıslujeme.

∂L

∂x
= 200x−

1
5y

1
5 − 4000λ = 0 (2.40)

∂L

∂y
= 50x

4
5y−

4
5 − 6000λ = 0 (2.41)

4000x+ 6000y = 1200000 (2.42)
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Vyjádř́ıme proměnnou λ z rovnice (2.40).

200x−
1
5y

1
5 − 4000λ = 0

λ =
−200

−4000
x−

1
5y

1
5

λ =
1

20
x−

1
5y

1
5

a dosad́ıme ji do rovnice (2.41).

50x
4
5y−

4
5 − 6000(

1

20
x−

1
5y

1
5 ) = 0

Rovnici přenásob́ıme výrazem x
1
5y

4
5 a vyjádř́ıme vztah mezi x a y.

50x− 300y = 0

x =
300

50
y

x = 6y (2.43)

Ten následně dosad́ıme do rovnice (2.42) a źıskáme hodnotu proměnné y.

4000(6y) + 6000y = 1200000

30000y = 1200000

y = 40

Dosazeńım y = 40 do vztahu (2.43) pak źıskáme i hodnotu proměnné x.

x = 240

Po dosazeńı do produkčńı funkce f(x, y) obchodńıho závodu zjist́ıme, že

f(240; 40) = 250 · (240)
4
5 · (40)

1
5

f(240; 40)
.
= 41929, 63.
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Závěr

Maximálńı úroveň produkce obchodńıho závodu je přibližně 41929,63 jednotek

při použit́ı 240 jednotek práce a 40 jednotek kapitálu. Maximálńı úroveň pro-

dukce tedy přesáhne 36000 jednotek.

Př́ıklad 2.2.2

Pozměňme nyńı zadáńı Př́ıkladu 2.2.1 a představme si, že celkové náklady ob-

chodńıho závodu na kapitál a práci budou moci dosáhnout hranice až 1500000

Kč. Jak se změńı výsledná úroveň produkce?

Řešeńı

Postupem analogickým předchoźımu př́ıkladu lze propoč́ıtat, že maximalizace

produkce dosáhne obchodńı závod při 300 jednotkách práce (x) a 50 jednotkách

kapitálu (y). Výsledná úroveň produkce tak bude dosahovat přibližně 52412 jed-

notek, vzroste tedy po zaokrouhleńı na 2 desetinná mı́sta o 10482,37 jednotek.

Existuje zde ovšem možnost, jak tuto úlohu řešit podstatně elegantněji. Využijme

významu proměnné λ, který jsme si vysvětlili v podkapitole 2.1.1. Lagrange̊uv

multiplikátor źıskaný z produkčńı funkce obchodńıho závodu se v ekonomii nazývá

mezńı produktivita peněz [7]. Vyjadřuje, kolik dodatečných jednotek pro-

dukce źıskáme, investujeme-li do výroby daľśı peněžńı jednotku. Vyč́ısĺıme-li si

proměnnou λ z př́ıkladu 2.2.1, zjist́ıme, že při 240 jednotkách práce a 40 jed-

notkách kapitálu je tato mezńı mı́ra výnosnosti peněz rovna

λ =
1

20
x−

1
5y

1
5

λ =
1

20
· (240)−

1
5 · (40)

1
5

λ
.
= 0, 03494135594
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Závěr

V praxi to pro nás znamená, že pokud investujeme do produkce daľśı korunu,

můžeme v konečném měř́ıtku vyprodukovat přibližně o 0,035 jednotky v́ıce. Nyńı

už lze logickou úvahou odvodit, že má-li podnik k dispozici daľśıch 300 000 Kč,

maximálńı úroveň produkce vzroste z p̊uvodńı hodnoty v závislosti na mezńı mı́̌re

výnosnosti peněz na úroveň

41929, 63 + (0, 03494135594) · (300000)
.
= 52412

Př́ıklad 2.2.3

Produkčńı funkce obchodńıho závodu je ve tvaru

f(x, y) = 200x
2
5y

3
5

kde x představuje počet jednotek práce a y počet jednotek kapitálu. Řekněme,

že cena jednotky práce je 80 Kč, cena kapitálu 60 Kč za jednotku a management

stanovil výrobńı ćıl 10000 jednotek. Najděte množstv́ı práce a kapitálu potřebné

k naplněńı výrobńıho ćıle při současné minimalizaci náklad̊u.

Řešeńı

V předešlých př́ıkladech jsme optimalizovali produkčńı funkci nebo funkci užitku

za současné platnosti pevně dané podmı́nky. Nyńı je však předem stanoven výrobńı

ćıl a požadovaná minimalizace se týká náklad̊u. Úlohu tohoto typu tak řeš́ıme

oproti úloze maximalizace produkce obráceně.

Při řešeńı tedy zvoĺıme za výchoźı funkci náklad̊u, ta zde bude ve tvaru

f(x, y) = 80x+ 60y

a budeme usilovat o jej́ı minimalizaci. Podmı́nku tentokrát tvoř́ı sama produkčńı

funkce, kterou omeźıme výrobńım ćılem, tedy

g(x, y) = 200x
2
5y

3
5 = 10000
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Dále si vyjádř́ıme Lagrangeovu funkci a postupujeme analogicky k ostatńım

úlohám podmı́něné optimalizace.

L(x, y, λ) = 80x+ 60y − λ(200x
2
5y

3
5 − 10000),

∂L

∂x
= 80− 80λx

−3
5 y

3
5 = 0 (2.44)

∂L

∂y
= 60− 120λx

2
5y

−2
5 = 0 (2.45)

200x
2
5y

3
5 = 10000 (2.46)

Proměnnou λ si vyjádř́ıme z rovnice (2.44).

80− 80λx
−3
5 y

3
5 = 0

λ =
−80

−80y
3
5x

−3
5

λ = x
3
5y−

3
5

Dosazeńım proměnné λ do rovnice (2.45) pak po úpravách źıskáme vztah mezi x

a y.

60− x
3
5y−

3
5 120x

2
5y−

2
5 = 0

60 = x
3
5y−

3
5 120x

2
5y−

2
5

60

120
=
x

y

x =
1

2
y
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Vyjádřenou proměnnou x dosad́ıme do rovnice produkčńı funkce a źıskáme y.

200(
1

2
y)

2
5y

3
5 = 10000

200(
1

2
)
2
5y = 10000

y = 50 · 2
2
5

y = 50
5
√

4

Na základě již známého vztahu mezi x a y pak x dopoč́ıtáme.

x =
1

2
y

x = 25
5
√

4

Závěr

Minimálńıch náklad̊u za podmı́nky produkce 10000 jednotek dosáhne obchodńı

závod při použit́ı 25 5
√

4 jednotek práce a 50 5
√

4 jednotek kapitálu.
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Závěr

Ćılem této práce bylo představit vázané extrémy funkćı v́ıce proměnných a

ukázat aplikaci znalost́ı o nich na třech úlohách z oblasti ekonomie. V prvńı, te-

oretické kapitole jsem připomněla definice a pravidla, které použ́ıváme při práci

s lokálńımi extrémy funkćı a zaměřila se na extrémy vázané. Ty jsem následně

vysvětlila z geometrického hlediska a představila dvě nejpouž́ıvaněǰśı metody je-

jich určováńı.

Na začátku druhé, praktické části práce, jsem čtenáře seznámila s ekono-

mickými otázkami, které dokážeme pomoćı metod hledáńı vázaných extrémů

funkce řešit. Ve dvou podkapitolách jsem se pak třem takovým úlohám dopo-

drobna věnovala. V prvńı z nich jsem prozkoumala teorii užitku z hlediska mate-

matiky. Matematicky jsem popsala chováńı indiferenčńıch křivek a linie rozpočtu

spotřebitele a ukázala, že hledáńı optima spotřebitele matematickou i ekonomic-

kou cestou docháźı ke stejnému výsledku. Dále jsem vysvětlila význam Lagran-

geova multiplikátoru v ekonomii a na vlastńım praktickém př́ıkladu srovnala

složitost výpočtu Lagrangeovou a dosazovaćı metodou. Znázornila jsem také po-

stup ověřeńı zjǐstěného extrému funkce. Všechny uvedené př́ıklady byly názorně

vyřešeny a teorie byla za pomoci softwar̊u Inkscape a Matlab doplněna obrázky.

Ve druhé podkapitole praktické části jsem se zabývala ekonomickou teoríı

hledáńı optima obchodńıho závodu z matematického úhlu pohledu, kdy k na-

lezeńı optima vedly dva př́ıstupy - maximalizace produkce nebo minimalizace

náklad̊u. Teorii jsem opět doplnila o obrázky a na př́ıkladech vysvětlila postup

výpočtu obou úloh. V této kapitole jsem zároveň ukázala, jak lze využ́ıt ekono-

mické interpretace Lagrangeova multiplikátoru v př́ıkladu.
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Práce na tomto tématu mi byla d̊uležitým př́ınosem. Měla jsem možnost pro-

zkoumat, jak je na základě teoretických znalost́ı źıskaných studiem matematiky a

ekonomie možné tyto dva obory propojit a řešit praktické problémy. Sv̊uj ćıl práce

dle mého názoru splnila. Jako možnost zaj́ımavého rozš́ı̌reńı by mohly posloužit

ekonomické aplikace podmı́něné optimalizace ve tvaru nerovnost́ı.
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- Nakladatelstv́ı technické literatury, 1989. ISBN 80-03-00150-1.

54


	Úvod
	Vázaný lokální extrém funkce více promenných
	Duležité pojmy
	Lokální extrém funkce
	Vázaný lokální extrém funkce
	Metody hledání vázaných lokálních extrému

	Aplikace vázaných lokálních extrému funkce více promenných v ekonomii
	Maximalizace užitku
	Využití metod hledání vázaných lokálních extrému

	Maximalizace produkce a minimalizace nákladu
	Využití metod hledání vázaných lokálních extrému


	Záver
	Literatura

