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Uvod

Tato bakalarska prace si klade za cil predstavit vazané extrémy funkci vice
proménnych a ukéazat a vysveétlit tii ekonomické 1lohy, které 1ze za pomoci jejich
znalosti Tesit. Motivaci pro vybér tématu bylo prani poznat, jak muzeme schop-
nosti ziskané studiem matematické analyzy vyuzit v praxi a jakym zpusobem je
lze propojit se znalostmi v ekonomii.

Prace se déli na dvé césti, které jsou zaroven kapitolami - teoretickou a
aplika¢ni. V prvni casti ¢tendre seznamuje s vazanymi lokalnimi extrémy funkei
vice proménnych z teoretického hlediska. Pripomind, jak je definujeme, jak se
lisi od volnych lokalnich extrému funkce a jakd pravidla pouzivame pii praci
s nimi. Poté se vénuje jejich geometrické interpretaci a predstavuje dvé hlavni
matematické metody, které vyuzivame pro jejich hledéani.

Ve druhé ¢asti se prace zameéruje na tii typy tloh tzv. podminéné optimalizace
v ekonomii. Zacatek kapitoly je vénovan otazkam, které vedou k potiebé reseni
takovychto tloh a modelovym pfedpokladiim, které musi platit, aby byly tlohy
resitelné.

Prvni podkapitola druhé kapitoly je zaméfena na ilohu maximalizace uzitku.
Ekonomicka teorie uzitku je popsana v souvislostech za pomoci matematickych
nastroju a doplnéna obrazky. Nasleduje ¢ast prikladova, kde je tloha feSena nej-
prve ekonomickou tdvahou a poté je vysvétlen postup aplikace metod hledani
vazanych extrému, predstavenych v prvni kapitole a jejich srovnani. Pozornost je
vénovana také Lagrangeovu multiplikatoru a jeho tloze v ekonomii.

Druhé podkapitola préace se obdobnym zpusobem vénuje tlohdm maximali-

zace produkce a minimalizace nékladu. Také je doplnéna o piikladovou cast a



obrazky. Pro jejich vykresleni jsou v praci pouzity programy Matlab a Inkscape.



Seznam pouzitych symbola

N
R
R+
RTL
r=x1,..., T,
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ok ()
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prvek v i-tém tadku a j-tém sloupci matice A
diferencidl k-tého tddu funkce f(z1,...,x,)
absolutni hodnota

soucin



Kapitola 1

Vazany lokalni extrém funkce
vice proménnych

vvvvvv

poctu [2] s mnoha aplikacemi v praxi - lze jej vyuzit pii feseni specifickych op-
timaliza¢nich loh ekonomickych, konstrukénich, fyzikalnich a mnoha dalsich.
Priklady takovychto tloh lze nalézt v [7] a [3]. Vazané lokélni extrémy funkeci
pak vyuzivame ve chvili, kdy je optimalizace navic podminéna platnosti néjakého
omezeni. V této kapitole si predstavime vazané lokalni extrémy funkci vice proménnych,
metody jejich hledani a definujeme zékladni pravidla, podle kterych s nimi pra-
cujeme.

Kapitola je napsdna na zdkladeé [2], [¢] a [5]. Predpokldda se, Ze ¢tendr m4 zna-
losti matematiky, linearni algebry a ekonomie v rozsahu uéiva predmeétu KMA /M2N,

KMA/LA2S a KMA/E2 Univerzity Palackého v Olomouci.

1.1. Dlezité pojmy

Pripomenme si na zacatek nékteré dulezité pojmy, které pouzivame pii praci

s lokalnimi extrémy funkci n proménnych:

Definice 1.1.1 Necht M C R",n € N, M # (). Zobrazen{ f : M — R se nazyva
realna funkce n realnych proménnych a mnozina M se nazyva definicni obor

této funkce a znaci se Dy. [2]
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Obraz bodu x = [z1,...,x,] € Dy v zobrazeni f, tj. redlné ¢islo y takové, ze

f(x) =y, nazyvame funkéni hodnota funkce f v bodé z a znac¢ime f(z).

Poznamka 1.1.1 Pro n = 2 budeme misto f(x,zs) psat f(z,y) a pro n = 3

budeme misto f(x1, 2, x3) pouzivat znaceni f(z,y, z).

Definice 1.1.2 Nechf f : M C R" — R. Rekneme, 7e bod 2* = [z},...,2%] € M
je stacionarni bod funkce f, jestlize v bodé x* existuji vsechny parcidlni derivace

funkce f a plati

2]

Definice 1.1.3 Necht F = [f1,..., fm] : R* - R™ m < n a Q C R" je mnozina

feSeni systému rovnic

fl(xl,...,:cn) =0

(1, .. xy) =0

ax* =[z7,..., 2] € Q. Déle predpokladejme, ze funkce f;,;i = 1,...,m maji na
2 spojité parcialni derivace a Jacobiho matice F’ (z*) zobrazeni F v bodé z* mé

* . * * * Ofi (% Ofi (%
hodnost m. Prostor N q(x*) = Lin {f](z*), ..., fl.(a*)}, fl(z*) = <8—;(9& Yyenns %@ )>
nazyvame normalovy prostor k 2 v bodé z* a jeho ortogonalni doplnék 7T

a(z*) = [N (z%)]* se nazyva teény prostor k Q v bodé z*. [2]

Definice 1.1.4 Necht A = (a;;) i,j = 1,...,n je symetrickd matice, h € R".
Rekneme, Ze kvadraticks forma P(h) = (Ah, h) = > i j—1 @ijhihj urcend matici A
je pozitivné (negativné) semidefinitni, jestlize

P(h) =20 (P(h) <0) (1.1)

pro kazdé h € R™. Jestlize v (1.1) nastane rovnost pouze pro h = 0, fekneme, Ze
forma P je pozitivné (negativné) definitni. Jestlize existuji h, h € R takové,

ze P(h) <0 a P(h) > 0, fekneme, ze kvadratickd forma je indefinitni. [2]
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1.2. Lokalni extrém funkce

Zastavme se pro lepsi navaznost na chvili u lokalnich extrému funkce. Lokalni
extrém funkce vysetiujeme lokalné - tedy v okoli néjakého bodu z defini¢niho

oboru funkce. Urcime jej dle [2] nasledovné:

Definice 1.2.1 Rekneme, ze funkce f : M C R™ — R nabyva v bodé z* € M
lokalniho maxima (minima), jestlize existuje okoli U(z*) bodu z* takové, ze

pro kazdé x € U(z*) plati

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro x # x* ostré, mluvime o ostrych lokalnich

maximech a minimech.

Nize uvedend véta z [2] formuluje nutnou podminku existence lokalniho
extrému funkce n proménnych pomoci staciondrniho bodu (definice 1.1.2). V

nékterych zdrojich se nazyva také Fermatova véta.

Véta 1.2.1 Necht funkce f : M C R® — R md v bodé x* € M lokdlni extrém.
Pak vsechny parcidlni derivace funkce f, které v tomto bodé existuji, jsou rovny

nule.

Dukaz véty lze najit v [2, str. 65]. Lokaln{ extrém funkce tak muzeme nalézt bud'to
ve stacionarnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna z parcidlnich derivaci ne-
existuje a ostatni jsou rovny nule. Stacionarni bod zaroven nemusi byt nutné
bodem extrému, takovym bodem je naptiklad sedlovy bod funkce. Postacujici
podminku existence lokalniho extrému funkce n proménnych vyjadiuje

nésledujici véta z [2]:

Véta 1.2.2 Necht z* € R™ je staciondrni bod funkce f a predpoklddejme, Ze
f md v bodé x* a néjakém jeho okoli spojité parcidalni derivace druhého tddu.

Polozme A = (a;;) = f"(2%), tj. a;j = 653;, (x*).

o Je-li kvadraticka forma P(h) = (Ah, h) pozitivné (negativné) definitni, md
funkce f v bodé x* ostré lokdlni minimum (mazximum).
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o Je-li kvadraticka forma P(h) indefinitnd, v bodé x* extrém nenastdvd.

o Md-li funkce f v bodé z* lokdlni minimum (maximum), je kvadratickd

forma P(h) pozitivné (negativné) semidefinitni,

kde f” je matice rozméru n x n parcidlnich derivaci 2. fadu funkce f.
Dikaz véty lze nalézt v [2) str. 71]. O definitnosti dané kvadratické formy

rozhodujeme podle nasledujici véty z [2]

Véta 1.2.3 Kuvadratickd forma P urcend symetrickou matici A = (a;;), P(h) =
(Ah,h) =37 ai;hih; je pozitivné definitni, prdavé kdyz jsou vsechny hlavni

3,j=1

minory matice A, tj. determinanty

aix @12 ... Qin
an a a1 @12 13 o G a
11 @12 21 @22 ... Gop
‘@11’ y |Q21 Q22 Q23| , - .., = detA
21 G22 Ut ooy G
31 32 A33
Gp1 Ap2 - .. Gpn

kladné. Kvadratickd forma P je negativné definitni, prave kdyz hlavni minory

stridaji znaménko, pocinajic zdpornym.

1.3. Vazany lokalni extrém funkce

Viazané extrémy funkce vice proménnych hledame, narozdil od extrémi volnych,
jen na podmnoziné definiéniho oboru - v bodech defini¢niho oboru, které splnuji

urc¢ité podminky. Dle [3] je definujeme takto:

Definice 1.3.1 Necht Q = {z € Dy;g1(z) = 0, g2(z) = 0,..., gm(x) = 0}. Rikdme,
ze funkce f(z) o n argumentech 1, xo, ..., x, ma v bodé z* = [z3,23,..., 2] € Q

lokdlni extrém vazany (pro m < n) podminkami
gl(x) :0792<x) :Ovagm(‘r) :Oa (12)

jestlize pro vSechny body z z vhodného okoli U (z*)NS2, které vyhovuji podminkdm
(1.2), plati jeden ze vztahu:

13



a) f(x) > f(z*) (jde o vazané lokalni minimum)
b) f(z) < f(z*) (jde o vazané lokalni maximum)

Poznamka 1.3.1 Vedle terminu vazany lokdlni extrém uzivame také oznaceni
lokalni extrém vzhledem k mnoziné [5], zde Q. Podminky (1.2) nazyvame

také vazby ¢i omezeni.

Geometricka interpretace vazaného lokalniho extrému

Pro funkce n > 2 proménnych a vice podminek je grafické znazornéni proble-

podminku g(z,y) = 0 a podivejme se, jak hleddni vazaného extrému funkce vy-

padé graficky. Na obrazku 1.1 vidime, ze mnozina Q = {(z,y) € Dy; g(x,y) = 0}
bude tvofena rovinnou kiivkou p C R2. Omezime-li graf funkce f na mnozinu
Q, ziskdme prostorovou kiivku p C R3. Bod z p s nejmensi (nejvéts) funkéni
hodnotou na svém okoli je pak vazanym lokélnim minimem (maximem) funkce

f na Q. Existuje-li v tomto bodé tecna ke kiivce p, je rovnobézné s rovinou zy.
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1.4. Metody hledani vazanych lokalnich extrému

Pti vySettovani vazaného extrému funkce pouzivame nejcastéji dvé metody -
metodu piimého dosazeni a Lagrangeovu metodu neurcitych koeficienti. Pojd'me
si je blize predstavit:

Metoda pirimého dosazeni

Pouzivame ji v pripadé, kdy dokdazeme z rovnic vazebnych podminek explicitné
vyjadrit nékteré proménné tak, abychom po dosazeni téchto vyjadieni do tcelové
funkce prevedli tlohu na hledani volného lokalniho extrému. Pro funkci dvou
proménnych vypadéd postup nasledovneé:

Méjme funkei f(x,y), kterou chceme maximalizovat (minimalizovat) za podminky
g(x,y) = 0 Predpoklddejme, Ze je mozné z podminky vyjadrit nékterou z proménnych,
tedy = = a(y), piipadné y = 5(z) [1]. Dosazenim do ucelové funkce pak ziskame
funkei f(z, B(z)) = F(z), pipadné f(a(y),y) = F(y). Ulohu jsme tak prevedli
na tlohu hledani volného extrému funkce jedné proménné. Tu vytesime. Oznacme
bod, ve kterém nabyvé funkce F(z) svého extrému jako z*. Pak bude puvodni
funkce f(z,y) nabyvat extrému v bodé f(z*, f(x*)). Analogicky tomu bude u
funkce F(y). V piipadé vice proménnych a vice podminek pouzijeme definice a

véty o lokalnich extrémech funkci n proménnych z podkapitoly 1.2.

Lagrangeova metoda neurcitych koeficientt

Néekdy je vyjadfovani proménnych tcelové funkce z vazebnych podminek slozité,

¢i dokonce nemozné. V takovych ptipadech volime k hledani vazanych extrému
funkce Lagrangeovu metodu. Zformulujme nutnou podminku existence vazaného

lokélniho extrému [2], tzv. Lagrangeovu vétu o neur¢itych multiplikdtorech:

Véta 1.4.1 Necht funkce n proménnich f,qi,...,gn, 1 < m < n, maji spojité

parcidlni derivace 1. ¥ddu v oteviené mnoziné N C R"™ a necht v kaZdém bodé
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mnoziny N md matice

091 Ogn
or1 """ Oxn
......... (1.3)
Ogm Ogm
Bzy " Dap
hodnost m. Bud Q) mnozina viech bodi [x1, . . ., x,)], které vyhovuji rovnicim (1.2).
Md-li funkce f v bodé x* = [x},...,x5] € Q lokdIni extrém vzhledem k 2,
existugi redalnd cisla \q, ..., Ay, tak, Ze jsou splnény rovnosti
ZAkag’“ N =0,j=1,...,n. (1.4)
8% — 895]

Diukaz véty lze nalézt v [2, str. 110]. Funkce
L(z,\) = L(z1, ..., Ty My ooy An) = fxg, .0, 2p) —Z)\kgk(xl,...,:cn)

se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty \; Lagrangeovy multiplikatory
[2]. Lagrangeova funkce pak ”obsahne” vazebné podminky tak, ze misto vdzanych

extrému funkce f na ) vysetiujeme volné extrémy funkce L.

Definice 1.4.1 Necht mnozina Q C R" je ddna systémem rovnic (1.2). Rekneme,
ze bod x* € () je stacionarnim bodem funkce f na () jestlize existuji Lagran-

geovy multiplikdtory Aj, ..., A, takové, ze plati (1.4).

O tom, zda ve staciondrnim bodé pro funkci L(z*, A) extrém nastava nebo ne,
muzeme rozhodnout pomoci matice druhych derivaci Lagrangeovy funkce L”(x, \)

dle nésledujici véty z [2]:

Véta 1.4.2 Necht funkce f a gp, k = 1,...,m maji spojité parcidlni derivace
druhého Tdadu v bodé x*, ktery je staciondrnim bodem f na 2 a Ay,..., A\, jsou
prislusné Lagrangeovy multiplikdtory, tj. L'(z*,\) = 0. Ddle necht matice (1.3)
md pro x = x* hodnost m. Jestlize pro kazdé 0 # h € Lin{g}(z*),..., ¢, (z*)}*
plati

(L"(x*)h,h) > 0 ((L"(x*)h,h) < 0),

16



mda funkce f v bodé x* ostré lokdlni minimum (mazimum) vzhledem k ().
Jestlize existuji h,h € Lin{g|(z*),..., ¢, (")} takovd, Ze
<L“(x*)iz,ﬁ> >0, (L'(z")h,R) <0,

v bodé x* vzhledem k ) lokdlni extrém nenastdvd.

Dikaz veéty lze nalézt v [2, str. 111].
Postup pii hledani vazanych lokalnich extrému Lagrangeovou metodou

Tvrzeni predchozich vét lze shrnout do nasledujiciho néavodu [2]:
1) Vytvorime Lagrangeovu funkei L(z, \) = f(z) — Y1, Age().

2) Urcime staciondrni body f vzhledem k Q, tj. ur¢ime 1, ..., xz, a Ay, ..., Ay

jako feseni systému n + m rovnic

0
8%2'

Lz,\)=0,i=1,....,n, g;(z)=0,7=1,...,m.
Necht z* € Q je takto vypocitany stacionarni bod funkce f vzhledem k €
a A, ..., A\, jsou prislusejici multiplikatory.

3) Ze systému m linedrnich rovnic

0g1 o

e Y/ T “Vh, =0
83;1(3:) 1+ +axn(3:)
O9m OGm
ZIM VB “Vh, =0
8x1(x)1+ —1—81_”(35)
pro proménné hy, ..., h, vypocteme m proménnych v zavislosti na n —m

zbyvajicich. Takto vypocitané vektory h € R™ jsou prvky tec¢ného pro-
storu k Q v bode z*, T o(z*) = Lin{g,(z*),..., ¢  (z*)}" - tento vypocet
muzeme provést, protoze predpokladdame, ze matice (1.3) ma hodnost m.

Predpokladejme, ze jsme vypocitali hq, ..., h,, v zavislosti na h,,11, ..., hy,.

17



4) Uréime druhy diferencial pro Lagrangeovu funkci ve stacionarnim bodé z*

vzhledem k proménnym x

"\ 9’L
d*L(z*,\) = Nhih; = (L"(x*)h, h),
(0 = 3 Gy ks = (K0 1
za Ay, ..., A\, dosadime ptislusné multiplikatory a za hq,...,h,, vyjadieni

z predchoziho bodu.

5) Nazaver vysetiime definitnost vzniklé kvadratické formy n—m proménnych.
Je-1i pozitivné (negativné) definitni, nastdva v bodé x* ostré lokalni mini-

mum (maximum). Je-li indefinitni, vdzany extrém v bodé z* nenastane.

Je dulezité si uvédomit, ze Lagrangeova metoda nezarucuje nalezeni viech vazanych
lokélnich extrému funkce f. Muze se stat, ze funkce L(z, A) nebude mit v bodé
extrém a funkce f jej tam mit bude. O existenci takového extrému musime roz-
hodnout jinak, naptiklad z definice 1.3.1 vazaného lokalniho extrému.

Nékteré zdroje uvadi i alternativni metody hledani vdzanych extrému, [2] napiiklad
hovoti o metodé nerovnosti mezi pruméry a o Cauchyové nerovnosti. V této préci

vSak budeme pracovat zejména s Lagrangeovou metodou.
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Kapitola 2

Aplikace vazanych lokalnich
extrému funkce vice proménnych
v ekonomii

V této casti prace si ukdzeme, jak lze znalosti vazanych extrému vyuzit
v praxi. Zaméiime se na nékteré mikroekonomické optimalizacni tlohy, pro-
zkoumame jejich matematickou interpretaci a vysvétlime si, jak je diky metodam
hledani vazanych extrému efektivné tesit. SoucCasné si priblizime ekonomicky
vyznam Lagrangeova multiplikatoru.

Teoretickd cast kapitoly cerpa z [1], ptiklady jsou inspirovany tulohami v [3] a [7].

Optimalizace v mikroekonomii

Mikroekonomie je obor ekonomické teorie, ktery zkouméd dil¢i trzni subjekty (jed-
notlivce, firmy a stét) a jejich rozhodovaci problémy. Vedle rovnovéhy na jednot-
livych trzich statku a sluzeb pak pro né hledd optimalni feseni. Rozhodovaci

situace mohou vypadat nasledovné:

o V jakém poméru ma spotrebitel z dostupnijch penéz nakoupit potrebné statky,

je-li cilem mazximdlni mozny uzitek?

e Jak rozdélit rozpocet na ndkup vyrobnich faktoru, chce-li firma mazimalizo-

vat vyslednou produkci?
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o V jakém mnoZstvi vyrobni faktory nakoupit, abychom dosdhli vijrobniho cile
pri minimdlnich ndkladech?

N

e Jak investovat do moznich druhu reklamy tak, abychom méli co nejuys.

odezvu?
e Jak rozdelit investici mezi vice akcit, aby byly dividendy mazimdlni?

Matematicky feceno hledame extrémni hodnotu tcelové funkce za platnosti néjakého
omezeni. Ve specidlnim piipadé maji tato omezeni tvar rovnosti. Takovéto tlohy
umime vytesit hledanim vézanych extrému ucelové funkce. V tomto textu se

zameérime na piipady
1. maximalizace uzitku
2. maximalizace produkce
3. minimalizace nakladu

Vymezujici predpoklady

Musime si uvédomit, ze situace na trhu neni staticka a na rozhodovani trznich
subjektu maji za redlnych okolnosti vliv i dalsi faktory. Abychom lépe porozuméli
vztahum mezi vybranymi proménnymi, pfijmeme zjednodusujici predpoklady ob-

vyklé pro ekonomické modely:

e ceteris paribus (za jinak neménnych okolnosti)

Faktory, které pii rozhodovani nezkoumame, povazujeme v tu chvili za

neménné.

e predpoklad optimalizace
Vsechny trzni subjekty se chovaji racionalné, pricemz racionalitu muzeme
chapat dvéma zptusoby - 1. ¢ini rozhodnuti vedouci k vytéenému cili

2. jednaji na zékladé predchozich ivah a analyz, nikoli spontanné.
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2.1. Maximalizace uzitku

Uzitek, indiferenc¢ni kiivky a linie rozpoctu
Prvni zptisob aplikace, na ktery se zaméiime, bude maximalizace uzitku spotiebitele.
V tvodu kapitoly jsme prijali predpoklad, Ze ekonomické subjekty jednaji na trhu
racionalné. Jak uvadi [1], raciondlné jednajici spotiebitel usiluje o maximalizaci
svého uzitku. Zaroven je omezen vysi svého duchodu a cenami statka. Uzitek
definujeme jako subjektivni pocit plynouci ze spotieby statki a sluzeb. Vychazi
z preferenci spottebitele pfi vybéru mezi kombinacemi jednotlivych statku (tzv.

spotfebnimi kosi).

Poznamka 2.1.1 Protoze je volba spottebitele racionalni, budeme u spotiebnich
kosu predpokladat tiplnost srovnéani (kazdé 2 spotiebni kose lze z hlediska prefe-
renci srovnat), tranzitivitu (preferuje-li spottebitel kos A ptred kosem B a kos B
pred kosem C, preferuje také kos A pred kosem C) a nenasycenost (vétsi mnozstvi
statku preferuje pred mensim mnozstvim statku).

Zéaroven budeme uvazovat jen statky, které jsou zadouci, maji rostouci smér pre-

ferenci a nejsou vzajemné dokonalymi substituty ani komplementy:.

Pro tucely vypoctu si definujeme uzitek takto:

Uzitek je funkei mnozstvi spotiebovéavanych statku [4]

U = u(Xl,XQ, Ce ,Xn),

kde X1, Xs,...,X,, > 0 jsou mnozstvi jednotlivych statku. Tedy plati U > 0
VX1, Xo, ..., X, > 0. V zagjmu prehlednosti grafického zobrazeni a nazornosti

analyzy budeme dale uzitek uvazovat jako funkci mnozstvi dvou statku

U=u(X,Y), (2.1)

kde X,Y > 0.

Poznamka 2.1.2 Funkce uzitku muze nabyvat i zapornych hodnot, v rdmci této

prace ale budeme uvazovat jen jeji nezapornou c¢ast, jelikoz si ji zjednodusené
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definujeme jako funkci nezdpornych mnozstvi. Zaroven realné nezavisi pouze na

mnozstvich, zde jde opét o zjednoduseni.

Mnozinu kombinaci statku X a Y se stejnym uzitkem nazyvame indiferenéni
kirivka. Matematicky jsou indiferenén{ kiivky vrstevnicemi funkce uzitku. Pojd'me

si je predstavit:

Vezmeme si piiklad funkce uzitku pro dvé proménné v Cobb-Douglasové tvaru
u(X,)Y)=X 5Y5 a pomoci softwaru (zde Matlab) vykreslime jeji graf s vrstev-

nicemi.

Poznamka 2.1.3 Cobb-Douglastv tvar funkce uzitku je casto uzivanou obménou
Cobb-Douglasovy produkéni funkce, kterou si podrobnéji predstavime v podka-
pitole 2.2. V 1loze maximalizace uzitku jej pouzivame, protoze idedlné modeluje

chovani proménnych a tvori monoténni, konvexni ktivky.

Obrézek 2.1: 1. kvadrant grafu funkce u(X,Y) = X3Y'3

Z povahy uzitku (2.1) coby funkce spotfebovavanych mnozstvi nds pritom bude
zajimat jen I. kvadrant grafu této funkce, kde proménné X i Y nabyvaji nezapornych
hodnot - obrazek 2.1. Promitneme-li vrstevnice této funkce na zakladnu, ziskame
obrazek 2.2. Takto zobrazené vrstevnice funkce uzitku pak nazyvame indiferencni
ktivky, vznikly soubor indiferencnich kiivek se nazyva indiferen¢ni mapa.

Ve zobecnéné podobeé, ktera se pouziva v ekonomii, ji zachycuje obrazek 2.3, kde
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2
3

0 Xy X3 X5
Obrazek 2.3: indiferen¢ni mapa

Ui, i = {1,2,3} predstavuje vrstevnici funkce u(X,Y’) o trovni U; € R. Zde jde o
mnozinu vSech bodu (X,Y), X > 0,Y > 0, pro které w(X,Y) = U;,i = {1, 2,3}.

Poznamka 2.1.4 Indiferenc¢nich kiivek lze pro kazdého spottebitele vykreslit

nekoneéné mnoho, pro zjednoduseni se pouziva zpusob nédkresu pouzity v 2.3,
tedy jen nékolik vybranych kfivek.

Podivejme se na jednu z téchto indiferenc¢nich kiivek jako na funkci jedné proménné

Y = p(X), (2.2)

jeji graf oznaéme G(y) a pozorujme vlastnosti na obrazcich 2.1, 2.3 a 2.4.
Pozorujeme nasledujici:

e kazdy spotrebni kos lezi na indiferencni kiivce

V(X,Y) e (RT)?Ty: (X,Y) € Gp) (2.3)
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®(X)

Obréazek 2.4: indiferenc¢ni kiivka

Predpokladéame-li, ze spotiebitel je schopen srovnat spotiebni kose podle
preferenci (poznamka 2.1.1), pak je kazdé kombinaci statki X a Y schopen
pritadit droven uzitku. Tedy kazda moznd spotiebni situace lezi na nékteré
z jeho indiferencnich ktivek. Ukazeme si to na piikladu.

Vezméme funkcei uzitku ve tvaru

wn

w(X,Y) = X3Y5. (2.4)

Zvolme si bod o libovolnych nezdpornych souradnicich, napt. [0,4;0,6] a
hledejme funkci ¢, na jejimz grafu tento bod lezi. Abychom nasli jeji tvar,

osamostatnime proménnou Y v predpisu funkce uzitku (2.4)

Yg B U(X,Y)
X5
2 _ 0,430,658
X3

a po upravach dostaneme funkci nasledujiciho tvaru:
12
V103 - VX

Vykreslime-li jeji graf (obrazek 2.5), vidime, Zze bodem [0, 4;0, 6] kiivka

p:Y (2.5)

opravdu prochazi.
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< : _ 12
Obrazek 2.5: graf funkce ¥V = TR

o droven uzitku se v ramci jedné indiferencéni krivky neménd
7 povahy indiferencni kiivky jakozto funkce uzitku snadno odvodime, ze
V(X,Y)eGle) u(X,Y)=U€eR
tj. ze fece u(X,Y’) je na mnoziné G(¢) konstantni. Pro kiivku o trovni U;
na obrazku 2.3 tak bude platit
u(Xy,Y1) = u(Xy, Ys) = Uy

e c¢im dale je indiferencni krivka od pocdtku, tim vyssi uzZitek vyjadruje
Pozastavime-li proménnou Y na pevné hodnoté Y;, na obrazku 2.3 plati
w(X1, Y1) < u(Xo, Y1) < u(Xs,Yr). Vime, ze vyssi mnozstvi statku spotiebitel
preferuje pred nizsim, pritadi mu tedy i vyssi uzitek. Vzhledem ke sméru

rustu proménnych pak logicky Uy < Uy < Uz

e indiferencni krivky se neprotinaji
Vo1 a Vg, o1 # @2 Gp1) NG(p2) =0
Tato vlastnost vychézi z tranzitivity mezi spotiebnimi kosi, z predpokladu
nenasycenosti (poznamka 2.1.1) a z neménnosti tirovné uzitku v ramci jedné
indiferencni kiivky. Vime, Ze spotfebitel je mezi body v ramci jedné indi-
feren¢éni kiivky indiferentni, vsechny kombinace statku lezici na jedné in-
diferencéni kiivce mu piindsi stejny uzitek. Predpoklddejme na chvili, ze se

indiferencni kiivky mohou protnout - obrézek 2.6. Pak by platilo u(A) =
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B ¢:(X)
P2(X)

Obrazek 2.6: protnuté indiferenéni kiivky

u(B) Au(A) = u(C) — u(B) = u(C). Dle predpokladu nenasycenosti ale
u(B) > u(C), protoze vyssi mnozstvi spotiebovavaného zbozl Y prinasi
spottebiteli vyssi uzitek. Zaroven nelze jedné spotiebni situaci priradit dvé
urovné uzitku, coz by v pripadé prusec¢iku nastalo. Predpoklad protnuti
indiferen¢nich kiivek tak byl chybny. Tvrzeni (2.3) tedy muzeme upfesnit
takto: V(X,Y) € (RT)2J ¢ : (X,Y) € G(yp).

indiferencni krivky jsou klesagici

VX1, Xo € Dy, X1 < Xo i o(Xy) > 0(X2)

neboli

VX e D, : (p(X)) <0.

Toto je zpusobeno predpokladem nenasycenosti, ktery jsme ptijali v poznamce
2.1.1. Jak vidime na obrazku 2.3, spotiebitel nema pfii spotiebé statku X
a Y zadnou horni hranici chténého mnozstvi. Pii zachovani stejné trovné
uzitku v rdmci jedné indiferencni kiivky tak logicky vyssi mnozstvi statku

Y vyvéazime snizenim mnozstvi statku X.

indiferencni krivky jsou konvexni

VX1, X0, X5 € D, kde Xy < Xy < X3, lezi bod (X, p(X32)) pod spojnici
bodu (X1, ¢(X1)) a (X3, p(X3)) nebo na ni,

neboli VX € D, : (¢(X))" > 0.

Zde se projevuje zakon klesajictho mezniho uzitku - kazda dalsi spotifebovana
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jednotka statku prinasi nizsi uzitek, nez ta predesla.

Dalsim néstrojem analyzy vlastnosti indiferenéni ktivky je mezni mira substi-
tuce ve spotiebé. Vyjadiuje pomér, ve kterém je spotiebitel ochoten obétovat
statek Y pro ziskani dodatecné jednotky statku X pii neménné trovni uzitku,
tedy v ramci jedné indiferencni kiivky. V prubéhu kiivky se méni. K jejimu
vyjadreni se dostaneme nasledovneé:

Na obrazku 2.7 vidime jednu indiferenéni kfivku popsanou funkei Y = ¢(X)
a na ni dva body A = (X4,Y4) a B = (Xp,Ys). Vzhledem k tomu, ze oba
body lezi na stejné indiferencni kiivce, ma z nich spotiebitel stejny uzitek, tj.
u(Xa,Ya) = u(Xp,Ys). Jinymi slovy: Snizend spotieba statku Y z hodnoty Y,
na hodnotu Yp je podle naseho spotiebitele vykompenzovana zvysenim spotieby

statku X z hodnoty X4 na hodnotu Xpz. Dame-li do poméru absolutni hodnoty

[YA-YB| __ AY
Xa—Xp|  AX’

rozdili vyse zminénych hodnot, tj. zjistime kolik jednotek statku
Y je spotiebitel ochoten obétovat za zvysenou spotiebu statku X o jednu jed-
notku. Pricemz AY = |Y, —Yg| a AX = | X4 — Xp|. Tento pomér m4 navic dalsi
interpretaci - jedna se o absolutni hodnotu smérnice primky prochézejici body A
a B (secny).

Upfesnénim tohoto pomeéru pro kazdy bod na indiferencni kiivce je absolutni

T
Obrazek 2.7: setna a tecna indiferencni ktivky

hodnota smérnice tecny v tomto konkrétnim bodé. Tu diky seéné snadno od-

vodime - priblizovanim po indiferen¢ni kiivce z bodu B do bodu A se secna
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priblizuje te¢né. Muzeme tedy Tici, ze plati
. AY ,
Jm, 5 = X

Absolutni hodnotu smérnice tecny indiferencni kiivky v bodé a zaroven mezni

miru substituce ve spotiebé pak vyjadiime nasledovneé:

MRSc(Xa) = |¢'(Xa)] (2.6)

Absolutni hodnota se zde pouziva proto, ze pro nejcastéjsi tvar indiferenéni kiivky

je smérnice zaporna a kromé informace, ze kivka bude klesajici, nema znaménko
vyrazu pro analyzu vztahu proménnych dalsi vyznam. Zaroven muzeme pozoro-
vat, ze s posunem po indiferenc¢ni kiivce ve sméru rustu proménné X bude M RS
klesat, coz se projevuje v konvexnosti kfivky. Je to dano tim, ze ¢im méné statku

Y spotiebitel ma, tim méné je dale ochoten jej sménovat.

Parcialn{ derivace funkce uzitku u(X, Y') pak vyjadiuji vliv zmény hodnoty proménné
X @Y, pti neménnosti té druhé, na hodnotu celkové funkce. V ekonomii tento

ukazatel nazyvame mezni uzitek statku X ¢i Y a znacime jej MUy resp. MUy

a plati
ou
X MUx (2.7)
ou
Era MUy . (2.8)

Vyjadiuje, o kolik vzroste celkovy uzitek, pokud zvysime mnozstvi spotiebovavaného
statku o jednotku a mnozstvi druhého statku se pritom neméni. Mezni miru sub-
stituce ve spotiebé pak dokazeme vyjadrit jako podil meznich uzitku obou statku.

Vyuzijeme pritom derivace implicitné zadané funkce (2.2):

Dle vztahu (2.7) a (2.8) tedy plati




Z (2.6) pak plyne

MUy
MUy

MUy
- MUy’

MRso = |

Tento vztah je napomocny pii ekonomickych vypoctech, jak si ukazeme v Piikladé
2.1.1.

Jak jiz vime, spottebitel je ve snaze o maximalizaci uzitku omezen svym diuchodem
a cenami statki. Prijméme modelovy predpoklad, ze ceny statku nezavisi na na-
kupovaném mmnozstvi a spottebitel cely svij dichod pouzije na nakup statku X

a Y. Pak lze jeho duchod zapsat nésledujici rovnici dle [4]:

PxX +PY =1 (2.9)

kde Py je cena statku X, Py cena statku Y a I vyjadfuje duchod. Jednd se o
linedrni rovnici, které budou vyhovovat body lezici na ptimce. Tato piimka bude
rovnéz grafem linearni funkce.

Vyjadieme si zaroven funkci jedné proménné

T PxX

Y = u(x) =

Zapiseme-li ji ve smérnicovém tvaru, ziskame

I P
y=—-XXx
Py Py

a smérnice je pak rovna

Grafickym feSenim rovnice (2.9) je v ekonomii tzv. linie rozpoc¢tu, znazornéna
na obrazku 2.8. X, .. a Y4 predstavuji situace, kdy je cely duchod spottebitele
vynakladan na nakup jen jednoho daného statku.

Absolutni hodnota smérnice linie rozpoctu se nazyva mezni mira substituce
ve smeéné a lze ji zapsat témito zpusoby:

P
MRSy = ‘——X

= [¢/(X)| VX €< 0; Xpnaz > (2.10)
Py
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YA
Ymax
I
0 Xmax X

Obrazek 2.8: linie rozpoctu

kdy I je konstantni. Vyjadiuje pomér, v némz jsou statky smeénitelné na trhu,
pokud spottebitel vyuzil cely svuj duchod.
Na obrazcich 2.9, 2.10 a 2.11 muzeme pozorovat, jak se linie rozpo¢tu meéni v

zavislosti na svych parametrech. Obrazek 2.9 - Vychazejme z linie rozpoctu 1.

v Yroah I, Y
Y Ymal(l 11 Ymalz
max
Y, Yimax
max3 I 1
\\ Yimaxs
I5 I; I
\ I3 I, I,
1 0 Xemax X
0 Xma)q Xmaxl Xmaxz X mex 0 Xmaxs Xmaxy Xmaxy X

Obrdzek 2.9: zména Py ~ Obrdzek 2.10: zména Obrazek 2.11: zména [
Py

Klesne-li cena statku X, Py, spotiebitel si muze koupit vice statku X, prusecik
s osou X se posune doprava, M RS klesne a linie rozpoctu se zméni v Io. V
opa¢ném smeéru pii rustu Px M RSE vzroste a linie rozpoctu se zméni v I3.
Obréazek 2.10 - zména ceny statku Y, Py, se projevi analogicky na ose Y, avsak
reakce M RSE bude opacna. Pii poklesu ceny statku Y M RS vzroste, pii jejim
narustu klesne.

Obrazek 2.11 - zména vyse dichodu ma efekt na maximalni mnozstvi obou statk.
I poroste smérem vpravo, klesat bude vlevo. M RSg i ceny statku zustavaji

nemeénné.
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Optimum spotiebitele
Zname-li nyni vSechny podstatné souvislosti, snadno odvodime, ze optimalni kom-
binace statku se pro spotiebitele nachazi v bodé dotyku indiferenéni kiivky a linie

rozpoctu, kde jsou si rovny obé smérnice. Jinymi slovy tam, kde

MRSp(X*) = MRSo(X*) (2.11)
Py ... MUy, _,
X = ) (212)

kde X* je x-ové souradnice bodu dotyku, ktery si oznacime jako F = [X* Y*|.
Na obrazku 2.1 pak vidime, ze v bodé optimalni kombinace statkii X a Y je linie

rozpoctu tecnou nékteré z indiferencnich ktivek. Spocitejme si nyni modelovy

YA

Obrazek 2.12: optimum spotiebitele - vnitini feseni

priklad:
Priklad 2.1.1

Spottebitel mé k dispozici 1620 K¢, aby si koupil dva ruzné statky. Jeden z nich
stoji 60 K¢, druhy 90 Ké. Predpoklddejme, ze funkce uzitku daného spotiebitele

je ve tvaru
u(z,y) = 30xiys, (2.13)
kde z a y oznacuji jednotlivé statky. Jaké mnozstvi obou statkt musi spotiebitel

nakoupit, aby maximalizoval svuj uzitek?
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Resent

Nejprve k vyreseni ptrikladu pouzijeme ekonomickou uivahu. Zname vysi duchodu
spotiebitele I = 1620K¢ a ceny nakupovanych statku - statek x, s cenou P, =
60K ¢ a statek y s cenou P, = 90K ¢. Funkei uzitku u(z, y) zndme, rovnici dichodu

zapiseme na zaklade (2.9) ve tvaru

602 + 90y = 1620. (2.14)

Z 2.12 vime, ze maximalizace uzitku pri daném duchodu spotiebitel dosahne v
bodé, kde
P, MU,

P, MU,

(2.15)

Mezni uzitky spocitame jako parcidlni derivace funkce uzitku (2.13), tedy

0

MU, = 5= = 20z 5ys
Ox
0

MU, = a—z = 10x%y_%.

Tyto mezni uzitky a zndmé ceny statki dosadime do rovnice (2.15) a vyjadiime

z ni nékterou proménnou, zde x.

60 20:1:_%3/%
0 N 10x%y_§
2
2 _ .y
3 T
1y
3 =z
r =3y

V tomto tvaru dosadime do rovnice duchodu (2.14), kterou jsme si zapsali na

zacatku prikladu a zjistime vyslednou hodnotu proménné y.
60 - 3y + 90y = 1620
270y = 1620
y==~6
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Na zakladé jiz znamého vztahu z = 3y dopocitame, ze x = 18.
Zaver
Spotiebitel dosdhne maximéalniho uzitku pii ndkupu 18 kusu statku = a 6 kusu

statku y.

2.1.1. Vyuziti metod hledani vazanych lokalnich extrému

Podivejme se nyni na Priklad 2.1.1 matematicky a obecnéji. Snazime se ma-
ximalizovat uzitkovou funkei u(z,y). K dispozici pritom mame omezeny duchod
I a zndme ceny statku z a y, P, a P,. Podle (2.9) tedy dokazeme vyjadfit rovnici

duchodu

I =zP, +yP, (2.16)

Matematicky jde tedy o tlohu hleddni vazaného extrému ucelové funkce (funkce
uzitku) za platnosti néjaké podminky (rovnice duchodu). Zvolime Lagrangeovu
metodu feSeni a ukazeme si, ze se vysledna interpretace shoduje s ekonomickym
zpusobem vypoctu. Zaroven vysvétlime, jaky vyznam ma v uloze Lagrangeuv
multiplikator.

Pouzijeme postup z podkapitoly 1.4. Utvorime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = u(z,y) — NaP, +yP, — I) (2.17)

a vyjadiime jeji parcialni derivace podle proménnych x a y. Pridame vazebnou

podminku (2.16).

oL Ou

= 2 _\P. = 2.1

oxr Oz AP =0 (2.18)

oL Ou

=2 _\P = 2.1
P, +yP, =1
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Z rovnic (2.18) a (2.19) vyjadiime proménnou A

ou

— — AP, =

ox 0

ou

— — AP, =0

dy Y
ou
oz =) 2.2
o (2.20)
u
Jy
== =) 2.21
2o (2.21)

kde P,, P, # 0 Z rovnic (2.20) a (2.21) plyne
du du

@
VT Lol

coz je ekvivalentni vyjadreni (2.15). Touto metodou tak dojdeme ke stejnému
vysledku - optimum je v bodé dotyku indiferen¢ni kiivky a linie rozpoctu.

Proménna A méa v ekonomii dulezity vyznam. Vazebnd podminka v podobé rov-
nice diuchodu (2.16) je funkef dvou proménnych, oznacme ji g(x, ). Rovnice (2.20)

a (2.21) pak muzeme piepsat jako

Do _ (2.22)

W _ A\ (2.23)

Citatel v obou zlomecich vyjadiuje mezni piinos dodatecné jednotky diléf proménné
pro funkei u(x,y), kterou se snazime maximalizovat. Jmenovatel uddvd mezni

naklad zvyseni hodnoty diléi proménné o jednotku, abychom dodrzeli (2.16),
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musime totiz zvyseni hodnoty jedné proménné vykompenzovat snizenim hodnot
ostatnich. Pomér mezniho pfinosu proménné a meznich nakladu s nim spojenych
pak nazyvame Benefit-cost ratio a plati, ze pfi optimélni volbé proménnych
je pro vSechny proménné stejny. Vyuziti tohoto koeficientu si pozdéji ukazeme v

piikladu 2.2.2.

Priklad 2.1.2

Ponechme si zadani ptikladu 2.1.1 a spocitejme jej pomoci hledani vazanych

lokélnich extrému.

Reseni

Z informaci v zadani poskladame klasickou matematickou tlohu hledani vazaného

lokélnfho extrému funkce. Zadanou uzitkovou funkci u(z,y) = 30z3y3 budeme

povazovat za vychozi. Spottebitel chce sviij uzitek maximalizovat, budeme tedy

hledat vazané maximum této funkce.

Zbyva zahrnout uz jen informaci o cené obou vyrobku a vysi pouzitelného duchodu.

Tyto vztahy nam vytvaii vazebnou podminku

602 + 90y = 1620. (2.24)

Jak muzeme vidét z tvaru obou funkeci, v této tiloze bude vhodnéjsi pouzit metodu
Lagrangeovych multiplikatoru. Proc¢ v této situaci nezvolit metodu piimého do-
sazeni, si ukazeme na Piikladu 2.1.3. Zapiseme si tedy, jak bude vypadat Lagran-

geova funkce

L(z,y,\) = 30z3y3 — A(602 + 90y — 1620), (2.25)

sestrojime jeji parcidlni derivace podle proménnych x a y a polozime je rovny

nule. Pfidame vazebnou podminku a pro lepsi prehlednost si rovnice ocislujeme.

aL 1 1

e 20x73ys — 60X =0 (2.26)

oL 2

o 10z3y~% — 90X =0 (2.27)
602 + 90y = 1620 (2.28)
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Zpusob teseni vzniklé soustavy rovnic je tfeba uzpusobit konkrétnimu pripadu.

V této situaci se jevi jako vhodnd uprava vyjadrit proménnou A z rovnice (2.26).
2077 3y3 — 60\ = 0

20

1 11
A= cadys
333 3y3

Ziskanou A dosadime do rovnice (2.27)

1
Y

2 _2 I _
10x3y™3 — 90 (gx

W=
~_
I
=

- L , 12 .
a rovnici pronasobime vyrazem x3y3. Tim ziskdme vztah mezi z a y.

10z — 30y = 0
30

r=—
107

r =3y

Vyjadrenou proménnou z dosadime do rovnice (2.28) a ziskame y.
60(3y) + 90y = 1620
270y = 1620

y=206

Ze vztahu mezi x a y pak vycislime

Zaver
Maximalniho uzitku spottebitel dosahne, nakoupi-li 18 kusu statku = a 6 kusu

statku y.
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Ovérenti sprdavnosti extrému
Pro uplnost si nyni ovéfime spravnost typu nalezeného extrému. Vyuzijeme k
tomu 2. diferencidl Lagrangeovy funkce (2.25), pro piehlednost zvolime znaceni
s dx a dy. V tomto ptipadé bude ve tvaru
20 - 20 20
d*L(x,y,\) = —E:v%y%(dac)2 + Q?x Ty dody — E:my (dy) (2.29)

Diferencovanim vazebné podminky 2.24 ziskame

dg(z,y) = 60dz 4+ 90dy = 0. (2.30)

Z 2.30 pak plyne
60dz 4+ 90dy = 0
2dx + 3dy =0

2
dy = —gdx.

Vznikly vztah dosadime do rovnice 2.29 2. diferencidlu Lagrangeovy funkce.
d*L(z,y,\) = —Eaz 3 ys(dzc)2 + Z%x%y%dﬂc ( dw) x3y 3 (—%daj)Q
Nakonec dosadime bod podezfely z extrému, mé soufadnice [18, 6]. Z pfedchozich

1

vypoctu zaroven vime, ze prislusna A = sz~ y , po upravé dosadime.

w

2L (18 6,3\[> —0 . 18F 65 (da)? + 22 (~2) - 18 - 65 (da)? — 2 (-2

183 - 673 (dx)?
Upravami dostaneme
1 10
d*L (18,6, —> = ———(dx)*.
3V/3 3V/3 (d)
Vidime, ze vznikla forma mé v bodeé [18; 6] zdporné znaménko, je tedy negativné
definitni a nabyva v tomto bodé ostrého lokdlniho maxima vzhledem k podmince
2.24.
Timto zpusobem muzeme ovérit typ nalezeného extrému pro vsechny tlohy v této

préaci. Z tvaru Cobb-Douglasovy funkce je vSak zfejmé, ze na I. kvadrantu bude
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na mnoziné bodu uréené touto vazebnou podminkou konkavni, takze staciondrni
bod lezici uvnitt této mnoziny bodu bude vzdy maximem. V tlohéch tohoto

konkrétniho typu tak neni iplné nutné hledany vazany extrém ovérovat.
Priklad 2.1.3

V predchozim piikladé jsme zvolili k hledani vazaného maxima metodu Lagran-

geovych multiplikdtorti. Toto rozhodnuti prameni ze zkuSenosti, kdy se metoda

vvvvvv

N

si nyni toto své rozhodnuti ovérit. Ponechme si zadani z Prikladu 2.1.1 a pro jeho
vypocet zvolme metodu primého dosazeni.
Resent
Meéjme tedy funkci
u(z,y) = 30xiys
a jeji vazebnou podminku

g(z,y) = 60z + 90y = 1620. (2.31)

Z rovnice (2.31) si vyjadiime jednu z proménnych, zvolme napiiklad .

1620 —90y 162 — 9y
N 60 N 6

x (2.32)

Dosadime-li (2.32) do predpisu funkce u(z,y), vznikne nové, jednodussi funkce

proménné y.

W=

162 — 9y 3
—_— -y

B 30§/(162 —9y)?-y
. _

P =30- ( .

Déle postupujeme analogicky jako pti hleddni vazaného extrému funkce jedné

proménné. Funkei F(y) zderivujeme a vzniklou derivaci polozime rovnu nule.

2 /162—9y\ 5 [/ 9\ . [162—9y\5 1 .
Fl(y)=30-|2 e 9 =2 = ) .z —
=3 (5) 7 ()0t () -
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Postupnymi tpravami dostaneme

6 9 s [162=9y\® .
28—~ [-Z). ) 5 =0
162—9y( 6) vir ( 6 ) vyoeu

obé strany rovnosti nasobime vyrazem y§
6 9 162 — 9y \”
2 ——(—= ) - —— ] =0
162 — 9y ( 6) v ( >
162 — 9y
162 — 9y
5 (162 — 9y 2_3 . 6
6 ~— 2\ 162 — 9y

a dale prenasobime 1/ @

162 — 9y = 18y
162

= — = 6
T

Na zdkladé vztahu (2.32) pak dopoé¢itdme hodnotu proménné x.

162-9-6 108

= =18
6 6

Zaver
Srovname-li Piiklad 2.1.2 a Priklad 2.1.3, vidime, ze pfi pouiiti metody piimého

v e~/

VVVVVV
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2.2. Maximalizace produkce a minimalizace nakladu

Dalsi tlohy, kterym se budeme vénovat, jsou hledani maximélni trovné pro-
dukce a minimalnich nakladu obchodniho zavodu. Ten na trhu statku a sluzeb
stoji na strané nabidky. Vyjdéme z teorie firmy popsané v [1]. Pro tcely snadnéjsi

analyzy predpokladame, ze obchodni zavod

e md 1 vlastnika, ktery je zdroven i kontrolni a 7idici osobou

tato osoba pobira rezidudlni zisk obchodniho zavodu

e md jako hlavni ¢innost vijrobu

kdy vyrobu definujeme jako pfeménu vstupu ve vystup

o maximalizuje zisk
coz odpovida predpokladu prijatému na zacatku této kapitoly, ze vSechny

trzni subjekty jednaji racionalné

e je na trhu v dokonalé konkurenci

Produkéni funkce, izokvanta a izokosta

Stejné jako spotiebitel, i obchodni zdvod ma urcitd omezeni. Zde jsou to tech-
nologické moznosti vyroby a omezené néklady. Pro zjednoduseni zavadime tzv.
produkéni funkci, kterd modeluje vztah mezi mnozstvim vstupu pouzitych pii

vyrobé v daném obdobi a maximalnim objemem vystupu, ktery vstupy vytvorily.

Predpokladejme dlouhodobou produkéni funkci, kdy jsou vSechny vstupy vari-
abilni a uvazujme dva vzijemné nahraditelné vstupy - préaci a kapital. Pak ma

produkéni funkce dle [4] tvar
Q= f(K, L),

kde @ je objem produkce, K objem jednotek kapitalu a L objem jednotek prace.

Pouzijme Cobb-Douglasovu produkéni funkci, kteréd je dana vztahem
f(K,L)=AK"L’,
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kde A,a a b jsou kladné konstanty, K je objem jednotek kapitalu a L objem
jednotek préace. Koeficient A vyjadiuje souhrnnou produktivitu faktoru, a a b
elasticity vystupu jednotlivych faktoru, jez jsou dany uzitymi technologiemi.
Uvazujme ptipady, kdy a 4+ b = 1, funkce ma pak konstantni vynosy z rozsahu,
tudiz stejné vzdalenosti mezi izokvantami. Grafem funkce v tomto tvaru jsou

konvexni izokvanty.

Grafické znazornéni produkéni funkee je analogické grafickému znazornéni funkce
uzitku v podkapitole 2.1. Vykresleme Cobb-Douglasovu produkéni funkei ve tvaru
f(K,L) =K iLia jeji vrstevnice pomoci softwaru, zde Matlab. Opét nas bude
zajimat pouze . kvadrant grafu funkce, kde jsou hodnoty obou vstupt nezaporné,
spotieba zaporného mnozstvi vstuptu logicky neni mozné. Vidime jej na obrazku

2.13. Promitnutim vrstevnic produkéni funkce na zékladnu ziskdme obrazek 2.14.

Obrézek 2.13: graf 1. kvadrantu funkce f(K,L) = KiL1

Takto zobrazené vrstevnice grafu produkéni funkce nazyvame izokvanty. Oznacime-
li daroven vstupu @), je izokvanta souborem kombinaci vstupu K a L, které ve-
dou ke stejnému vystupu, tedy pro né plati f(K,L) = Q. Stejné jako indife-
ren¢nich kiivek, i izokvant existuje nekoneéné mnoho. Grafické znazornéni sou-
boru izokvant nazyvame mapa izokvant - obrazek 2.15.

Vlastnosti izokvant jsou analogické vlastnostem indiferencnich kfivek, popsanym

v podkapitole 2.1. Rozdil mezi izokvantou a indiferenéni kiivkou je podle [4] ten,
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Obrazek 2.14: vrstevnice I. kvadrantu grafu funkce f(K,L) = K 1L1

/
K

Qs
Q

Q

Obrazek 2.15: mapa izokvant

zZe izokvanta je spojena se specifickou irovni vystupu, zatimco indiferenc¢ni ktivce

nelze dle nékterych ekonomickych sméru prifadit droven uzitku.

Poznamka 2.2.1 Znazornéni izokvanty jako spojité funkce je také urcitym zjed-
nodusenim. Redlné nebyva ve vyrobé k dispozici nekoneéné mnoho kombinaci

vstupu. Krivku by tak tvorila série bodu.

Pomér,v némz muze obchodni zavod nahrazovat kapitdl praci, aniz by se zménila
velikost vystupu, nazyvame mezni mira technické substituce. Jeho matema-
ticka interpretace je velmi podobnd jako u mezni miry substituce ve spotiebé v

podkapitole 2.1. Oznacime-li si izokvantu jako funkci jedné proménné

K =w(L), (2.33)
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vyjadiime mezni miru substituce ve spotiebé v bodé A o soutadnicich [L4, K 4]

jako absolutni hodnotu derivace v tomto bodé, tedy

MRTS(L4) = |w'(La)l. (2.34)

Parcialni derivace produkéni funkce pak vyjadiuji tzv. mezni produktivitu
prace (kapitélu), tedy jak se zméni hodnota produkéni funkce v zavislosti na
zméné hodnoty dané proménné o jednotku za neménnosti druhé proménné. Znacime
je M P, a M Pk a plati

0Q
o7 = MP:

)
ax ~ Mhx

Obdobné jako v teorii uzitku také plati vztah

MPy,

MRTS = .
RSMPK

(2.35)

Izokvanty tedy zastupuji vSechny kombinace vstupu, které by si obchodni zavod
koupil, kdyby nebyl ni¢im omezen. Stejné jako spotiebitel vsak ve svych ndkupech
omezen je.

Predpokladejme, ze obchodni zavod nakupuje pouze dva vstupy, praci L a ka-
pital K, které nejsou dokonalymi substituty ani komplementy. Piimka, obsahujici
vSechny kombinace prace a kapitalu, které mohou byt porizeny za dané celkové
néklady, se nazyva izokosta [1]. Jeji rovnice je

TC = wL + rK, (2.36)

kde T'C jsou celkové naklady, w cena jednotky prace a r cena jednotky kapitalu.
Grafickym fesenim rovnice (2.36) je pak obrézek 2.16. Smérnici izokosty ziskdme

analogickym postupem jako u linie rozpo¢tu v podkapitole 2.1. Bude rovna
w

,
I chovani izokosty v zavislosti na zméné jejich parametru je analogické linii
rozpoCtu na obrazcich 2.9, 2.10 a 2.11. Tedy pii zméné celkovych nakladu do-

jde k rovnobéznému posunu izokosty, zatimco pii zméné ceny jednoho ze vstupu
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K [
Kmax
TC
0 Liax L

Obréazek 2.16: izokosta

dojde ke zméneé jejiho sklonu.

Optimum obchodniho zavodu

Optimélni kombinaci vstupu rozumime dle [!] situaci, kdy je mira, ve které
je obchodni zavod technicky schopen nahradit praci kapitdlem, rovna mite, v
niz je schopen tuto substituce na trhu uskutecnit. Oznacime-li si bod dotyku

E = [L*, K*], bude pro ngj platit

MRTS(L*) = %(L*) (2.37)

Tuto situaci nazyvdme ndkladové optimum. Ze vztahu (2.35) vime, ze

MPL % w %
sip (5 =TI, (2.38)

Upravou vztahu (2.38) pak dostaneme
 MPyg

M;L(L*) =——(I). (2.39)

V nékladovém optimu tedy plati, ze mezni produkt z penézni jednotky vynalozené
na nakup vstupu bude u vSech vstupu stejny. Toto pravidlo nazyvame pravidlo
nejnizsich nakladua (anglicky Least Cost rule) [1].

Geometricky se nékladové optimum (2.37) nachézi v bodé dotyku izokosty a
izokvanty, kde je smérnice te¢ny izokvanty rovna smérnici izokosty. Grafickym
zndzornénim této situace jsou obrazky 2.17 a 2.18. Na hledani optima obchodniho

zavodu pak muzeme nahlizet dvéma zpusoby:
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Obrazek 2.17: optimum obchodniho zavodu pii maximalizaci produkce

.

Obrazek 2.18: optimum obchodniho zavodu pifi minimalizaci nakladu

e maximalizace vystupu pii danych nékladech
Situaci zachycuje obrazek 2.17. Obchodni zavod vychazi ze svych nékladu
TC a hledd maximalni objem produkce @, ktery je za téchto nakladu scho-

pen vyrobit. Optimalni kombinaci vstupu je pak bod FE.

e minimalizace nakladu pii daném vystupu
V tomto piipadé obchodni zdvod planuje vyrobit urcity vystup @ a hleda
nejnizsi mozné néklady, pii kterych lze tento vystup realizovat. Situaci ilu-

struje obrazek 2.18, optimalni kombinaci zna¢i bod E.

Obé tlohy pak opét umime tesit hleddanim vazaného lokalniho extrému ucelové

funkce. Ukazme si to nyni na prikladech.
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2.2.1. Vyuziti metod hledani vazanych lokalnich extrému

Priklad 2.2.1

Produkce obchodniho zavodu je modelovana pomoci Cobb-Douglasovy funkce ve

tvaru

f(z,y) = 250z5y5

kde z predstavuje jednotky prace a y jednotky kapitalu. Vime, ze jednotka prace
ma hodnotu 4000 K¢ a jednotka kapitalu 6000 K¢. Celkové néklady obchodniho
zavodu na praci a kapital nesmi prekrocit 1200000 K¢. Jaka bude maximalni

uroven produkce obchodniho zavodu? Presahne hranici 36000 jednotek?

Resent
Pozadavek na limit celkovych nakladu vytvaii mezi proménnymi vazbu. Cilem
obchodniho zavodu je v tomto pfipadé maximum produkce pii danych celkovych

nakladech. Zvolime tedy rovnost
4000z + 6000y = 1200000.

Abychom nalezli maximéalni uroven produkce, vyjadiime si nejprve Lagrangeovu
funkci

L(z,y, A) = 25025y5 — A(4000z + 6000y — 1200000)

Nésledné sestrojime parcidlni derivace této funkce podle proménnych x a y a

polozime je rovny nule. Pfiddme vazebnou podminku a rovnice si oc¢islujeme.

oL

= 200255 — 4000\ = 0 (2.40)
oL
— = 50z5y "5 — 6000\ =0 (2.41)
Ay

4000z 4 6000y = 1200000 (2.42)
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Vyjadiime proménnou A z rovnice (2.40).

2002 5y5 — 4000\ = 0

=200
~ Za000" Y
1
a dosadime ji do rovnice (2.41).
4 4 I 11
50x5y 5 — 6000(2—093 5y5) =0

IR , 14 L qes :
Rovnici prendsobime vyrazem x5ys a vyjadiime vztah mezi x a y.

502 — 300y = 0
300
r=—
50 7
xr = 6y (2.43)

Ten nésledné dosadime do rovnice (2.42) a ziskdme hodnotu proménné y

4000(6y) + 6000y = 1200000
30000y = 1200000

y =40
Dosazenim y = 40 do vztahu (2.43) pak ziskdme i hodnotu proménné x.

x = 240

Po dosazeni do produkéni funkee f(z,y) obchodniho zédvodu zjistime, ze

£(240;40) = 250 - (240)5 - (40)3

£(240;40) = 41929, 63.
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Zdavér
Maximalni uroven produkce obchodniho zavodu je ptiblizné 41929,63 jednotek
pii pouziti 240 jednotek préce a 40 jednotek kapitalu. Maximélni troven pro-

dukce tedy presahne 36000 jednotek.

Priklad 2.2.2

Pozménme nyni zadani Prikladu 2.2.1 a predstavme si, ze celkové naklady ob-
chodniho zavodu na kapital a praci budou moci dosahnout hranice az 1500000

K¢. Jak se zméni vysledna uroven produkce?

Resent

Postupem analogickym ptredchozimu piikladu lze propocitat, ze maximalizace
produkece dosdhne obchodni zavod pfi 300 jednotkach prace (z) a 50 jednotkach
kapitalu (y). Vysledné turoven produkce tak bude dosahovat priblizné 52412 jed-

notek, vzroste tedy po zaokrouhleni na 2 desetinnd mista o 10482,37 jednotek.

Existuje zde ovsem moznost, jak tuto tlohu fesit podstatné elegantnéji. Vyuzijme
vyznamu proménné A, ktery jsme si vysvétlili v podkapitole 2.1.1. Lagrangeuv
multiplikator ziskany z produkéni funkce obchodniho zavodu se v ekonomii nazyva
mezni produktivita penéz [7]. Vyjadiuje, kolik dodateénych jednotek pro-
dukce ziskdme, investujeme-li do vyroby dalsi penézni jednotku. Vycislime-li si
proménnou A z pitkladu 2.2.1, zjistime, Ze pii 240 jednotkach prace a 40 jed-

notkach kapitalu je tato mezni mira vynosnosti penéz rovna

1 1 1
A= 2—0x73y5
A= L (240) - (40)}
20

A =0,03494135594
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Zdvér
V praxi to pro nés znamend, ze pokud investujeme do produkce dalsi korunu,
muzeme v kone¢ném meéritku vyprodukovat piiblizné o 0,035 jednotky vice. Nyni
uz lze logickou tvahou odvodit, ze mé-li podnik k dispozici dalsich 300 000 K¢,
maximalni troven produkce vzroste z puvodni hodnoty v zavislosti na mezni mife

vynosnosti penéz na uroven

41929, 63 + (0,03494135594) - (300000) = 52412

Priklad 2.2.3

Produkéni funkce obchodniho zavodu je ve tvaru
flw,y) = 20025 ys

kde x predstavuje pocet jednotek préce a y pocet jednotek kapitdlu. Reknéme,
ze cena jednotky prace je 80 K¢, cena kapitalu 60 K¢ za jednotku a management
stanovil vyrobni cil 10000 jednotek. Najdéte mnozstvi prace a kapitalu potiebné

k naplnéni vyrobniho cile pti soucasné minimalizaci nakladu.

Resent

V predeslych prikladech jsme optimalizovali produkéni funkei nebo funkei uzitku
za soucasné platnosti pevné dané podminky. Nyni je vSak pfedem stanoven vyrobni
cil a pozadovana minimalizace se tyka ndkladu. Ulohu tohoto typu tak resime

oproti tloze maximalizace produkce obracené.

Pii feseni tedy zvolime za vychozi funkci nakladu, ta zde bude ve tvaru
f(z,y) = 80z + 60y

a budeme usilovat o jeji minimalizaci. Podminku tentokrat tvoii sama produkéni

funkce, kterou omezime vyrobnim cilem, tedy

g(z,y) = 200z5y5 = 10000
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Déle si vyjadiime Lagrangeovu funkci a postupujeme analogicky k ostatnim

tilohdm podminéné optimalizace.

L(z,y, ) = 80z + 60y — A(200z5y5 — 10000),

oL iy
5 =80 - 80Az 5y =0 (2.44)
oL _
ZZ =60 — 120\z5y s =0 (2.45)
Ay
20025 y5 = 10000 (2.46)

Proménnou A si vyjadiime z rovnice (2.44).

Dosazenim proménné A do rovnice (2.45) pak po upravach ziskdme vztah mezi x
ay.
2

60 — x5y 512075y 5 = 0

3 3 2 _2
60 = x5y 512025y 5

60 =
120y
1
T ==
5Y
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Vyjadienou proménnou = dosadime do rovnice produkéni funkce a ziskdme y.

1 -
200(§y)%y% = 10000

1.2
200(3)*y = 10000

y=50-23
y:50\5/1

Na zékladé jiz znamého vztahu mezi x a y pak x dopocitame.

1
T ==
5Y

x = 25v/4
Zaver
Minimalnich nékladu za podminky produkce 10000 jednotek dosdhne obchodni
zévod pii pouzit! 25¢/4 jednotek préace a 50¢/4 jednotek kapitalu.

o1



Zaver

Cilem této prace bylo predstavit vazané extrémy funkci vice proménnych a
ukézat aplikaci znalosti o nich na tfech tlohach z oblasti ekonomie. V prvni, te-
oretické kapitole jsem ptripomnéla definice a pravidla, které pouzivame pii praci
s lokdlnimi extrémy funkci a zamérila se na extrémy vazané. Ty jsem nasledné
vysvétlila z geometrického hlediska a predstavila dvé nejpouzivanéjsi metody je-
jich urcovani.

Na zacatku druhé, praktické casti prace, jsem ctendre seznamila s ekono-
mickymi otazkami, které dokazeme pomoci metod hledani vazanych extrému
funkce tesit. Ve dvou podkapitolach jsem se pak tiem takovym tlohdam dopo-
drobna vénovala. V prvni z nich jsem prozkoumala teorii uzitku z hlediska mate-
matiky. Matematicky jsem popsala chovani indiferen¢nich ktivek a linie rozpoc¢tu
spottebitele a ukazala, ze hledani optima spottebitele matematickou i ekonomic-
kou cestou dochazi ke stejnému vysledku. Dale jsem vysvétlila vyznam Lagran-
geova multiplikatoru v ekonomii a na vlastnim praktickém ptikladu srovnala
slozitost vypoctu Lagrangeovou a dosazovaci metodou. Znazornila jsem také po-
stup ovéreni zjisténého extrému funkce. Vsechny uvedené piiklady byly nézorné
vyfeseny a teorie byla za pomoci softwaru Inkscape a Matlab doplnéna obrézky.

Ve druhé podkapitole praktické casti jsem se zabyvala ekonomickou teorii
hledani optima obchodniho zavodu z matematického uhlu pohledu, kdy k na-
lezeni optima vedly dva piistupy - maximalizace produkce nebo minimalizace
nakladu. Teorii jsem opét doplnila o obrazky a na piikladech vysvétlila postup
vypoctu obou uloh. V této kapitole jsem zaroven ukazala, jak lze vyuzit ekono-

mické interpretace Lagrangeova multiplikdtoru v ptikladu.
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Prace na tomto tématu mi byla dulezitym ptrinosem. Méla jsem moznost pro-
zkoumat, jak je na zakladé teoretickych znalosti ziskanych studiem matematiky a
ekonomie mozné tyto dva obory propojit a tesit praktické problémy. Svuj cil préce
dle mého nazoru splnila. Jako moznost zajimavého rozsiteni by mohly poslouzit

ekonomické aplikace podminéné optimalizace ve tvaru nerovnosti.

53



2]

[7]

8]

Literatura

[1] Bebcdkova, I.: KMA/M2 Matematika 2, Predndska 13 [online]. Dostupné z:
http://elearning-math.upol.cz/pluginfile.php /9848 /mod,.esource /content /0
/K M Ay 2N, 3.pdf ., [cit.20.12.2017).

Dosla, Z., Dosly, O.: Diferencidlni pocet funkci vice proménngjch. 3. vydéani. Brno:

Masarykova univerzita, 2010. ISBN 978-80-210-4159-2.

Hoffmann, L. D., Bradley, G. L, Sobecki, D., Price, M.:Calculus for Business,
Economics and the Social and Life Sciences, Brief Edition. 11. vydani. New York:
McGraw-Hill Education, 2012. ISBN 007353238X.

Hotejsi, B. a kol.: Mikroekonomie. 3. dopl. vydani. Praha: Management Press,

2005. ISBN 80-7261-061-9.
Jarnik, V.: Diferencidalni pocet II. 3 dopl. vydani. Praha: Academia, 1976.

Khan, S.:Indifference curves and marginal rate of substitution [online].
Dostupné  z:  https://www.khanacademy.org/economics-finance-domain /ap-
microeconomics/ap-choices-opp-cost-tutorial /income-and-substitution-

effects/v/indifference-curves-and-marginal-rate-of-substitution., [cit.10.2.2018].

Larson, R., Falvo, D. C.:Calculus: An applied approach. 8. vydani. Boston: Hou-
ghton Mifflin Company, 2009. ISBN 978-0-618-95825-2.

Tichy Z., Skrések, J.: Zdklady aplikované matematiky I 2. vydani. Praha: SNTL
- Nakladatelstvi technické literatury, 1989. ISBN 80-03-00150-1.

o4



	Úvod
	Vázaný lokální extrém funkce více promenných
	Duležité pojmy
	Lokální extrém funkce
	Vázaný lokální extrém funkce
	Metody hledání vázaných lokálních extrému

	Aplikace vázaných lokálních extrému funkce více promenných v ekonomii
	Maximalizace užitku
	Využití metod hledání vázaných lokálních extrému

	Maximalizace produkce a minimalizace nákladu
	Využití metod hledání vázaných lokálních extrému


	Záver
	Literatura

