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ABSTRAKT

Tato diplomova prace je urcena ctenaram, kterfi by radi pronikli do uUvodu
konformni geometrie, programu CLUCalc a neovladaji tak zdatné angli¢tinu, jelikoz
v ¢estiné moc zdrojli na toto téma neni.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou ¢ast. V teoretické ¢asti se ctenar
docte obecny a matematicky vhled na zakladni principy konformni geometrické algebry,
reprezentace objektl trojrozmérného eukleidovského prostoru pomoci objekt(
pétirozmérného prostoru Minkowského a explicitni korespondence mezi konformnimi
transformacemi eukleidovského prostoru a Lorentzovymi transformacemi. V praktické
Casti se budeme vénovat jednotlivym objektidm a jejich reprezentaci v prostredi

programu CLUCalc.
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ABSTRACT

This diploma thesis is intended for readers who would like to dive into the
introduction of conformal geometry, program CLUCalc and they don't speak English very
well, because there aren't many resources on this topic in Czech.

This thesis is divided into a theoretical and a practical part. In the theoretical part,
the reader will read a general and mathematical insight into the basic principles of
conformal geometric algebra, the representation of objects of three-dimensional
Euclidean space using objects of five-dimensional Minkowski space, and the explicit
correspondence between conformal transformations of Euclidean space and Lorentz
transformations. In the practical part, we will focus on individual objects and their

representation in the CLUCalc environment.
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Uvob

Z pocatku jsem zvazovala navazani na svou bakalarskou praci, kterd se zabyvala
perspektivnimi krabickami a kterd mé ohromné bavila. Kdyz jsem zacala hledat nékoho,
kdo by takovou préci vedl|, narazila jsem na problém ndvaznosti. Ma bakalarska prace
byla velkého rozsahu a jedind mozna cesta by vedla do svéta pocitact — zkusit krabicky
modelovat pocitacové a ne rucné. Po rlznych konzultacich jsme nakonec dospéli
k zavéru, Ze na danou bakalarskou praci nelze vhodné navazat a musela jsem téma
opustit. Po absolvovani pfedmeétu o algebraické geometrie se nabidl pan Galaev, Ze by
se dalo navazat na téma geometrické algebry a provazat to s pocitaci a programovanim,
coz by mé aprobaci matematika — informatika mohlo sednout. Po nékolika konzultacich
bylo ujednano a zacala se rodit tato kvalifikacni prace.

Tato prdce je urCena predevsim pro ¢tenare, ktefi se alespon trochu orientuji
v zakladech matematiky, geometrie a programovani. SnaZila jsem se vSe psat
srozumitelné, nebot jsem v této oblasti matematiky zpocatku byla sama laikem, tedy
jsem prochazela preménou stejné jako budouci ¢tenafi. Z programovani nam postaci
uplné zaklady — zakladni anglicka oznaceni barev, syntax jazyka je vysvétlena i pro toho,
kdo by programovani vidél naposledy v minulém reZimu (rozuméjte zaklady v programu
Basic nebo Pascal).

Cilem této prace je popis geometrickych pojmu vyskytujicich se v eukleidovské
geometrii a trojrozmérném eukleidovském prostoru pomoci nastroju konformni
geometrické algebry v pétirozmérném Minkowského prostoru. Zakladem je popsani
tohoto procesu pomoci matematického aparatu, vysvétleni zmén, které se déji pri
zobrazovani mezi jednotlivymi prostory a uchopeni této problematiky skoro laikem,
ktery se v této sekci matematiky moc nevyzna.

Dale se zabyvam praktickym vyuzitim problematiky popsané v teoretické casti.
Jedna se predevsim o seznameni s programem CLUCalc, ktery je velmi osobity a nékomu
mUze pfrijit i zastaraly, zdkladni zobrazovani nejprve v eukleidovkém prostoru a poté
pfechod na vyuzZiti konformni geometrické algebry pro prechod a transformace
v Minkowského prostoru a koneéné zobrazeni na obrazovce pocitace. Tuto c¢ast pak
zakoncuje vykresleni animace za vyuZziti CGA. U vSech objektd pocitam s pocitaCovymi

zacCateclniky, tak je kdd veden prehledné a jsou v ném pouze nezbytné prikazy.



TEORETICKA CAST
MINKOWSKEHO PROSTOR

Pro tuto kapitolu bylo vyuzZito informaci z wikipedie, ChatGPT, [1] a [2].

Minkowského prostor je matematicky model, ktery slouZi k popisu prostoru
acasu v kontextu specidlni teorie relativity. Tento prostor byl pojmenovan po
matematikovi Hermannu Minkowském, ktery predstavil novou geometrii, ktera se
vyznacovala Ctyfrozmérnym prostorem zahrnujicim tfi prostorové a jednu Casovou
dimenzi. Minkowského prostor se stal klicovym prvkem pro popis relativistickych jevd,
zejména pro formulaci Lorentzovych transformaci.

Klasicky Minkowského prostor ma c¢tyfi dimenze — tfi prostorové a jednu
¢asovou. V kazdé z téchto dimenzi mohou byt udalosti popsdany pomoci souradnicového
systému. Souradnicovy systém v Minkowského prostoru se skldda ze ¢tyr souradnic — tfi
prostorovych souradnic (x, y, z) a jedné ¢asové souradnice (ct), kde c je rychlost svétla.
Tento systém umoznuje popsat polohu a ¢asovou pozici uddlosti.

V Minkowského prostoru jsou vzddlenosti mezi udalostmi méreny pomoci
Casoprostorového intervalu, ktery je definovan jako:

ds* = —c?dt* + dx* + dy® + dz°

Tento vztah nam umoZnuje vypocitat vzddlenost mezi dvéma udalostmi v
Minkowského prostoru. Za zminku v tomto vztahu stoji, Ze vzdalenost mezi dvéma
udalostmi mUiZe byt zdporna, coZ znamena, Ze tyto udalosti nejsou vzajemné propojeny
a nemohou byt dosazeny soubézné.

Minkowského prostor nam umoznuje také popsat rlizné typy casoprostorovych
drah, které jsou charakteristické pro rGzné druhy pohybu. Napfiklad v rovhomérném
pfimém pohybu je trajektorie v Minkowského prostoru popsana jako primka. Na druhé
strané, v pfipadé zrychleného pohybu, se trajektorie zakfivuje a vytvari krivky.

Minkowského prostor také poskytuje vyznamny vztah mezi energii a hybnosti,
ktery je popsan v rovnici E = mc?, kde E je energie, m je hmotnost a c je rychlost svétla.
Tato rovnice ukazuje, Ze hmotnost a energie jsou vzajemné propojené a mohou byt

pfeménény jedna na druhou.



Dalsi zajimavou vlastnosti Minkowského prostoru je fakt, Ze se v ném nevyskytuji
absolutni ¢asové nebo prostorové referenéni body. To znamena, Ze neexistuje absolutni
¢as nebo prostor, ale tyto veliciny jsou relativni vi¢i pozorovateli.

Minkowského prostor mda také aplikace v oblastech, jako je fyzika castic,
kosmologie a teorie strun. V kosmologii je Minkowského prostor pouzivan k popisu
prostoru a ¢asu ve vesmiru a k formulaci rlznych teorii vyvoje vesmiru. V teorii strun je
Minkowského prostor klicovym konceptem pro popis vibraci strun a teorie gravitace.

Prostor Minkowského se ¢tyfmi dimenzemi jsme si struéné charakterizovali vyse.
My se budeme zabyvat prostorem Minkowského, ktery ma dimenzi pét, obecné vsak

muze mit libovolnou dimenzi. My budeme uvaZovat dimenzi n+2.

Necht je dan prostor Minkowského RY™*1. Mé&jme aritmeticky prostor

R™2 zvolme bézie_, e,, e, ..., e,. Dale definujeme symetrickou bilinedrni formu

. Rn+2 X Rn+2 N R,

kde plati
e_e_=-1,
e,re.=1,
ereg=€y'e;=..=¢e, e, =1,

ei-ej:0,i¢j.

Mé&jme x,y € RY"*1 x .y € R. Pak plati
x=x_e_+x,e,+x.60+ -+ x060
y=y-e_+yse,tyest -+ ypen

X Y ==X Y-+ XY XY+ T XY,
x x=—x2+x%+x%+ -+ x2.

Zde vidime rozdil oproti eukleidovskému prostoru, ktery ma skaldrni soucin
definovany jako pozitivni symetrickou bilinedrni formu pro vsechny x # 0.
Minkowského prostor se zde od euklidovského [isi tim, Ze skalarni souc¢in mize nabyvat
tri rdznych moznosti. Mame zde tfi druhy vektort — timelike vektory, spacelike vektory
a lightlike ¢i izotropni vektory. MnoZina izotropnich vektorl tvofi izotropni kuzel.
Timelike vektory (Casové vektory) se nachazeji uvnitt izotropniho kuZelu a na obrazku
nize jsou zndzornény modre. Plati pro né

x-x <0.

~8~



Lightlike vektory (svételné vektory) se nachazeji na povrchu izotropniho kuzelu a
na obrdzku niZe jsou znazornény fialové. Plati pro né
x-x=0x+0.

Spacelike vektory (prostorové vektory) se nachdazeji mimo izotropni kuzel a na

obrazku niZe jsou zndzornény zelené. Plati pro né

x-x>0.

Obr. 1: Vektory vzhledem k izotropnimu kuZelu



Pro lepsi uchopeni vyuzivame vektory e, a e, pro které plati
1
ey = E(e_ —ey), e =€_+e,.
UvaZujeme zobrazeni h z R™ do izotropniho kuZelu prostoru Minkowského

RY™+1 7Zobrazime vektor x z R™ na vektor

1,
x+§x ex + €y,

€+

R S s A 23

e,
Obr. 2: Vnoreni h do izotropniho kuZelu

Je zfejmé, Ze vektor je izotropni a zobrazeni h je injektivni. Obrazem vektoru O je
vektor e, Kazda primka izotropniho kuzelu odlisna od pfimky Re,, protind obraz vlozeni
h v jediném bodé, proto mizeme ztotoznit R™ s mnozinou izotropnich pfimek odlisnych
od Rey.

Vnofime prostor R™ do sféry S™ pomoci inverze k stereografické projekci. Bod
sféry, ktery nelezi v obrazu R™, mGzeme ztotoZznit s bodem v nekoneénu ey,. TakZe jsme
ztotozZnily sféru S™ s mnoZinou vsech izotropnich primek.

Necht U a V jsou oteviené podmnoziny Euklidovkého prostoru R™ nebo sféry S™.
Zobrazenifz UdoV je (lokalni) konformni zobrazeni, pokud zachova uhly mezi hladkymi
krivkami. Je zndmé, Ze kazdé lokalni konformni zobrazeni se da prodlouZit do globalniho

konformniho zobrazeni sféry [1]. Napfiklad kruhova inverze



v prostoru R™ neni definovana v bodé 0, ale toto konformni zobrazeni se da
prodlouzit do globalni konformni transformace sféry, kterd zobrazi bod 0 na bod e.
MnoZina vSech konformnich zobrazeni sféry oznacime jako Conf S™. Je ztejmé, Zze Conf
S™ je grupa. Linearni transformace vektorového prostoru R™ je ortogonalni pokud

(Ax) - (Ay) =x-y,V x,y.
Nebo ekvivalentné v maticové formé
ATA=E,,
kde E,, je jednotkova matice. Necht O(n) je grupa vsech ortogondlnich transformaci
prostoru R™.

Podle Liouvilleovy véty [1] kazda lokdIni konformni transformace prostoru R" je

soucinem nasledujicich transformaci:
posunuti o vektory, x = x+y, V x,
ortogondlni transformace A, x = Ax, V x,
dilatace se sttedem v bodé 0 a koeficientema, x = ax, V x,

s . v v v X
kruhova inverze se stfedem v bodé 0 a polomérem 1, x — Y Vx#0.

Linearni transformace prostoru Minkowského R¥"*1 je pseudoortogonalni nebo

Lorentzova transformace, pokud
(Ax) - (Ay) =x-y, Y x,y.

Necht O(1, n+1) je grupa vsech Lorentzovych transformaci. Uvazujeme podgrupu
0°(1, n+1) grupy O(1, n+1) ktera zachova horni kuZel, a nebo zachova ¢asovou orientaci.
Prvek A z O(1, n+1) pat¥i do 0°(1,n+1) pravé, kdyz

(Ae_)-e_<0.
Budeme uvaZovat matici linedrnich zobrazeni vii¢i bazi ey, e, €4, ..., €,

Ovéfime, e nasledujici prvky generuji grupu 0°(1, n+1):

a 0 0

0 1/a 0 ) a% 0,

0 0 E,

1 0 0

0 1 0>,A € 0(n),

0 0 A
1 0 O

1/2v? 1 vT>,v € R™,
v 0 E,



01 0
(100).
0 0 E,

Je snadno vidét, e kazdy tento prvek patfi do 0°(1, n+1).

Napriklad
01 0 01 0 e
(1 0 O>e_ -e_:<1 0 0>(e0+§)-e_
0 0 E, 0 0 E,
_ €y €x) O
—(ew+?)-(eo+7)——z<0.
Dale

1 0 0

01 o0\/ 01 0
(100)—21UT<100>
0 0 E/J\% 0 0 E,

" \v 0 E,

1 1/2v% T
=10 1 0 | €0°1, n+1).
0 v E,

Necht SO°(1, n+1) je podgrupa grupy 0°(1, n+1) obsahujici matice determinantu
1. Je zndmo [2], Ze grupa S0°(1, n+1) je souvisla. Teorie Lieovych grup a algeber [2]
(kterd neni soucasti této prace a saha a? za jeji hranice) ukazuje, 7e grupa S0°(1, n+1)

je generovana prvky

1 0
/202 vT>,v € R™,
v E,
1 1/2v% vT
0 1 0 |,veR™
0 v E,

Grupa S0°(1,n + 1) je souvislg, tj. kazdé jeji dva prvky se da spojit spojitou

kfivkou. Grupa 0°(1, n+1) souvisld neni a ma dvé komponenty souvislosti. Prvek

01 0
(1 0 0) mda determinant -1, proto nepatfi do SO°(1,n + 1). TakZe, ta druha
0 0 E,

komponenta souvislosti je



01 0
(1 0 0)500(1,n+1).

0 0 E,
Dokazali jsme tvrzeni velmi podobné Liouvilleové vété. Nyni uvidime, Ze toto
tvrzeni Liouvilleové vété odpovida.

UvaZujeme bod x z R™ a odpovidajici bod

1
h(x) = x + =x%e, + ey € RV,

2
a O 0
Aplikujeme zobrazeni (0 1/a O ), dostaneme bod
0 0 E,
1x?

X +=-—ey, + aey € RYL
2a

Tento bod patfi do stejné izotropni pfimky jako bod

X2
ax + - —eq, + ey € RV

2 a?
a 0 0
a uréuje bod ax € R™. Takze, prvek (0 1/a 0 ) € 0°(1, n+1) uréuje
0 0 E,

dilataci se stfredem v bodé 0 a polomérem a, x — a x, V x, prostoru R™,

UvaZujeme bod x z R™ a odpovidajici bod

1
h(x) =x + Exze00 + ey € R,

1 0 0
Aplikujeme zobrazenf (1/2 v 1 vT> a dostaneme bod
v 0 E,
1, 1, 1 2 1n+1
vxeoo+x+§x €x + € +§v e+ V= (x+v)+§(x+v) €wn + €y ERVTL
1 0 O
Tento bod uréuje bod x + v € R™. Takze, prvek (1/2 v? 1 vT> € 0°(1, n+1)
v 0 E,
uréuje posunuti, x —» x + v, V x, prostoru R".
UvaZzujeme bod x z R™ a odpovidajici bod
h(x) = x + %xze00 + ey € R,
1 0 0
Aplikujeme zobrazeni (0 1 0],A € 0(n), adostaneme bod
0 0 A



1
Ax + E(x)ze00 + ey € RIMHL,
Protoze A € O(n), (Ax)? = x2, miZeme tento bod pFepsat jako
1
Ax + > (Ax)?ey, + €.

Tento bod uréuje bod Ax.

1 0 O
Takie prvek (0 1 0)600(1, n+l), A € 0(n) uréuje ortogonalni
0 0 A

transformace 4: x —» Ax,V x.

Nakonec uvazujeme bod x z R™ a odpovidajici bod

1
h(x) =x + Exze00 + ey € R,

0 1 0
Aplikujeme zobrazeni (1 0 O ) a dostaneme bod
0 0 E,

1
X+ 5w+ x%e, € R¥™*1L,

Tento bod patfi do stejné izotropni pfimky jako bod

x 11

— 4+ -—e, + ey € RV
x2 ' 2x2°° 70

Tento bod urcéuje bod ;—2 € R™,

0 1 O
Takze prvek (1 0 O ) € 0°(1, n+1) uréuje kruhovou inverzi,
0 0 E,

X - ;—2, vVx=+0.
Sestrojili jsme bijekci mezi generatory grup Conf S™a 0°(1, n+1), co? znamen4, 7e
jsme sestrojili izomorfismus grup
Conf S™ = 0°(1, n+1).

Budeme se zabyvat konformnimi transformacemi trojrozmérného

eukleidovského prostoru, proto nds bude zajimat nasledujici izomorfismus
Conf S3 = 0°(1,4).

Timto nam vznika pétirozmérny prostor Minkowského. Tento izomorfismus se
vyuZiva nasledujicim zplsobem: Pfedpokladejme, Ze mame néjaky objekt
v trojrozmérném eukleidovském prostoru, na ktery chceme aplikovat konformni

transformace. Objekt zobrazime v pétirozmérném prostoru Minkowského,



aplikujeme na néj odpovidajici Lorentzovu transformaci a zobrazime ho zpét do
trojrozmérného eukleidovského prostoru. Toto je jedna ze zakladnich myslenek
pouziti konformni geometrické algebry. Vyse jsme si tuto myslenku ukazali pomoci

bodU, v dalsi ¢asti si ukdzeme, Ze lze z bodu prejit i na dalsi geometrické objekty.

Specidlni teorie relativity

Pro tuto kapitolku bylo vyuZito informaci z wikipedie a ChatGPT.

Specialni teorie relativity je fundamentalni teorie v oblasti fyziky, ktera popisuje
prostor, ¢as a pohyb v méfitku, kde je nutné zahrnout relativistické efekty. Byla
formulovéna Albertem Einsteinem v roce 1905 a ddle rozvijena v priibéhu 20. stoleti.
Hlavnim cilem této teorie je popsat fyzikalni zdkony, zejména ty, které se tykaji pohybu
téles, ve vztahu k rychlosti, gravitaci a elektromagnetismu.

Specidlni teorie relativity se zakladad na dvou zakladnich postulatech, které jsou
vzajemné propojené a maji duleZité duUsledky pro chdpani fyzikdlnich jevl. Prvnim
postuldatem je princip relativity, ktery fika, Ze fyzikalni zakony jsou stejné v kaidém
inercidlnim referencnim ramci. Tento postulat znamen3, Ze neexistuje Zzadny univerzalni
referencni rdmec, ve kterém by byly fyzikdIni zdkony zcela jednoznacné. Namisto toho
jsou fyzikalni jevy popsany vzhledem ke konkrétnimu referenénimu ramci.

Druhym postulatem specidlni teorie relativity je postuldt o konstantni rychlosti
svétla, ktery rikd, Ze rychlost svétla ve vakuu je konstantni a nezavisi na rychlosti zdroje
nebo pozorovatele. Tento postulat ma dllezity vyznam pro chdpani relativistickych
efektl, zejména zkraceni délky a ¢asové dilatace.

Zkraceni délky a ¢asova dilatace jsou dva dUleZité relativistické efekty, které jsou
pozorovatelné pfi pohybu téles blizko rychlosti svétla. Zkraceni délky znamen3, Ze délka
télesa v sméru jeho pohybu se zkrati. Casova dilatace znamena, Ze &as v pohybujicim se
télese plyne pomaleji nez v télese klidu. Tyto efekty jsou dobfe popsany pomoci
Lorentzovych transformaci, které jsou matematickym vyjadfenim zmén fyzikalnich

veli¢in v relativistickych podminkach.



KONFORMN{ GEOMETRICKA ALGEBRA
Pro tuto kapitolu bylo vyuzZito informaci z wikipedie, ChatGPT, [3] a [5].

Konformni geometricka algebra (CGA) je relativné novy matematicky koncept,
ktery se stdva stale vice popularnim diky své schopnosti popsat geometrii v libovolné
dimenzi euklidovského prostoru. Tato algebra rozsifuje klasickou geometrickou algebru
(GA), ktera pracuje pouze s vektory v trojrozmérném euklidovském prostoru.

V CGA jsou vektory reprezentovdny pomoci tzv. konformnich vektord, které
zachovavaji vzdalenosti a uhly. Tyto konformni vektory jsou reprezentovany pomoci
bladel (také nazyvanych snopt), které odpovidaji urc¢itému poctu vektor( a reprezentuji
urcitou plochu v euklidovském prostoru.

Jednim z hlavnich pfinosi CGA je moZnost popisu projektivni geometrie v
euklidovském prostoru. Projektivni geometrie se zabyva vztahy mezi body a pfimkami v
euklidovském prostoru, pfiéemz ignoruje vzdalenosti a uhly. CGA umoZnuje popsat
projektivni geometrii pomoci konformnich vektor(i a projektivnich transformaci.

Dalsi vyhodou CGA je moZnost popisu rotaci a translaci v euklidovském prostoru
pomoci jediné transformace, tzv. spinoru. Spinor je specialni typ bladeu, ktery umoziuje
provadét rotace a translace soucasné. To umoznuje mnohem efektivnéjsi a presnéjsi
popis pohybu v euklidovském prostoru.

CGA ma Siroké uplatnéni v riznych oblastech jako pocitacova grafika, robotika
nebo molekularni biologie. V pocitacové grafice se CGA vyuZiva pfi popisu rotaci,
translaci ¢i projekci. Vrobotice ji pouzivame pro modelovdni a fizeni pohybu,

v molekularni biologii ji popisujeme molekularni struktury.

Necht V je koneénérozmérny redlny vektorovy prostor. Definujeme dudlni

vektorovy prostor
V* ={f:V = R|f je linedrni zobrazeni}.

Prvklim vektorového prostoru V* rikame kovektory, nebo také 1-formy. Pokud
ey, ..., e, je bazi vektorového prostoru V, uvazujeme dudlni bazi e}, ..., e™. Kovektor et
je uréen podminkou e'(e;) = &/, kde &/ je Kroneckerdv symbol.

Definujeme prostor p-vektoru

NPV = {f: V" x ..XV* > R|f je p — lindrni a antisymetrické},
P



p-vektorim také jinak fikame blade ([:blejdy:]).

Zobrazeni f je p-linedrni, pokud
f(61,....0i—1,a60; + bA,0;4, ...,0,) = af (04, ...,0,) + bf (61, ... i1, 4, 0i41, ... 6,),

vie{l,2,..,p},Va b ER,VO,,..,0,EV,AEV".
Zobrazeni f je antisymetrické, pokud
f(01,,0i-1,0:41,0;,...,0,) = —f (04, ...,0i-1,0;, 0141, ..., 0,),
Vie{23,..,p}V0,,..,0, EV".

Necht vy, ..., v, € V. Definujeme p-vektor vy A ... A v, podminkou
(W1 A A1) (04, .., 0,) = Zaesp sign o 04501)(V1) . Og(p)(Vp), 04, ..., 0, EV7,
kde S, je symetricka grupa a sign o je znameénko permutace o € S,,.

Da se ovérit, ze pokud ey, ..., e, je baze vektorového prostoru V, pak p-vektory
e, A ...Aeip,l SHE<R<<p<sn

tvofi bazi prostoru APV.
Takze dim APV = (;}) Dale A'V =V, APV = 0, pokud p > n, dim A"V = 1.
Vnéjsi soucin

Definujeme vnéjsi soucin jako

APV X N1V — APV,
Podminkou je
(Vi A AV ) A (UL A AUG) = D3 A AT AUy L Al
VVq, ooy Upy Ug, o, Ug € V.
UvaZujeme vektorovy prostor
NV =@y NPV =ROVOAVD..OA"V,

kde @ je prfimy soucet vektorovych prostorl. Na vektorovém prostoru mame

operaci vnéjsiho soucinu A, ktera zadava strukturu algebry na prostoru AV. Tato algebra

je vnéjsi algebrou prostoru V.

= n
dim AV = ()z 1+ 1" =2"
;p 1+ 1)

Vnéjsi soulin se zapisuje uAv a plati antikomutativita, distributivita a

asociativita:

uAv =—WwAu),



UA(WAW) =uAvV+UAW,
uAN(WAw) =UuADV) AW,
Vnéjsim soucinem dvou rovnobéznych vektor( je nula:
uAu=—uAu) =0.

Vnitini soucin

Vnitrni soucin znac¢ime u - v. V eukleidovském prostoru ho miizeme chépat jako
skaldrni soucin vektord. Pro kolmé vektory je vnitini soucin nulovy, tedy pro baze plati:

e, e, =0, e, e3 =0, e, e3 =0.

Vnitini soucin vyuzivdme k vypoctu uhld a vzdalenosti.

Geometricky soucin
Necht V je prostor Minkowského R*
V = R,
Pak zavedeme na AV strukturu geometrické algebry. Pfedevsim definujeme
geometricky soucin dvou vektora
uww=uAv+u-v € N°VOR,Vu,veV.

ProtoZzev:-u =u-vauAv = —(vAu),zposledni rovnosti vyplyvad

1
u-vzz(uv+vu)ER,

1
u/\vzz(uv—vu) € N%V.

Pouzitim posledni rovnosti se da rozsitit geometricky soucin na cely prostor AV.

Prostor RY* s novou operaci ndsobeni se jmenuje konformni geometricka algebra (CGA).



V konformni geometrické algebfe budeme vyuzivat péti bazovych vektor( — tfi

zakladni vektory z eukleidovského prostoru e, e, a e3 a dalsi dva nazveme e, a e_. Plati
e? =1, e?=-1, e,e_=0.

Pro geometrické uchopeni a vypocty ale vyuZzivdme vektorl e, a ey, kde e,
mUlzZeme povaZovat za pocatek a e, za nekonecno. Tyto vektory poté definujeme
pomoci vektorl e, a e_ takto:

ey = %(e_ —e;), o =€e_+e,.
Tyto vektory jsou nulové, protoze plati
et =eZ =0,
a jejich vyndsobenim ziskame -1
€' € =—1.

Pro objekty z3D prostoru, které jsou zadany linedrni kombinaci bazovych

vektor(l e;,e; a e3 plati
X =x,6, + Xy, + x3€3.

Pro zobrazovani objektl vyuzivame dvé rGzné notace — IPSN a OPSN. My se

budeme zabyvat predevsim interpretaci v IPSN, ale nékteré priklady bude vhodnéjsi

popsat v OPSN.

Pseudoskaldr
Véimnéme si, ze dim A°R¥* = 1. Tento jednorozmérny vektorovy prostor ma
bazovy vektor e; Ae; AesAep Ne_ =e; Ney ANez Aey Aey. Tento blade paté tridy
oznacime jako I a budeme ho nazyvat pseudoskaldr. VSimnéme si, Ze
egNey; NesNep Ne_ = e;e,e364,6€p.
Pak plati
Il =(e;ANe; NesNep, Ne_)(e;Ne; Nes Ne, Ne_)
= (ejeze3e.e_)(ejeye3e,e ) = —1.
Necht A € ARY. Definujeme jeho dudlni objekt
A = —Al
Plati
(A" = All = —A.



Bod
Bod ve 3D je prostoru je dan pomoci tfi soufadnic. Do 5D prostoru ho
promitneme pomoci linedrni kombinace péti bazi za vyuZiti predpisu:
P=x +%xze00 + e,
kde x? je skalarni soucin
x? =x? +x2 + x3,

tedy bod P(1; 2; —3) by vypadal takto:

1
P=P(1;2;-3)=x+ Exze00 + eq
1, 2 2
= x,e, + x,e, + x3e3 + E(x1 + x5 + x5)eq + €

1 1
= le; + 2e, — 3e; + 5(12 + 22+ (=3)De, + ey =e; + 2e, — 3es + 514600 + e
= ey +2e, —3e3+7e, + €
Sféra
Sféra je zadana pomoci bodu a poloméru rovnici:
S=P—21r2,,
2
Po dosazeni rovnice bodu ziskame:
S=P —%rze00 =x +%xze00 + e, —%rze00 =x +%(x2 —1r2)ey, + €.
Sféra se sttredem v bodé P(0; 1; —1) a s polomérem r = 2 by vypadala takto:
1 1
S=x +§(x2 —1%)e,, + ey = 0e; + le, — leg +§(02 + 12+ (—1)%e, + €
=e,—e3te,+e
Sféru mimo jiné mGzeme vyjadfit pomoci Ctyr rlznych bodd, kterymi prochazi.

Poté je dana predpisem

S*:Pl/\Pz/\Pg/\P4.



Rovina
Rovina je zaddana pomoci normalového vektoru n a vzdalenosti d od pocatku
soustavy.
T=n+deg.
Druhou moZnosti je zobrazeni roviny pomoci tfi bodu, kterymi prochazi a bodem
v nekonecnu reprezentovanym bdzovym vektorem e,

T[*:P]_/\Pz/\Pg/\eoo.

Kruznice
KruZnici vytvofime pomoci priniku dvou rtznych sfér
C=S8 NS,
Dalsi zplisob je zadani tti bod(, které na kruznici lezi
C"=P, AP, \P;.
Primka
Stejné jako kruznice je prlsecnice dvou sfér, tak primka je prusecnici dvou
rdznych rovin
l=m, ANy,
Pfimku také muiZeme chdpat jako kruznici s nekoneénym polomérem. Zde si
vypomUzeme dvéma body, kterymi pfimka prochazi, a bodem v nekonecnu

l*:P]_/\Pz/\eoo.

Dvojice bodi
Poslednim ze zakladnich objektd je dvojice bodu. Je dana prinikem tfi rliznych
sfér
Pp =S8, AS; A Ss.
Jednodussi zapis je pfimo pomoci dvou bodu

Pp* =P, AP,



OBJEKT IPSN notace OPSN notace

Bod P :x+%xzem+eo -

S=P—2r2e, S*=P,AP,AP; AP,
2
T=n+dey, n" =P, AP, AP; ANey
C:S:lASZ C*:Pll\PzAP3
l=m AT, I"=P, AP, Neg
Dvojice bodu Pp =S, ANS; A S5 Pp* =P, AP,

Tabulka 1: Reprezentace zdkladnich objekti

V tabulce vySe nalezneme reprezentaci zakladnich objektd v 5D prostoru
s vyuZitim IPSN ¢i OPSN notace. Tu€néji vyznacené n a x reprezentuji objekty z 3D

prostoru.



PRAKTICKA CAST
PROGRAM CLUCALC

Je to vzhledové jednoduchy open-source program, ktery vyuziva jazyka C++ pro
védecké vyuziti. Vyuziva se pro matematiku, fyziku i informatiku, mize byt vyuzivan jako
jednoduchy kalkulator, ale zvladne také grafické animace. Prosttedi si lze mirné upravit,

pridat externi knihovny a tim rozsifit funkce programu.

Q CLUCalc w32 by €. Perwass - Intro 4 3.clu - o x R

Eie Edt Search Code Presentaton Window Help Visualzation Code Presentation  Window

MW P nros3 -

Standard Mouse Mode ¥

j CLUCalc 4.3.2

Weicome to CLUG
tinks to example scrip n may
‘want to have a look at. All of these and
more can be found in the

"ExampleScr folder that comes
‘with your C stallation. If you
ill see the result

clic! lin
in the visualization window to the
right

of CLUCle as well
cripts and the online heip

pages can be found on

www. clucale.info

ting a new script, click on
indow and select the menu
iten Jew File'. Help on
CLUCalc and CLUScript are available
through the menu 'Help->Content' in
the editor window

+ Intro

PR o

+ Texture Mapping
Q * Plot (1)
« Plot (w. texture map.)
Ed View Wndow * Lighting P

* Gravitation
+ Read Data
+ Robot
* Stereo Camera System
+ Camping
* Conic Intersection

Get At from www.CluCalc.info

Obr. 3: Program CLUCalc

Jeho vzhled neni zrovna moderni, ale dokaze to vynahradit svym vyuzitim. Po
spusténi se uzivateli zobrazi tfi zdkladni okna — vizualizace, vstup a vystup (viz. obrazek).
Do vstupu se vkladaji vzorce a pfikazy v jazyce C++. Ve vystupu najdeme vysledky
vypocltl a textové odpovédi programu, podobné jako prikazovy radek u operacnich
systémuU nebo konzolovych aplikaci. V okné vizualizace se zobrazuje graficky vystup ve

2D nebo 3D. Program dokaze vykreslovat grafy, geometrické objekty, ale také animace.

Veskeré zaddvané prikazy jsou v anglictiné. Jednotlivé objekty Ize barevné odlisit
pomoci barev — Red, Blue, Green, Yellow, ... Z barevnych modell se da vyuzit jak RGB,
tak doplrikovy CMYK Kdykoli se pouzije barva, bude vyuzivana pro veskery ddle napsany
obsah aZ do dalsi zmény barvy. Dalsi duleZitd soucdst syntaxe je oddélovac. Jako
oddélovac je ve vétsiné jazykl vyuzivan strednik, jinak tomu neni ani zde. Veskeré radky

v v

je tak nutné ukoncit znakem ; . CLUCalc funguje jako kalkulator, kde vétSina vypoctl bézi



na pozadi a maximalné se zobrazi vysledek. Pro grafické vyobrazeni je nutné pred
zobrazované radky pridat dvojtecku ( : ), jinak se v grafickém okné zobrazi pouze zakladni
krychle s barevné zvyraznénymi bazemi.

Pro grafické vykreslovani je také dllezité programu sdélit, v jakém prostoru se
budeme nachdzet. Program CLUCalc dokdZe vykreslovat jak 2D tak 3D grafiku. Pred
samotnym zapisem pozadovanych objektl je tedy nutné specifikovat prostor, pripadné
typ systému pro vypocty a zobrazovani. Pfi praci dale musime dbat na americky zplsob
zapisu — program nezna desetinnou c¢arku a musime ji tedy nahrazovat desetinnou
teckou, jinak se v okné vystupu zobrazi chybova hlaska.

V grafickém okné nejsou vSechny objekty vidy dobre vidét, pomoci mysi lze

objekty natacet, pfibliZovat i oddalovat dle potreby.

V nasledujicich odstavcich si ukazeme, jak vypadaji pfikazy v Eukleidovském
prostoru, tedy klasickém 3D prostoru, ktery normalné vyuzivame a dokaze si ho
predstavit i pouhy laik, ktery prosel zakladni Skolou.

Prostor musime na zacatku programu specifikovat. Pro eukleidovsky prostor
vyuzijeme prikaz DefVarsE3 (), tedy prekladu do laické feci — definujeme eukleidovsky
prostor, ktery ma tfi dimenze. Po této deklaraci mUZeme jiz pracovat s dalSimi prikazy a

prvky, které zname — baze prostoru, body, vektory a dalsi.

:"_ CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - Untitled 2 {(modified) - a
File Edit Search Code Presentation Window Help

M P Untiled 2 -
DefVarsgE3();

I

Obr. 4: Definice trojrozmérného eukleidovského prostoru

Zapisy jednotlivych zdkladnich prvk( eukleidovského prostoru si ukdzeme

v ndsledujicich odstavcich.




Vektor

K zobrazeni vektorl vyuiivdame bdzové vektory e;,e;ae; vzakladni
eukleidovském prostoru. Mlzeme je zavolat pomoci explicitniho jména ¢i zastupnou
proménnou, napf.: a=el.

Zakladni barva pro vykreslovani je Seda (bila), ale Ize ji jednoduse zménit pomoci

pfikazu. Ve vzorovém kodu jsem vyuzila Zlutou barvu, ktera je l1épe viditelna.

~

Q CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - Untitled 2

Fle Edt Search Code Preseniston Window Heb
W P Unea2 -

DefVarsE3();

Edt  View Window

M oHd m ® o 4 ) X & W« = § ~ 3 Zd) ks w2 B

Obr. 5: Bdzové vektory

DefVarsE3 () ;

:Yellow;
ra=el;
tb=e2;

1c=e3;

Tento kdd ndm doprostfed zobrazovaci krychle wvykresli bazové vektory
e1, ey a ez zlutou barvou. Vektory jsou zobrazovany pomoci polopfimek a Sipkou na
Uubézném konci.

Program neni limitovan pouze na pouziti zdkladnich bazovych vektort, umi
vykreslit i jejich linearni kombinace. Napriklad vektor f: (0,5; —2;2) vyobrazime
pomoci linedrni kombinace bazovych vektorl a v programu ho zobrazime pomoci

tyrkysové barvy, aby byl odliSen od zdkladni zobrazené baze.



a2 Q. CLUCalc v43.2 by C. Perwass - Untitled 2 O ®
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Obr. 6: Zobrazeni vektort

DefVarsE3 () ;

:Yellow;
tel;
e?2;

e3;

:Cyan;
:f=0.5*el-2*e24+2*e3;



Rovina

Pro vykresleni roviny musime vyuzit vnéjsi soucin vektor(. Rovina je zobrazena

jako kruh (kruhova plocha). Ve starsi verzi programu se zobrazovala stejné, jako jsme

zvykli ze stfedoskolské geometrie, tedy obdélnikova plocha. Pro vykresleni ploch lze

vyuzit jak bazovych vektorl e;, e, aes, tak jejich zastupnych proménnych. Pro

prehlednost jsem nastavila barvu roviny na fialovou.

Q CLUCalc w432 by C. Perwass - Untitled 2 (modified)
Fle Edr Search Code Presentaton Window Hel
M P Unitied 2 -

DefvarsE3();
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Obr. 7: Zobrazeni roviny

DefVarsE3 () ;

:Green;

tel*e2;

Window




Pfi zobrazovani vice rovin je vhodné kaidou barevné odlisit, abychom méli

vizualni prehled. Zobrazeni tfi na sebe kolmych rovin z bazovych vektori by poté

vypadalo nasledovné:

< 2 CLUCalc v432 by C. Perwass - Untitied 2

n  Window

Fie Edt Search (Code [Presemtaton Window Hel
B b United2 -
Defvarse3();

Yellow;

Edt View Window
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Obr. 8: Na sebe kolmé roviny

DefVarsE3 () ;

Yellow;
el;
e2;

e3;

:Cyan;
:Pl=el*e2;
:Red;
:P2=e2*e3;
:Green;

:P3=e3*el;



Prostor

evs

Pro vyobrazeni trojrozmérného prostoru vyuZijeme vnéjsi soucin bazovych

vektora. V grafické vizualizaci se namisto o¢ekdvané koule zobrazi krychle dané barvy.

Fie Edi Search Code Preseniaton Window Help

Edt View Window

Obr. 9: Zobrazeni prostoru

DefVarsE3 () ;

:Red;
:PX=el*e2*e3;

JCalc v4:3.2 by €. Pen




Vse vySe popsané pocitalo s praciv 3D eukleidovském prostoru. V nasem pripadé
se ale budeme zabyvat predevsim 5D Minkowského prostorem, tedy vSechny zakladni
struktury vyjadfujeme pomoci péti souradnic. Patd dimenze je pro ¢lovéka Spatné
predstavitelnd, v pocitaci s ni umime pracovat pomoci Cisel, ale vizualizace neni mozna.
Proto prvky z5D Minkowského prostoru dokazeme vizualizovat pomoci programu
CLUCalc do 3D Eukleidovského prostoru, tedy toho, ktery dokdazeme vnimat. Program
CLUCalc dokdze s vice rozméry pracovat pomoci vypoctl. V dalsi ¢asti si ukazeme, jak
vypadaji zakladni prvky zapsané pomoci péti souradnic.

Nyni pro grafické zobrazovani musime vyuzit novou definici prostoru. Pro vyuZziti
vice souradnic pouzijeme definici DefVarsN3(), ktera zobrazuje vypocty vice soufadnic
do tfi.

Zakladni Eukleidovsky prostor se soufadnicovym systémem x,y,z (e;, €3, €3)
doplnime o dva nové bdazové vektory e, a ey. Pro toto zobrazovani se pouzivaji dvé
interpretace — IPNS a OPNS. IPNS (Inner Product Null Space) je vSseobecné vice vyuZivany.
Pro zobrazovani a vypocty vyuziva vnéjsi soucin a jeho zapis je jednodussi. OPNS (Outer
Product Null Space) moc vyuZivany neni, jeho zapis je slozitéjsi, ale program ho umi
interpretovat také. Pro definici systému musime zapsat za definici prostoru :IPNS nebo
:OPNS.

Posledni nutna definice se tyka zobrazovani téles. Pokud chceme télesa pln3,
definujeme je jako N3_SOLID, v pripadé draténych modell vyuZijeme definice

N3_WIRE.



Bod

Bod muizZeme interpretovat jako sféru s nulovym polomérem. Program CLUCalc

bod vykresli jako maly ¢tverecek odpovidajici barvy.

2 Q CLUCale v4.3.2 by C. Perwass - sfera - o x
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DefVarsN3 () ;

IENS;

:N3_SoLID;

iRed;

‘Point=el+ed+ernfel;
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Obr. 10: Bod
DefVarsN3 () ;
: IPNS;
:N3 SOLID;

:Red;

:Point=e2+e3+einf+e0;



Dalsim a znacné jednodussim zpUsobem, jak vykreslit bod, je pouZiti vestavéné
funkce VecN3(). Do zavorek poté pouze dosadime souradnice v eukleidovském

prostoru, tedy pocatek soustavy by vypadal VecN3(0,0,0).

Q Q CLUCale vA.3.2 by C. Perwass - bod

File Edt Search Code Presentation Window Help
» b bod -

DefVarsN3 () ;
IN3_IENS;

0 Code Presentation Window

“Red;
fa=VeeN3(0,0,0);

*Green;
“b=VeeN3(0,1,0);

Edt  View Window
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Obr. 11: Vice bod(i

DefVarsN3 () ;
:N3 IPNS;

:Red;
ta=VecN3(0,0,0);

:Green;

:b=VecN3(0,1,0);



Sféra
Pro nasi animaci je dllezité zobrazovani koule (sféry). Kazdou sféru reprezentuje

bod, ze kterého vychazi, a polomér. Na ukdzku si ukdZzeme vytvoreni kompaktni sféry

v pocatku.

S

Fie Edt Search Code Presentaon Window Hep
» P sfera -
DefvarsNi();

*IENS;

IN3_SOLID;

“Red;

*S=cinftel;

o

Edt View Window
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Obr. 12: Sféra
DefVarsN3 () ;
: IPNS;
:N3 SOLID;

:Red;

:S=einf+e0;



Druhym zpUsobem, jak zobrazit sféru, je vyuZiti ¢tyf bodd. Na obrazku nize si

ukdZeme dratény model vytvofeny pomoci Ctyf bodU, které jsou barevné zvyraznény.
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Obr. 13:Drdténd sféra pomoci Ctyr bod(

DefVarsN3 () ;
: IPNS;
:N3 WIRE;

:Red;
:A=VecN3(-0.5,0,1);
:Blue;
:B=VecN3(1,-0.5,2);
:Green;
:C=VecN3(0,1.5,3);
:Magenta;

:D=VecN3(0,2,2);
:White;

:Sphere=* (A"B"C"D) ;

?Sphere;



Rovina

Jiz vySe jsme si ukazali, jak vypadd rovina v 3D prostoru. Nyni mame rovinu v 5D
prostoru, kterou definuje normdlovy vektor ve 3D prostoru a vzdalenost od pocatku.
Dalsi zpUsob, kterym mlzZeme rovinu zobrazit, jsou tti body, kterymi rovina prochdzi. Da

se tedy fici, Ze je to sféra s nekone¢nym polomérem.

5

Fle Edt Search Code Presentaton Window Help
W P rovinaz -
DefVarsN3 () ;

IN3_IENS;

:cyan;

:Plane=e2+einf;

Edt  View Window
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Obr. 14: Rovina

DefVarsN3 () ;
:N3 IPNS;

:Cyan;

:Plane=e2+einf;



Kruznice
KruZnice je vykreslend pomoci tFi bodl. VyuZiva se duality vnéjsiho soucinu, coz
v kédu znacime pomoci znaku * pred zavorkou. CLUCalc nam kruZnici vypocte a jeji

rovnici si nechame zobrazit ve vystupnim okné pomoci pfikazu ?Circle.

] QA CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - knuznice

N Code Presentation Window

Fle Edt Search Code Preseniaion Window Help

M b kruznice -

DefVarsN3();
IN3_IENS;

-

Ed  View Window

Circle = -0.125 e31 + -0.125 e12 + -0.125 e2"e + 0.125 e3"e + 0.5 e2"e0 + -0.5 e3"e0
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Obr. 15: KruZnice

DefVarsN3 () ;
:N3 IPNS;

:Blue;
:a=VecN3(0,-0.5,-0.5);
:b=VecN3(0,0.5,0.5);

:c=VecN3(0.5,0.5,0.5);

:Yellow;

:Circle=* (a"b"c);

?Circle;



Primka

Pfimku muUZeme uchopit jako degenerovanou kruZnici s nekonecnym
polomérem. Mame tedy dany dva body, kterymi pfimka prochazi a bod v nekonecnu. P¥i
vykresleni se mUZou stat rGzni nepresnosti. Pfimka mulze vypadat, jako uUsecka (viz
obr. 16), pfimka je vykreslena jen z ¢asti a prochazi pouze jednim bodem ¢i zadnym. Je
to pouze dano vykreslenim, objektové je to opravdu primka, ktera nekon¢i ani na jedné

Ubézné strané.

Q Q CLUCsle vd.3.2 by C. Perwass - primka - [u) X

Fle Edt Search Code Presentaton Window Hep on  Window
» P primka -
DefVarsN3();

SIENS;

*Blue;
‘a=VeoN3(0,-1,-1);
Tb=VecN3(0,1,1);

tYellow;
Iline=* (a®b™einf);

Pline;

=

Edt  View Window

line = -2 €31 + -2 el2
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Obr. 16: Pfimka

DefVarsN3 () ;
: IPNS;

:Blue;
:a=VecN3(0,-1,-1);

tb=VecN3(0,1,1);

:Yellow;

:line=* (a”"b*einf) ;

?line;



Zrcadleni
Zrcadleni probiha pres zrcadlici plochu. Zrcadlit Ize libovolny objekt, ktery z obou
stran vynasobime danou plochou. Na obrazku nize zrcadlime cerveny vektor v pres

modrou plochu. Vysledny zrcadlovy vektor v’ ma Zlutou barvu.

- o x |Q
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Visualization  Code  Presenfation  Window

Stanard Mouse Mode ¥

DefVarsE3 () ;
“Red;
Sv=elted;

*cyan;
:Plane=el®e2;

*Yellow;
{R=Plane*v*Flane;

B

Edit View  Window
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Obr. 17: Zrcadleni

DefVarsE3 () ;

:Red;

cv=el+e3;

:Cyan;

:Plane=el”e?2;

:Yellow;

:R=Plane*v*Plane;



Pfi vyuZivani konformni geometrické algebry pak zrcadleni vypada nasledovné:

a

Fle Edt Search Code Presenaton Window Hep
» b rootace3D v
DefVarsN3 () ;

1 IPSN;

a=VeaN3 (
b=VecN3 (

‘Red;
line=(2"p"einf);

£=VecN3 (

:yellow;

:plane=(c*d*f"einf);

Edt View Window

Obr. 18: Zrcadleni za pouZiti CGA

DefVarsN3 () ;
: IPSN;

a=VecN3(0,-0.5,-0.5);
b=VecN3(0,2,2);

:Red;

:line=(a”"b”einf);

c=VecN3(2,1,2);
d=VecN3(1,-1,1);
f=VecN3(-1.5,-2,-1);

:Yellow;

:plane=(c”"d"f"einf) ;

:Cyan;

:r=*plane*line*plane;



Projekce

Pti projekci v CGA vyuZijeme promitnuti pfimky do roviny

f=VecN3(-1.5,-2,-1);

IY¥ellow;
plane=(c*d* £ einf) ;

‘cyan;
ix=(plane- line) /plane;

Avwm G zZq) s 246 B

Obr. 19: Projekce

DefVarsN3 () ;
: IPSN;

a=VecN3(0,-0.5,-0.5);
b=VecN3(0,2,2);

:Red;

:line=(a"b”einf) ;

c=VecN3(2,1,2);
d=VecN3(1,-1,1);
f=VecN3(-1.5,-2,-1);

:Yellow;

:plane= (c”"d"f"einf) ;

:Cyan;

:r=(plane.line) /plane;



Rotace
Rotaci mGzeme provadét ve 2D i 3D. Rotaci ve 2D provadime pomoci rotoru -

soucinu normalizovanych vektoru a jeho inverzu (znaceny ~R).

2 CLUCalc v43.2 by C. Perwass - rotace2D.clu
Fie Edt Seach Code Preseniafion Window Hep
» »  otace2n -

DefvarsE3();

‘Red;
fame2;

*Yellow;
Tb-l/sqrt(2) * (22423);
Icyan;

R=a*b;
TcR¥a*~R;

Edit Wiew  Window
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Obr. 20: Rotace ve 2D

DefVarsE3 () ;

:Red;

ra=e?2;

:Yellow;

:b=1/sqgrt (2) * (e2+e3) ;

:Cyan;
R=a*b;

:c=R*a*~R;



Ve 3D je rotor popsan pomoci exponencidlni funkce a vyuziva normalovy vektor

plochy pro rotaci.

Q 2 CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - rootaceaD - o X
File Edit Search Code Presentation Window Help Visualization Code Presentaton Window
M b rootace3D -

DefVarsE3();

:Yellow;
plane=—3%zls6%20 2%e3;

planc=planc/sqrt (plane - plane) ;
tp=*planc;

angle=Pi/3;
R=exp (-0.5%angle*p) ;
:Cyan;
:rotace-R¥a¥*~R;
1
=

Edt  View Window

Obr. 21: Rotace ve 3D

DefVarsE3 () ;

:Red;

ra=e2+e3;

:Yellow;
plane=-3*el+6*e2-2*e3; //vektor

plane=plane/sqgrt (plane.plane); //normalizovany
vektor
:p=*plane; //rovina

angle=Pi/3;
R=exp (-0.5*%angle*p) ;

:Cyan;

:rotace=R*a*~R;



Pro animovani vyuzijeme na zaCatku programu prikaz _DoAnimate=1;. Tento
pfikaz pracuje s pohyblivym prvkem, nej¢astéji ¢asem, na zakladé kterého prepocitava
aktualni polohu animovaného télesa.

Jako pfriklad si mGZeme ukazat animaci obéhu planety kolem slunce. Dle uhlu
pohledu CLUCalc zachovava fyzikalni zdkony — téleso blize pozorovateli je vétsi nez to

dale.

Obr. 22: Animace rotace kolem télesa



_DoAnimate=1;
DefVarsN3 () ;
angle=((Time*45) 3360) *RadPerDeg;

: IPNS;

:N3_ SOLID;

Red;
a=VecN3(0,-2,0);
b=VecN3(0,2,0);
Green;

axis=* (a”"b”einf) ;
axis;

axis=axis/abs (axis) ;
?axis;

?R=exp (-angle/2*axis) ;

Red;
Earth=vVecN3(2,0,0)-0.125*eint;

:Yellow;
:Sun=e0-0.5*einf;
:Blue;

:R*Earth*~R;

~ A4 ~



ZAVER

Na zavér se pokusim shrnout svou praci ze svého pohledu. Prvnim aspektem
prace bylo teoreticky popsat vyuZiti konformni geometrické algebry v pétirozmérném
Minkowského prostoru. V této ¢asti vidim své jisté nedostatky. S touto problematikou
jsem se setkala poprvé za léta svych studii jak na UHK, tak na jinych univerzitach, kterymi
jsem prosla (MFF, UJEP). Mé chdpani a uchopeni tématu bylo z pocatku velmi
problematické, prislo mi, Ze se na mé vali spousta rlznych dat a pismenek, ktera si
nedokdzZu prebrat a predstavit. Nakonec jsem do tématu alespon ¢astecné pronikla a
dokazala ho pochopit tak, abych byla schopna ddt dohromady teoretickou c¢ast
predevsim z pohledu laika, protoZe se tak i po sepsani prace, porad citim.

Druhym aspektem bylo vyuziti programu CLUCalc. Po pocatecnich problémech
s instalaci, obsluhou a syntaxi jsem si na program zvykla, zacala se v ném orientovat na
zakladni uZivatelské Urovni a ke konci psani prace mé zacala prace s nim dokonce i bavit.
Nejvétsi prekdzkou v praci s programem pro mé byly technické problémy s klavesnici,
které jsem operativné musela resit externi klavesnici a prepindnim mezi jazykovou
mutaci systému. Ddle bylo obcdas obtiZzné najit odpovidajici znaky, ale po urcité dobé
jsem si je zafixovala.

Tretim aspektem prace bylo vytvoreni ptiklad( v programu CLUCalc a jejich
prezentace. Tento bod dal zabral asi nejvice c¢asu, ale s vysledkem jsem celkem
spokojend. V praci jsou screenshoty z programu, jak dany ptiklad vypada v grafické
interpretaci, ale také prepsané kddy pro jednoduché kopirovani a pfimé pouziti (pfi
kopirovani z formatu pdf se mi propisovaly vSechny znaky oproti kopirovani z LaTeXu).

Veskeré priklady pouZité pro demonstraci prikladam také ve formatu *.clu pro
primé spusténi v programu CLUCalc.

Prace na této praci mi zabrala spoustu ¢asu, sebrala nékteré iluze, které jsem o
sobé méla, ale posunula mé dal, rekla bych aZ za hranice, které jsem méla. Naudila jsem
se diky ni ovladat novy program a novy programovaci jazyk — preci jen se fika ,Kolik
jazyk( umis, tolikrat jsi ¢lovékem.” Z matematického hlediska jsem poznala oblast
matematiky, o které jsem nemeéla ani ponéti, Ze existuje. Da se dokonce konstatovat, ze

mé tato oblast zaujala, ale nemohu bohuzel fict, Ze bych se ji naddle rdda vénovala.



Do budoucna planuji vykondvat profesi ucitele na stredni Skole, nejspiSe
gymnaziu, kde se Zaci k této oblasti matematiky ani vzdalené nedostanou. Ur¢ité maze
byt motivujici pouZiti vytvorenych skriptl a animaci pro zajemce o matematiku, mohlo
by je to motivovat zabyvat se matematikou vice do hloubky a jit ji po absolvovani stfedni
Skoly ddle studovat na Skolu vysokou, ale pro drtivou vétSinu to bude jen nezdazZivny

obrazek ¢i animace, ktera se jim graficky tfeba zalibi, ale stejné ji neporozumi.
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