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Uvod

Cielom bakalarskej prace je analyza okresov Slovenskej republiky podla nie-
ktorych demografickych ukazovatelov a porovnanie troch metod nehierarchického
zhlukovania. Chceme zistit ¢i st okresy Slovenskej republiky nejakym spdsobom
podobné, ¢i nepodobné a na zéklade toho vytvorit zhluky. K tomu je v praci
vyuzité zhlukova analyza, ktora je jednou z technik viacrozmernej analyzy tda-
jov. Zhlukova analyza slizi k triedeniu objektov do zhlukov tak, aby si objekty
zaradené do rovnakého zhluku boli ¢o najviac podobné a naopak ¢o najviac nepo-
dobné s objektami v ostatnych zhlukoch. V praci sme vychadzali predovsetkym
z literatury Rona Wehrensa ,Chemometrics with R”. V tejto praci su podrobne
popisané postupy hierarchického a hlavne potom nehierarchického zhlukovania.

Pred aplikovanim samotnej zhlukovej analyzy st tdaje najskor overené po-
mocou prieskumovej analyzy udajov. Cielom analyzy bolo preskumat Strukturu
udajov, pritomnost extrémnych pozorovani, ¢i udaje pochadzaju z norméalneho
rozdelenia alebo ako st medzi sebou premenné korelované. V praci je nasledne
analyzovanych celkom dvanéast premennych, demografickych ukazovatelov, stvi-
siacich so zenskou populéciou v Slovenskej republike.

Nésledne je v teoretickej cCasti hierarchickou zhlukovou analyzou s aglome-
rativnym pristupom odhadnuty vhodny pocet zhlukov. Tento odhad je vyuzity
pri nehierarchickych zhlukovacich metddach, ktoré st hlavnym cielom predloZene;
bakalarskej prace.

V tejto praci su aplikované a porovnavané tri met6dy nehierarchického zhlu-
kovania. Ide o metédu K-priemerov, Fuzzy zhlukovania a K-medoidov. Rbézne

metody nehierarchického zhlukovania mozu viest k réznym vysledkom zhlukov



okresov. Z tohto dévodu je vhodné vysledky zhlukovania porovnat. Tomu je ve-
nované zaverecna Cast prace. Spracovanie udajov v celej praci je pomocou Statis-
tického softwaru R. V celej préaci sme pouzili kniznice cluster, NbClust, mclust,

flexclust, factoextra a tidyverse [10].



Kapitola 1

Uvod do zhlukovej analyzy

Prva systematickd zmienka o zhlukovej analyze sa spaja s americkym psycho-
logom R. C. Tryonom. V roku 1939 prvykrat vykreslil metoédy zhlukovej analyzy
a neskor pokracoval v ich rozvinuti. Zhlukova analyza je v sucastnosti velmi po-
pularna met6da mnohorozmernej Statistiky.

Co to vlastne zhlukové analyza znamena? Zhlukova analyza sluzi na zara-
denie objektov do skupin na zéklade podobnosti tychto sledovanych objektov.
Znamené to, ze objekty, ktoré s podobnejsie, budu v jednej skupine a buda me-
nej podobné s objektmi z ostatnych skupin. Tieto skupiny sa v zhlukovej analyze
nazyvaju zhluky alebo klastre. Metdda zhlukovej analyzy sa pouziva pre viacroz-
merné datové subory a mé za tlohu z velkého poc¢tu tdajov vybrat len potrebné
informécie, s ktorymi sa ndm bude I'ahsie dalej pracovat. Vyuzitie zhlukovej ana-
lyzy je velmi 8iroké. Uplatnenie mozno néjst napriklad v medicine, ekonémii,
biologii a d'alsich vedeckych odboroch a praktickych aplikiciach. Pri analyze de-
mografickych procesov sa mozno tiez stretnut s aplikdciou zhlukovej analyzy.

Pojem zhluk si lepsie vysvetlime na nasledujicom grafe. Pre pojem zhluk
pritom neexistuje vSeobecna definicia, preto vysledkom tejto metody moze byt
vzdy rozdielna Struktura zhlukov. Zhlukom mézeme rozumiet skupinu pozorovani,
ktoré st v ur¢itom zmysle blizke nejakému reprezentantovi danej skupine.

Na obr. 1.1 médme déatovy subor ndhodne vygenerovany z normélneho rozde-

lenia, ktory je tvoreny dvojrozmernymi pozorovaniami (z1, xs).
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Obr. 1.1: Zobrazenie zhlukov

Z grafu je zrejmé, ze sa nam sledované udaje zoskupili do troch viditelnych
zhlukov. Mézeme teda povedat, Ze objekty v zhluku su si viac podobné medzi
sebou ako s objektami z ostatnych zhlukov.

Vyber metody na tvorbu zhlukov zalezi aj na tom ako sa zhluky tvoria a ako
pocitame podobnost objektov v zhluku. Pri zhlukovani objektov sa najcastejsie
pouzivaju dve skupiny metdd, heuristické metdédy a metody zalozené na modely.

Heuristické metédy sa dalej delia na hierarchicé a nehierarchické metody.
Rozdelenie je podla toho, akym systémom si tvorené vysledné zhluky.

Pri zpracovani kapitoly o zhlukovej analyze, hierarchickom aj nehierarchickom

zhlukovani boli vyuzité predovsetkym zdroje [3],[6] a [LT].

1.1. Analyza vstupnych tdajov

V tejto casti priblizime demografické udaje, ktoré budu v dalsich castiach ana-
lyzované metédami zhlukovej analyzy. Pomocou tychto tidajov bude ozrejmené
problematika zhlukovej analyzy v priebehu celej prace.

V Slovenskej republike je v stcasnosti podla medzinarodnej klasifikacie Stat-
nych tzemnych celkov NUT'S 4 celkom 8 krajov, 79 okresov a 2890 obci a miest.

Udaje stt demografické procesy v réznych okresoch Slovenskej republiky z roku
2016. Okresy st tuzemné jednotky stredného stupna. Vybranym rokom analyzy
je rok 2016 nakol'ko v dobe pripravy tejto préace neboli vSetky udaje za rok 2017
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publikované. V préci je analyzovanych celkom 12 ukazovatelov, ktoré pochadzaju
z verejnej databazy Slovenského Statistického uradu [I]. VSetkych 79 okresov

mozeme vidiet v néasledujucej tabulke:

Bratislava I

Nové Zamky

Rimavska Sobota

Bratislava, IT Sala Stara Lubovia
Bratislava II1 Topol¢any Stropkov
Bratislava IV Zlaté Moravce Svidnik
Bratislava V Tvrdosin Vranov nad Toplou
Malacky Zilina Bardejov
Pezinok Bytca Humenné
Senec Cadca Kezmarok
Dunajska Streda Dolny Kubin Levoca
Galanta Kysucké Nové Mesto Medzilaborce
Hlohovec Liptovsky Mikuléas Poprad
Piestany Martin Presov

Senica Néamestovo Sabinov
Skalica Ruzomberok Snina

Trnava Turcianske Teplice Spisska Nova Ves
Béanovce nad Bebravou — Velky Krtis Trebisov

[lava Zvolen Gelnica
Myjava Zarnovica Kosice 1

Nové Mesto nad Vahom Ziar nad Hronom Kosice I1
Partizanske Banska Bystrica Kosice II1
Povazska Bystrica Banska Stiavnica Kosice IV
Prievidza Brezno Kosice - okolie
Puachov Detva Michalovce
Trenc¢in Krupina Roznava
Komaérno Lucenec Sobrance
Levice Poltar

Nitra Revica

Podkladom pre zhlukovii analyzu je nasledne zdrojova matica typu n x p.

V p stipcoch zdrojovej matice sa nachadzaju premenné, demografické ukazovatele.
V n riadkoch st objekty, okresy SR, na ktorych su tieto premenné namerané.
Prvky matice oznacujeme x;;, ktoré predstavuja hodnoty j-tej premennej,

7 = 1,2,...,p, ktorda bola zistena u ¢-tého objektu, ¢ = 1,2,...,n. V naSom

pripade p =11 an = T79.
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2016 feny Ll | Xz X3 Xa Xs Xs Xz Xe Xg X0 X1 X1z
Okres Bratislava | 33,77 B6,50 10,43 33,24 34,36 B2,77 13,99 16,60 1.70 43,60 36,35 2717
Okres Bratislava Il 33,16 84,93 12,12 31,96 32,71 79,02 10,01 13,40 1,40 41,40 29 46 25,06
Okres Bratislava 11l 33,65 81,38 13,12 32,16 32,69 ED,48 12,76 13,50 1,50 41,40 38,12 25,79
Okres Bratislava IV 32,43 86,40 11,25 31,94 32,29 77.45 7.B8 15,60 1,50 42,20 26,61 23,06
Okres Bratislava vV 33,87 85,34 12,43 32,03 32,83 74,13 7.02 16,90 1.40 43,80 21,96 27,54
Okres Malacky 32,19 83,89 11,74 30,57 31,53 77.19 B8.20 14,30 1.50 40,10 21,38 9,94
Okres Pezinok 31,61 84,66 11,43 31,35 32,44 77,91 B.75 14,00 1.50 41,00 2295 10,83
Okres Senec 31,65 84,14 13,73 31,76 33,05 76,53 7.34 13,70 1.50 40,20 51,94 14,80
Okres Dunajska Streda 32,07 BD,54 9.69 29,85 31,74 77,16 8,76 13,80 1.40 39,60 11,59 5. 78|
Okres Galanta 31,95 81,29 8,58 29,44 31,28 76,76 10,17 17 60 1,50 41,60 8,56 10,77
Okres Hlohowvec 31,83 B4,82 8,95 29,62 31,98 78,58 10,86 17,90 1,60 4220 8,56 10,42
Okres Piedtany 31,08 86,07 B.43 30,64 31,53 73,80 10,03 17,10 1,50 42,30 9,42 9,66
Okres Senica 31,20 82,65 927 29,89 31.46 76,55 917 13,80 1.50 38,80 B.52 10,18
Okres Skalica 31,28 83,58 9.16 30,02 31.40 78,52 9.96 16,50 1.40 41,00 6,64 727
Okres Trnava 31,82 83,12 10,23 31,21 33,51 77,88 B.51 14,90 1.50 40,30 10,67 6.68|
Okres Banovee nad Bebravou 31,14 90,73 10,22 29,49 30,50 76,51 B899 16,50 1.50 41,50 7.01 B8.19]
Okres llava 31,28 B6,59 B.43 30,34 31,03 77,31 B85 14,50 1.50 40,00 7A8 10,68
Okres Myjava 31,52 83,46 7.05 30,17 30,85 78,62 13,52 16,70 1,40 42,20 8.67 9,96
Okres Noveé Mesto nad Vahom 31,72 81,82 8,53 29,73 31,67 79,11 11,00 14,90 1.50 40,30 B.59 8,33
Okres Partizanske 31,18 84,27 8,02 29,46 31,01 78,93 9,00 17,80 1,40 42,60 TAT 10,44
DOkres Povaiska Bystrica 30.63 85,09 9,38 30,09 31,13 77.84 B, 75 15,80 1.50 40,40 4,06 B,72
Okres Prievidza 32,21 81,53 B.B6 29,72 31,89 77,02 8,99 15,70 1.60 40,80 4. 32 5.84
Okres Puchov 29,72 89,21 B.26 30,05 30,65 78,97 10,82 16,70 1.60 40,80 6,54 7.24
Okres Trenéin 31,32 86,98 B.36 31,08 32,38 75,00 9,35 15,90 1.50 41,60 B.72 7.40
Okres Komarno 32,50 BD,34 BA7 29,00 31,54 76,07 11,38 15,20 1.50 40,50 4,86 5.55)
Okres Levice 31,93 BD,75 B.42 29,08 31,13 78,19 10,79 16,20 1,50 40,60 6,14 B.44
Okres Nitra 31.59 84,82 9,81 30,20 31,52 78,02 9,98 15,90 1,50 40,20 B.44 7,83
DOkres Nowveé Zambky 31,65 82,42 7,82 29,80 31,51 78,29 11,79 15,60 1,50 41,20 6,57 757
Okres Sala 31,99 82,23 B.B6 25,42 30.70 75,43 B.B4 14,30 1.50 38,80 7,95 9,96
Okres Topoléany 31.45 83,20 7.89 30,22 31,34 78,97 89.60 13,00 1.60 38.80 770 10,15
DOkres Zlaté Moravce 30,66 87,00 8,57 28,90 31,28 78,23 11,87 15,20 1.50 40,30 B.28 11,10
Okres Tyrdodin 27,88 93,91 11,44 29,95 30,63 76,74 516 16,80 1.90 38,90 4.05 B.61
Okres Zilina 30,36 B8,79 10,28 30,56 31,40 77,49 8,40 16,00 1.40 41,10 6.83 6.33]
Okres Bytéa 27,97 93,68 8,84 29,34 30,30 78,06 10,61 15,60 1.70 38,00 10,16 B.29|
Okres Cadca 29,17 83,61 9,18 29,29 30,60 76,88 B,B6 15,60 1,50 39,50 2,58 5,16
Okres Dolny Kubin 30,13 88,26 10,36 29,95 32,14 75,85 7,66 14,60 1,70 39,30 5,60 9,31
DOkres Kysucké Nove Mesto 25,30 92,23 10,51 29,74 32,51 75,63 9,73 15,80 1.50 40,00 65,69 7.70
Okres Liptovsky Mikulas 31,09 83,21 7.68 29,49 30,93 78,39 9.13 15,50 1.60 41,20 6.16 5,70
Okres Martin 32,10 83,94 850 30,87 31,23 78,10 B.50 15,40 1.40 41,10 6,35 7.05]
Okres Namestovo 26,30 94,71 15,53 29,37 30,60 74,76 628 12,00 1.60 35.20 3.39 5.?6'
Okres Ruiomberok 30,20 B8,00 814 30,03 31,32 78,73 10,50 15,70 1.60 41,30 6,28 8,09
Okres Turfianske Teplice 31,28 88,16 7.05 29,00 34,14 79,12 12,40 17,320 1.20 42,90 10,08 11,30
DOkres Velky Krtis 31.27 B5,78 8,50 28,06 2828 77.37 10,77 17,00 1,50 40,90 5,96 11,39
Okres Zvolen 31,86 85,58 B.B3 30,38 31,88 78,13 9,73 15,80 1.50 41,60 10,20 11,01
Okres Zarnovica 30.47 B7,58 8,13 29,87 31,19 73,72 10,29 17,20 1.50 40,40 9,40 11,26
Okres Ziar nad Hronom 32,14 B5,58 7.57 29,13 30.44 78,74 10,94 16,40 1.60 41.80 724 9,99
Okres Banska Bystrica 32,84 84,22 9.07 30,87 32,12 77,80 B,37 16,80 1.60 42,80 B.56 B8.31
Okres Banska Stiavnica 29,79 B6,59 6,83 29,48 31,70 76,61 10,87 11,30 1.40 38.40 11,58 11,82
Okres Brezno 30,76 85,99 8,83 28,48 29,21 77,31 10,47 15,70 1,40 39,80 513 7 .89
Okres Detva 30,28 89,93 B17 29,40 30,86 76,87 8,07 15,90 1,60 39,60 8,53 10,15
Okres Krupina 235,44 91,89 10,13 28,68 30,12 73,29 11,78 16,90 1,70 39,60 B, 75 13,77
Okres Luéenec 32,15 78,71 B.73 28,15 25,21 76,04 10,84 17,10 1.60 41,10 7.38 7,80
Okres Paoltar 3236 79,17 9,52 29,19 25,64 75,62 11,94 17,40 1.20 42,00 7.54 14,55
Okres Rewica 30,55 83,43 10,15 26,87 29,05 74,59 10,69 18,20 1.70 42,40 7.26 8,22
Okres Rimavskad Sobota 29,13 85,88 10,47 26,51 29,40 76,71 875 16,20 1.80 39,70 512 694
Okres Stara Lubovia 27,43 94,93 13,44 27,50 29,74 75,51 6.46 13,70 1.60 37.60 2,82 7.10
Okres Stropkow 27,45 92,25 8,79 28,44 30,06 80,27 B.04 17,30 1,70 41,70 B.43 9,98|
Okres Svidnik 27,29 95,14 BT 28,15 30,56 78,24 B.59 16,90 1.80 39,90 6,07 10,94
Okres Vranow nad Toplou 26,97 92,47 13,06 27,20 28,46 76,27 B,69 14,40 1,70 37.40 4,42 B,35|
Okres Bardejov 26,54 95,70 10,43 28,11 30.09 793,08 B.95 15,60 2.00 37.90 4.04 7,82
Okres Humenne 29,32 88,80 7.48 28,83 31,30 77,60 7.58 16,40 1,60 40,10 4.69 10,80
Okres Keimarok 26,60 95,29 15,83 27,19 29,35 73,60 6,61 16,40 1.90 39,60 6.31 716
Okres Levofa 27,78 90,28 11,20 27,95 29,77 75,44 6,897 14,60 1.50 38,50 8,83 11,02
DOkres Medzilaborce 28,40 B9,66 6,23 27,18 31,41 78,62 13,44 15,10 1.50 37,50 10,16 10,82
Okres Poprad 29,73 89,88 10,92 28,92 30,12 76,20 7.25 16,10 1.50 41,30 6,32 8,33
Okres Presov 28,94 92,26 11,77 29,01 29,44 78,55 7,06 15,20 1,60 39,90 6,75 6,21
Okres Sabinow 26,87 95,36 15,63 26,86 30,83 76,68 7.29 17,00 1.80 40,30 4.19 5,96
Okres Snina 23,39 85,38 B.B4 28,89 30.47 77.06 9.74 15,60 1.60 38,80 4 .50 10,64
DOkres Spisska Nova Ves 25,29 91,02 11,95 27,15 25,51 76,57 65.94 16,10 1.70 40,20 4.15 7,98
Okres Trebifow 29,56 £9,80 10,892 27,04 29,07 75,95 8,74 14,90 1.50 38,40 5.55 B.62|
Okres Gelnica 28,87 B8,19 14,94 26,03 28,17 76,81 8,35 16,80 1.60 41,10 646 9.41
DOkres Kodice | 32,77 BD,23 B.24 31,07 31,84 78,78 B.89 15,40 1.40 40,80 21,08 20,44
Okres Kodice |1 30,72 88,29 9.84 29,73 32,08 73,95 6.65 17,50 1,40 42,90 15,64 21,22
Okres Kosice Il 34,28 79,59 9,46 31,31 33,46 693,60 6,53 14,40 1,50 40,70 17 66 30,65
Okres Kodice IV 32,59 83,13 9,02 31,41 32,21 76,81 10,59 16,00 1,60 42,60 23,35 18,70
DOkres Kodice - okolie 23,49 83,65 13,13 27,50 28 86 74,55 B.34 15,60 1.70 39,50 15,01 8,02
Okres Michalovee 29,77 88,79 9.688 27,86 29,85 75,43 B.82 15,30 1.40 38,50 626 820
Okres Roffava 33,58 80,78 10,51 27,00 29,80 77,75 10,30 15,90 1.60 41,10 4.21 7.49
Okres Sobrance 27,63 92,25 B.24 27,44 30,17 77,50 11,15 15,90 1.40 39,60 7.49 11,68

Obr. 1.2:

Ukézka demografickych dat
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Premenné si:

x1 — priemerny vek sntubencov (Zien) pri sobasi,

x9 — podiel snibencov (zien), ktoré vstupuju do manzelstva ako slobodné,
v - Ve v i

xr3 — pocet narodenych Zien na pocet obyvatelov,

x4 — priemerny vek zZeny pri poérode,

rs — priemerny vek Zeny pri potrate,

¢ — priemerny vek Zeny pri amrti,

x7 — pocet zomrelych Zien na pocet obyvatelov,

xg — priemerna dlzka trvania rozvedeného manzelstva,

g9 — priemerny pocet maloletych deti v rozvedenom manzelstve,

19 — priemerny vek manzelov pri rozvode,
v . b ’ v v >

11 — pocet pristahovanych Zien na pocet obyvatelov,

219 — pocet vystahovanych Zien na pocet obyvatelov.

Pri pouziti softwaru R na vysvetlenie met6d budeme tento datovy subor ozna-

covat ako X.

1.1.1. Prieskumova analyza tidajov

Pred aplikovanim samotnej zhlukovej analyzy je nutné zdrojové tdaje pod-
robne preskimat. K tomu sa vyuziva prieskumova (exploracné) analyza tdajov.
Jej cielom je identifikacia ,nedostatkov” v idajoch a néasledne najdenie déovodu ich
existencie a pripadne potlacit ich vplyv na dalSie Statistické spracovanie. Pries-
kumovi analyzu tdajov tvori skupina statistickych technik vyuzivajicich gra-
fické znézornovacie metdody. Medzi zékladné prvky explora¢nej analyzy tudajov
patri vizualizacia idajov pomocou zhodnych grafov. V praci je k tomuto ucelu
vyuzivany krabicovy graf (boxplot). Pomocou grafu mozno porovnat centralne
tendencie udajov, ich rozptylenost, zoSikmenie aj pritomnost odlahlych hodnot.
Pre zabezpecenie ur¢itej homogenity analyzovanych tdajov bola na zaciatku
uskutocnena ich standartizacia. Normovanie sme zabezpecili klasickym sposo-
bom tak, Ze sme od¢itali od hodnoty priemerni hodnotu prislusnej premenne;j

a podelili smerodajnou odchylkou. Na obr. 1.3 vidime spominané krabicové grafy
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pre jednotlivé premenné pred normovanim.
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Obr. 1.3: Boxploty pred normovanim

Z obr. 1.3 mdzeme skonsStatovat, ze skoro kazda premennd mé niekol'ko od-
Tahlych hodnét a taktiez mierky jednotlivych premennych st velmi rozdielne.
7 tohto ddvodu st pred samotnym zhlukovanim tdaje normalizované.

Na obr. 1.4 st krabicové grafy pre premenné uz po ich Standardizacii pomocou

prikazu scale.
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Na grafe je vidiet, ze v premennej x11, pocet pristahovanych Zien na pocet
obyvatelov, je niekol'ko vys§ich odlahlych hodnot. Tieto vysoké hodnoty st v ok-
resoch Bratislavy a okresoch Kogic. Ich existencia je logick4, rozhodli sme sa ich
neodstranovat, nakolko je stahovanie obyvatelov do najvacsich miest krajiny pri-
rodzené. Tak isto vidime na grafe, ze aj v premennej x5, pocet vystahovanych
Zien na pocet obyvatelov, je niekol'ko vyssich odlahlych hodnoét. Tieto vysoké hod-
noty su zistené tiez v okresoch Bratislavy a Kosic. Hodnoty sme sa tiez rohodli
neodstranovat, kedze je logické Ze pri vacssich mestach bude vicsia vystahovanost

na dediny a do mensich miest, aj medzi aglomericiami navzajom.
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1.2. Miery podobnosti

Zhlukové analyza zaraduje objekty do zhlukov na zéklade podobnosti objek-
tov. Zhluky, ktoré si si najviac podobné, zaradi do rovnakého zhluku. Podobnost
je miera toho, nakol'ko je mozné povazovat objekty za rovnaké. Casto miery po-
dobnosti predstavuju vzdialenosti medzi jednotlivymi objektmi. Definovanych je
mnoho mier podobnosti na zéklade ktorych rozhodujeme, do ktorého zhluku ob-
jekt patri. Moézme ich rozdelit do Styroch skupin:

1. miery vzdialenosti,

2. asociacné koeficienty,

3. korelacné koeficienty,

4. pravdepodobnostné miery podobnosti.

Najcastejsie sa pouzivaji miery podobnosti, zalozené prave na vzdialenosti.
Cim mengia vzdialenost medzi dvomi pozorovaniami, tym rastie tendencia zaradit
ich do rovnakého zhluku. Prvy krok pri zhlukovej analyze je vytvorenie matice
podobnosti. Je to matica, kde v riadkoch a stIpcoch st zoradené objekty a vnutri
st miery podobnosti medzi kazdou jednou dvojicou objektov.

Pre intervalové veli¢iny sa najcastejsie pouziva euklidovské vzdialenost, stvor-
cova, euklidovska vzdialenost, Hammingova vzdialenost a mnoho dalsich. V pri-
pade pocetnosti pracujeme hlavne s mierami chi-kvadratu a fi-kvadratu. Podrob-
nejsie si popiseme euklidovski metriku.

Euklidovskd vzdialenost medzi i-tym a j-tym pozorovanim, x; = (21, . . ., )"

— T : - )
ax; = (x1,...,25)" je definovana vztahom

dij = \l zi": (Tix — xjx)?
k=1

kde z;;, je hodnota k-tej premennej pre -ty objekt a x;;, je hodnota k-tej premen-

nej pre j-ty objekt. Tato metrika je beznéa v readlnom svete a vieme pomocou nej

merat vzdialenosti v rovine alebo aj v priestore. AvSak musime pocitat s tym, ze

euklidovska vzdialenost nie je invariantna na zmenu mierky, ¢o prave implikuje

nutnost predchédzajiuceho normovania premennych.
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Kapitola 2

Hierarchicka zhlukova analyza

Hierarchické zhlukovacie postupy su zalozené na hierarchickom usporiadani
objektov a ich zhlukov. Hierarchické zhlukovacie metédy vychadzaju z jednot-
livych objektov, kde kazdy objekt tvori prvotny zhluk. Ich spajanim sa v kaz-
dom kroku pocet zhlukov postupne zmensuje az sa nakoniec vSetky zhluky spoja
do jedného celku (postup moze byt aj opacny). Hierarchické metody vedu k stro-
movej Struktire, ktora sa graficky zobrazuje ako dendrogram. Objekty st v den-
drograme radené tak (v naSom pripade horizontalna os), aby bolo mozné sle-
dovat postupné spajanie objektov do zhlukov. Teda algoritmus hierarchického
zhlukovania je ukon¢eny az ked dostaneme jeden koneény velky zhluk. Priklad
dendrogramu reprezentujiceho datovy subor analyzovanych demografickych uka-

zovatelov je na obr. 2.1.
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Obr. 2.1: Dendrogram
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Na za¢iatku zhlukovania predstavuju vSetky objekty (79 okresov) samostatné
zhluky. Postupne mozno sledovat vytvaranie jednotlivych zoskupeni. Na z-ovej osi
s pozorovania a na y-ovej osi su vzdialenosti medzi pozorovaniami, respektivne
medzi zhlukmi.

Na vyjadrenie hierarchickej struktury v softwari R sme vyuzili prikaz hierarch =
helust(d), kde d je matica vzdialenosti vypocitana pomocou prikazu dist. Na vy-
kreslenie dendogramu sme nésledne pouzili funkciu plot(hierarch).

Vyhodou hierarchického zhlukovania je, ze nepotrebujeme poznat vysledny
pocet zhlukov. Nevyhodou vsak je, ze objekt ktory sme uz raz zaradili do zhluku,
nemoéze byt z neho vyradeny a pridany do iného zhluku. Tato metdda nie je
vhodné pre velmi velké datové subory. Hierarchické zhlukovanie rozdelujeme

na aglomerativne a divizne.

2.1. Aglomerativne zhlukovanie

Aglomerativne zhlukovanie je zalozené na principe, Ze na zaciatku kazdé po-
zorovanie tvori jeden zhluk a dalej sa po dvoch spéajaju, pokial nevytvoria az je-
den velky zhluk. Kazdy objekt je teda povaZovany za jeden zhluk. Néasledne
dva zhluky medzi ktorymi je najmenSia vzdialenost sa spoja do jedného nového
zhluku. K tomuto novému zhluku sa bud pripoji d'alsi zhluk, ktory mé od tychto
dvoch najmensiu vzdialenost. Ak mé vzdialenost od iného zhluku mensiu, tak
sa s nim spoji a tieto dva objekty vytvoria dalsi spolo¢ny zhluk. Algoritmus sa
opakuje, bud sa prida novy zhluk k existujucemu zhluku alebo sa vytvori tplne
novy zhluk alebo sa kombinuji spolu uz existujice zhluky, az kym dosiahneme
pozadovany pocet zhlukov. V poslednom kroku vsetky objekty vytvoria jeden
velky zhluk. Spomenuty algoritmus aglomerativneho zhlukovania mozno popisat

nasledujucimi bodmi:

1. Vypocitame v8etky parové (euklidovské) vzdialenosti a tieto parové vzdia-

lenosti usporiadame do symetrickej matice D = (d;;).

2. Néajdeme najmensiu vzdialenost (napriklad medzi i-tym a j-tym pozorova-
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nim) a vytvorime zhluk, do ktorého dame objekty s najmensiou vzdialenos-
tou.
3. Vypocitame nové vzdialenosti medzi novym zhlukom a ostatnymi pozoro-

vaniami pomocou jednej z nizsie uvedenych metod:

— metdda najblizsieho suseda,
— metoda najvzdialenejSieho suseda,
— metdda priemernej vazby suseda,

— Wardova metoda.

4. Zostrojime novi maticu Dy o rozmeroch (n—1) X (n—1) vynechanim i-tého
a j-tého riadku a stipca, a pridame novy riadok a stlpec ij s vypoé¢itanymi
vzdialenostami d;; ; zhluku obsahujiceho i-té a j-té pozorovanie od k-tého

pozorovania.

5. Krok 3 a 4 opakujeme (n — 1)-krat az kym nedostaneme len jeden zhluk.

Teraz si blizsie vysvetlime metody pouzité v kroku 3. Kazdu s tychto metod
aplikujeme na nase demografické udaje.

Single linkage/Metoda najblizsicho suseda - metdda najblizsieho suseda je jed-
noduché metoda, ktoré spaja zhluk A a B medzi ktorymi je vzdialenost urc¢ena

ako vzdialenost medzi dvoma najblizS§imi objektmi, to znamena ze
d(A, B) = min dw’,

kde i-ty objekt patri do zhluku A a j-ty objekt patri do zhluku B. Na obr. 2.2 je

ilustrovany princip tejto hierarchickej aglomerativnej tlohy.
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Obr. 2.2: Metdéda najblizsieho suseda

Ako je mozné vidiet z vysledného dendrogramu tohto procesu zhlukovania, nie

je vzdy tato metoda najvhodnejsia a neprinasa pozadované praktické vysledky.
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Obr. 2.3: Metéda najblizsieho suseda-dendrogram

Na obr. 2.3 mdzeme vidiet nevhodnost tejto metody. Napriklad jeden z ne-
vyhovujucich faktorov je, ze jedno pozorovanie sa s ostatnymi zhluklo az v po-
slednom kroku. Je to sposobené extrémnou hodnotou premennej x;; — pocet
pristahovanych Zien na pocet obyvatelov pre okres Senec. Rozhodli sme sa tuto
hodnotu neodstranit zo suboru, nakolko je prirodzené, Ze bude pocet pristaho-
vanych v okrese Senec extrémny. Je to z dovodu, Ze tento okres je satelitnym
okresom pre hlavné mesto Bratislavu.

Complete linkage/Metdda najvzdialenejsieho suseda - metoda najvzdialenej-
Sieho suseda je zalozena na presne opac¢nom principe ako metdéda najbliz§ieho

suseda (obr. 2.4).
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Obr. 2.4: Metoda najvzdialenejSieho suseda

V tomto pripade je vzdialenost medzi dvoma zhlukmi A a B urcena ako
vzdialenost medzi dvoma najvzdialenej$imi objektami v jednotlivych zhlukoch.
To znamena

d(A, B) — Imax dzg

Vyhoda tejto metody je, ze vytvara menej pocetné zhluky, ktoré vieme od seba
dobre odlisit. V nasledujicom dendrograme (obr. 2.5) je pomocou Cervenej ¢iary
naznaceny mozny vhodny pocet zhlukov z demografickych tidajov analyzovanych

v bakaléarskej praci.
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Obr. 2.5: Metdéda najvzdialenejsieho suseda-dendrogram
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V dendrograme je zrejmé, ze podla tejto metdédy by sme vybrali pre nasledu-
juce pouzitie Sest zhlukov. Sofistikovanejsie metody sa pre tento ucel vyuzivaju

len zriedka.
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Awverage linkage/Metoda priemernej vizby suseda - kritérium vzniku zhluku je
priemerné vzdialenost vSetkych objektov v jednom zhluku ku v8etkym objektom

v druhom zhluku,

A Twendy
d(A,B)zEX’EsA;g;B ’

kde n4 a np st poéty pozorovani v stlpcoch A a B.
Vznik zhluku zavisi na vSetkych objektoch zhluku a nie len na jedinom péare
dvoch extrémnych objektov. Princip zhlukovania pomocou tejto metdédy mozeme

vidiet na obr. 2.6.
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Obr. 2.6: Metdda priemernej vazby suseda

Na nasledujicom dendrograme méme aplikovanti metédu priemernej vazby

na demografické idaje analyzovené v bakalérskej praci.

o | ) A A

Obr. 2.7: Metéda priemernej vizby suseda-dendrogram

Z postupu zhlukovania v dendrograme mozno vidiet, ze tato metoda nie je
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najvhodnejsia na odhad poc¢tu zhlukov. Stretavame sa tu s rovnakym problémom
ako pri metode najblizsieho suseda a to Ze okres Senec sa s ostatnymi spaja
az v poslednom kroku zhlukovania.

Wardovd metoda - pri tejto metdéde sa podobnost objektov, respektive zhlu-
kov, meria ako suma $tvorcov medzi objektami z dvoch zhlukov s¢itana cez vsetky
atribity danych objektov. Jedinecnost tejto metddy spociva v minimalizacii sumy
rozptylov cez vSetky novovytvorené zhluky. V kazdom kroku sa pre vSetky dvojice
spocita prirastok sactu Stvorcov odchylok, ktory vznikol ich zlti¢enim a potom
sa spoja tie zhluky, ktorym odpoveda minimélna hodnota tohto prirastku. V pri-
pade, Ze zhluk tvori k objektov, ktoré sii charakterizované p znakmi, je k dispozicii
matica k x p s prvkami z;;, kde z;; je hodnota j-tého znaku pre k-ty objekt. Va-
riabilitu pozorovani, ktora tvoria riadky tejto matice, ur¢ime pomocou zhlukovej

variability WSS (vnutrozhlukova suma Stvorcovych chyb) ktora je dana vztahom

kde

Pridéavanim dal8ich zhlukov s k; objektami sa zvacsi pocet riadkov povodnej
matice na k + k; a WSS sa pocita pre vacsi pocet objektov. Ked zac¢iname
od jednoprvkového zhluku, bude povodna WSS = 0. VSeobecne plati, Ze je tato
metdda povazovana za velmi efektivnu, avSak mé tendenciu kombinovat zhluky
s malym poc¢tom objektov. Na nasledujicom obrazku moézeme vidiet dendrogram

pre Wardovu metoédu aplikovany na dané ddaje.
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Obr. 2.8: Wardova metdéda-dendrogram

V dendrograme je znazornené ¢ervena ¢iara, ktora charakterizuje vhodny po-
¢et zhlukov vybranych aplikovanim tejto metoédy. Na zaklade toho by sme zvolili
pat zhlukov pre vSetky tdaje.

Na zobrazenie grafov pre rozne aglomerativne metédy sme pouzili prikaz
aglom = agnes(d, method = " single” ), kde sme parameter method menili podla
metody na "average”, " complete” alebo "Ward’. Néasledne sme pre vykreslenie
dendogramov pre jednotlivé metody pouzili funkciu plot(aglom).

Pre kazdy dendrogram je vypocitana hodnota tzv. aglomerativneho koefi-
cientu ac. Tento koeficient je dany nasledujicim vztahom:

1.
ac=—> (1—my),
iz
kde n je pocet objektov v sledovanom stbore (v nasom pripade n = 79) a m; je
pomer nepodobnosti prvého zhluku, ku ktorému je dany objekt ¢ pridany a ne-
podobnosti koneéného zhluku (po ktorom zostava uz len jeden zhluk).

Tento koeficient v software R ziskame pomocou funkcie aglom$ac a vypise sa
nam presna honota aglomerativneho koeficientu pre dani metodu.

Aglomerativne koeficienty, vypocitané pre jednotlivé metody su v nasledujice;j

tabulke 2.1.

24



Metoda hodnota ac
Najblizsieho suseda 0, 7758248
NajvzdialenejSieho suseda | 0,9056961
Priemernej vazby 0,8824351
Wardova 0,9557056

Tabulka 2.1: Pocet zhlukov

Cim je hodnota aglomerativneho koeficientu vyssia, tym sa aplikovana metoda
javi vhodnejsia [I1]. Z toho vyplyva, Ze Wardova metdda je najvhodnejsia pre
analyzované demografické udaje.

Hierarchické zhlukovanie bolo uvedené z dovodu vyuzitia jeho vysledkov pri
nasledujiicej metode, nehierarchickej zhlukovej analyze. Z dendrogramu pre War-
dovi metddu sme zvolili predpokladany pocet hlavnych zhlukov, ktorého zadanie
nehierarchické metédy vyzaduju. Treba podotknut, Ze takto sa v praxi postupuje
velmi ¢asto. V nasledujicej ¢asti tak budeme pre vsetky nehierarchické metody

uvazovat vzdy v ivode péat zhlukov.
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Kapitola 3

Nehierarchicka zhlukova analyza

Nehierarchické zhlukovacie metédy sa od hierarchickych lisia tym, ze tieto me-
tody vyzaduju na vstupe informaciu, aky pocet zhlukov budeme vyzadovat vo vy-
sledku. Nevytvaraju hierarchicka struktiru, rozkladaji dant mnozinu do pod-
mnozin podla nejakého predom zvoleného kritéria. Prvy rozklad na podmnoZiny
sa dalej nedeli. Upravuje sa tak, aby sa optimalizovala vzajomné vzdialenost
a odlisnost zhlukov a aby boli v nich objekty rovnomerne rozlozené. Najdenie naj-
lepsieho rozkladu vyskusanim vietkych moznosti je velmi zdlhavé, v niektorych
pripadoch neuskuto¢nitelné. Preto vacsina metod zacina prave tym, Ze si predom
ur¢ime, na kolko zhlukov chceme rozklad previest a potom hladdme optimalny
rozklad. Optimalny rozklad znamené najlepsi rozklad, ktory je najlepsi vzhladom
k danému kritériu. Optiméalnym rozkladom ziskame z idajov vyznamné poznatky,
ktoré budu Iahko interpretovatelné a vdaka nim ziskame poZzadovant informaciu.
Nevyhodou tychto metod je, ze vicsinou koncia len s lokdlne optimalizovanym
rozkladom.

Na vstupe tychto metéd mame datovit mnozinu s n objektami a pocet vy-
slednych zhlukov uréenych ¢islom K. Nehierarchické metédy zoskupuju objekty
z datovej mnoziny do K zhlukov. Zhluky st sformované na zéklade nejakého kri-
téria, napriklad pomocou mier vzdialenosti. Pred zacatim samotnej analyzy dat
je nutné vediet pozadovany optimalny pocet zhlukov. Podla tohto mozme nehie-
rarchické metody rozdelit na metody s pevne danym poctom zhlukov a na metddy

ktoré menia pocet zhlukov pocas analyzy.
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Pri metodéach s konStantnym poc¢tom zhlukov sa triedenie spravi niekolkokrat
pre rozne pocty zhlukov a z vysledkov sa vyberie najlepsi. Dalej je nutné urcit
pociatocny rozklad. K tomuto najcastejsie pouzivame dva postupy. Prvy, ze roz-
klad je vytvoreny nadhodnym priradovanim objektov do zhlukov alebo sa vyuZije
nejaka hierarchickd metéda. Potom sa kazdy jednotlivy objekt priradi postupne
do vsetkych zhlukov a vypocita sa hodnota daného kritéria. Vyberie sa usporia-
danie, pre ktory je tato hodnota kritéria najlepsia. Algoritmus kon¢i v tej chvili,
ked sa hodnoty kritéria uz nelepsia, ¢o znamené, Ze najlepSej kvality sme uz do-
siahli. Druhy postup, ktory mozme pouzit, je vytvaranie vzorovych mnozin alebo
vzorovych bodov. Na zaciatku prevedieme rozklad, potom sa podla nejakého,
predom urc¢eného kritéria, vyberie z kazdého zhluku vzorova mnozina objektov.
Potom vypocitame vzdialenosti jednotlivych objektov od objektov v tychto vzo-
rovych mnozinach a tam, kde vzdialenost bude najmensia dany objekt priradime.
Nésledne sa vypocitaju nové vzorové mnoziny alebo objekty. Tento postup opa-
kujeme, pokial sa uz v krokoch po sebe ni¢ nezmeni.

Metody ktoré pouzivame pri nehierarchickom zhlukovani st:

e metoda K-priemerov,

e fuzzy zhlukovanie,

e metoda K-medoidov,

e kohonenové mapy (samoorganizujice mapy).

Okrem poslednej z nich ich nasledne v praci predstavime. KIucovym problé-
mom vSetkych nehierarchickych procedur je volba zhlukovych zarodkov (poctu
zhlukov K). Existuje niekolko heuristickych postupov zadavania pociato¢ného
poctu zhlukov, napr. sekven¢ény prah alebo paralélny prah [7].

Dalsiu z moznosti poskytuje vypocet koeficientu CCC' (Cubic clustering cri-
terion). Toto kritérium navrhol v roku 1983 W.S. Sarle [9] a bolo empiricky odvo-
dené z metod Monte Carlo. Kritérium je vyuzivané k odhadu vysledného poc¢tu
zhlukov u Wardovej metdédy minimalizacie rozptylu, u metédy K- priemerov, ¢i
inych metod vyuzivajicich minimalizacie medziskupinového suctu stvorcov. Vy-

pocet koeficientu v programe R bol uskuto¢neny pomocou nasledujiceho prikazu
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CCC = NbClust(data = X, method = "ward.D”) z knizinice library(NbClust).
Vhodny pocet zhlukov indikuje CC'C' > 3. Vo v8eobecnosti ¢im vyssie je CCC,
tym lepsi pocet zhlukov ziskame. Pri hierarchickom postupe zhlukovania mozno
pozorovat niekol'ko lokalnych vysokych hodnot CCC. Pri nehierarchickom zhlu-
kovani je pozorované velmi odlisné globalne maximum C'CC' v zavislosti od po-
¢iato¢ného urcenia poctu zhlukov. V nasom pripade tak vysiel optimalny pocet
zhlukov 5, ¢o odpoveda naSim predchadzajicim tvahdm a konkrétna hodnota
koeficientu C'CC' vysla 21.2197. Podla tohto koeficienta by sa pozorovania mali
rozdelit do piatich zhlukov.

Na zaklade vysledkov z hierarchického zhlukovania pomocou Wardovej me-
tody, CCC koeficientu a subjektivneho postidenia analyzovanych demografickych
udajov sme zvolili poc¢iato¢ny pocet zhlukov K = 5. Prvé dva zhluky st tvo-
rené uzemnymi celkami dvoch najvac¢sich miest na Slovensku. Tieto okresy st si
podobné nie len analyzovanymi demografickymi tidajmi, ale aj niektorymi eko-
nomickymi a socialnymi ukazovatelmi. V tychto okresoch je najvyssia hodnota
Regionalneho HDP na obyvatela a najnizSia nezamestnanost. V tretom zhluku
su tri satelitné okresy miest Bratislava a KosSice. Stvrty zhluk tvoria okresy se-
veru Slovenska, ktoré maji najnizsie hodnoty ukazovatelov ekonimockej pros-
perity regionov. Piaty zhluk je tvoreny najvicSiou skupinou okresov. V tomto
zhluku rozne socialno-ekonomické ukazovatele vykazuji hodnoty podobné celo-

slovenskému priemeru.

3.1. Metéda K-priemerov

Pri vytvarani malého po¢tu zhlukov z velkého pocétu objektov je najvhodnej-
Sia metoda K-priemerov. Algoritmus tejto metédy navrhol Stuart Lloyd v roku
1957 ako techniku pulznej modulécie, aj ked algoritmus bol publikovany az v roku
1982. Metoda K-priemerov vyzaduje spojité premenné bez odlahlych pozorovani.
Objekty su spajané do zhlukov podla zhlukovacich premennych na zaklade mi-
nimalizacie medzizhlukovej sumy stvorcov. Nehierarchickd zhlukova metoda K-

priemerov hlada optimélne rozlozenie zhlukov z idajov na zéklade minimalizacie
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vhodného kritéria, typickym je v tomto ohlade kritérium suctu Stvorcov chyb

(ESS). To je definované nasledovne,

ESS = ZZ x; — %)  (x — Xy,
k=1 c(i)=Fk
kde ¢(i) je zhluk obsahujuci pozorovanie x;, X; st priemery jednotlivych zhlukov
pre vsetky k =1,... K.

Na rozdiel od hierarchického zhlukovania si tato metdda vyzaduje zadat na avod
pozadovany pocet zhlukov. V rdmci toho potom povazujeme za optimélne riesenie
také, kde ak presunieme jeden objekt z jedného zhluku do druhého, tak nam to
neznizi sucet Stvorcov vzdialenosti v zhluku. Algoritmus mézme opakovat viac-
krat s rozdielnymi poc¢iatoénymi konfiguraciami. Z niekol’kych vyslednych rieseni
vyberieme to najlepsie. Tato metdda je jednoducha a pozostava z troch krokov.

Postup je nasledovny:

1. Vyberieme K objektov z tidajovej mnoziny ako taziska zhlukov.

2. Priradime objekt zhluku, ktorému je objekt najpodobnejsi na zéklade prie-
mernej hodnoty objektov v zhluku. Vypocitame nové taziska zhlukov a to

tak, ze v kazdom zhluku vypocitame priemernt hodnotu z objektov.

3. Postup opakujeme, pokial nezaznamenavame zmeny v zhlukoch.

Metoda K-priemerov je jedna zo zékladnych zhlukovacich metod aj vdaka
jednoduchému vypoctu. Avsak ako kazd4d metdda, mé svoje nevyhody. Nehodi
sa na odhalovanie zhlukov s nekonvexnym tvarom, ¢o znamené Ze objekty ne-
vieme spojit jednym tahom tak, aby celd spojnica lezala v oblasti vytvorenej
danym zhlukom. Ak by sa v datach nachadzali zle namerané hodnoty, mohli by
podstatne ovplyvnit taziska zhlukov. Problém chybajucich hodnét mozno riesit
pomocou nastavenia percenta chybajicich parametrov. Potom pozorovania s vys-
Siou hodnotou percenta chybajicich hodnot nez je stanovena sa ignoruju.

Aplikovanim metédy K-priemerov na analyzované demografické udaje bolo

rozdelenych 79 objektov do piatich zhlukov nasledujicim sposobom:
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zhluk

11 2

3

41 5

pocet okresov

3|24

16

9127

Tabulka 3.1: Pocet zhlukov

Pomocou softwaru R sme dostali presné rozdelenie okresov do zhlukov prika-

zom cl = kmeans(X,5). V nasledujicej tabulke mézeme vidiet maticu zhluko-

vych centier :

Zhluk

Z1 T3 3 Ty L5 L Z7 g Lo Z10 Z11 L2

Zhluk 1 | 33.02 | 84.01 | 12.43 | 32.39 | 33.37 | 79.93 | 11.37 | 14.60 | 1.57 | 41.73 | 42.14 | 22.59

Zhluk 2 | 28.47 | 91.88 | 11.36 | 28.37 | 30.17 | 76.77 | 8.19 | 15.60 | 1.63 | 39.39 | 5.68 | 8.42

Zhluk 3 | 30.24 | 88.16 | 8.66 | 29.49 | 31.32 | 78.13 | 10.27 | 15.79 | 1.52 | 40.44 | 8.87 | 10.03

Zhluk 4 | 32.62 | 84.05 | 10.61 | 31.26 | 32.38 | 76.09 | 8.28 | 15.28 | 1.47 | 41.72 | 22.24 | 20.94

Zhluk 5 | 31.66 | 82.87 | 8.91 | 29.31 | 30.85 | 77.50 | 10.19 | 15.98 | 1.51 | 40.87 | 7.34 | 8.61
Tabulka 3.2: Matica zhlukovych centier

V tabulke 3.2 st vypocitané priemerné hodnoty analyzovanych premennych

pre kazdy zhluk. Pre okresy zhluku 1 je napriklad primerna hodnota veku sniiben-

cov (premennd z;) vyssia skoro o 5 rokov, ako v zhluku 2. Je vSeobecne zname,

7e mladi Tudia, zijuci vo velkomestach vstupuju do manzelstva neskor ako Tudia

zijuci v malych mestach.

Pomocou metédy K-priemerov sme dostali pat zhlukov s nasledujticou struk-

tarou:

Zhluk 1 (ruzova)

Bratislava 1
Bratislava 111

Senec
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Zhluk 2 (modra)

Bénovce nad Bebravou Kysucké Nové Mesto Bardejov ~ Snina

Povazska Bystrica Namestovo Kezmarok Spisskd Nova Ves
Tvrdosin Stara Luboviia Levoca Trebisov

Bytca Stropkov Poprad Gelnica

Cadca Svidnik Presov Michalovce
Dolny Kubin Vranov nad Toplou  Sabinov Sobrance

Zhluk 3 (71t4)

Piestany Zlaté Moravce Zvolen Krupina

Ilava Zilina Zarnovica Humenné
Pichov Ruzomberok Bénska Stiavnica Medzilaborce
Trenc¢in Turcianske Teplice Detva Kogice - okolie

Zhluk 4 (Gervena)

Bratislava 11 Malacky Kosice I1
Bratislava IV Pezinok  Kogice 111
Bratislava V KoSice I Kosice IV

Zhluk 5 (zelena)

Dunajska Streda Nové Mesto nad Vahom Sala Brezno

Galanta Partizanske Topol¢any Lii¢enec
Hlohovec Prievidza Liptovsky Mikulas Poltar

Senica Komérno Martin Revtca

Skalica Levice Velky Krtis Rimavska Sobota
Trnava Nitra Ziar nad Hronom  Rozilava

Myjava Nové Zamky Banska Bystrica

Podrobnejsie si interpretujeme vzniknuté zhluky.

Prvy a stvrty zhluk tvoria okresy dvoch najvac¢sich miest na Slovensku, Bra-
tislava a KoSice. Su to okresy s najvy$sim Regiondlnym HDP na obyvatela, naj-
nizsiou nezamestnanostou, najvyssiou vzdelanostou a najvyssim prijmom.

Prvy zhluk je tvoreny tromi okresmi Bratislavského kraja. V tychto okresoch
vacSina z analyzovanych demografickych ukazovatelov nadobtida maximalnu hod-
notu. V tomto zhluku je najvyssia hodnota priemerného veku zien, vstupujtcich
do manZelstva. Toto je charakteristicky jav velkych aglomerécii. S tym stvisi aj

najvyssia hodnota priemerného veku zeny pri porode.
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Zhluk 2 tvoria okresy, kde Zzeny vstupuji do manzelstva v najnizsiom veku, je

vy

vy

utlmuje napriklad textilny priemysel. Mozno konstatovat, Ze tu existuje najnizsia
moznost profesionélnej realizacie zien na Slovensku. Taktiez je tu vysoké percento
obyvatelstva rémskej etniky. Tento zhluk je tieZ zaujimavy najnizSou Zenskou
amrtnostou. To opat moze suvisiet s tym, ze v tychto regiénoch sa Zeny viac
venuju zivotu v domacnosti ako profesijnej kariére.

Zhluk 3 sa vyrazne odliuje len v najnizSom pocte narodenych zien na pocet
obyvatelov,éo je v8ak ukazovatel, ktorym nemozno nijako ovplyvnit a nezavisi
so socidlno-ekonomickymi podmienkami okresov. Zaradené st tu okresy, ktoré
z ekonomického hladiska zaznamenavaju v poslednom obdobi pokrok. Ostatné
hodnoty v tomto zhluku st priemerné.

Zhluk 4 obsahuje okresy v okoli Bratislavy a Kosic. Na rozdiel od prvého
zhluku, tento zhluk nema Ziadne vyznamne rozdielne hodnoty od ostatnych. Do-
konca ¢o je zaujimavé, tento zhluk sa vyznacuje tym ze obsahuje okresy s naj-
v rozvedenom manzelstve. Je to celkom zaujimave, kedZe v tomto zhluku by sme
ocakavali skor vysoké hodnoty.

Zhluk 5 ktory obsahuje 34% okresov mé priemerné hodnoty vSetkych demo-
grafickych ukazovatelov, aZ na nizky podiel Zien, ktoré vstupuju do manzelstva
ako slobodné. Z dlhodobého prieskumu je zname, Ze tieto okresy obsahuju dost
velké percento romskeho etnika. Zeny sa tu casto vydavaju velmi mladé a nie je

to povazované za ni¢ nezvycajné.
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Obr. 3.2: Mapa zhlukov pre K-priemerov

Na obr. 3.2 mozeme vidiet farebne odlisené zhluky ziskané pomocou metody
K-priemerov. A7 na okresy v zhluku 3 (zlta) sa vSetky ostatné zhluky javia
homogénne.

Pri zhlukovej analyze je vzdy diskutabilny zvoleny pocet zhlukov.

Na nasledujicom grafe je zobrazena zavislost hodnoty ESS od po¢tu zhlukov.
Zda sa, Ze volba piatich zhlukov je najvhodnejsia nakolko zlom krivky ESS sa

javi pri cisle 5.

504
401

301

ESS

20

101

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pocet zhlukov
Obr. 3.3: Optimalny pocet zhlukov v zavislosti na ESS

Zlom krivky moZeme vidiet aj pri ¢isle 2, ¢o by znamenalo Ze aj volba dvoch
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zhlukov by mohla byt vhodnéa. Av8ak zaradovanie okresov len do dvoch zhlukov
dostatoc¢ne nevystihuje Strukttiru populacie na Slovensku. Preto volime pre lepsiu
interpretéaciu pat zhlukov.

Tento graf sme ziskali pomocou softwaru R, kde sme nainstalovali kniznice
NbClust, cluster a factoextra.

Potom sme na nase udaje pouzili funkciu fviz nbclust(X, kmeans, method =

"wss”), ktora nam vykreslila dany graf.
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3.2. Met6éda K-medoidov

Ako vieme, cielom zhlukovej analyzy je rozdelit subor objektov do dvoch alebo
viacerych zhlukov tak, aby objekty v ramci jedného zhluku boli podobné a objekty
medzi réznymi zhlukmi naopak zas rozdielne. Met6da K-medoidov, ktoru teraz
budeme prezentovat, sa pokusa tento ciel dosiahnut najdenim siboru reprezenta-
tivnych objektov nazyvanych medoidy. Medoid zhluku je definovany ako objekt,
pre ktory je priemerné vzdialenost voci ostatnym objektom v klastri miniméalna.
Ak je vyzadovanych K zhlukov, tak najdeme aj K medoidov. Akonahle najdeme
medoidy v datach, objekty su zaradené do zhluku podla najblizS§iecho medoidu.
Mame k dispozicii dva algoritmy na vykonanie zhlukovania. Prvy, ktory prezen-
toval Spatha v roku 1985, pouziva na zaciatku ndhodnu konfiguraciu klastrov.
Druhy je od Kaufmana a Rousseeuwa (rok 1990), ktory méa Specidlne pouZitie
siluetovej statistiky, ktora naim pomoéze spravne urcit pocet zhlukov [§].

Ako prvy si vysvetlime algoritmus popisany Spathom, kedZe bol prezentovany
v roku 1985, niektoré literattry ho uvadzaju ako prvy K-medoidovy algoritmus.
Spominané metoda minimalizuje kritérium optimality tym, Ze postupne presiva
objekty z jedného do druhého zhluku. Algoritmus zac¢ina pri ndhodnej Startova-
cej konfiguracii, potom prechadza na najdenie lokdlneho minima inteligentnym
pohybom objektov z jedného zhluku do druhého. Ak uz pohyb objektov nevedie
k zniZeniu hodnoty kritéria optimality, algoritmus ukon¢ujeme. Nanestastie, toto
lokdlne minimum nemusi byt vzdy nutne aj globadlnym minimum. Spomenuté
kritérium optimality D je celkova vzdialenost medzi objektami v ramci zhlukov.

Matematicky je vyjadrena nasledovnym vztahom:

K
D=>25% > dj
k=1ieCy jeCy
kde K je pocet zhlukov, d;; je zvolena vzdialenost medzi objektami ¢ a j, a Cj, je
subor vsetkych objektov v zhluku k, £k =1,..., K.
V metode K-priemerov st stredy klastrov dané ako priemer objektov v danom

zhluku. Av8ak priemery st velmi nachylné k odl'ahlym hodnotam. Napriklad sa
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mozme dostat do situécie, ked budeme mat len par objektov v zhluku. Ak by
nahodou este aj tie boli odlahlé, tak by sme potom velmi tazko mohli interpreto-
vat vysledok. Jedno riesenie ako moézme takito situaciu vyriesit je, ze pouzijeme
silny algoritmus, kde vplyv odl'ahlych hodnot bude minimalny.

Jeden z prikladov takéhoto algoritmu je algoritmus, ktory sa nazyva Parti-
tioning Around Medoids, v tejto praci ho budeme nazyvat algoritmus PAM.
Predstavuje druhy zo spominanych algoritmov. Algoritmus PAM je zalozeny
na hladani K reprezentativnych objektov alebo medoidov medzi pozorvaniami.
Tieto pozorovania potom predstavuju Struktiru tdajov. Po néjdeni mnoziny
K medoidov sa nésledne zhluky zostavuju tak, ze kazdé pozorovanie priradime
k najbliz§iemu medoidu. Cielom je néajst K reprezentativnych objektov, ktoré
minimalizuja stcet nepodobnosti objektov k ich najbliz§iemu reprezentativnemu
objektu.

Na zaciatku algoritmu, ked eSte neméame Specifikované medoidy, algoritmus
najskor hlada dobriu pociato¢ni sadu medoidov. Tato faza sa nazyva faza vytva-
rania. V druhej faze tento algoritmus skusa vSetky mozné vymeny medoidov az
pokial nenastéava ziadne zlepSenie. Této faza sa nazyva faza vymeny. Ked st me-
doidy $pecifikované, na ich poradi nezélezi. Vo vSeobecnosti bol tento algoritmus
navrhnuty tak aby nezalezalo na poradi pozorovani. V software R sa najskor musi
nainstalovat kniznica flexclust a potom pouzit prikaz dpk = pam(d, k =5).

Opisany algoritmus je pouzity v nasledujiicej ¢asti na klasifikaciu analyzova-
nych demografickych iidajov. Aplikovanim algoritmu PAM bolo odhadnutych pat
zhlukov. V tabulke 3.4. je uvedené jednotlivé zaradenie objektov do tychto zhlu-
kov. Dalej je tu uvedend maximalna vzdialenost medzi objektami v zhluku a prie-

mernd vzdialenost. Tuto tabulku dostaneme pomocou prikazu dpkS$clusin fo.

zhluk 1 2 3 4 5)

pocet okresov 3 9 31 23 13
maximalna vzdialenost | 19.25 | 15.62 | 9.62 | 9.21 | 9.62
priemerné vzdialenost | 9.07 | 8.82 | 4.79 | 5.28 | 5.38

Tabulka 3.3: Rozdelenie zhlukov
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Namiesto najdenia centrov zhluku v optimalnych poziciach mé metoda
K-medoidov za ciel najst K reprezentativnych objektov v rameci datového su-
boru. Typicky najskér minimalizujeme stcet vzdialenosti skor ako sucet Stvor-

-, . z v 2z v 3 v . -, . i - 3 z
covych vzdialenosti, ¢o ndm zarucuje znizenie vyznamnosti velkych vzdialenosti.
V nagom pripade celkova priemerna vzdialenost po druhej faze sa znizila priblizne

0 0.01 z pévodnej hodnoty 0.3471236 na hodnotu 0.3394799.

Obr. 3.5: Mapa zhlukov pre metdédu K-medoidov

Na obr. 3.5 je ilustrovany vysledok popisaného zhlukovania. Vidime, Ze ob-
jekty st do zhlukov zaradené podla prirodzenej geografickej Struktiury regionov
Slovenskej republiky.

Konkrétne zaradenie jednotlivych okresov do zhlukov je v nasledujtcej ta-

bulke.

Zhluk 1 (ruzova)
Bratislava I
Bratislava 111

Senec

Zhluk 2 (Cervena)

Bratislava 11 Malacky Kosice IT
Bratislava IV Pezinok  Kogice 111
Bratislava V Kosice I Kogice IV
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Zhluk 3 (zelena)

Levice

Nové Zamky

Nové Mesto nad Vahom
Lucenec

Skalica

Prievidza

Komarno

Galanta

Roznava
Liptovsky Mikulas
Martin

Banska Bystrica
Dunajska Streda
Sala

Senica

Nitra

Trnava
Myjava
Partizénske
Poltar
Topol¢any
Hlohovec
Revica

Ziar nad Hronom

Zvolen

Piestany

Brezno

Velky Krtis
Trenc¢in
Rimavska Sobota
Ruzomberok

Zhluk 4 (modra)

Detva Banovce nad Bebravou Kosice-okolie
Krupina Piachov Zilina
Sobrance Povazska Bystrica Michalovce
Medzilaborce Bytca Zarnovica
Humenné Dolny Kubin Levoca

Snina Stropkov Kysucké Nové Mesto
Zhluk 5 (z1t4)

Stara Luboviia Néamestovo Presov Poprad
Sabinov Tvrdosin Gelnica
KeZmarok Spisska Nova Ves Cadca

Vranov nad Toplou Bardejov Trebisov

Banska Stiavnica
Svidnik
Turcianske Teplice
Zlaté Moravce
Ilava

Zaradenie okresov do zhlukov pri tejto metode je podobné ako pri aplikovani

metody K-priemerov. Na rozdiel od metody K-priemerov sa ndm zaradenie ok-

resov do zhlukov javi menej homogénne. Preto mozeme skonstatovat, ze metoda

K-medoidov je v tomto pripade menej efektivnejsia. Priemerné hodnoty ukazo-

vatelov v jednotlivych zhlukov st v tabulke 3.4.
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Zhluk X ) T3 Ty Ty Te XT7 T g T10 T11 12

Zhluk 1 | 33.02 | 84.01 | 12.43 | 32.39 | 33.37 | 79.93 | 11.37 | 14.60 | 1.57 | 41.73 | 42.14 | 22.59

Zhluk 2 | 32.63 | 84.05 | 10.61 | 31.26 | 32.38 | 76.09 | 8.28 | 15.28 | 1.47 | 41.72 | 22.23 | 20.94

Zhluk 3 | 31.56 | 83.49 | 8.92|29.43 | 30.92 | 77.70 | 10.19 | 16.06 | 1.52 | 40.92 | 7.54 | 8.85

Zhluk 4 | 29.5 | 89.82 | 9.18 | 29.01 | 30.93 | 77.54 | 9.73 | 15.74 | 1.54 | 39.93 | 7.94 | 9.96

Zhluk 5 | 28.01 | 92.55 | 12.79 | 27.97 | 29.77 | 76.43 | 7.51 | 1543 | 1.68 | 39.02 | 4.69 | 7.59

Tabulka 3.4: Matica zhlukovych centier

Prvy a druhy zhluk st okresy Bratislavy a Kosic. M6zeme vidiet Ze tieto dva
zhluky sa tplne rovnaké ako zhluk 1 a 3 pri metéde K-priemerov.

Zhluk 1 obsahuje tri okresy, ktoré lezia v okoli Bratisavy. Preto je prirodzené,
ze v tomto zhluku mame extrémne hodnoty niektorych premennych. Napriklad
sa vyznacuje vysokou priemernou hodnotou pre vek Zeny pri sobasi aj pri amrti,
vysokym poc¢tom zomrelych Zien na pocet obyvatelov, vysokym priemernym ve-
kom manzelov pri rozvode a taktiez vysokou hodnotou v pocte pristahovalych
a vystahovalych Zien.

V zhluku 2 st okresy Bratislavy a Kosic. Tento zhluk ma na prekvapenie
skoro vSetky hodnoty priemerné. Dokonca v tomto zhluku moézeme spozorovat
najnizsi priemerny vek Zeny pri amrti a najnizsi priemerny pocet maloletych deti
v rozvedenom manzelstve. Moze to suvisiet s lokalitou tychto okresov pri dvoch
najvacsich mestach SR. Obyvatel'stvo tu zije vo velkych mestskych sidliskach bez
moznosti prirodného, socidlneho a kultirneho Zivota.

V zhluku 3 sa nachadza vacsina okresov stredného a zapadného Slovenska.
V tomto zhluku je zaujimava vysoka hodnota priemernej dlzky trvania rozvede-
ného manzelstva. St to okresy, ktoré st charakterizované klasickym pohladom
na rodinu so silnym krestanskym vplyvom.

Priemerné hodnoty zhluku 4 st blizke priemernym hodnotdm sledovanych
ukazovatelov v Slovenskej republike.

Okresy zaradené do piateho zhluku tvoria z ekonomicko-socialneho hladiska
najchudobnejsie okresy Slovenska. Vyznamné rozdiely medzi sledovanymi demo-
grafickymi ukazovatelmi vidime skoro vo vSetkych premennych. Zrejmé je to na-

priklad v pripade poctu pristahovanych aj vystahovanych Zien, kde toto ¢islo je
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velmi malé na rozdiel od ostatnych zhlukov. Naopak v tomto zhluku je vyrazne
najvyssi pocet zien, ktoré vstupuju do manzelstva ako slobodné. To opét moze
suvisiet s nizkym poc¢tom kariérnych prilezitosti Zenskej populacie.

Jednym z dalsich grafickych vystupov pre zhlukovanie je graf okolia (sused-
stva) alebo v literatire znamy ako ,Neighbourhood graph”. V tomto grafe mame
zhluky ocislované, toto ¢islo je vzdy na mieste centroidu zhluku. Centroidy s
spajané rozne hrubymi priamkami. V tomto grafe sa dva centroidy zhlukov spoja
vtedy, ak existuje aspon jedno pozrovanie, pre ktoré su to dva najblizsie centro-
idy. Ukézku takéhoto grafu mozeme vidiet na Obr. 3.7, kde je analyzovanych 79
objektov.

Tento graf sme ziskali pomocou prikazov k = cclust(X, k = 5, save.data =

TRUE) a prikazu plot(k, hull = FALSE, col = rep(”"black”,5)).
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Obr. 3.6: Zhlukovanie pomocou metédy K-medoidov

Je zrejmé, ze bolo identifikovanych pét zhlukov, ktoré su si dost blizke. Do-
konca tri z nich su si tak blizke az sa prekryvaju. Na zaklade tohto grafu mozeme
skonstatovat, ze by mohli byt aj tri zhluky ako vhodny pocet pre zhlukovanie.
VzhIadom na charakter analyzovanych demografickych tdajov sme sa rozhodli

zoskupit okresy do piatich zhlukov.
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3.2.1. Siluetovy graf

Jeden z uzito¢nych vystupov nehierarchickych metod je siluetovy graf. Casto
sa stretavame aj s nédzvom obrysovy graf alebo po anglicky ,Silhouette plot”.
Tento graf nas informuje ako sa ndm rozdelili jednotlivé pozorovania do zhlukov.
Znéazornuje aj kvalitu rozdelenia pre individualne zhluky. To znamena, Zze objekty
s velmi dlhou siluetov (blizko jednotky) st velmi dobre zaradené do zhluku. Zatial
¢o objekty s hodnotou blizko nuly lezia medzi dvomi a viacerymi zhlukmi. Objekt
s negativnou hodnotou méze byt tiez zaradeny v zlom zhluku. DIzka siluéty s;

objektu i je dané nésledujicim vztahom

bi — Q;

S; = )

max(a;, b;)

kde a; je priemerna vzdialenost objektu ¢ od ostatnych objektov v danom zhluku
a b; je najmensia vzdialenost objektu i k dalsiemu zhluku. TakZe maximélnu
hodnotu dlzky siluety dostaneme vtedy, ked vnutrozhlukova vzdialenost a; méa
ovela menSiu hodnotu ako medzizhlukova vzdialenost b;.

Pre dané demografické udaje mézme vidiet siluetovy graf na nasledujucom ob-
razku. Tento siluétovy graf sme dostali prikazom navezujicim na metédu PAM,

plot(dpk, main =" Silhouette plot”).
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Obr. 3.7: Siluetovy graf pre metédu K-medoidov aplikovanii na dané demografické data.

Situéciu z vystupu analyzy v kratkosti zhodnotime v nasledujucej tabulke.

zhluk 1 2 3 4 5
pocet okresov 3 9 31 23 13
priemerné dlzka siluety | 0,29 | 0,30 | 0,31 | 0,13 | 0,22

Tabulka 3.5: Rozdelenie zhlukov

7 relativne mensich priemernych dlzok siluét v rameci jednotlivych zhlukov
(vid tabulka 3.5) je mozné posudit, Ze priradenie do zhlukov nie je vo vacsine
pripadov celkom jednoznac¢né, ¢o zodpoveda charakteru demografickych udajov,

skor mensimi rozdielmi v (normovanych) hodnotach premennych.
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Moézme vidiet, Ze v trefom, $tvrtom a piatom zhluku je niekol'ko zle zarade-
nych objektov. V tomto pripade je hodnota siluety zdporné. V tretom zhluku je to
pozorovanie ¢islo 41, ¢o reprezentuje okres Ruzomberok. V tomto regione sa hod-
noty jednotlivych ukazovatelov vyrazne odlisuju od priemernych hodnét tychto
ukazovatelov zhluku 3. Napriklad priemerny vek Zeny vstupujicej do manzelstva
v zhluku 3 je 31.56 rokov, ale v okrese Ruzomberok ma tento ukazovatel hodnotu
33.54. Tato hodnota je dokonca vyssia ako najvacsia priemerna hodnota.

Vo stvrtom zhluku je zle zaradené pozorovanie ¢islo 17, okres Ilava. Okres Ilava
sa z historického a geografického hladiska dlhodobo javi ako umelo vytvoreny
na zaklade politickej poziadavky vtedajSieho obdobia. V tomto pripade je to
podobné ako s okresom Ruzomberka, kde sa hodnoty pre okres Ilava vyrazne
lisia od priemernych hodnét stvrtého zhluku, do ktorého bol zaradeny.

V piatom zhluku mame az dve zle zaradené pozorovania, pozorovanie ¢islo
70, okres Trebisov a 65, okres Poprad. Okres Poprad sa vyrazne li§i v Siestich
ukazovateloch. Najvyraznejsie je to v ukazovateli x, podiel Zien ktoré vstupuju
do manzelstva ako slobodné a x1g, priemerny vek manzelov pri rozvode. V tychto
ukazovateloch st hodnoty vyrazne nizSie ako v ostatnych okresoch, zaradenych
do piateho zhluku. Okres TrebiSov sa vyrazne lisi v ukazovateli xy a x7, pocet
zomrelych Zien na pocet obyvatelov. Tieto hodnoty st v porovnani s ostatnymi
okresmi vyrazne nizsie. Moze to opét suvisiet s vyraznym percentudlnym zastu-

penim romskej mensiny v okrese TrebiSov.
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3.3. Modelové zhlukovanie

Aglomerativne zhlukovanie a zhlukovanie pomocou metoédy K-priemerov
a K-medoidov, ktoré sme spominali v predchadzajtcej ¢asti, maju spolo¢ny prob-
lém. Tieto metddy nie st zalozené na formalnom modele na zhlukovanie objektov.
Tieto metody tak neumoziuju efektivne riesit niektoré problémy ako napriklad
rozhodovanie medzi modelmi, odhad po¢tu zhlukov, atd. To je najvacsi prob-
lém, Ze bez formalneho modelu nedokéZeme robit zrozumitelné zavery. AvSak nie
je to problém na zaklade ktorého by sme usidili, Ze tieto metdédy st tplne zlé,
pretoze zhlukova analyza je velmi ¢asto vyuZivana ako néastroj na presktimanie
dat. Ak ale pomocou inej metody néjdeme ovela zrozumitelnejsi (prijatelne;jsi)
model pre udajova Struktaru, tak ho rozhodne uprednosnime. Jedna z alternativ-
nych zhlukovacich metod, k tym predchadzajicim, je zhlukova analyza zalozené
na predpoklade Statistického modelu, ktord nam prinasa ovela presvedéivejsie
rieSenia.

V tejto kapitole si modelové zhlukovanie podrobnejsie vysvetlime. Predpo-
kladdme formalny Statisticky model pre populéciu, z ktorej mame vzorku na-
sich idajov. Taky model, v ktorom predpokladame, ze dané populacia sa sklada
z viacerych subpopulécii (,zhlukov) a kde kazda tato subpopulacia mé premenné
s rozdielnou mnohorozmernou pravdepodobnostnou hustotou. Agregaciou tychto
hustot subpopulacii vznika hustota pre populéciu, ktora nazyvame konecnd zmie-
Sand hustota. Konetna zmieSana hustota velmi casto poskytuje rozumny Statis-
ticky model pre zhlukovanie a zhlukova analyza, ktora je zalozena na tejto hustote
sa nazyva modelové zhlukovanie. Pri zpracovani kapitoly modelového zhlukovania

boli vyuzité zdroje [5], [2] a [12].

3.3.1. Koneéna zmieSana hustota

Kone¢na zmieSana hustota je trieda viacerych funkcii hustét pravdepodob-
nosti a je zadana v nésledujicom tvare
f(x;p.0) =) p;g;(x:0;), (3.1)
j=1
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kde x predstavuje realizacie p-rozmernej nahodnej premennej, p = (p1, p2, - - -, pe)?,
ktora obsahuje proporcionalne vplyvy jednotlivych zloZiek hustot g; na celkovej
hustote f (p; > 0, X5, p; = 1) a zlozky 6" = (67,67,...,0")" potom pred-
stavuju parametrizaciu hustot g;. Pocet zloziek v zmesi (predpokladany pocet
zhlukov) je tak dany ¢islom c.

Konec¢na zmiesana hustota poskytuje vhodny model zhlukovania prave vtedy,
ak plati, ze kazda skupina pozorovani, v ramci populécie rozdeleni, ma rézne roz-
delenie pravdepodobnosti. Mézu patrit do rovnakej triedy, ale budu sa ligit hod-
notami parametrov rozdelenia. Prikladom tohto principu su nase tudaje, ktoré tu
analyzujeme, nakolko maji normaélne rozdelenie s roznymi vektormi priemerov
a kovarianénymi maticami. Ak mame odhadnuté parametre predpokladanej zmie-
Sanej hustoty, pozorovania méZzeme zaradovat do konkrétnych zhlukov na zaklade

maximalnych hodnét odhadovanej podmienenej pravdepodobnosti

~

P(zhlukj|x;) = ZM,]’ =1,...,c

3.3.2. Odhad parametrov v modele zmieSanych hustot

Na zéklade pozorovani x;,Xa, . ..,x, dosadenych do vztahu (3.1) definujeme

logaritmicki vierohodnostna funkciu [,
i=1

Odhady parametrov pouzitych v hustote pomocou metdédy maximélnej vierohod-

nosti moézeme dostat pomocou vyrieSenia néasledujicej rovnice

kde ¢ = (p”,0")7. Avak v pripade kone¢nej zmieSanej hustoty je tato hustota
obvykle dost zlozitd na to, aby sa pouzili bezné metdédy na rieSenie vyslednej
stustavy rovnic. Preto maximélne odhady parametrov v modele s kone¢nou zmie-

Sanou hustotou musime vypodcitat inym sposobom. V pripade ked mame zmes,
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v ktorej ma hustota j-tej zlozky viacnasobné normélne rozdelenie s vektorom
strednych hodnot p; a kovarianénou maticou 3;, odhadneme parametre pri ich

vhodnej pociato¢nej volbe iterativne nasledujicim spdsobom:

1 &5,
Py == P(jlx),
nai4
ﬁ’g = fZXzP(]lxz%
J i=1

kde I3(j |x;) je spominand podmienena pravdepodobnost. Po jej nasledovnom
novom odhade pomocou p;, p; a ij sa opat vraciame na zaciatok iterac¢ného
cyklu az do stabilizacie uvedenych odhadov na zaklade vhodného kritéria kon-
vergencie. Popripade sa tento itera¢ny proces tiez adaptuje podla obmedzenia
na kovarian¢ni maticu subpopulécii.

V [4] bola vyvinuté sekcia modelov kone¢nej zmieSanej hustoty s viacrozmer-
nym normélnym rozdelenym zloziek v modele, v ktorom umoznuji niektoré, ale
nie vSetky vlastnosti rozdelenia vychadzajucich z kovarian¢énej matice (orienta-
cia, velkost a tvar) sa menit medzi zhlukmi. Zaroven obmedzovali ostatné, aby
boli rovnaké. Tieto nové kritéria vyplyvaju z ivahy reparametrizacie kovarianénej

matice 3; z hladiska spektralneho rozkladu
¥, = D,;A;D},

kde D; je matica vlastnych vektorov a A; je diagonalna matica s vlastnymi ¢islami
3, na diagonale. Orientécia osi elipsoidu urc¢ené¢ho maticou X, je dana pomocou

D;, zatial ¢o 3; definuje velkost a tvar kontury hustoty. Specialne mozeme pisat

kde A; je najvicsia vlastna hodnota X; a A; = diag(l, as,...,q,) obsahuje

pomery vlastnych ¢isiel po rozdeleni \;. Preto \; kontroluje velkost (objem)
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J-tého zhluku a A; jeho tvar. V dvojrozmernom pripade by parametre odrazali
pre kazdy zhluk korelaciu medzi dvomi premennymi a velkost ich Standartnych

odchyliek.
V nasledujucej tabulke vidime sériu modelov zodpovedajtcich réznym obme-

dzeniam uloZenych na kovarian¢nej matici.

Model | Distribtcia | Objem Tvar Orientécia
EII sféricka rovnaky | rovnaky —
VII sféricka rozny | rovnaky —

EEI | diagonalna | rovnaky | rovnaky | podla siradnicovych osi
VEI | diagonalna | roézny | rovnaky | podla suradnicovych osi
EVI | diagonéalna | rovnaky | rozny | podla sturadnicovych osi

VVI | diagonédlna | rozny rozny | podla suradnicovych osi
EEE eliptickd | rovnaky | rovnaky rovnaky

EVE eliptickd | rovnaky | rdzny rovnaky

VEE elipticka rozny | rovnaky rovnaky

VVE elipticka rozny rozny rovnaky

EEV eliptickd | rovnaky | rovnaky rozny

VEV elipticka rozny | rovnaky rozny

EVV eliptickd | rovnaky | rdzny rozny

VVV elipticka rozny rozny rozny

Tabulka 3.6: Model

Oznacenia modelov opisuji obmedzenia modelu na objeme A;, tvare A; a
orientacii D;. Jednotlivé pismena v nazve modelu znamenaju V' = premenlivy
medzi subpopuléciami (zhlukmi), £ = rovnaky pre vSetky zhluky a I = kova-
rian¢na matica je rovné jednotkovej matici pri vSetkych zhlukoch.

Vyber modelu je kombinécia vyberu vhodného zhlukovacieho modelu pre po-
puléciu, z ktorej sme vybrali n pozorovani a optimalny pocet zhlukov. Optimélny
pocet zhlukov sa da zistit pomocou nasledujtucich metéd, ktoré nazyvame Akai-
kovo informa¢né kritérium (AIC') a Bayesovo informa¢né kritérium (BIC). AIC

kritérium je definované vztahom
AIC = =21 + 2p,

kde [ je a p je pocet parametrov v modele. Podobne je definované aj BIC' krité-
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rium

BIC = -2+ plnn.

Je kazdopadne podstatné, Ze obidve kritéria zahrnuju tiez vplyv poc¢tu paramet-
rov, ktoré pri pouziti vSeobecnejsiecho modelu rychle narasta. To potom byva
pri volbe takéhoto modelu limitujuce, i ked vedu k lepsiemu odhadu paramet-
rov. Optimalny model nidjdeme pomocou miniméalnej hodnoty kritéria AIC" alebo
BIC (v praxi va¢sinou berieme opacné hodnoty kritéria, ked hladame naopak
maximélnu hodnotu). Podla [I1] je pomocou kritéria BIC' mozno odhadnut lep-
sie modely ako pomocou AIC. Preto na dalsom obr. 3.8 budeme brat do tvahy
vetkych 10 hlavnych modelov z tabulky 3.3. Pripomenieme, Ze E v modele zna-
mené rovnost pre vSetky zhluky, V' variabilitu a I identitu. Teda napr. model
EFEI znamena diagonalnu kovarianénii maticu s rovnakym objemom a tvarom.
Znacka V EV indikuje elipsoidny model s rovnakym tvarom pre vSetky zhluky,
ale s premenlivou orientéciou a velkostou. Na zéklade tohto mézeme konStato-
vat, ze viac obmedzené modely dosiahnu ovela vac¢sie BIC hodnoty pre vyssi
pocet zhlukov, pretoze neobmedzené modely su silnejsie penalizované pri odhade

tol’kych parametrov.

S
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= e < A VIl # VEE
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3 - “l @ VEI @ EEV
@ EVI & VEV
o o VWI B EVV
gl = EEE 0 VWV
' | T T I T ' ' ' '
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pocet komponentov
Obr. 3.8: BIC graf
Obr. 3.8 sme dostali pomocou prikazu k = cclust(X,k = 5) a néasledne
plot(k, hull = FALSE). Na grafe mozeme vidiet, Ze aj ked sa obmedzené modely

rovnako nezhoduju pre rovnaky pocet zhlukov, stt menej penalizované a dosahuja
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Z12

vyssie hodnoty BIC' pre vacsi pocet zhlukov. Podla BIC' kritéria sa najvhod-
nejsi javi model EFEE, teda elipsoidny model, ktory ma rovnaky tvar,velkost
aj distribiciu. To zrejme ¢iastocéne odpoveda tomu, ze pracujeme s normovanymi
premennymi. Aj ked sa javi ako optimélne vyuzitie len dvoch zhlukov, na zaklade

predchadzajicich zktsenosti sa opét priklaname ku K = 5.

o _| . (=
I o
,
— - —
o o *5
ol ~ ™ i
g
2 * 0 -
I,;'|
2| S
m =
| | | | | | | |
26 28 30 32 34 26 28 30 32 34
X1 xy

Obr. 3.9: Zaradenie zhlukov

Na obr. 3.5 je na lavej strane graf, ktory zobrazuje ako by sa zaradili dané
objekty a na pravej strane graf, na ktorom moézeme vidiet neistoty zaradenia.
Podmienena pravdepodobnost ﬁ(zhluk‘ﬂxi), ktoru si oznacime ako z;,, mdzeme
brat aj ako indikator neistoty zaradenia. Cim vidsie Zimax (Maximélna hodnota
zo vSetkych z;, pre objekt i) tym je istejsie zaradenie objektu do zhluku. Hodnota
1 — % max Vyjadruje neistotu zaradenia. Na grafe neistoty zaradenia vidiet jednu
velkd ¢ervenu bodku. Je to tym, Ze v tomto grafe maju mensie body z-hodnotu
vacsiu ako 0,95 a vicsie body maji z-hodnotu mensiu ako 0, 75. Ostatné zhluky
maji z-hodnotu medzi tymito dvomi hodnotami. Cim vacsia je z-hodnota, tym
mozeme zkonstatovat vacsiu neistotu zaradenia. V nasom pripade mame len jeden
takyto bod, ktory je nespravne zaradeny do zhluku a moze byt reprezentantom
viacerych objektov. Rozdelenie do zhlukov pomcou modelového zhlukovania za-
riadi prikaz m = Mclust(X, G = 5), kde nasledujtci prikaz head(m$classi fication)

nam vyjadri presné zaradenie kazdej premennej. Predtym bolo nutné nainstalovat
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kniznicu mclust. Na zaklade modelového zhlukovania sa nam objekty zaradili do

zhlukov nasledovne :

Zhluk 1 (ruzova)
Bratislava I
Bratislava I11
Senec

Zhluk 2 (Gervené)

Bratislava 11 Malacky Kosice IT
Bratislava IV Pezinok  Kogice 111
Bratislava V Kosice I Kosice IV

Zhluk 3 (zelena)

Dunajska Streda Pichov Dolny Kubin Poltar
Galanta Trenc¢in Kysucké Nové Mesto Reviica
Hlohovec Komaéarno Liptovsky Mikul4s Rimavska Sobota
Piestany Levice RuZomberok Stropkov
Senica Nitra Turcianske Teplice Svidnik
Skalica Nové Zamky  Zvolen Humenné
Trnava Topol¢any Zarnovica Levoca
Myjava Zlaté Moravce Banskéi Bystrica Medzilaborce
Nové Mesto nad Vahom Zilina Banské Stiavnica Snina
Partizanske Bytca Krupina Kogice-okolie
Prievidza Cadca Lucenec Sobrance

Zhluk 4 (modra)

Banovce nad Bebravou Martin Detva Spisska Nova Ves
Ilava Velky Krtis Stara Luboviia Trebisov
Povazska Bystrica Ziar nad Hronom Poprad Michalovce

Sala Brezno Presov Roznava
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Zhluk 5 (71t4)

Tvrdosin Kezmarok

Némestovo Sabinov
Vranov nad Toplou Gelnica
Bardejov

Priemerné hodnoty analyzovanych demografickych ukazovatelov pre jednot-

livé zhluky st v nasledujucej tabulke:

Zhluk A ) I3 Ty Ts T XT7 xTg Tg 10 T11 T2

Zhluk 1 | 33.02 | 84.01 | 12.43 | 32.39 | 33.37 | 79.93 | 11.37 | 14.60 | 1.57 | 41.73 | 42.14 | 22.59

Zhluk 2 | 32.62 | 84.05 | 10.61 | 31.26 | 32.38 | 76.09 | 8.28 | 15.28 | 1.47 | 41.72 | 22.23 | 20.94

Zhluk 3 | 30.52 | 86.14 | 9.00 | 29.32 | 31.11 | 77.72 | 10.07 | 15.93 | 1.53 | 40.54 | 7.90 | 9.16

Zhluk 4 | 30.56 | 87.96 | 9.92 | 28.74 | 30.06 | 76.97 | 8.86 | 15.54 | 1.53 | 40.12 | 5.99 | 8.62

Zhluk 5 | 27.15 | 93.66 | 13.85 | 27.82 | 29.73 | 76.28 | 7.33 | 15.57 | 1.79 | 38.63 | 4.69 | 7.72

Tabulka 3.7: Matica zhlukovych centier

Na kartograme na obr. 3.10 je znézornena Struktira zaradenia okresov do

piatich zhlukov.

Obr. 3.10: Mapa zhlukov pre modelové zhlukovanie

V zhluku 1 st zaradené dva okresy Bratislavy a okres Senec. Toto zaradenie je
rovnaké ako aj v predchadzajicich metédach. Tento zhluk je zaujimavy tym, Ze
vSetky jeho priemerne hodnoty jednotlivych ukazovatelov st extrémmne. Bud su

najnizsie alebo najvyssie. V tomto zhluku je nizky podel Zien, ktoré vstupuji do
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manZelstva ako slobodné a kratka priemerna dlzka trvania rozvedeného manzels-
tva. MozZeme konstatovat, Ze v tychto okresoch vela Zien vstupuje do manZelstva
aZ po rozvode a vela manZelstiev sa po kratkej dobe rozpadne. V tomto zhluku je
zaujimavé, Ze priemerna hodnota pre ukazovatel xg, primerny vek Zeny pri tmrti,
je o 3 roky a viac vysSia ako u ostatnych zhlukov. Pravdepodobne to stvisi s kva-
litnejSou zdravotnou starostlivostou vys$sim vzdelanim tejto populécie a tym aj
vyssim povedomimo starostlivosti o zdravie.

V zhluku 2 su zaradené ostatné okresy Bratislavy, okresy Kosic a nejaké sa-
telitné okresy Bratislavy. To, ¢o je prekvapujice na tomto zhluku je, Ze nie je
hodnotovo nijako vyrazny ako by sme ¢akali kedZe Kosice a Bratislava st naj-
vécsie mesta na Slovensku. Tento zhluk mé priemerné hodnoty vo vSetkych uka-
zovateloch. Vzhladom na zhorSené Zivotné prostredie by sme mohli o¢akavat, ze
v tomto zhluku bude vek Zeny pri tmrti najvyssi. Rozhodujtce v tomto ohlade
sa vSak pravdepodobne javi vynikajtce socialno-ekonomické prostredie.

V zhluku 3, ktory tvori 55.7% okresov, vidime extrémne mélo narodenych Zien
na pocet obyvatelov. AvSak naopak trvanie manzelstva pred rozvodom je dlhsie
ako u ostatnych zhlukov. Ako bolo uz spomenuté, patria tu regiéony, v ktorych
populacia uznava krestanské principy.

V zhluku 4 st zaradené okresy ktoré nevykazuju extrémne priemerné hod-
noty sledovanych ukazovatelov. Tieto regiéony sa nachadzaja v lokalitach, kde
dominuje polnohospodarstvo nad priemyslom. Hustota obyvatelstva je tu nizsia
v porovnani s ostatnymi okresmi SR.

V zhluku 5 mame len 7 okresov. Skoro v8etky priemerné hodnoty ukazovatel ov
st extrémne. Pre tieto okresy je priznacné, ze maju vysoka hodnotu podielu Zien,
ktoré vstupuju do manzelstva ako slobodné, vela narodenych Zien napocet obyva-
telov a vysoki hodnotu priemerného pocétu maloletych deti v rozvedenom man-
zelstve. Zo socialno-ekonomického aspektu patria medzi najchudobnejsie okresy
SR. Ako mozeme vidiet podla kartogramu tato metoda okresy vobec nerozdelila
dobre na rozdiel od predchédzajicich metéd. Modelové zhlukovanie spravilo jeden

velky zhluk so 44 okresmi, ostatné zhluky neboli vramci SR jasne ohranicené.
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Kapitola 4

Porovnanie aplikovanych metod

Jednym z cielov bakalarskej prace bolo posudit, ktora z uvedenych nehierar-
chickych metod zhlukovej analyzy je pre analyzované demografické idaje najlep-
sia. Treba zdoraznit, Ze vyber najlepsej metoédy sa nedé potvrdit objektivnym
kritériom. To mdZze byt spésobené tym, Ze hodnotime tudaje, pri ktorych nepo-
zname prislusnost do zhlukov. Najlepsiu metodu teda vyberieme podla subjek-
tivneho kritéria. Nechceme, aby sa okresy v zhlukoch retazili a v neposlednom
rade chceme vysledné zhluky interpretovat.

V praci sme aplikovali tri rézne metddy nehierarchického zhlukovania. Vybrali
sme metody K-priemerov, K-medoidov a modelové zhlukovanie. Pri vSetkych
tychto metddach je nutné poznat pozadovany pocet zhlukov. Tento pocet bol na-
vrhnuty vyuzitim hierarchickych aglomerativnych metéd zhlukovania. Z nich bola
pomocou aglomerativneho koeficientu ac uréena najvhodnejsia metdéda, Wardova
metoda. Pomocou Wardovej metody sme identifikovali pat zhlukov.

Metodou K-priemerov boli okresy Slovenskej republiky klasifikované do pia-
tich, pribliZzne homogénnych zhlukov. Podla vysledného kartogramu Slovenske;j
republiky sa ndm tato metoda javila ako najlepsia, z dévodu rozdelenia objektov
do homogénnych zhlukov. Zhluky, vytvorené aplikovanim metédy K-priemerov,
boli dobre impretovatelné. MozZeme konstatovat, Zze tato metoda zaradila okresy
do zhlukov aj podla socidlno-ekonomickych aspektov regionov.

Druhéa metoda, ktora bola aplikovana na demografické ukazovatele, bola me-

toda K-medoidov. Pomocou tejto metody sme ziskali zaujimavé vysledky, avsak
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moézeme povedat ze metoda K-medoidov horsie zatriedila zhluky ako predchadza-
juca. Pomocou siluétového grafu sme zaznamenali viacero zle zaradenych okresov.

Dalsou metédou, pomocou ktorej sme klasifikovali objekty, bola metdéda mode-
lového zhlukovania. V tejto metode sme vyuzili pri rozhodovani o najvhodnejSiom
modele kritérium BIC'. Z grafu BIC bol zisteny najvhodnejsi model FEE. Je to
elipsoidny model ktory ma rovnaky tvar, velkost aj distribtciu. V tomto pripade
bolo zhlukovanie nie celkom jednozna¢né, nakolko sa vopred zvolenych péat zhlu-
kov ¢iastocne prekryvalo. Taktiez boli identifikované objekty, ktoré boli nespréavne
klasifikované do zhluku. Aj po analyze vysledného kartogramu sme mohli zhod-
notit, Ze metdéda modelového zhlukovania vhodne nezaradila okresy do zhlukov.
Moéze to byt désledkom, ze vysledny model nereflektoval dobre $truktiru nahod.

Aj ked sme ¢akali Ze najvhodnejsi model ziskame pomocou metody mode-
lového zhlukovania, tak sa ndam najvhodnejsi model javil pomocou metody K-
priemerov. Zatriedené okresy v jednotlivych zhlukoch vykazuja aj pribliznt geo-

graficka prislusnost.
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Zaver

Pri prieskume metéd zhlukovej analyzy, z ktorych som vyberela, som bola
prekvapena ich vyuzitelnostou v praxi a vynikajicou interpretaciou. Ziskany pre-
hlad je pre mna velkym prinosom pri Stidiu rozdielnych viacrozmernych Statis-
tickych metod.

Za prinos tiez povazujem préacu so softwarom R, v ktorom som spracovavala
realne udaje pomocou rozdielnych prikazov a kniznic. Verim zZe moja praca bude
prinosom aj pre ostatnych zaujemcov, ktori sa buda chciet dozvediet nieco viac
o problematike zhlukovej analyzy a o jej pouziti v software R.

Najtazsia Cast tejto préce bola interpretacia vyslednych grafov, popisanie
a spravne porozumenie jednotlivych metod. Vyvoj populécie z pohladu demogra-
fickych ukazovatelov je velmi zloZity, dlhodobo prebiehajuci proces. Ovplyvneny
je celkovym charakterom socialno-ekonomického vyvoja spolo¢nosti v Slovenskej
republike. Spravna interpretacia vysledkov aplikovanych metod by si urcite vyza-
dovala podrobnejsiu analyzu, s pohladu ekonomickych, socialnych, geografickych
a regionalnych disciplin.

Podl'a méjho nazoru bol teda ciel préce, vytvorit teoreticky prehl'ad o jednot-
livych metodach nehierarchického zhlukovania a tuto tedriu aplikovat na realne

data pomocou softwaru R, splneny.
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