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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva hledanim optimalni reprezentace dat pro sledovéni ob-
jektu senzorovou siti. Je zde popsan model decentralizované senzorové sité a vyuziti tzv.
slovniku k reprezentaci namétenych dat. Dale je zde teoreticky rozebran algoritmus K-
SVD slouzici k uceni slovniku a na zdkladé modelovych signali jsou nauceny slovniky
slouzici k reprezentaci dat. Tyto slovniky jsou mezi sebou porovnany.

Summary

The aim of this bachelor thesis is to find optimal data representation for target tracking
using sensor network. There is described a model of decentralized sensor network and
also the application of so called dictionary to represent the measured data. Also, there
is theoretically introduced the K-SVD algorithm that is used for dictionary learning and
there are learnt dictionaries for data representation based on the model signals. These
dictionaries are compared with each other.

Klicova slova
OMP, K-SVD, senzorova sit, atom, slovnik, ridka reprezentace

Keywords
OMP, K-SVD, sensor network, atom, dictionary, sparse representation
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UvobD

V senzorové siti, ktera sleduje pohybujici se objekt, je dilezité ziskavat co nejpresnéjsi
informace, aby bylo mozné co nejlépe urcit méfené stavové veli¢iny objektu — predevsim
jeho polohu, pripadné také jeho rychlost nebo smér pohybu. Zaroven je také tieba prenaset
informace co nejrychleji, aby je senzory byly schopné vyuzit difve, nez se objekt pfemisti a
nebudou potieba. Kazda stavova veli¢ina je ve stavovém prostoru popsana svoji hustotou
pravdépodobnosti, kteréd je typicky lokalizovana. Tato hustota nabyva lokidlniho maxima
nejen v okoli bodu piislusejicimu danému stavu, ale také na nékolika dalSich pozicich,
kde jsou zaznamenana falesna hlaseni, a nelze jednoduse urcit, které maximum néalezi
objektu. Protoze lokdlnich maxim je jen nékolik, je vyhodné pro splnéni piedpokladi
presnosti a rychlosti pfenosu pouzit fidkou reprezentaci. Ta predpoklada, Ze kazdy senzor
zné soubor zékladnich signali vychazejicich z hustoty pravdépodobnosti, tzv. slovnik, a
pomoci sec¢teni nékolika téchto signali, tzv. atomd, vynasobenych koeficienty urcenymi
na zakladé predchoziho stavu, se urci novy signal a z néj pak i novy stav, ve kterém se
nachézi sledovany objekt. Je tedy potieba prenést jen nékolik hodnot — koeficientti.

Tato bakalarskd prace se zabyva hledanim slovniku, ktery by nejlépe reprezentoval
informace (data) pfi co nejmensim poc¢tu pouzitych atomii. Tento slovnik miizeme zvolit
bud fixni, a nebo jej natrénovat pomoci modelovych signala. V této praci jsme zvolili
druhou moznost, a k natrénovani slovniku pouzili algoritmus K-SVD. Tato metoda ovsem
neni konvexni, vysledek je ovlivnén tim, jak ji inicializujeme. Proto jsme na inicializaci
K-SVD zvolili ruzné startovaci slovniky — jak typové, tak poc¢tem atomii.

Prace se sklada ze ¢ty kapitol. Prvni kapitola popisuje zakladni matematické pojmy
jako je norma, k-fidkost, nebo singularni rozklad, které jsou v praci pouzity. Jeji druha
¢ast je pak vénovana ridkym feSenim soustavy line4rnich rovnic a algoritmu OMP, ktery
slouzi k urcéeni tohoto feseni. V druhé kapitole se seznamime se senzorovou siti, pfenosem
dat v této siti, a vyuzitim slovniku. Tteti kapitola je vénovana algoritmu K-SVD a jed-
notlivym vstupnim tudajum, pfedevsim startovacim slovnikim. Ve ¢tvrté kapitole jsou
pak rozebrany vysledky, které byly ziskiny implementaci algoritmu v prostiedi Matlab,
a porovnany s vysledky u fixnich slovnikii.



1. MATEMATICKY UVOD

1. MATEMATICKY UVOD

V této kapitole se budeme zabyvat zadkladnimi matematickymi definicemi a znalostmi,
které se tykaji norem, fidkych vektort a reSeni nedourcené soustavy linearnich rovnic,
mimo jiné také pomoci algoritmu OMP, ktery se bude pozdéji vyuzivat. Co se tyce znacent,
v celé praci budeme vektory uvazovat sloupcové a znacit je malymi tuénymi pismeny X.
Slozky vektoru znac¢ime malymi pismeny s dolnim indexem nebo do zavorky uvedeme
¢islo prvku x; = x(4), x = [z1,..., 2,7 = [21;...;2,]7. Matice budeme znacit velkymi
tuénymi pismeny A, jejich prvky malymi pismeny s indexy, kde prvni oznacuje fadek
a druhy sloupec a;;. Pokud se bude matic oznacovat indexem, budeme jeji prvky znacit
pomoci zavorky jako A; (7, j). Oznaceni A ; nebo A,(:, j) pouzivame pro j-ty fadek matice
A nebo Aj; obdobné A, nebo Ai(i,:) oznacuje i-ty sloupec. A* oznacuje hermitovskou
transpozici matice A. K definici nebo prifazeni budeme pouzivat znak :=.

1.1. Norma a ridkost

1.1.1. Zakladni definice

Definice 1. [I] Necht X je vektorovy prostor, x,y € X a funkce f : X — R je funkce
spliujici:

l. fx) =0<=x=0
2. flx+y) < f(x)+ f(y)
3. fla-x)=lal- f(x)

Pak funkci f nazveme normou ve vektorovém prostoru X a prostor (X, f) nazveme
normovany. Funkei f(x) budeme dale znacit jako ||x]|.

Definice 2. ],-normu vektoru ||x||, v prostoru C" definujeme jako

Il == > |wif” pro 0 < p < 1, (1.1)
i=1

Il == (O )7 pro 1 < p < oo, (1.2)
i=1

|Ix|lo := | supp(x)| (pocet nenulovych prvkii) (1.3)

1% o0 := mzax|xl|
Pro pfipady, kdy 0 < p < 1 nenf splnéna podminka 3. z definice 1 pro normu, i tak
ale budeme i pro tyto pfipady pouZivat oznaceni l,-norma. Nejcastéji pouzivana norma je
n
pro piipad p = 2, kdy dostavame tzv. eukeidovskou normu, tedy ||x|2 = /> |=i|?. Pii
i=1
préaci s fidkymi maticemi je vSak nej¢astéji vyuzita norma ||x||o, ptipadné ||x||;.

Definice 3. Vektor x € C" nazveme k-fidkym <= [|x]|o = k.



1.2. RIDKA RESENI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

Skutecné vektory ale obvykle nemivaji ptimo nulové hodnoty, proto mluvime o k-fidkém
vektoru i v pfipadé, Ze mé nejvyse n—k hodnot blizkych nule. Definujeme proto tzv. chybu
aproximace:

Definice 4. Chyba nejlepsi aproximace vektoru x € C" k-fidkym vektorem v l,-normeé
je definovana jako:

Uk<x)p = UIZL(X)p = - ZHp:

kde S0 =30, = {x € C": |x]|o < k}. [2]

zEY )

1.1.2. Normy matic

V nékterych piipadech potfebujeme urcit velikost nejen vektoru, ale i matice. K tomu
nam slouzi maticova norma.

Definice 5. Takzvanou piirozenou (spektralni, operatorovou) normu matice A definujeme

jako:

| Ax]]
x|
Je vidét, ze hodnota maticové normy zavisi na pouzité vektorové normé. Pii pouziti

l,-normy budeme pfislu$nou maticovou normu znacit jako ||A||,. Pro l;-normu a l,.-normu
plati [4]:

|A|| = max pro v8echna x € X, kde x # 0.

|A|l1 = maxz la;;| (maximum ze sloupcovych soucti)
i e
|A ]l = maxz la;;]  (maximum z Fadkovych soucti).
? .

V tomto textu budeme nejcastéji pouzivat tzv. Frobeniovu normu, kterou znacime
jako [[Allr [2]:
[Alle = ,/ZZ%
1.1.3. Piiklady

Méjme vektor z = [3;0; 6;2;0]. Lze jednoduse ovéiit, ze ||z]lo = 3, ||z], = 11,

oowll

]2
10
|z||ooc = 6. Také lze vidét, ze tento vektor je 3-Fidky. Nyni méjme matici A = | 4 2
5 3

U této matice muzeme spocitat, ze ||A|; = 10, [|Allw =8, a [|A||r = 8.

Ridka reSeni systému linearnich rovnic

1.2.1. Zavedeni problému

UvaZzujme soustavu (neboli systém) linearnich rovnic y = Ax. Uvazujme také, ze tato sou-
stava je nedourcend, tedy pocet fadku m matice A je mensi nez pocet jejich sloupcu n.

4



1. MATEMATICKY UVOD

Reseni x této soustavy je nekonecné mnoho, hledame tedy feSeni v néjakém smyslu opti-
malni. V nasem ptipadé je to feSeni co nejiidsi, ilohu proto prevedeme do tvaru:

argmin||x|lo vzhledem k y = Ax. (1.5)

Vektor y € C™ budeme nazyvat signdl, nékolik signalt pak data, matice A € C™*"
se nazyva slovnik, jednotlivé sloupce matice A budeme nazyvat atomy slovniku, x € C"
vektor koeficienti nebo pouze koeficienty. Pro piipad, kdy budeme mit nékolik signali
Yi,...,Yk a k nim pfislusné koeficienty xi,...,xg, zavedeme matice Y = [y;...¥k]
a X =[x;...xg|. Je vidét, ze plati Y = AX.

1.2.2. Metody nalezeni vektoru koeficientt

Pokud méame regularni soustavu linearnich rovnic y = Ax, lze vektor x ur¢it piesné po-
moci inverzni matice a plati x = A~ly. Pro matici singularni, nedouréené, nebo pieurcené
soustavy vSak inverzni matice neexistuje, proto je potieba pouzit k nalezeni x jiné metody.
Jednou z moznosti je pouziti pseudoinverzni matice:

Definice 6. M&jme matici A € C™*". Pak matici AT spliujici
1. AATA=A
2. ATAAT =A"
3. (A) = AA*
4 (ATA) = ATA
nazveme pseudoinverzni matici k matici A.[5]

Pokud je matice A regularni, plati AT = A~!. Pro nedourc¢enou soustavu je pseudoin-
verzni matice matici s nejnizsi Frobeniovou normou, pro pfeurc¢enou soustavu pak nemusi
existovat matice B takova, ze By = x, ale plati, Ze AATy je nejblizsi aproximaci y ve
smyslu nejmensich ¢tvercii ze vech Ax. |2, 3]

Existuji ale i jiné zptisoby nalezeni vektoru koeficentii. Mezi né patii napiiklad rela-
xalni algoritmy, které misto lp-normy v[1.5pouzivaji l;-normu. Také mezi né patii hladové
algoritmy (greedy algorithms), které v kazdé iteraci nachézi jiny dilezity atom. To mé tu
vyhodu, zZe lze urcit, jak fidky ma byt vektor koeficienti. Mezi tyto algoritmy patii napii-
klad MP (matching pursuit) nebo vylepsené OMP (orthogonal matching pursuit). |5 2]

Posledni zminény algoritmus OMP budeme pozdé&ji pouzivat, proto je nyni popsany
a podrobnéji pak shrnuty v tabulce [I.I} Nejprve jsou vlozeny vstupni tdaje — slovnik A,
signal y, maximalni pozadovana tidkost K,,,, a maximalni povolena chyba aproximace €.
Po prvotni inicializaci se v kazdé iteraci ur¢i atom, s jehoz vyuzitim se nejvice minimalizuje
velikost rezidua |y — Aq,x;||3, kde Q; je nosi¢ vektoru koeficientii x;. Pokud program,
doséhne pozadované fidkosti nebo pozadované piesnosti, skon¢i.|5] [7]



1.3. SINGULARNI ROZKLAD
Tabulka 1.1: Algoritmus OMP
| Algoritmus OMP |

Vstupy:
y ...signal,
A .. . slovnik,

K4z - - - hranice tidkosti,

€...chyba aproximace.

Inicializace:

1 =0...c¢itac iteraci,

ro =Yy...residuum,

A, = A .. .pomocny slovnik,

Qo = 0...nosi¢ vektoru.

Hlavni cyklus

Dokud [|r;]|2 > € a i < Kyae:

Zvedni ¢itac i =1+ 1.

Najdi index j odpovidajici maximalni hodnoté Ajr.
Aktualizuj nosic¢ Q; = Q;_1 U .

Najdi feseni x; = arg muinHy — Ag,ulf.

Aktualizuj reziduum r; =y — A, X;.

j-ty sloupec A, nahrad nulovym vektorem.
Konec podminky.

Vystup:

Xz . . . vektor koeficienti.

1.3. Singularni rozklad
Definice 7. [4] Kazdou matici A typu (m,n) lze zapsat ve tvaru
A =UxVT,

kde U = (uy,...,u,,) je ortonormalni matice fadu m, ¥ = diag(oy,...,0,) je diagonalni
matice typu (m,n) a V.= (vy,...,v,) je ortonormélni matice fadu n. Také plati p =
min(m,n) a oy > o9 > -+ > 0, > 0. Pocet nenulovych prvki oy, ..., 0, je roven hodnosti
matice A.

Vyjadieni A = UXV? pak nazveme singuldrnim rozkladem matice A, ¢isla oy, ..., 0,
stnguldarnimi cisly.

Singulérni rozklad budeme vyuzivat v kapitole 3.



2. SENZOROVA SIT

2. SENZOROVA SIT

V této kapitole se budeme zabyvat namodelovinim senzorové sité a zptusobem pie-
nosu informaci mezi jednotlivymi senzory. Senzorova sit — respektive sit senzoru — slouzi
k prenosu informaci o poloze, rychlosti, sméru, piipadné jinych stavovych veli¢inach pohy-
bujiciho se objektu. Kazdy senzor dokaze tyto veli¢iny urcit jen s ur¢itou mirou nejistoty.
Poté se informace od jednotlivych senzoru vyhodnoti, vSechny senzory obdrzi vysledek,
aby mohly co nejlépe urcit dané veli¢iny v dalsim c¢asovém okamziku a cely proces se
opakuje.

2.1. Model senzorové sité

Uvazujme objekt s ¢ ¢asové proménnymi stavovymi veli¢inami, mezi které patii napti-
klad pozice, rychlost nebo smér pohybu objektu. Vektor stavi piislusejicich k objektu
ozna¢ime jako x, € RY, kde n € Ny oznacuje diskrétni ¢as. Dale uvazujme sit senzori,

které oznac¢ime pismenem s; s = 1,...,5. V kazdem case n kazdy senzor s vyhodnoti

udaJe z okoli a zjisti 51gn1ﬁkantn1 méteni na M mistech. Tato méFeni oznacime jako

znm, kde m = 1,. MTSL ). 7 nich mize nejvyse jedno patfit ke zkoumanému objektu.

Ostatni budeme nazyvat falegna hlaSeni (clutter). Dale m&jme M = {1,..., M},
(s) . (s)T ()T e [, (DT (ST

Zn = (2, ”"’Zn,Mﬁf)] aZy =20 ,...,2Zn |

Protoze zkoumanému objektu ptislusi nejvyse jedno z MY méfeni, zavedeme parametr
a'?)| takovy, ze:
) {m e MY pokud v Ease n zjistil senzor s objekt métenim zh,

n

(2.1)

0 pokud v ¢ase n senzor s nedetekoval sledovany objekt.

V modelu také uvazujeme, ze kazdy senzor s dokaze komunikovat s mnozinou senzori

9 C {1,...,5} \ s. Tuto mnozinu budeme nazyvat mnozinou sousedii senzoru s.

Pravdépodobnost, ze jedno z méreni nalezi objektu, je znamé a oznacime ji Pt(s). Kazdy
senzor s vyprodukuje falesna hlaseni, jejichz rozdéleni odpovida Poissonovu rozdélenim
s parametrem 1) nezavislym na ¢ase n. Tak miZeme uréit sdruzenou pravdépodobnostni
funkci proménnych a'? a M

s)\ p(s) (s) (s)
p(a M) = § CrMa )F ar) € Mj; 2.9
n n 01<M7(LS))(1 N Pt(S))N(S), (17(18) —0,

kde Cl(MT(LS)) je parametr zavisejici pouze na po¢tu méient M.

Podminéna hustota pravdépodobnosti pro kazdy senzor s v ¢ase n na pozici m je pak

() — {f(znm\xn,afz) —0), pokud al) =m e MY (2.3)

5)
Z Xn,CLn s
[z 1@ pokud a% = 0,

kde f(znm|xn, o' = 0) a fc( )JSOU znamé hustoty pravdépodobnosti. [6]



2.2. LOKALNI VEROHODNOSTNI FUNKCE

Obrazek 2.1: Model senzorové sité. Kazdy senzor komunikuje se skupinou sousednich
senzori, coz znadi ¢erné Sipky. Sledovany objekt (auto) je detekovan jen nékolika senzory,
coz je oznacené Cervenymi Sipkami

2.2. Lokalni vérohodnostni funkce

Na senzoru s mame M.® mefeni z$f2n Nyni z téchto méfeni chceme urcit lokalni véro-

hodnostni funkei f (z,(f)|xn), ktera popisuje zavislost mezi vektorem méteni z) a stavem

méteného objektu v ¢ase n. Jelikoz jednotlivd mérent zSZn jsou nezavisla, plati

F@ xn,a) = [ F25) %0, a). (2.4)
mGM%s)

V této rovnici je ov8em pouZita rovnost (2.3]), kterd se vétvi na dva piipady. Proto je

budeme délit i v tomto p¥ipadé. Nejprve si nadefinujeme f.(zo) |MS7) = [ f.(zih).
mEMS)

Poté

e pokud a,(s) =0, pak

F(2) %, 0y = m, M) = (2| M), (2.5)
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e pokud a,(s) =m € /\/lgf), tak jako m’ ozna¢ime méfeni, kterd nepatii ke sledova-
nému objektu, tedy m’ € MY \ {m} a pfislusnd méfeni jsou tedy znacené jako
z(szn,. A plati

f( ‘Xnv ) =m M(S)>_

TL

= fE el =m) T flai) =

m e M\ {m} (2.6)
(s) M(S)
— @by = m BT
7 fc(zns,m’)
Podle véty o tiplné pravdépodobnosti plati:
M
(25 [xn) = Z (2 0, @), M )p(al), M), (2.7)

a dosazenim ptedchozich rovnosti (2.2)), (2.6) a (2.5) dostaneme

() =
= £z | M) (M) (1 = P + Co MV P > (), %0, 0l = m) =

at? =m)

fc(ZnS}n)

= Co(20)) |(1= PO + P > Iz

meM(S
(2.8)

P nazveme

(

1
1..

M pak nazveme

s)_
zikladem (floor), dalsi cleny Co(z')) Cgs)f(z”"]':‘z"z;;") = =

mody (modes). Zaklad a mody jsou nezaporné, protoze Cg(zgf
. f(z;m\xn,a S)—m)

1 jsou nezaporné vyrazy. [6
XEC R p yrazy. [6]

kde Cy(2)) := C (M) fu(2$) | M s)) Prvni &len souétu Ca(z)
)

) chS)7 (1 - Pt(S))a M(S)

2.3. Globalni vérohodnostni funkce

Aby senzor s dokazal co nejlépe urcit veli¢iny patiici ke sledovanému objektu x,,,1 v na-
sledujicim case, mél by pocitat i s vysledky meéfeni od jinych senzori, které dostaneme
s vyuzitim tzv. algoritmu konsensu priméra — average consensus algorithm.

Nejprve je viak potieba sestavit globalni vérohodnostni funkei (global likelihood function
— GLF) f(zn|x,). Protoze méfeni 2 na jednom senzoru v ase n nenf zavislé na méfent

na jinych senzorech v tomtéz case, plati

S

f(nlxn) = [ £(2)]x0)- (2.9)

s=1
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Tuto formu ale déle upravime, protoze pro dalsi vypocty bude vhodnéjsi nahradit
sou¢in funkci jejich sou¢tem. Proto (2.9)) pfevedeme do logaritmického tvaru:

f(2nl%n) = exp (In f(2n[xn)) = exp (1111_[ f(Zﬁf)!Xn)> =

s=1

<Z In f(z \xn ) = exp (Sl(x,)),

(2.10)

kde
Xp _Sme (29]x,,). (2.11)

O I(x,,) mizeme mluvit jako o priméru logaritmu S lokalnich vérohodnostnich funkei
f (zgf)|xn). Protoze se jedné o funkce, nelze piimo pouzit algoritmus shody pruméri, pro-
toze ten pracuje s ¢isly, a ne s funkcemi. Proto je t¥eba (2.10), respektive (2.11)), upravit
a aproximovat pomoci ¢isel.

V jsou dva druhy c¢lent — zédklad a mody. Protoze mody jsou nezidporné a zaklad
je konstantni, plati

min {f (2 [x,)} = Co(2) (1 = P)p (2.12)

Xn €Rd

Protoze tento vyraz je kladny a logaritmus je prosta funkce, mizeme tento vyraz zloga-
ritmovat a zavést proménou A, takovou, Ze

A9 = min {In f(z{Y]x,)} = In (02(z;8>)(1—a<8>)u<8>>. (2.13)

Xn €Rd

Potom miizeme napsat

In f(z|x,) = A& + A¥(x,,) (2.14)
a dosazenim do (2.11) dostaneme

S S
1 1 o
Xn) = Z ) =g 2 A+ 2D AY) = A+ A, (2.15)
s=1 s=1 s=1
kde .
-1
A= — ) 2.1
52 (2.16)
a
_ 1.
Axa) =5 > AP (x,). (2.17)
s=1
[6]

Uréit A oviem nelze pouze jednoduchym dosazenim do vzorce. Kazdy senzor s zna svoji
hodnotu A, ale dokaze komunikovat pouze se svymi sousedy, nelze proto jednoduse ziskat
informace od v8ech senzorti. Proto pouzijeme algorltrnus shody priuméria. Tento algorit-

mus v kazdé iteraci ur¢i vnitini stav senzoru w,”’ a pfi vhodné zvolenych parametrech

10
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(s) _

(pfedevsim vah) plati lim u;’ = A. V readlném pouziti se samoziejmé pocita s koneénym

1—>00
poctem iteraci ng.

V algoritmu se stfidaji dva kroky. V prvnim kroku kazdy senzor s posle sviij posledni
stav uEi)l viem svym sousedim s’ € N a dostane od nich jejich stavy. V druhém kroku
aktualizuje svij stav jako

W= Y wed) i=12. (2.18)
s'eENGIU{s}

kde w; o jsou vahy spliujici > ws ¢ = 1. Popularni volba vah jsou tzv. Metropolitni
s’eN(Iu{s}
vahy.
Algoritmus je inicializovan jako u(()s) =), [6, @]

2.4. Vyuziti slovniku k vypoctu globalni vérohodnostni
funkce

Nyni jsme ur¢ili zakladni konstantu A a zbyva urc¢it hodnotu A(x,). Upravenim (?2.14)
dostaneme

A®(x,) =1n f(z¥)|x,) — A, (2.19)

Néasledné A®)(x,,) aproximuje s vyuzitim funkei d;(x,), ..., dp(x,), které nazveme atomy,
a vektoru koeficientii a = [ay, ..., ap]:

) (%) Za;)db (x). (2.20)

Dosazenim ([2.20)) do (2.17) dostaneme

B z
_ 1 s
Axa) 5 > Y0y du(x) = D andy(x,), (2.21)
s=1 b=1 b=1
kde .
a=> o prob=1,.. B (2.22)
s=1

P . . p . o v o « . (b,s)
Poté a; aproximujeme pomoci algoritmu konsensu priméri pro vSechna b jako ym),’

yﬁgf) prob=1,..., B, (2.23)
kde m;; je pocet iteraci algoritmu a algoritmus je inicializovan jako y(()b’s) = al(,s). Dosazenim
do (2.21) dostaneme

Z yIdy(x,). (2.24)

Celou globalni vérohodnostni funkei pak dosazenim jednotlivych vztahti vyjadiime

jako
F(zalxn) ~ f(2{]x,) :=exp< (<S’+Zy<’”) )) (2.25)

11



2.4. VYUZITI SLOVNIKU K VYPOCTU GLOBALNI VEROHODNOSTNI FUNKCE

Z duvodu rychlého prenosu dat je lokadlni vérohodnostni funkce vzata pouze v nékolika
casticich x j = 1,...,J. Tyto ¢astice jsou zvoleny na zdkladé piedchoziho vipoéti
GLF. GLF pak vyjadiime jako

L
FO ) = oxp (s (ugzz \ zy;z;:>db<x;w>>>) | (2.26)
b=1

[6, 10]

V této préaci se budeme zabyvat hleddnim konkrétnich atomt, které ale nebudou vyjad-
feny pomoci funkei, ale pomoci vektorti nebo matic (dimenze zavisi na po¢tu sledovanych
stavovych veli¢in d), a 7 téchto atomu pak sestavime slovnik. Prvky atomu lze povazovat
za funkéni hodnoty. V tomto piipadé nelze urcit ¢astice kdekoliv, ale pouze v bodech
odpovidajicich prvkim atomu, respektive pii nalezeni dané ¢astice j na senzoru s v c¢ase
n se tato ¢astice posune do nejblizstho bodu odpovidajiciho prvku atomu. Tim vznikne
slovnik

di(x8Y) do(x$Y) L dpxbY)

dy (x57) do(x$?) L dp(x?
D=[d..dg= 1(xn”)  da(xn™) B(xn™) ’

di(x57) do(x$) L dp(xb?)

Slovnik D se ur¢i z mnoha vygenerovanych signali A(s)(xq(f’j)) algoritmem K-SVD
popsanym v kapitole 3. Podobu A®) (x,,) miuzeme vidét na obrazku , kde je zobrazena
pro 5 riznych senzort.

4000

Obréazek 2.2: Zobrazeni A®(x,) pro rizné senzory. Kazd4 barva oznacuje jiny senzor.
Zdroj [6]

12



3. HLEDANI OPTIMALNI REPREZENTACE DAT

3. HLEDANI OPTIMALNI REPREZENTACE
DAT

Aby senzory zvladly efektivné urcit stav pozorovaného objektu, mély by pracovat co
nejrychleji, a tedy prenéset jen malé mnozstvi dat. K tomu je vhodné fidki reprezen-
tace, protoze pokud budou znét vSechny senzory dany slovnik, pomoci kterého jsou data
reprezentovana, staci jim pfenést pouze nékolik koeficieti. Proto se v této kapitole zamé-
fime na hleddni vhodného slovniku pro reprezentaci dat k vytvoieni globalni vérohodostni
funkce, ktery by data nejpresnéji aproximoval. Tento slovnik, respektive jeho parametry,
se pokusime nalézt s vyuzitim algoritmu vhodnym na uceni slovniku z dostupnych tré-
novacich signélu, konkrétné pouzijeme algoritmus K-SVD, protoze ve srovnani uvedeném
v [8] vykazoval nejlepsi vysledky oproti jinym algoritmim.

3.1. Algoritmus K-SVD

V K-SVD se stiidaji dva kroky — nejprve zafixujeme slovnik a libovolnou metodou (v této
praci pomoci OMP) se nalezne vektor koeficienti, a poté zafixujeme koeficienty a s vyu-
zitim singulédrniho rozkladu upravime slovnik. Nazev algoritmu K-SVD je spojenim dvou
nazvi — K-means, coz je algoritmus pouzivany ve shlukové analyze a v naSem piipadé
k urceni vektoru koeficientii, a SVD, coz je zkratka pro singularni rozklad.|[8],[7]

3.1.1. K-means a ridka reprezentace signalu

Ve shlukové analyze se naleznou vektory cq,...,cx takové, ze kazdy vzorek lze aproxi-
movat jednim z téchto vektort, pfipadné ndsobenim téchto vektori. To je obdobné jako
pri hledani ridké reprezentace, kdy je ale kazdy signél aproximovan nékolika vektory. Al-
goritmus K-means se pak obdobné jako K-SVD sklada ze dvou kroktt — v prvnim kroku
s neménymi vektory cy, ..., cx nalezne nejlepsi reprezentace pro kazdy vzorek, a ve dru-
hém kroku pomoci téchto reprezentaci méni vektory. [§]

3.1.2. Popis algoritmu

Cilem tohoto algoritmu je najit nejlepsi slovnik hledanim minima ucelové funkce

i - 2 i 1xillo < : :
%11)1(1{||Y DX|#}  vzhledem k V4, [|x;l0 < Kmax (3.1)

Predpokladejme, Ze slovnik D je pevné dany a hleddme jen matici koeficientu X Pak
muZzeme (3.1]) pFevést na N problémi

mln{HYz —Dx;|l#}  vzhledem k  [|x;]jo < Kpax proi =1,...,N. (3.2)

Pfi pouziti v algoritmu pak budeme volit fidkost pevné danou, protoze velikost matic U,
3 a V wvzniklych singularnim rozkladem zavisi na piesné tidkosti vektoru koeficienti —
pii omezeni fidkosti shora se muze stat, ze ruzné signaly budou mit riznou ridkost a pak

13
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i nové atomy budou ruzné dlouhé a nebude mozné sestavit novy slovnik . Ucelové funkce
se pak pozméni na

min {llyi—Dx;||z} vzhledem k ||x;]lo = Kmax proi =1,..., N, (3.3)

kde Fidkost K je ale tfeba volit rozumné, tak aby byla dosazitelna (nelze mit vétsi Fidkost
nez jaky je pocet trénovacich signali).

Ptesnost nalezeného feseni miizeme posoudit velikosti chyby — velikosti matice rezidui
'Y —DX]|% — pokud by byla rovna nule, pak slovnik D a koeficienty X piesné reprezentuji
data Y. V prvnim kroku nalezneme tidkou reprezentaci X dat Y. V dalsim kroku se
snazime minimalizovat chybu, kterou vyjadiime ve tvaru

K
IY = DXl = Y =Y dx’|l7 = | (Y - Zdbxb) — dyx"|2, (3.4)

b=1 btk

kde x* je k-ty fadek X.
Oznacime si E, :=Y — > dyx’. Pokud bychom provedli singularni rozklad, dokazali
btk
bychom velmi rychle snizit chybu aproximace, ale nebyla by zarucena pozadovana ridkost.

Proto se nejprve Ej ziZf na EF odstranénim sloupcii, pro které nabyva prvek ve vektoru
koeficienti nulové hodnoty. Poté se provede singularni rozklad Ef = UXV7Ta prifadi se
do d;, prvni sloupec U a do x* prvni sloupec V vynésobeny o. Podrobnéji je algoritmus

popsany v tabulce 3.1] [3]

3.2. Vstupni tdaje

3.2.1. Signaly

Meéreni senzoru poskladané z jednotlivych ¢astic maji priblizné tvar dvojrozmérného nor-
maéalniho rozdéleni. Protoze zname tuto charakteristiku, mizeme se ji ridit pifi hledani
vhodnych startovacich slovnikii, kterymi inicializujeme algoritmus K-SVD. Mizeme urcit
vrchol méteni nebo hranici, pod kterou jsou hodnoty blizké nule a ve startovacim slovniku
je zanedbat. Pti nasem hledani slovniku jsme nepouzili data pfimo od senzort, ale data
vygenerovand pomoci konkrétniho slovniku ne spojité, ale ve formé matic fadu 101. To
mé tu vyhodu, Ze vime, jak by mél vypadat optimélni slovnik. Tato vygenerovana data
jsou podobna jako data na obrazku [2.2] V avahu jsme vzali dvé zkoumané veli¢iny — po-
zici sledovaného objektu vzhledem k ose x, a jeho pozici vzhledem k ose y. NaSe signaly
jsou proto dvojrozmérné a tvoii matici. Trénovacich signalii bylo 2000, kontrolnich 250.
Aby s nimi mohl algoritmus K-SVD pracovat, je t¥eba je preskladat tak, ze jednotlivé
sloupce signélu jsou sefazeny za sebe, tedy z tvaru y,, = [ym (5, 1), ¥ (5,2), ..., ym(:, 101)]
do tvaru ¥, = [ym( DT, ym(5,2)T, ... yim(:, 101)]7. Na obrazku vidime piiklad vy-
generovaného signalu.

3.2.2. Startovaci slovniky

Hledé&ni optimalniho slovniku je minimaliza¢ni tloha, ktera ale neni konvexni, tedy kazdé
nalezené lokadlni minimum nemusi byt globalnim minimem. Zaroven to znamena, Ze pfi

14
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Tabulka 3.1: Algoritmus K-SVD

Algoritmus K-SVD

Vstupy:

Y ... matice signéala

D ... startovaci slovnik,
Knax - - - hranice ridkosti,
Jmax - - - poCet iteraci

Inicializace:
j = 1...citac iteraci,
DY =D

Hlavni cyklus

Dokud 7 < Jyax:

Pomoci libovolného algoritmu nalezni matici koeficienti X = [x; ... x,]
k signalim Y = [y ...y,] pfibliznym feSenim problému

Ir)lcin{Hyi — DWx;[|2} vzhledem k Vi, ||X;]o = Kumax-

Pro kazdy atom dY slovniku D©):

e Nalezni vektor viech pozic, na kterych je x* nenulové — wy, := {t|x*(t) # 0}.

e Spoc¢ti chybovou matici E; jako Ex =Y — dl(,j)xk.
b£k
e 7 E;, vezmi v tivahu jen sloupce odpovidajici wy — ziska se EX.
e Proved singularni rozklad matice EIf = UXVT,
e Prifad d,(j) prvni sloupec U
e x; nahrad prvnim sloupcem V vynasobenym o7.
Zvedni ¢itac j =7+ 1.
DU+H — D).
Konec podminky.

Vystup:
DWmax)  yysledny slovnik.

nastartovani v jiném bodé, respektive jinym startovacim slovnikem, nalezne K-SVD jiny
vysledny slovnik. Proto jsme vyzkouseli rizné startovaci slovniky, které pro prehlednost

budeme znac¢it A-F:

e A — Puvodni slovnik, pomoci kterého byla nagenerovnana data; je vytvoreny pomoci

splajni. Ocekavame, ze vysledny slovnik bude podobny tomuto slovniku

e B — Tento slovnik obsahuje bud nuly, nebo fadu jednic¢ek na pozicich, kde o¢ekavame

nenulovou hodnotu.

e C — Slovnik obsahujici samé jednicky.

e D — Atomy v tomto slovnik obsahuji jen jedinou nenulovou hodnotu — 1 — na misté,

kde oc¢ekadvame nejvyssi hodnotu v atomu.

e E, F — Dva ruzné ndhodné vygenerované slovniky.

Pii testovani na jednodusSich datech se ukézalo, jak je vidét na obrazku (3.2), ze
nejlépe metoda skoncila pii pouziti slovnikit A a B, proto byly tyto slovniky pouzity i na

vvvvvv
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Obrazek 3.1: Jeden z trénovacich signalu slozitéjsich dat.

441 — a ruznou Fidkost — 10, 20, 30 a 40 — v zévislosti na velikosti slovniku. Slovnik, ktery
jsme ziskali algoritmem K-SVD pii pouziti napiiklad startovactho slovniku A, budeme
nazyvat slovnik generovany startovacim slovnikem A
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Velikost chyby v zavislosti na poctu iteraci pro rtizné startovaci slovniky
250 T

T
A
B
C
200 | ol -
E
F
|
2 150 H
S 150 f 1
=
o
1%
@]
=
O _
~ 100 >
V2 'v"' P — -
50 n ]
0 1 1
0 50 100 150

Podet iteraci

Obrazek 3.2: Graf zavislosti chyby aproximace na poc¢tu iteraci pro ruzné startovaci slov-

niky.
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4. ROZBOR VYSLEDKU
4.1. Spoctené slovniky

Pro porovnavani jednotlivych vysledkt v zavislosti na pouzitém startovacim slovniku jsme
pouzili velikost a¢elové funkce (neboli velikost chyby) ||[Y —DX]||%. Na nésledujicich grafech
lze vidét, Ze pro spocteni nékterych slovniku bylo zapotiebi mensi mnozstvi iteraci, aby
algoritmus K-SVD konvergoval, a ostatni iterace nebyli pocitany.

Na obrazku |4.1| je vidét, Ze se zvétSujicim se poCtem atomi se zvySuje i piesnost
aproximace signali Y pomoci slovniku A a koeficientii X, a to i pfesto, ze s vy$Sim pocétem
atomi se zvySuje pocet prvku vstupujicich do normy pfi vypoctu velikosti uc¢elové funkce.
Na obrézcich a jsou grafy ukazujici, Ze s vétSi povolenou fdkosti klesa velikost
rezidui (neboli ucelové funkce).

X 10t Velikost ucelove funkce v zavislosti na velikosti slovniku

4 T T T T T
25 atomu
36 atomu
121atomu |
3.5 441 atomu
)
g
c 3 7
2
NG
>
o
8 2.5 7
S
k7]
g
T 2 :
>
1.5 7
l 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Pocet iteraci

Obrazek 4.1: Graf zavislosti velikosti tcelové funkce na poc¢tu atomu slovniku A.

Na obrazcich a[1.6 vidime opé&t graf zavislosti velikosti u¢elové funkce na poctu
atomu a grafy zéavislosti velikosti ucelové funkce na tidkosti, tentokrat pro slovnik, jehoz
vypocet byl inicializovany startovacim slovnikem B.

V porovnani obou slovniki na obrazku je vidét, ze velikost ucelové funkce je po-
dobné pfi inicializaci algoritmu K-SVD slovnikem A i slovnikem B.

Z porovnani velikosti ucelovych funkci nelze rozhodnout, ktery startovaci slovnik je
vhodnéjsi zvolit, ale je vidét, ze je vhodné pouzit co nejvétsi mnozstvi atomii. Nicméné
vime, 7e signaly byly nagenerovany ze slovniku A se 121 atomy (piiklad atomu je na ob-
razku a natrénovany slovnik by se mu mél co nejvice pfiblizit. Kdyz si vsak prohléd-
neme atomy natrénovanych slovniki, napiiklad na obrazku[4.9)a[4.10] zjistime, ze zdaleka
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Obrazek 4.2: Graf zavislosti velikosti ii¢elové funkce na fidkosti pro 121 atomu slovniku A.

Velikost Gi¢elové funkce v zavislosti na Fidkosti pro 441 atomu
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Obrézek 4.3: Graf zavislosti velikosti i¢elové funkce na ¥idkosti pro 441 atomi slovniku A.
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4.1. SPOCTENE SLOVNIKY
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Obrazek 4.4: Graf zavislosti velikosti tcelové funkce na poc¢tu atomi slovniku B.

. 10Velikost chyby v zavislosti na fidkosti pro 121 atomu

T T
ridkost 10
ridkost 20
ridkost 30
3.5 i
2
> 3] ]
=
O
%)
o
o
° Ll J
2 2.5
2 L
15 . .
0 50 100 150

Pocet iteraci

Obrézek 4.5: Graf zavislosti velikosti i¢elové funkce na tidkosti pro 121 atomi slovniku B.
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Obrézek 4.6: Graf zavislosti velikosti i¢elové funkce na fidkosti pro 441 atomi slovniku B.

neodpovidaji oc¢ekavani. To je nejspiSe zplisobeno pietrénovanim, tedy natrénovany slov-
nik se prizptsobil konkrétnim trénovacim signaliim, a ne jejich spoleénym trendim. Tomu
by se mozna zabréanit pouzitim vice trénovacich signali. To bylo ptivodné také zamysleno,
ale vyrazné by se tim zvysily naroky na pamétf a vykon pocitace, proto nebylo s vétsi
mnozinou mozné pracovat.

4.2. Porovnani s jinymi metodami

Metodu uceni slovniku algoritmem K-SVD budeme porovnévat s metodou pouziti fix-
niho slovniku — tedy za slovnik bereme libovolnou matici, jednéd se napiiklad o startovaci
slovnik. Pti porovnavani z hlediska energetické narocnosti, je metoda uceni slovniku pod-
statné naro¢néjsi, nez pii zvoleni fixntho slovniku. Zatimco u fixniho slovniku neni t¥eba
slozitych vypocti, algoritmus K-SVD je energeticky naro¢ny a uceni slovniku miize trvat
v zéavislosti na ruznych faktorech (napiiklad velikost slovniku, pozadovana fidkost, pocet
a slozitost trénovacich signalu, vykon pocitace) nékolik dni. Konkrétné naudit se slovnik
nastartovany slovnikem A se 441 atomy a fidkosti 40 pfi provedeni 300 iteraci trvalo 6 dni
na pocitaci, ktery byl vybaven procesorem Intel Xeon E7-4820 bézicim na frekvenci 2GHz,
dale opera¢ni paméti 32 GB RAM a opera¢nim systémem 64bit Windows 10.

K porovnani fixniho a natrénovaného slovniku jsme pouzili 250 kontrolnich signali,
tedy takovych, na kterych nebyl slovnik trénovany. Za fixni slovnik jsme zvolili startovaci
slovnik A. Nejprve jsme nalezli matici koeficientii ve smyslu nejmensich ¢tverci s po-
volenou fidkosti 25 (20 v piipadé slovniku s 25 atomy) a poté jsme slovnik zredukovali
na atomy odpovidajici nejvyznamnéjsim koeficientiim, nalezli novou matici koeficienti ve
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Obrézek 4.7: Porovnani ruznych natrénovanych slovnikii. Plna ¢ara oznacuje slovniky
generované slovnikem A, pferusovana slovniky generované slovnikem B.

smyslu nejmensich ¢tvercu a urcili velikost tc¢elové funkce. Na obrazku je porovnani
pro fixni a nauceny slovnik s omezenou fidkosti na 5 nebo 10 atomii. Lze vidét, ze nejlépe
dopadl slovnik generovany slovnikem A s nizkou chybou pro obé zvolené fidkosti, u néj
tedy staci prenést méné koeficienti nez u jinych porovnavanych slovniki. Slovnik genero-
vany startovacim slovnikem B dokazal data dobfe aproximovat s povolenou tidkosti 10,
ale pfi omezeni fidkosti na 5 byla jeho chyba podobné jako chyba startovaciho slovniku A.
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Obrazek 4.9:
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Obrazek 4.8: Piiklad atomu startovaciho slovniku A
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Obrézek 4.11: Porovnani velikosti chyby aproximace pro rizné slovniky o riznych velikos-
tech — 25, 36, 121 nebo 441 atomi. Cervend ¢ara oznacuje fixni slovnik, zelend a modra
natrénované.
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5. ZAVER

Ukolem této bakalaiské prace bylo seznameni se s modelem decentralizované senzorové
sité, navrzeni algoritmu, ktery nalezne optimalni reprezentaci pro trénovaci signély, a po-
rovnani s jinymi metodami. K reprezentaci dat byla vybrana fidké reprezentace a nauceni
slovniku na zakladé trénovacich dat pomoci algoritmu K-SVD.

Algoritmus K-SVD je popsan v kapitole 3. V této kapitole jsou také popsany zvolené
startovaci slovniky a vybrany ty, s jejichz pouzitim je mozné nalézt slovnik, ktery aproxi-
muje data s co nejmensi chybou. V kapitole 1 je pak popsan algoritmus OMP, ktery byl
zvolen pro pouziti v prvni ¢asti K-SVD.

Algoritmus byl implementovan v prostfedi Matlab, a v kapitole 4 jsou popsany slovniky
spoc¢tené pomoci tohoto algoritmu. Jako startovaci slovniky byly vybrany dva typy, kazdy
o C¢tyTech rtuznych velikostech, a tidkost byla v zéavislosti na velikosti slovniku omezena
na 10, 20, 30, nebo 40 koeficienti. P porovnéni jednotlivych slovnikt bylo zjisténo, ze
lépe aproximuji data slovniky s vice atomy, a také slovniky generované slovnikem tvaroveé
podobnym trénovacim signaltim.

Ve srovnani s jinymi metodami na konci kapitoly 4 bylo zjisténo, Ze pfi omezeni fidkosti
aproximuji naucené slovniky kontrolni signaly lépe, nez fixni slovnik. P¥i podrobnéjsim
prozkouméni slovnika vSak bylo zjiSténo, Ze z tvaru jednotlivy’ch atomi naucenych slov-
niku nelze tici, co vyjadiuji, na rozdil od zvoleného fixniho slovniku.

Na prilozeném DVD se nachézi programy slouzici k uceni slovniku, k vyobrazeni jed-
notlivych slovnikii, a jsou tam také ulozeny trénovaci a kontrolni signaly a vypoctené
slovniky véetné absolutni a relativni chyby, kterda vznikala mezi jednotlivymi iteracemi
K-SVD.

Zavér této studentskeé prace tedy je, Ze pro reprezentaci dat v senzorové siti je vyhodné
pouzit nauceny slovnik, obzvlast pokud byl algoritmus na uceni slovniku nastartovan
splajnovym slovnikem, kde jednotlivé atomy maji tvar podobny jako ¢asti trénovacich
signala.
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A
SYMBOLU

nosi¢ vektoru — pocet nenulovych prvki

Matching pursuit

Orthogonal matching pursuit

Singular value decomposition — singularni rozklad

Global likelihood function — globalni vérohodnostni funkce

algoritmus K-SVD



7.

7. OBSAH PRILOZENEHO DVD

OBSAH PRILOZENEHO DVD

Na pfilozeném DVD se nachéazi nékolik funkci, které lze spustit v prostiedi Matlab:

ksvd.m — mirné upraveny algoritmus K-SVD poskytnuty doc. Mgr. Pavlem Rajmi-
cem Ph.D.

omp.m — algoritmus OMP poskytnuty doc. Mgr. Pavlem Rajmicem Ph.D.

norm_cols.m — funkce, ktera normalizuje kazdy radek vstupni matice. Vola se v K-
-SVD.

pokracovani_ksvd.m — funkce, ktera slouzi k volani ksvd.m a kazdych 10 iteraci
ulozi spocteny slovnik a prislusnou absolutni a relativni chybu. Lze ji pouzit i v pfi-
padé, ze chceme pokracovat v poc¢itani diive spoc¢teného slovniku.

prevod_2D_3D.m — vét§ina ulozenych slovnikii je pirevedena do 2D tvaru, ktery je
nutny pro vstup do ksvd.m. Pokud je vstupem slovnik nebo matice signalii ve tvaru
2D, ptevede je na 3D, a naopak.

ukazka_atomu.m — Vstupem je 2D nebo 3D slovnik a funkce zobrazi postupné
vSechny atomy tohoto slovniku.

Déle se zde nachazi slozka vstupni_udaje ve které se nachazi nasledujici polozky:

data_kontrolni_sloupcove.mat — po nacteni v prostfedi Matlab se objevi pro-
ménnd signaly_kontrolni_sloupcove, ve které se nachazi kontrolni signdly pre-
vedené do 2D podoby.

data_sloupcove.mat — po nacteni se objevi proménna signaly_sloupcove, kde
jsou ulozeny trénovaci signély ve formé 2D matice

slovnik_A.mat, slovnik_B.mat — v téchto souborech se nachéazi startovaci slovniky
ve tvaru A_X, pripadné B_X, kde za X lze dosadit ¢tyfi velikosti slovniku — 25, 36,
121 a 441.

Ve slozce spoctene_slovniky se nachézi slovniky vypoctené pomoci ksvd.m. Sou-
bory jsou ve tvaru slovnik_X_Y_Z.mat, kde X je 1, pokud se jedna o slovnik generovany

slovnikem A, nebo X je 2, pokud se jedn& o slovnik generovany slovnikem B. Y znadci
velikost slovniku (25, 36, 121 nebo 441) a Z oznacuje pouzitou Fidkost(10, 20, 30 nebo
40). Priklad souboru je slovnik_1_121_30.mat. Po nacteni slovniku se objevi proménné
slovnik, oznacujici spocteny slovnik, abs_chyba, kde jsou ulozeny velikosti absolutni
chyby v jednotlivych iteracich, a rel_chyba, kde jsou ulozeny velikosti relativni chyby
mezi jednotlivymi iteracemi.
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