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Anotace

Cilem této bakalarské prace je z matematickych definic odvodit vypocet
vSech typt spline funkci, implementovat algoritmy jejich vypoctu v Matlabu a také
uvést praktické vyuZiti téchto funkci.

Prace mize slouZit jako rozSifujici materidl predmétu Numericka
matematika na navazujicim magisterském oboru Aplikovana informatika. Také
miiZe byt zdrojem pro ty, ktefi by si radi rozsitili znalosti v oblasti polynomické

interpolace.

Annotation

Title: Spline functions and their application

The aim of this bachelor's thesis is to deduce the calculation of all types of
spline functions from mathematical definitions, to implement algorithms and their
calculations in Matlab, and to state the practical use of these functions.

This thesis may serve as an additional resource for the Numerical
mathematics subject in the follow-up master’s degree studies of Applied
informatics. It may also serve as a resource for those, who wish to further their

knowledge in the field of polynomial interpolation.
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1 Uvod

Existuji funkce s jednoduchymi predpisy, u nichZ je snadné vypocitat funkéni
hodnoty ,ru¢né” nebo s pomoci kalkulacky. Co ale v pripadé€, Ze funkéni predpis je
komplikovanéjsi, se kterym se hlfe manipuluje? Jak uvadi Prazak v [1]: ,Pri
vypoctech nebo pii nékterych ivahach o vlastnostech funkci mtize byt primé pouziti
funkéniho predpisu obtizné“. Nebo kdyby funkce nebyla zadana Zadnym predpisem,
pouze mnozinou bod, ziskanych napriklad néjakym mérenim. Jako reSeni se nabizi
nahrazeni slozité funkce funkci jednodussi, podobné pivodni. Podle Mathewse a
Finka [2] 1ze tuto funkci ziskat metodou aproximace.

Aproximace je metoda nalezeni priblizné hodnoty funkce v intervalu, ve
kterém jsou znamy nékteré hodnoty. Hledana zjednodusena funkce miize (napf.
spline funkce, Lagrangeiiv interpolatni polynom) i nemusi (napf. metoda
nejmensich C¢tvercl) prochazet znamymi body. V piipadé, kdy neprochazi, se k
ptivodni pouze bliZi. JestliZe prochazi nazyva se tento typ aproximace interpolace.

Jako jedna z jednoduchych moZnosti se podle [2] jevi pouZit, jako ndhradni
funkci mnohoclen. Polynomy jsou funkce, se kterymi se lehce pocita, zejména je
lehké jejich derivovani a integrovani. Polynom stupné n je vyjadreny predpisem:

f(x) =50+ 51 + 55x% + -+ + 5,x"

Mnoho¢len stupné n lze podle Kocandrlové a Cerného [3] vypocitat
Newtonovou nebo Lagrangovou metodou.

Pro vysvétleni, pro¢ nepouzit interpolaci mnohoclenem stupné n (n+1 bodii)
vyuzijeme Lagrangetv polynom. Ten je podle [3] tvofen dil¢imi polynomy stejného
stupné ( 'l,). Pii interpolovani velkého mnoZstvi bod& narazime na prvni
z nevyhod. Znacné se zvysi poCet operaci s¢itani a ndsobeni, tim padem i naroc¢nost
vypoctu. Dalsi nevyhodou je, Ze pti ptidani dalStho bodu (tim padem by se zvysil i
stupent mnohoclenu o 1) bychom nemohli vyuZzit predchozi vysledky. Museli bychom
znovu pocitat dil¢i polynomy.

Hlavnim smyslem interpolace je, co nejvice se priblizit ptivodni funkci. Jak

uvadi Cermak a Hlavi¢ka [4], miZe dojit k tomu, Ze interpola¢ni funkce bude p¥ilis



oscilovat mezi uzlovymi body (a tim se vzdalovat od ptivodni funkce) - viz obrazek
1.

Lagrangeuv interpolacni polynom X Kubicky spline

Q uzlove body
-------- Lagrangeuv polynom stupne:5
kubicky spline

sin(x)

-4 -2 0 2 4

Obrazek 1: Srovnani Lagrangeova interpolac¢niho polynomu a kubického
splinu (vlastni zpracovani)

Proto pro velky pocet bodi je vhodnéjsi vyuZit jinou interpola¢ni metodu - spline

funkce.



2 Teorie spline funkci

Cilem této kapitoly je popsat teorii spline funkci. U kazdého typu splinu je
nejprve uvedena definice, z té je nasledné odvozen vypocet, a nakonec je vyieSen
priklad.

Pii uziti této interpola¢ni metody neproklddame podle [4] n+1 bodi pravé
jednim polynomem n-tého stupné, ale po ¢astech mnohocleny nizsiho stupné.
Mame mnoZzinu bodi:

Xo = [x0,¥0l, X1 = [x1, 711, X2 = [x2, y2], o, X[ %0, Y]
spliiujici podminku:
Xo < X1 < - < Xy,
Rozdélime interval (x,, x,,) na subintervaly (xy, xx+1) prok € {0, 1, ...,n —1}.

Po c¢astech polynomicky interpolant, ktery hleddme, oznacime jako S(x).
Nazveme ho interpolacnim splinem. Na kazdém intervalu (xi, x;.1) je S(x) jiny
polynom. Ke kterému intervalu patii vyuZijeme index k (S(x) = Sk(x) na intervalu
(Xpe, Xpe41))-

Spline funkce rozdélujeme podle stupné interpolacniho mnohoclenu mezi
uzlovymi body:

1. stupné = linearni spline

2. stupné = kvadraticky spline

3. stupné = kubicky spline
VSechny typy splini maji spolecnou podminku Si(xk41) = Sk+1(Xks1). VySe
uvedena rovnice fika, Ze interpolacni spline je funkce spojita. Je-li n stupen

interpolac¢niho polynomu, pak je spojita i jeho derivace n-1.

2.1 Linearni spline

Jak uZ nazev napovida je tento typ spline funkce po €astech linearni funkce [2].

vy

moZzny. Graficky bychom prosté pospojovali useckami sousedni body (viz obrazek

2).



Linearni spline

T
| Lineami spline
Uzlove body

Obrazek 2: Linearni spline (vlastni zpracovani)

Polynom stupné jedna ma predpis:

f() = s + S (x — xp) (1)
Na intervalu (xy, Xg+1) j€ Sko = Yk, Sk1 = d, kde dkje smérnice pfimky na daném
intervalu. Vypocitana podle:

d, = Yk+1—Yk (2)

Xk+1—Xk

Dosazenim do (1) dostaneme predpis pro k-ty ¢len linearniho splinu:

Se(x) = yi + di(x — x3), pro x € (xy, Xj41) (3)
Linedrni spline pak mlzeme zapsat jako:
( Yo+ do(x —xp) , X € (X, X1)
y1+ di(x —xq) , X € (x1,X7)
S(x) =< : ; 4
) Vi + di(x — xi) )X € (Xp, Xet1) )
kyn—l + dn—l(x - xn—l) , X € <xn—1'xn)

Rovnici (3) lze také zapsat podle [3] pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu

stupné jedna:

X—Xk+1 X—Xk

(5)

Linearni spline je funkce spojita, prvni derivace ve vnitrnich uzlech spojita

Sp(x) =
k( ) Yk Xk—Xk+1 Xk+1~Xk

obecné neni. Ve vétsiné pripadech tedy plati: Sp(xx41) # Siy1(Xks1)- Rovnost by
nastala, pokud dy = dy,; , coZ by znamenalo, Ze body xy, Xy 1, X+ l€Zi na jedné

primce (obrazek 3).



Linearni spline - spojitost

Linearni spline

) Uzlove body

Obrazek 3: Linearni spline - spojitost (vlastni zpracovani)

Priklad 2.1

Mame za ukol vypocitat koeficienty lienarniho splinu pro body zadané tabulkou 1.

k 0 1 2 3
Xy, 3 45 7 9
f(x) | 25 1 2,5 0,5

Tabulka 1: Uzlové body (vlastni zpracovani)
Reseni:

Nejprve vypocitime smérnice jednotlivych tisecek podle rovnice (2):

_ 1-25 _

07 45-3"

g - 25-1 3
17 7-45"5
_05-25

27 9-7

Re$eni mliZeme zapsat takto:
2,5—(x—-3) ,x € (3;4,5)

Sx) =131+ %(x—4,5) ,X €(4,5;7)
25—(x—=7) ,x € (7;9)

Graf nalezeného linearniho splinu je na obrazku 4:



Linearni spline

Linearni spline

25+ @ /”'_ ¢ Uzlove body

05

Obrazek 4: Linearni spline - priklad 2.1 (vlastni zpracovani)

2.2 Kvadraticky spline

Podle Chapry [5] je kvadraticky spline definovan takto:
Predpoklddejme, Ze {(xy, Vi )} k=0 je n + 1 bodlii, které spliiuji podminku:
a=xy<x;<<Xxp,=b (6)

pak funkce S(x) se nazyvd kvadraticky spline, jestliZe existuje n polynomt 2.stupné
Sk(x) s koeficienty sy o, Sk 1, Sk 2, které splituji ndsledujici vlastnosti:

1 S(x) = Sp(x) = sp0 + St (x — x1) + 5 2(x — x)? prox € (xy, Xps1) k=

0,12, .., n—1.

2. S(xi) =i prok =0,1,2,..,n.

3. Si(xk41) = Sk41(Xx41) prok=0,1,2,...,n— 2.

4. Sp(xps1) = Sps1(Xps1) prok=0,1,2,..,n— 2.

Podle definice tvoii kvadraticky spline n polynomi 2. stupné (parabol). U kazdého
mnohoclenu je zapotrebi vypocitat 3 koeficienty (sko, sk1, Sk2), 3n neznamych.
Vlastnost 2 uvadi, Ze spline prochazi uzlovymi body (n + 1 podminek). Oproti
linedrnimu splinu, u kterého stacilo, aby platilo Sy (xx4+1) = Sk41(Xk41), prok =

0,1,...,n— 2 (vlastnost 3, n-1 podminek), musi mit tento typ splinu jesté jednu



podminku, spojitou prvni derivaci Sy, (x;41) = Sis1(Xi41). Spojitost prvni derivace
zarucCuje, Ze interpolacni spline S(x) nebude obsahovat Zadné ostré hrany (vlastnost
4, n-1 podminek). Se¢tenim podminek dostaneme: n+1+n-1+n-1=3n-1.To
znamena, Ze jeden koeficient miiZeme sami urcit (so,2). V pripadé, Ze se bude rovnat
nule, bude prvni dil¢i mnohoclen tusecka - viz obrazek 5.

Kvadraticky spline

Kvadraticky spline B

O Uzlove body

L L L L |

2 4 6 8 10

Obrazek 5: Kvadraticky spline (vlastni zpracovani)
Pro vypocet zbylych 3n - 1 neznamych vyuZijeme definici. Do rovnice k-tého dil¢iho
polynomu z prvni vlastnosti kvadratického splinu dosadime x:
S (i) = S0 + Sk (K = Xpe) + Spe2 (e — x10)? (7)
Dostaneme, Ze Sy (X)) = Sk, to znamend podle druhé vlastnosti:
Sko = Vk (8)
Tim se nam pocet neznamych redukujena 2n -1 (sg 4,k € {0,1,...,n — 1}, 8¢,k €
{1,...,n—1}.
Dale vyuzijeme toho, Ze dil¢i polynomy na sebe spojité navazuji (Si(xk4q1) =
Sk+1(Xre41)):
S0 F Sk (Xaear — Xi) + Sk 2 (Kker = X)? = Skar0 + Sker1 (ker — X)) +
Ske+1,2(Xk+1 — Xi41)? (9
Oznacime-li délku intervalu (xj, x;4+1) jako hy a Ayy = Y41 — Vi pak miZeme (9)

zapsat takto:



Skihi + Sk2hi’ = Ay, k=0,1,2,...,n—1 (10)
Timto jsme ziskali soustavu n rovnic o 2n - 1 neznamych (koeficient sg> urcime
sami). Tuto soustavu vyresit neumime, protoZe obsahuje priliS mnoho neznamych.
Pro rozsireni soustavy vyuZijeme posledni vlastnost kvadratického splinu - spojitost

prvni derivace v uzlovych bodech. Derivaci polynomu druhého stupné dostaneme:

Sie(x) = sp1 + 28320 — %) (11)
Dosadime do ¢tvrté viastnosti (S, (Xgs1) = Spe1 (Xk+1)):
S+ 28k (X1 — Xi) = Ska1,1 + 280412 (K1 — Xs1) (12)
Po tpravé:
Sg1 t 2sk2hg —Sk411=0,k=0,1,2,...,n— 2 (13)

Dostavame dalsi soustavu rovnic, tentokrat n-1 rovnic o n + 2 neznamych. Spojené

soustavy linearnich algebraickych rovnic (10) a (13) miZeme zapsat pomoci matic:

Hs =u (14)
Hledané koeficienty kvadratického splinu tvoii vektor s, kde
hhb 0 0 0 0O 0 0 i‘)rl Ayo — s0,2h8
0 h, B2 0 O 0 0 Si; Ay,
0 0 0 hy R 0 0 ; Ay,
R TR S T S LN O T TV R
- n- k, = —
1 -1 0 0 0 0 o 0 0 || s 2S02ho
0 1 2h, -1 0 0 - 0 0 0 ; 0
0 0 0 1 2n, =1 = 0 0 0
: : : : : H : : : Sn-11 0
0 0 0 0 0 0 = 1 2h, -1/\g /, 0

VySe uvedend soustava ma prave jedno feSeni.

Nevyhodou kvadratického splinu je to, Ze polynom 2. stupné neni zas tak
Ltvarny“, interpola¢ni krivka se miize od plivodni v nékterych pripadech prilis
vzdalit - viz obrazek 6. Je to ddno tim, Ze parabola mutze byt pouze na jednom
intervalu konvexni nebo konkavni. Tento problém fesi pouziti interpola¢niho splinu

3. radu - kubicky spline.



Kvadraticky X Kubicky spline
3 | T T T

-------- Kubicky spline
Kvadraticky spline ‘
25 Uzlove body ‘ N 7

05 _ i

Obrazek 6: Kvadraticky X Kubicky spline (vlastni zpracovani)

Priklad 2.2

Mame vypocitat koeficienty kvadratického splinu zadaného body ztabulky 1.
Koeficient sy, = 2.

Reseni

K naplnéni matice H a vektoru u zrovnice (15) budeme muset vypocitat délky

jednotlivych intervall h;, a rozdily funkc¢nich hodnot v uzlovych bodech y;,:

hy=45—-3=1,5
h,=7—45=25
h,=9-7=2
Ayy—ho’sg, =1—25-15-15%-2=—6
Ay, =25-1=15
Ayz =O,5—2,5=—2
_250,2}10 :_22‘1,5:_6

Dosadime do (15):

1,5 0 0 0 0\ /Sox -6
0 25 625 0 O S11 1,5
0 0 0 2 4| S12|=]-2
1 -1 0 0 0]\ S22 —6
0 1 5 =1 0/ \522 0



VyteSenim soustavy ziskdme koeficienty dil¢ich polynomi kvadratického splinu.

Spline pak mlZeme zapsat takto:

2,5—4(x —3) + 2(x — 3)? ,x € (3;4,5)
S(x) ={1+2(x—45) —0,56(x —4,5)> ,x € (45;7)
25-08(x—7)—01(x—7)2 ,x€(7;9)

Grafické znazornéni splinu:

Kvadraticky spline

Kvadraticky spline | -
Uzlove body

L L 1 L |

2 4 6 8 10

Obrazek 7: Kvadraticky spline - priklad 2.2 (vlastni zpracovani)

2.3 Kubicky spline
Definice kubického splinu [2]:
Predpokldadejme, Ze {(xy, i)} =0 je n + 1 bodu, které spliiuji podminku:

a=xy<x;<<x,=b

(16)

pak funkce S(x) se nazyvd kubicky spline, jestliZe existuje n polynomii 3.stupné Sk(x)

s koeficienty sy o, Sk 1, Sk,2, Sk 3, které splituji ndsledujici vlastnosti:

1. S(x) = Sp(x) = S0 + S (x — x3) + S 2(x — %)% + sp3(x — x3)3, prox €

(X1, Xk+1), k= 0,1,2,...,n—1.
2. S(xp) = yx prok=0,1,2,..,n.
3. Sp(xp41) = Sky1(xk41) prok=0,1,2,..,n— 2.
4. Sp(xps1) = Spy1(Xps1) prok=0,1,2,..,n— 2.

10



5 Sp(Xks1) = Spe1(Xkp1) prok =0,1,2,..,n—2.

25 1

05+ 5 / ]

&

Obrazek 8: Kubicky spline (vlastni zpracovani)

Vlastnost 1 1ika, Ze S(x) je funkce skladajici se po Castech z polynomi 3. stupné.
Vlastnost 2 uvadji, Ze po ¢astech kubické polynomy interpoluji zadané body x,, ..., x,,.
Aby byla splnéna vlastnost 3 musi byt funkce S(x) spojita. Predposledni vlastnost
uvadi, Ze kubické mnohocleny na sebe hladce navazuji, Ze graf funkce S(x)
neobsahuje ostré hrany. Podle vlastnosti 5 je spojita i druha derivace mezi uzlovymi
body.

Abychom mohli zkonstruovat kubicky spline, musime urcit ¢tyti koeficienty
pro kazdy dil¢i polynom. Mnohoclent je n, to znamend 4n koeficientti pro cely spline.
Podle vlastnosti 2 musi byt specifikovano n+1 podminek. Kazda z vlastnosti 3, 4, 5
pozaduje n-1 podminek. KdyZ tyto podminky seCteme: n+1+3(n-1) = 4n-2, zjistime,
ze 2 podminky mizeme sami urcit. Jde bud’ o urceni hodnoty prvni nebo druhé
derivace v okrajovych bodech x, x,,.

Jestlize kubicky spline S(x) tvori po ¢astech polynomy 3. stupné, pak druha
derivace S (x) je po ¢astech linearni. Derivujeme-li dvakrat rovnici z vlastnosti 1,
dostaneme rovnici piimky:

§7(x) = Si (%) = 25y + 65p3(x — xx) (17)
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Podle [2] jde tato rovnice zapsat i pomoci Lagrangeova interpola¢niho

polynomu stupné 1:

X=Xk

S(0) =S8 (1) ;= + 5" (k) (18)

Xpe+1HXE
Ozna¢ime druhé derivace S (x;) =my, S (Xp41) = Myy, a délku intervalu

(Xk, X +1) jako hy, dosazenim do rovnice (18) dostaneme:

Se(x) =T Criean = %) + 72 (1 — 2. (19)

Abychom ziskali S, (x), dvakrat integrujeme S, (x).

Si(x) = [ S (x) dx = _;nT’;(xk+1 —x)* + ";kTJ:(x —x)? +q +pe (20)
Si(x) = [ Sp(x) dx = :LT’; (Xs1 — %) + ";kT;l(x — 2% + Qi (Kper — %) +
Pr(x — x) (21)
Po prvnim integrovadnim dostaneme prvni derivaci k-tého polynomu, po druhé
integraci samotny k-ty mnohoclen. Prozatim nam toto vyjadreni moc platné neni.
Rovnice (21) obsahuje neznamé m;, m;,,; (druhé derivace v uzlovych bodech) a
dq, Px (Konstanty po integrovani). Otazkou je, ¢im je nahradit nebo jak zjistit jejich
hodnoty. K tomu vyuZijeme, co jiZ zname, funk¢ni hodnoty v uzlovych bodech (y; =

S (%), Vis1 = Sk (xx4+1) a dosadime do rovnice (21):
Yie = %hlzc + Prchk (22)

Vir1 = R + qihy, (23)

Z kazdé rovnice vyjadrime prisluSnou konstantu:

Pe =3t =" h (24)
Qe =T — L by, (25)

Dosadime takto vyjadiené py a g, do rovnice (21):

my my Ve Mg
.00 = g Cres =20+ gt e = 2)* + (7 = ) Coys =)
+ (P ) (x — ) (26)
k

Dosahli jsme toho, Ze kubicky polynom obsahuje uz jenom neznameé druhé derivace

(my, my41)- Knalezeni téchto hodnot vyuZzijeme ¢tvrtou vlastnost kubického splinu

(St—101) = S (1) )-

Dosadime funkéni hodnotu x;, do (20):
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Siu) = — 2k hy —

- Dt p + dy., kde d = 2k (27)

6 hg

V rovnici (20) sniZzime index k o jedna a dosadime x;:

Sk-1 () = FEhy g + = gy + gy (28)
Kdyz se (27) a (28) rovnaji dostavame:
hye—amy—y + 2my(hye_y + hy) + hmyeq = 6(dy — di—1) (29)

Vyraz na pravé strané nahradime u, = 6(dy — dy_1):
hye_ymye_q + 2my (hy—q + hy) + hemyeq g = g (30)
Tento vztah samoziejmé nemiize platit pro k = 0,1, ..., n. Index k ptijde od 1 do n-1.
Dostali jsme tedy soustavu n-1 linearnich algebraickych rovnic o n+1 neznamych.
Aby reSeni této soustavy bylo pravé jedno musime urcit bud’to prvni nebo druhou
derivaci v krajnich bodech (m,, m,). MoZnosti, podle Ceho tyto derivace urcit, je vice
a budou popsany pozdéji. Pro vétsi prehlednost mlizeme soustavu rovnic (30)
zapsat pomoci matic:
Hm=u (31)

Hledané druhé derivace tvori vektor m, kde:

2(ho + hy) hy o 0 - 0 m
—h
hy 2(hy+hy) h, 0 0 0 0 m U~ oMo
. . 2 uz
: : 0 -~ - 0 0 = (32)
\ 0 0 0 0 hyy 2(Rp—3+hy_3) s / M-z -z
0 0 0 0 O hy_ 2(hyey + hp_y) n-1 Up—1 — Np_1My

Matice H je ¢tvercova, tridiagonalni a ma praveé jedno reSeni.

2.3.1 Koeficienty polynomi

Jsou-li vypocitany hodnoty druhych derivaci v uzlovych bodech {m;}, pak uz
zbyva vypocitat koeficienty jednotlivych dil¢ich mnohoclenti. K odvozeni rovnic, ze
kterych koeficienty vypocitame, opét vyuZijeme vlastnosti kubického splinu

z definice. Do rovnice z vlastnosti 1 dosadime xy:

Sic(xi) = Sio + i1 (X — i) + Spe2 (e — xp)® + 8pe,3 (X — X1)° (33)
Vidime, Ze S (x)) = Sy 0. To podle druhé vlastnosti znamena:
Sk,0 = Vk (34)

Pro dalSi vypocty vyuzijeme rovnici (17). Vytvorime soustavu 2 rovnic, prvni

ziskdme dosazenim x; a druhou dosazenim xj, ;:

13



My = 282 + 65y 3(x) — X))

Myy1 = 2Sk,2 + 683 (Xk+1 — Xi) (35)
Upravou prvni rovnice soustavy dostavame:
Skz =5 (36)
Odectenim prvni rovnice od druhé a nasledné dpravé ziskame dalsi koeficient:
S (37)

Nynfi uZ zbyva posledni koeficient (si ;). K tomu pouZijeme - Si (Xp4+1) = Vi+1:

(a1 —x)° (38)

_ mp 2 Mi+1— Mk
Vie+1 = Vi + Ska (X1 — X)) + = (Xppr — X))+ ———
2 6(Xg+1—Xk)

Upravou rovnice a nahrazenim hj, = x;,1 — xp, dy = @ dostaneme:
k

h
Sk = dy — ?k (2my + myyq) (39)

2.3.2 Typy kubickych splint

Z definice kubického splinu vime, Ze Kk jeho konstrukci musime sami specifikovat
hodnoty prvnich nebo druhych derivaci v krajnich bodech. MoZnosti, podle kterych

derivace urcit je, jak uvadi [2], pét.

2.3.2.1Prirozeny kubicky spline

V ptipadé tohoto splinu se hodnoty druhych derivaci v krajnich bodech rovnaji
nule (m, = 0, m, = 0).Soustava linearnich algebraickych rovnicz (30) potom bude
vypadat takto:

zml(ho + h'l) + h1m2 = ul
hk_lmk_l + ka(hk—l + hk) + hkmk+1 = Uy, pro k= 2, 3, e, = 2 (40)
hn—zmn—z + zmn—l(hn—z + hn—l)

Priklad 2.3

Un—1

Mame za ukol nalézt prirozeny kubicky spline prochazejici body zadané tabulkou 2.

k 0 1 2 3
xk 5 6 7 9
flx) | 1,5 0,5 2 1,5

Tabulka 2: Uzlové body - kubicky spline (vlastni zpracovani)
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Reseni

Nejprve vypocitame délky jednotlivych intervali hy, dale dj, a uy.

h0=6_5=1
hh=7—-6=1
h,=9-7=2
yi—yY0 05-—1,5
d0: = = —
hy 1
yv,—y; 2-—05 3
d1: = gy
hy 1 2
y3—Yy, 15-2 1
d2: = = — —
h, 2 4

u, = 6(d; —dy) =6(1,5-(-1)) =15
U, = 6(d2 - dl) = 6(_0,25 - 1,5) = _10,5

Dosadime do soustavy (40):

Reseni vyse uvedené soustavy je - m; = 4,37;m, = —2,48. Koeficienty dil¢ich
polynomii vypocitame dosazenim do (34), (36), (37) a (39). Po jejich vypoctu
mulZeme prirozeny kubicky spline zapsat takto:

1,5 —1,73(x — 5) + 0,73(x — 5)3 ,x € (5; 6)
S(x) =40,5 + 0,46(x — 6) +2,18(x — 6)2 — 1,14(x — 6)3 ,x € (6;7)
2+14(x—7)—1,24(x - 7)? + 021(x —7)° ,x €(7;9)

Grafické reSeni - obrazek 9:

Kubicky spline - prirozeny

Kubicky spline
25
Uzlove body

Obrazek 9: Prirozeny kubicky spline - priklad 2.3 (vlastni zpracovani)
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2.3.2.2Kubicky spline s urcenymi prvnimi derivacemi

V anglické literature oznacovan jako [5] Clamped cubic spline (upnuty kubicky
spline). Jak uZ z nazvu podkapitoly vypovida, jsou specifikovany hodnoty S (x,),
S"(x,). Abychom mohli spline zkonstruovat, potfebujeme pomoci prvnich derivaci
v koncovych bodech vypocitat derivace druhé. Kvypoctu druhé derivace
v pocatecnim bodé vyuZzijeme rovnici (27) a za k dosadime nulu:

S (x0) = = =2hy — =t ho +do, kde dy = ylh‘oy" (41)

Z vySe uvedené rovnice vyjadiime my:
_ 3 ’ mq
mo =~ (do -5 (xo)) Y (42)
0
Pro vypocet druhé derivace v koncovém uzlovém bodé splinu pouZijeme rovnici

(28).Za k dosadime n:

S,(xn) = %hn—l +

L hy g+ dyy, kded,y =220 (43)
n—1

Upravime a vyjadiime m,:

3 ’ n—1
my = m (S (xn) - dn—l) - m2 (44)

Dosazenim m, a m, do (30) dostaneme nasledujici soustavu linearnich

algebraickych rovnic:

3 .
m1 (E ho + Zhl) + h1m2 = u1 - 3(d0 - S (xO))
hk_lmk_l + ka(hk_l + hk) + hkmk+1 = Ug, pro k= 2, 3, e, = 2 (45)
3 .
hn—Zmn—Z + My—1 (Zhn—z + Ehn—1> = Up-1— (S (xn) - dn—l)
Priklad 2.4

Mame vypocitat kubicky spline surcéenymi prvnimi derivacemi (S (xo) =
0,2; S (x3) = —1) prochazejici body zadané tabulkou 2.
Reseni

Pro vyreSeni vyuZijeme jiZ spocitané hodnoty h;, d, a u; zpredchoziho
prikladu. Dosadime je do soustavy rovnic (45):

3
(E + 2) my; +m, =15—-3(—-1-10,2) = 18,6
3
my + (2 +2 5) m, = —10,5 —3(—=1 - (-0,25)) = —=9,75

VytreSenim soustavy dostaneme, Ze m; = 6,14;m, = —2,88. Hodnoty druhych

derivaci v krajnich bodech ziskame dosazenim do (42) a (44) - my = —6,67; m3 =
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0,31. Koeficienty splinu vypocitame dosazenim druhych derivaci do (34), (36), (37)
a (39). Kubicky spline s urcenymi prvnimi derivacemi pak miZeme zapsat takto:

1,5+ 0,2(x —5) —3,33(x — 5)2 + 2,13(x — 5)®> ,x € (5;6)
S(x) =50,5-0,07(x —6) +3,07(x —6)2—1,5(x — 6)3 ,x €(6;7)
24+ 1,56(x—7)—1,44(x —7)*+ 0,27(x —7)® ,x €(7;9)

Graf slinu je znazornén na obrazku 10.
Kubicky spline - urcene prvni derivace

Kubicky spline

251 | Uzlove body

05

Obrazek 10: Kubicky spline s urcenymi prvnimi derivacemi - priklad 2.4
(vlastni zpracovani)

2.3.2.3 Kubicky spline skonstantnimi druhymi derivacemi
v koncovych intervalech

Tento typ splinu je podle [2] definovan:
Existuje prdvé jeden kubicky spline, pro ktery plati S~ (x) = 0 na intervalu {x,, x,) a
S"(x) = 0 na intervalu {x,,_, x,,).

Definice rika, Zze m, a m,, respektive m,_; a m,, maji zbytek po déleni
stejnym cislem rovny nule. To miize nastat pouze v jediném pripadé. A to kdyz m, =
my; a my,_,; = m,. Soustava linearnich algebraickych rovnic (30) bude po dosazeni

vypadat takto:
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m1(3h0 + Zhl) + hlmz = u1
hk_lmk_l + ka(hk_l + hk) + hkmk+1 = Uy, pro k=273..,n—-2
hp_omp_y + My (2hy_5 + 3hy_4)

(46)

Priklad 2.5

NaSim ukolem je najit kubicky spline s konstantnimi druhymi derivacemi
v koncovych intervalech prochazejici body zadané tabulkou 2.
Reseni

ProtoZe spline prochazi stejnymi body jako v prikladu 2.3, vyuZijeme jiz
spocitané hy, d; a ug. Druhé derivace ve vnitrnich uzlovych bodech vypocitame
dosazenim do soustavy rovnic (46):

Reseni soustavy je - m; = 3,35;m, = —1,73. Hodnota druhé derivace
v prvnim bodé se rovna druhé derivaci v bodé druhém (respektive v poslednim
bodé se rovna hodnoté v predposlednim) - m, = 3,35; m3; = —1,73. Koeficienty

splinu pak vypocitame dosazenim do (34), (36), (37) a (39). Zapis splinu:

1,5 —2,67(x — 5)+1,67(x — 5)? ,x € (5;6)
SG) =105+ 0,67(x —6) +1,67(x —6)2 — 0,85(x —6)> ,x €(6;7)
2+ 1,48(x — 7) — 0,87 (x — 7)? ,x €(7;9)

Graf nalezeného splinu je na obrazku 11.

Kubicky spline - konstatni druhe derivace v koncovych intervalech

Kubicky spline

Uzlove body
25 |

05 -

Obrazek 11: Kubicky spline s konstantnimi druhymi derivacemi v koncovych
intervalech - priklad 2.5 (vlastni zpracovani)
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2.3.2.4Kubicky spline se specifikovanymi druhymi derivacemi

U tohoto typu kubického splinu pfimo urcujeme hodnoty druhych derivaci
v krajnich bodech - my = S (x,),m,, = S (x,). Hledanou soustavu rovnic ziskame

dosazenim do (30):

2my(ho + hy) + hym, = uy — hoS™ (o)
hk_lmk_l + ka(hk—l + hk) + hkmk+1 = Uy, pro k=273..,n—-2 (47)
hp_om,_, + zmn—l(hn—z + hn—l) = Up—1 — hn—lsﬂ(xn)

Priklad 2.6

Mame nalézt kubicky spline se specifikovanymi druhymi derivacemi S (x,) =
—0,3,5 (x3) = 3,3. prochazejici body zadané tabulkou 2.

Reseni

Spline prochazi stejnymi body jako v prikladé 2.3, takZe vyuZijeme uz spocitané
hodnoty hy, d; a uy. Ty dosadime do soustavy (47):

2(1+ Dm, +my, =15—1-(=0,3) = 15,3
my +2(1+2)m, = —10,5—-2-33 = —17,1

VytreSenim dostaneme, Ze my; = 4,73 ;m, = —3,64. Koeficienty splinu ziskadme
dosazenim do rovnic do (34), (36), (37) a (39). Spline pak mliZeme zapsat takto:

1,5—-1,69(x —5) — 0,15(x — 5)? + 0,84(x — 5)3 ,x € (5;6)
SG) =105+053(x—6) +237(x—6)2—L4(x —6)> ,x € (6;7)
2+1,08(x—7)—1,82(x—7)%? + 0,58(x — 7)3 ,x €(7;9)

Graf funkce je na obrazku 12.
Kubicky spline - urcene druhe derivace

Kubicky spline
Uzlave body

05t

Obrazek 12: Kubicky spline s ur¢enymi druhymi derivacemi - priklad 2.6
(vlastni zpracovani)
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2.3.2.5 Extrapolovany spline

Pro vypocet druhych derivaci v krajnich bodech je u toho splinu pouzita metoda
extrapolace.

Extrapolace je podle [5] aproximacni metoda, ktera odhaduje hodnoty funkce
mimo interval zndmych hodnot. Jde vlastné o opak interpolace, ta oproti extrapolaci
hleda hodnoty funkce v intervalu zndmych hodnot.

JestliZe je kubicky spline po ¢astech tvoien polynomy 3. stupné, které na sebe
hladce navazuji (spojita prvni i druha derivace), pak druha derivace musi byt po
castech linearni. V ptipadé extrapolovaného splinu se hodnota druhé derivace
v prvnim bodé splinu bude nachazet na polopfimce zadanou body x, a x;,

v poslednim bodé na polopiimce x,,_,x,_;. (viz obrazek 13).

5

1 2 3 4 5 <]
X, X, X, X,

Obrazek 13: Extrapolace (vlastni zpracovani)
Jestlize body [xq, mg], [x1, m4], [x5, m;] leZi na jedné piimce, mizeme pro
nelezeni m, pouzit rovnici primky: y = kx + q. Dosazenim druhého a tretiho bodu

dostaneme soustavu rovnic:

my = kx; +q
Z prvni rovnice vyjadiime q a k ziskdme odectenim prvni rovnice od druhé:
q=my —kx, k ="2"2 (49)

Xo2—X1
Hodnotu druhé derivace v bodé x, dostaneme, kdyz do m, = kx, + q dosadime q a
k z (49). Po upravé by vyjadreni vypadalo takto (hg = x; — xo, hy = X3 — x1):

ho(my-m,)

- (50)

m0:m1+
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Stejnym postupem, av$ak s body [x,_2, Mp_2], [Xp—1, Mp_1], [Xn, m,], vypoclitime

hodnotu druhé derivace v poslednim bodé splinu:

mn — mn_l + hn—l(mlzln—_lz_mn—z) (51)

Soustava linearnich algebraickych rovnic (30) bude po dosazeni m, a m,, vypadat

takto:
hg _hd _
my (Sho +2h; + hl) +m, (h1 hl) = Uq
hk_lmk_l + ka(hk_l + hk) + hkmk+1 = Ug,pro k= 2, 3, e, = 2 (52)
h%-l h%—1
Myp—1 (3hn—1 + 2hy_, + hn-z) +mp_; (hn—z - m) = Un-1

Priklad 2.7
Nasi ukolem je nalézt extrapolovany kubicky spline prochazejici body z tabulky 2.
Reseni

Stejné jako v predeslych prikladech, pouZijeme jiZ vypocitané hodnoty
z prikladu 2.3 - hy, dy a uj,. Hodnoty druhych derivaci ve vnitinich bodech ziskame
vyreSenim soustavy rovnic (52):

GB+2+1m +(1—1)m, =15
(1-22)my+ (2+3-2+2%)m, = —10,5

Re$eni soustavy je m; = 2,5;m, = —0,25. Hodnoty druhych derivaci v koncovych
bodech pak vypocitdme podle (50) a (51). Extrapolovany spline pak mliZeme zapsat:

1,5—-3,17(x — 5) + 2,63(x — 5)?> — 0,46(x — 5)® ,x € (5;6)
S(x) =40,5+0,71(x — 6) +1,25(x — 6)? — 0,46(x — 6)> ,x € (6;7)
24+1,83(x—7)—013(x—7)>—0,46(x—7)> ,x €(7;9)

Graf splinu je na obrazku 14.

‘ Kubicky spiine

Uzlove body

25

Obrazek 14: Extrapolovany kubicky spline - priklad 2.7 (vlastni zpracovani)
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3 Matlab - pouzité prikazy

Tato kapitola se zabyva prikazy, které byly pouzity pii implementaci vypoctu
spline funkci. U kazdé funkce je nejprve uveden jeji nazev, dale co dana funkce dél3,
a nakonec je uveden priklad. Pri popisu prikazii bylo cerpano z oficialni

dokumentace Matlabu [6] a z [7], [8].

3.1 Prikazy pro graficky vystup

Tyto ptikazy byli pouzity proto, aby ve vystupu vypocetnich skritpi nebyly
uvedeny jen Koeficienty dil¢ich polynomi splinu, ale také graf interpolacni funkce.
plot(X1, Y1, volby1, X2, Y2, volby2, ..., Xn, Yn, volbyN) - ptikaz pro vykresleni 2D
grafu. Na jednom grafu miiZze byt vykresleno 1 az N mnozin bodi. Kazda sada je
charakterizovani trojici parametrii (Xi, Yi, Volbyl). Prvni dva, jsou povinné. Treti
neni a udavg, jak maji byt dana data vykreslena (barva, styl, ...). Implicitné jsou body
jen pospojovany modrymi useckami. Pro reprezentaci hladké funkce je nezbytné,
aby bodti bylo mnoho a byly blizko u sebe.
title(text) - prida nadpis (parametr text) ke grafu.
ylabel(text) - piida popis osy Y. Popis je nastaven na hodnotu parametru text.
xlabel(text) - prikaz pomoci, kterého mlizeme popsat osu X. Co bude stat v popisu
osy je urc¢eno parametrem text.
legend(popis1, popis2, .., popisN, volby) - prida popis grafu. Vysvétlivky jsou
poporadé prifazeny k datové sadé, jak byly uvedeny v prikazu plot(). Posledni
parametr volby udava, jak bude popis vypadat a kde bude umistén.
axis(minX, maxX, minY, maxY) - prikaz, ktery nastavi rozsah oblasti
zobrazovaného grafu.
grid on - zobrazi souradnicovou miizku.

Priklad (obrazek 15):

plot(x, vy, xP, yP, ‘-o’, ‘LineStyle’, ‘none’)
title('Graf prirozeneho kubickeho splinu’)
legend (‘Kubicky spline’,’Uzlove body’,’location’,’northwest’)

axis ([ (min(xP) - 0.1) (max(xP) + 0.1) (min(yP) - 0.1) (max(yP) +
0.1)1)

grid on

xlabel ('x")

ylabel ('y'")
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Vykresli graf kubického splinu se zvyraznénymi uzlovymi body. Soucasti grafu je
jeho titulek dale popis os, interpolac¢ni funkce a uzlovych bodd. Zobrazovana oblast

je dana minimdlni a maximalni hodnotou soufadnic uzlovych bodu x, y.

Graf prirozeneho kubickeho splinu

Kubicky spline e ~.

Uzlove body yd \‘\\

05 AN A .

Obrazek 15: Priklad vykresleni grafu (vlastni zpracovani)

3.2 Prikazy pracujici s retézci

V praktické c¢asti jsou pouZity pro formatovani vystupu. Aby neobsahoval
pouze Ciselné hodnoty, ale také informaci, co dané ¢islo reprezentuje.
strcat(textl, text2, ..., textN) - funkce spojujici textové retézce textl, text2, ..,
textN do jednoho.
Priklad: strcat(‘spline’, ‘funkce’) vraci ‘spline funkce’.
sprintf(format, al, a2, ..., aN) - formatuje data do textového retézce nebo vektor
znakul. Parametr format je text, do kterého jsou poporadé formatovany hodnoty al,
... aN. Priklad: sprintf(‘Rozmery matice jsou: %dx%d’, 3, 4) vraci ‘Rozmery matice

jsou: 3x4’.
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num?2str(x) - funkce prevadéjici ¢islo x na textovy retézec.

Priklad: num2str(9) vraci ‘9’.

3.3 Ostatni prikazy

Pti vypoctech v praktické ¢asti bylo nezbytné znat pocet uzlovych bodg, at' pri
iteraci nékterych cykli nebo pri validaci vstupnich proménnych. To zajistila funkce
length(). Pti kontrole vstupnich parametrii byli také pouzity prikazy isnumeric() a
isempty(). Potfebné matice a vektory vytvareji funkce zeros() a cell().
length(x) - vraci délku parametru x. Parametr miZe byt bud’to objekt (napriklad
textovy retézec) anebo pole objektt.

Priklad: length([5 8 10]) vraci 3.

zeros(dimenzel, dimenze2, .., dimenzeN) - vytvori pole (matici) naplnéné
nulami o rozmérech dimenzel X dimenze2 X ... X dimenzeN.

Priklad: zeros(2, 3) vytvori matici o 2 radcich a 3 sloupcich.

cell(dimenzel, dimenze2, ... dimenzeN) - vytvoii pole ,bunék” o rozmérech
dimenzel X dimenze2 X ... X dimenzeN. ,Buiikky“ mliZou obsahovat riizné typy dat a
ty nemusi byt pti deklaraci uvedeny. Toto je vyhoda oproti funkci zeros, ktera
vytvari matici obsahujici pouze ¢iselné datové typy.

Priklad: cell(2, 4) vytvori dvourozmérné pole o 2 radcich a 4 sloupcich.

display(x) - piikaz, ktery vypiSe hodnotu proménné x do Command Window ve
vyvojovém prostredi.

Priklad: display([10 12 16]) vypise '10 12 16’.

isnumeric(x) - zkontroluje, zda vstupni parametr x obsahuje pouze Cciselné
hodnoty. V pripadé, Ze ano vraci logickou 1 (true). JestliZze ne, navratova hodnota je
0 (false).

Priklad: isnumeric([1 5 ‘polynom’]) vraci 0, protoZe ve vstupu se nachdazi i textovy
retézec.

isempty(x) - funkce, ktera ovéruje, jestli je parametr x prazdny. Navratova hodnota
je logicka 1 (true) v pripadé, Ze ano. Pokud ne funkce vraci 0 (false).

Priklad: isempty([]) vraci true, protoZe vstup funkce tvoii prazdné pole.
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4 Implementace algoritmi vypoctu spline funkci
v Matlabu

Tato kapitola se zabyva implementaci algoritmd vypoctu jednotlivych spline
funkci. Kéd kazdého algoritmu je po ¢astech okomentovan a u nékterych ¢asti jsou
pro vétsi prehlednost uvedeny rovnice, které dana ¢ast programu resi.

Oproti teoretické casti tu, avSak nesouhlasi indexy. Je to dano tim, Ze Matlab
neindexuje od 0, jako vétSina programovacich jazykt, ale od jedné. Pro nas to

znamena to, Ze vSechny indexy jsou posunuty o 1 nahoru.

4.1 Linearni spline

Deklarace funkce s nazvem linedrni_spline obsahuje dva vstupni parametry x, y -
souradnice uzlovych bodli a jednu vystupni proménnou d (smérnice usecek

linearniho splinu).

function [d] = linearni spline(x, y)

Hned na zac¢atku skriptu jsou kontrolovany vstupni parametry. V pripadé, Ze test
vrati hodnotu 0 (false) je program ukoncen. Funkce test uzlovych_bodu je popsana

v kapitole Pomocné funkce.

if (test _uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;
endif

Dale je treba inicializovat proménnou n, reprezentujici pocet intervala (kolik
mnohoclent stupné jedna tvori spline), a vektor d, do kterého budeme zapisovat

vypocitané smeérnice jednotlivych usecek.

n = length(x) - 1;
d = zeros(n, 1);

Pro vypoclet vyuZijeme for-cyklus iterujici od 1 do n. Pfi kazdém kroku se

vypocte smérnice k-té usecky podle vztahu:

dk — Yik+1— Yk (53)

Xk+1—Xk
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Cyklus také vypiSe vysledky. Aby index vystupu korespondoval sindexem

z teoretické casti, je zmenSen o jedna. Nakonec je vykreslen graf splinu funkci

vykresleni_grafu.
for k =1 : n
d(k) = [y(k + 1) - y(k)]/[x(k + 1) - x(k)];
display (sprintf (strcat('d(%d): ', num2str(d(k))), k - 1)),
endfor
[xP, yP] = vykresleni grafu(d, x, y, 'Linearni');

4.2 Kvadraticky spline

Funkce kvadraticky_spline prijima tfi vstupni proménné souradnice uzlovych
bodli x, y a koeficient sy, - sI. Vystupem skriptu je vektor s (koeficienty

kvadratického splinu).

function [s] = kvadraticky spline(x,y,sl)

Pired jakymkoliv vypoCtem probéhne kontrola stupnich parametri skripty
test_uzlovych_bodu a test_derivace. Pokud alespon u jednoho z nich je navratova

hodnota rovna 0 (false) je zamezeno pokracovani v hlavnim algoritmu.

if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;
endif

if (test derivace(sl, 'Kvadraticky') == 0)
return;
endif

Nasim cilem je ted vytvoreni, naplnéni a vytfeseni nasledujici maticové rovnice:

h, 0 0 0 0 0 0 0 0 0y /o Ayy — s12hi
2 S2,1 A

0 h, H3 0 0 0 00 0 0]|fg Ayz

0 0 0 hy K2 0 00 0 O . Vs

0 0 0 0 O 00 0 0 : A

0 0 0 0 0 0 00 hy h||s, | —25ynh 54)

1 -1 0 0 0 0 00 0 0 ||s, 62 1

0 1 21, =1 0 0 0 0 O O : :

0 0 0 1 2, -1 0 0 0 O f

0o 0 0 0 0 0 =~ 0 0 0f|g, 6

0 0 0 0 0 0 0 1 2, -1/ \g), 0
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v,

VySe uvedena rovnice je totozna s (15), aZ na to, Ze jsme pro vétsi prehlednost zvysili
vSechny indexy o jedna.

Pro dalsi postup budeme potiebovat proménnou, ktera se bude rovnat poctu
intervalli (polynomii druhého stupné), vtomto pripadé n. Délky intervali budou

zapisovany do vektoru h a pravou stranu rovnice (54) oznacime jako vektor u.

n = length(x) - 1;
h = zeros(n, 1);
u = zeros(2 *n - 1, 1);

Pro naplnéni vektort h a u pouzijeme for-cyklus jdouci od 1 do n.

for k =1 : n

h(k) = x(k + 1) - x(k);
u(k) = y(k + 1) - y(k);
endfor

Vektor u ale jesté zdaleka neni aplny. Cyklus vypocital rozdily funkénich hodnot
v uzlovych bodech Ayk. Kuplnosti chybi vypocet hodnot na pozici 1 a n + 1. Dale
vytvorime matici z rovnice (54) a oznacime ji jako H, ta je ¢tvercova o rozmérech 2n-

1. Rovnou priradime hodnoty v prvnim a n + 1 radku matice.

K naplnéni zbylych Zn - 3 radki pouZijeme cyklus. Ten bude iterovat od 2 do n.
Pro prvni polovinu matice ndm postaci index samotného cyklu k, u druhé poloviny

vyuZzijeme n.

for k =2 : n
H(k, 2 * k = 2) = h(k);
H(k, 2 * k - 1) = (h(k))"2;
if(k < n)
H(k + n, 2 * k - 2) = 1;
H(k + n, 2 * k - 1) =2 * h(k);
H(k + n, 2 * k) = -1;
endif
endfor
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Nasleduje vyreSeni rovnice (54). To zajisti v Matlabu operator zpétného lomitka.

s = H\u;

Vektor svtuto chvili neobsahuje koeficient sqy,. Proto vektor rozsifime a

zatfadime ho na prislusnou pozici. Poslednim krokem je vykresleni grafu splinu.

tempS = s;

s(l) = tempS(1l);

s(2) = sl;

s(3 : 2 *n) = tempS(2 : 2 *n - 1);

[xP, yP] = vykresleni grafu(s, x, y, 'Kvadraticky');

4.3 Kubicky spline

U vSech typii kubického splinu je nejpodstatnéjsi vyireSeni maticové rovnice (32).
Aby vektor druhych derivaci obsahoval i hodnoty v krajnich bodech, rozsifime

rovnici o jeden radek a jeden sloupec na zac¢atku a na konci:

1 0 0 00 0 0 0 0\ ,my 0
(hl 2(hy + hy) hy 00 0 0 0 0\/ m, \ u
0 h, 2(h+h;) hy O 0 0 0 0 : us
[ 0 0 0 0 -~ 0 0 0 0 I| - : (55)
0 0 0 0 0 My 2(hyeg+hyy) - 0 i Un_y
0 0 0 0 0 0 P 2hpey +hy) By |\ T \un /
0 0 0 0 0 0 0 0 1/ \Mny 0

4.3.1 Prirozeny kubicky spline

Vstupnimi proménnymi funkce kubicky_prirozeny_spline jsou souradnice x, y

uzlovych bodu. Skript pak vraci koeficienty dil¢ich mnohoclenii v matici S.

function [S] = kubicky prirozeny spline(x, y)

Pred jakymkoliv vypoctem se zkontroluji vstupni parametry. Jestlize funkce

test_uzlovych_bodu vrati hodnotu 0 (false) je hlavni skript prerusen.

if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;
endif
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U kazdého typu kubického splinu budeme reSit modifikaci (55). Aby bylo
zabranéno redundanci, jsou potfebné matice, vektory a proménné vytvoreny a

Castecné naplnény pomocnym skriptem kubicky_zaklad.

[h, d, u, H, n] = kubicky zaklad(x, y);

K vypoctu hodnot v matici H vyuzijeme cyklus. ProtoZe do prvniho a posledniho
radku matice uz nepotrebujeme zasahovat, postaci, Ze cyklus bude iterovat od 2 do

n. K-ta hodnota vektoru u, pravé strany rovnice (55), se vypocte podle vztahu:

e = 6(dy — di—1) (56)
for k = 2 : n
H(k, k) = 2*(h(k - 1)+h(k)):
H(k, k - 1) = h(k - 1);
H(k, k + 1) = h(k);
u(k) = 6 * [d(k) - d(k - 1)]1;
endfor

Posledni ¢asti skriptu je vyreseni maticové rovnice (55) Hm=u, vypocitani

koeficienti dil¢ich polynomt funkci koeficienty a vykresleni grafu splinu.

m = H\u;

S = koeficienty(x, y, h, m);

[xP, yP] = vykresleni grafu(S, x, y, 'Prirozeny');

4.3.2 Kubicky spline s ur¢enymi prvnimi derivacemi

Kromé souradnic uzlovych bodi x, y prijima funkce kubicky_urcene_prvni prvni
derivace v koncovych bodech splinu d0 a dn. Navratovou hodnotou je matice

koeficientu dil¢ich mnohoclenu S.

‘function [S] = kubicky urcene prvni(x, y, d0, dn)

Aby nenastal nec¢ekany problém ve vypocCtu jsou zde kromé soutadnic testovany

i derivace v krajnich bodech.
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if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;
endif

if (test derivace([d0, dn], 'Urcene prvni') == 0)
return;
endif

Inicializujeme potrebné proménné skriptem kubicky_zaklad.

[h, d, u, H, n] = kubicky zaklad(x, y);

Zména nastava ve druhém a predposlednim radku soustavy rovnic (55). Ta

budou vypadat nasledovné:

1 ; 0 0 - 0 0 0N /m, 0
0 Ehl +2h, h, - 0 0 0 ( m, \l (uz —3(d, — S’ (x1) \
S . ; (57)

0 0 0 o huoy Shyt 2k oj\mn/ \un—(s'(xnﬂ)—dn)/
0 0 0 - 0 0 1/ 0

H(2,2) = 1.5 * h(l) + 2 * h(2);

H(Z2,3) = h(2);

u(2) = 6 * [d(2) - d(1)] - 3 * [d(1) - dO];
H(n, n) = 1.5 * h(n) + 2 * h(n - 1);

H(n, n - 1) = h(n - 1);

u(n) = 6 * [d(n) - d(n - 1)] - 3 * [dn - d(n)];

for

Dale je vyreSena rovnice (57).

m=H\u;

Pred vypoctem koeficientli uz staci jen dopocitat druhé derivace v krajnich
bodech podle:

my = i(d1 — S () — 2z
hq 2 (58)

3 . mpy

Myy1 = h_n (S (Xp41) — dn) — -
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m(l) = 3/h(1) * (d(1) - d0) - m(2)/2;
m(n + 1) = 3/h(n) * (dn - d(n)) - m(n)/2;

Piredposlednim krokem algoritmu je vypocet koeficientli splinu funkci

koeficienty. Skript je zakoncen vykreslenim grafu.

S = koeficienty(x, y, h, m);

[xP, yP] = vykresleni grafu(S, x, y, ' Urcene prvni derivace');

4.3.3 Kubicky spline s konstantnimi druhymi derivacemi v koncovych
intervalech

Skript, ktery vypocitd koeficienty tohoto splinu se jmenuje

kubicky_konstatni_derivace a jeho parametrem jsou jen souradnice uzlovych bodi x,

y. Funkce vraci matici S - koeficienty mnohoclend.

‘function [S] = kubicky konstantni derivace(x, y)

Nasledujici kéd je stejny jako u prirozeného kubického splinu. Nejprve
otestujeme vstupni proménné a vytvoirime proménné pro dalsi vypocet funkci

kubicky_zaklad.

if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;

endif

[h, d, u, H, n] = kubicky zaklad(x, y);

Opét modifikujeme (55), k tomu vyuZijeme soustavu rovnic (46). Vysledkem je

nasledujic vztah:

1 0 0 -« 0 0 0 my 0
0 3h;+2h, h, - 0 0 0 m, U,
: : oo : : : : = (59)
0 0 0 -« h,, 3h,+2h,, O my U,
0 0 0 -« 0 0 1/ \Mn+1 0

A znovu se (59) od (55) odliSuje ve druhé a predposlednim rfadku. Hodnoty

v nich vypocitame nasledovné:
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H(2,2) = 3*h(l) + 2*h(2);
H(2,3) = h(2);

u(2) =6 * [d(2) - d(1)];

H(n, n) = 3*h(n) + 2*h(n - 1);
H(n, n - 1) = h(n - 1);

u(n) = 6 * [d(n) - d(n - 1)];

Zbylych n - 4 fadki naplnime for-cyklem.

for

Hodnoty druhych derivaci mz aZ mn ziskame vytreSenim (59). Pred vypoctem
koeficientl splinu funkci koeficienty priradime hodnoty druhych derivaci v krajnich

bodech. Poslednim krokem je vykresleni grafu.

m = H\u;

m(l) = m(2);
m(n + 1) = m(n);

S = koeficienty(x, y, h, m);

[xP, yP] = vykresleni grafu(S, x, y, 'Druhe derivace konstatni v
koncovych bodech');

4.3.4 Kubicky spline se specifikovanymi druhymi derivacemi

Metoda pro vypocet koeficienti mnohoclenti tohoto splinu kromé soutadnic
uzlovych bodi prijima jako vstupni parametry také druhé derivace v koncovych

bodech.

function [S] = kubicky urcene druhe(x, y, m0, mN)

Hned na zacatku skriptu jsou otestovany vstupni proménné. JestliZze nejsou
validni, je zamezeno dalSimu pokracovani v programu. Pokud parametry testy
projdou, jsou vytvoreny potiebné proménné pro dalSi vypocet pomocnou funkci

kubicky_zaklad.

32



if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;
endif

if (test derivace([m0O, mN], 'Urcene druhe') == 0)
return;
endif

[h, d, u, H, n] = kubicky zaklad(x, y);

Podstatné je upraveni maticové rovnice (55) podle soustavy (47).

1 0 0o - 0 0 0 my 0

0 2(hy+hy) hy - O 0 0\ m U, — by S" (1)

: : P : : : = : (60)
0 0 0 - hpy z(hn + hn—l) 0 My Un — hnS”(xn+1)

0 0 o - 0 0 1/ \Mpiq 0

Nejprve jsou vypocitany hodnoty ve druhém a predposlednim radku. Zbytek

matice H je naplnén cyklem.

H(2,2) = 2* [h(1) + h(2)];
H(2,3) = h(2);
u(2) = 6 * [d(2) - d(1)] - h(1l) * mO;
H(n, n) = 2 * [h(n) + h(n - 1)];
H(n, n - 1) = h(n - 1);
u(n) = 6 * [d(n) - d(n - 1)] - h(n) * mN;
for k =3 : n -1
H(k, k) =2 * (h(k - 1) + h(k));
H(k, k = 1) = h(k - 1);
H(k, k + 1) = h(k);
u(k) = 6 * [d(k) - d(k - 1)];
endfor

Ke druhym derivacim v uzlovych bodech se dostaneme vyteSenim (60). A

nasledné jsou prirazeny hodnoty derivaci i v krajnich bodech.

m = H\u;

Koeficienty dil¢ich polynomt tohoto splinu jsou vypocitany funkci koeficienty.

Nakonec je vykreslen graf splinu skriptem vykresleni_grafu.

S = koeficienty(x, y, h, m);

[xP, yP] = vykresleni grafu(S, x, y, 'Urcene druhe derivace');
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4.3.5 Extrapolovany spline

Funkce pro vypocet extrapolovaného splinu se nazyva kubicky_extrapolovany a

jako vstupni proménné ma pouze souradnice uzlovych bodt x, y.

function [S] = kubicky extrapolovany(x, V)

Stejné jako u vSech ostatnich typtl splinii jsou nejprve zkontrolovany vstupni
parametry. Pak se vytvori a spocitaji zakladni proménné a vektory skriptem
kubicky_zaklad.

if (test uzlovych bodu(x, y) == 0)
return;

endif

[h, d, u, H, n] = kubicky zaklad(x, y);

Klicové je upravit (55) podle soustavy rovnic (52). Maticova rovnice bude

vypadat nasledovné:

1 0 0 o 0 0 0 m 0
hi hi 1
0 3h1 + 2h2 + E hz - E A 0 0 0 ( mz \ (uz\
: : : : : : Pol= ¢ [(61)
— hi hi my u
0 0 0 h,_q — 3h, +2h,_4 + — 0 My On
0 0 0 a 0 1

Nejprve vypocitdme hodnoty na druhém a predposlednim radku. A zbytek cyklem.

H(2,2) = 3*h(1l) + 2*h(2) + [h(1)]"2/h(2);
H(2,3) h(2) - [h(1)]1"2/h(2);
u(2) = 6 * [d(2) - d(1)1;
H(n, n) = 3*h(n) + 2*h(n - 1) + [h(n)]"2/h(n - 1);
H(n, n - 1) = h(n - 1) - [h(n)]"2/h(n - 1);
u(n) = 6 * [d(n) - d(n - 1)1;
for k =3 :n -1

H(k, k) =2 * (h(k - 1) + h(k));

H(k, k - 1) h(k - 1);

H(k, k + 1) = h(k);

u(k) = 6 * [d(k) - d(k - 1)71;
endfor

Druhé derivace mz az mn ziskdme vyreSenim rovnice (61). Pred vypocltem

koeficienti dil¢ich polynomi jesté vypocitame derivace v krajnich bodech podle:
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hy(mz—my)
m; =m, + ——*% ; 2
2

_ hp(mp—mp_q)
My =My +—————

(62)

hn—1
m = H\u;
m(l) = m(2) - [h(l) * (m(3) - m(2))1/h(2);
m(n + 1) = m(n) + [h(n) * (m(n) - m(n - 1))1/h(n - 1);
S = koeficienty(x, y, h, m);
[x1, yl] = vykresleni grafu(S, x, y, ' Extrapolovany');

4.4 Pomocné funkce

V této kapitole jsou popsany pomocné skripty. Byly napsany z diivodu, aby se

predeSlo opakovani urcitych c¢asti kédu (vypocet koeficientli, vykresleni grafu

funkce, validace vstupnich proménnych).

4.4.1 Vypocet koeficientti kubického splinu

Funkce pro vypocet koeficienti ma jako vstupni parametry souiadnice

uzlovych bodt x, y, délky interval h a druhé derivace m. Koeficienty budeme

zapisovat do matice S. Ty se vypocitaji podle nasledujicich vztahi.

Sk1 Yk
hi
Sk2 = dk_?(zmk+mk+1)
m 63
Sk3 = B3 (63)
— M1 =M
Sk’4 - 6hy
function [S] = koeficienty(x, y, h, m);
n = length(h);
S = zeros(n, 4);
for k=1:n
S(k, 1)=y(k);
S(k, 2)=(y(k+1)-y(k))/h(k)-h(k)/2*m(k)-h(k)/6* (m(k+1l)-m(k));
S(k, 3)=m(k)/2;
S(k, 4)=(m(k+1l)-m(k))/(6*h(k));
endfor
endfunction
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4.4.2 Testovani vstupnich dat - uzlové body

Funkce test_uzlovych_bodu vraci boolean t, ktery udava, zda jsou vstupni

parametry x, y validni.
function [t] = test uzlovych bodu(x, vy)
t = true;

Nejprve se kontroluje, zda nebyli souradnice zadany nebo jestli jsou pouze

prazdnymi poli.

if (isempty(x) || isempty(y))
display('Vstup neobsahuje zadne hodnoty!');
t = false;

endif

Dale se testuje, jestli se délky vektorii obsahujici souradnice sobé rovnaji.

if (length(x) != length(y))
display('Pocet souradnic X se neshoduje s poctem souradnic Y!'");
t = false;

endif

Pokud parametry x a y obsahuji néjaky textovy retézec je opét vracena zaporna

hodnota booleanu t.

if (isnumeric(x) != 1 || isnumeric(y) != 1)
display('Vstup neobsahuje pouze numericke hodnoty!');
t = false;

endif

V definici kazdého spline je uvedeno, Ze soufadnice x musi byt sefazeny
vzestupné. To zkontrolujeme cyklem prochazejici cely vektor x. Nakonec je vracen

boolean t.

n = length(x) - 1;
for k =1 : n
if(x(k) > x(k + 1))

display('Souradnice X nejsou serazeny vzestupne!');
t = false;
endif
endfor
return;
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4.4.3 Testovani vstupnich dat - derivace

Kromé kontroly souradnic interpolovanych bodi jsou testovany i derivace
skriptem test derivace. Ta prijima dva parametry. Parametr sl reprezentuje
derivace (u kubického splinu), respektive derivaci u kvadratického splinu. Druhou
proménnou je typu splinu type. Navratovou hodnotou skritpu je boolean t. Vraci

true, pokud jsou vstupni parametry validni.

function [t] = test derivace(sl, type)

t = true;

Nejprve se zkontroluje, jestli je vstup tvoren pouze ¢iselnymi datovymi typy.

if (isnumeric(sl) !'= 1)
display('Parametr derivaci neni cislo!'");
t = false;

endif

ProtoZe u kvadratického splinu je pouze jedna derivace a u kubického dvé.

PouZijeme pro rozdéleni switch-case. Na konci skriptu je vracen boolean t.

switch type
case 'Kvadraticky'

if (length(sl) != 1)
display('Parametr sl musi byt prave jedno cislo');
t = false;

endif

otherwise
if(length(sl) != 2)
display ('Parametr musi obsahovat prave dve cisla');
t = false;

endif

endswitch

return;

4.4.4 Vykresleni grafu

Pro vykresleni grafu potirebujeme koeficienty dil¢ich polynomi S, souradnice

uzlovych bodt x, y a typ splinu type.
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function [xP, yP] = vykresleni grafu(S, x, y, type)

Vykreslované body splinu jsou xP, yP. Aby prikaz plot vykreslil hladkou kiivku
musi byt bodd hodné a musi byt blizko u sebe. Pro vypocet budeme také potiebovat

pomocnou proménou temp pro indexovani.

n = length(x) - 1;
XP = zeros (20 * (x(end) - x(1)), 1);
yP = zeros(length(xP), 1);

temp = 1;

Pro rozdéleni podle typ splinu je pouzit switch-case.

switch type
case 'Linearni'
case 'Kvadraticky'
Otherwise

endswitch

Vypocet zaridi dva for-cykly. Ve vnéjsim, jdouci od 1 do n (pocet polynomti), jsou
prifazeny do proménnych k1 a k2 hodnoty xk xk+1. Mezi nimi pak iteruje vnitini
cyklus, ve kterém jsou spocitany funkéni hodnoty yP podle:

S(x) = sg,0 + Spa(x — xz) (64)

case 'Linearni'
for k =1 : n
k1l = x(k);
k2 = x(k + 1);

for j = k1 : 0.05 : k2

xP (temp) = j;
yP(temp) = y(k) + S(k,1) * (3 - x(k));
temp ++;
endfor
endfor

titleString = strcat(type, ' spline');

Stejny postup je uZit u kvadratického splinu, akorat Ze je potrebna dalsi

proménnd pro indexovani tempX a funk¢ni hodnoty yP jsou pocitany podle vztahu:
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— 2
S(x) = Sk0 + S (X — X)) + Sp 2 (x — xi) (65)
case 'Kvadraticky'
tempX = templ = 1;
CoeficientsString = cell (3, n);
for k=1 : n
k1l = x(k);
k2 = x(k + 1);
for 3 = k1 : 0.05 : k2
xP (tempX) = 7;
yP (tempX) = y(k) + S(tempI,1l) * (J - x(k)) + S(tempI +

1, 1) * (3 - x(k))"2;
tempX ++;
endfor

num2str(y(k))), k - 1);
CoeficientsString (2, k)
num2str (S (templ))), k - 1);

num2str (S (tempI + 1))), k - 1);
templ += 2;

endfor
display(CoeficientsString);
titleString = strcat (type,

spline');

CoeficientsString(l, k) = sprintf(strcat('s(%d,0):
sprintf (strcat('s(%d,1):

CoeficientsString (3, k) = sprintf(strcat('s(%d,2):

Kubicky spline je vypocitan podle:

S(x) = Spo + Spa(x — xx) + S 2(x — x5)* + S 3(x — x4)?

(66)

CoeficientsString = cell (4, n);

for k =1 : n

CoeficientsString (1, k)
num2str (S(k, 1))), k - 1);
CoeficientsString (2, k) = sprintf(strcat('s(%d,1): ',
num2str(S(k, 2))), k - 1);
CoeficientsString (3, k)
num2str (S(k, 3))), k - 1);

sprintf (strcat('s(%d,0): "',

sprintf (strcat('s(%d,2): ',
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kl = x(k);
k2 = x(k + 1);
for 3 = k1 : 0.05 k2
XP (temp) = 7;
yP(temp) = S(k,1) + S(k,2) * [§ - x(k)] + S(k,3) * [J -
x(k)1"2 + S(k,4) * [J - x(k)]"3;
temp ++;
endfor




CoeficientsString (4, k) = sprintf(strcat('s(%d,3): ',
num2str (S(k, 4))), k);
endfor

display (CoeficientsString);
|titleString = strcat ('Kubicky spline - ', type);

Nakonec je vykreslen graf dané spline funkce, ve kterém jsou zvyraznény uzlové

body.

plot (xP, yP, x, y, '-o','LineStyle', 'none');

title(titleString);

legend (titleString, 'Uzlove body', 'location', "'northwest');
axis ([ (min(x) - .8) (max(x) + .8) (min(y) - .8) (max(y) + .8)1);
grid on;

xlabel ('X'");

ylabel('Y");

4.4.5 Inicializace proménnych u kubického splinu

Existuje 5 typl kubického splinu a u kazdého vychazi vypocet druhych
derivaci z maticové rovnice (55). U vSech typli musime vytvorit a spocitat vektory
hi,dk podle:

hy = X1 — Xi
4, = Y (67)
Xk+1—Xk

Dale musime vytvorit matici H a vektor u. Aby bylo zabranéno redundancim v kédu

napisSeme pomocny skript, ktery toto vSechno zaridi - kubicky_zaklad.

function [h, d ,u, H, n] = kubicky zaklad(x, y)
n = length(x) - 1;
h = zeros(n, 1):
d = zeros(n, 1);
for k=1:n
h(k) = x(k+1) - x(k);
d(k) = [y(k+tl) - y(k)]/h(k);
endfor
H = zeros(n + 1,n + 1);
H(1,1) = 1;
H(n + 1,n + 1) = 1;
u = zeros(n + 1, 1);
endfunction
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5 Aplikace spline funkci

Tato kapitola ma za cil uvést vyuziti spline funkci. V praxi se prvni dva typy
splint, linearni a kvadraticky, prilis nevyuzivaji. Jak uvadi Mathews a Fink v [2] jsou
tyto funkce nevhodné, protoZe nejsou dostatecné hladké (kvadraticky spline),
respektive viibec (linedrni spline). Nejvice se tedy pouziva spline kubicky. NiZe jsou

uvedeny dvé ulohy vyuzivajici tuto interpola¢ni metodu.

Uloha &.1 - Teplotni stratifikace
Tato aplikace byla prevzata z [5].
Ndstin problematiky:

V mirném podnebném pasu se béhem léta voda v jezerech rozdéluje na 2
vrstvy podle teploty, Epilimnion a Hypolimnion. Epilimnion je teplejsi, ma vyssi
koncentraci kysliku a ve vétSiné piipadech i vyssi pH. Absorbuje také nejvice
slunec¢niho zareni. Hypolimnion je oproti tomu chladnéjsi a ma vétsi hustotu. U dna
nékterych jezer dochazi k vyraznému sniZeni saturace kyslikem. Prechod mezi
témito dvéma vrstvami se nazyva Termoklina (v angli¢tiné thermocline). Ta je za
piiznivych podminek viditelna i pouhym okem.

Takovéto rozdéleni ma velky vyznam pro prirodovédce, protoZe nékteré
organismy jsou citlivé na mnoZstvi kysliku ve vodé nebo na teplotu. Vice informaci

o teplotni stratifikaci 1ze ziskat napriklad z [9].

Zaddni ulohy:
Nasim tkolem je urcit, v jaké hloubce se nachazi termoklina v Platte Lake ve

Spojenych statech americkych z namétenych hodnot uvedenych v tabulce 3.

h[m] |0 2,3 4,9 9,1 13,7 18,3 22,9 27,2

t[°C] 22,8 22,8 22,8 20,6 13,9 11,7 11,1 11,1

Tabulka 3: Teplota vody v zavislosti na hloubce - zdroj [5]
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Resent:

Pozice termokliny je definovana, jako inflexni bod funkce, jejiZ definicnim
oborem je hloubka h a oborem hodnot namérena teplota t. To podle [1] znamena, Ze
hleddme takovy bod, ktery je na svém levém okoli ryze konkavni (respektive
konvexni) a na pravém okoli ryze konvexni (respektive konkavni). Pak se takovém

bodé druha derivace rovna nule:

a’t

=0 (68)

Funkce je na intervalu ryze konvexni, kdyZ v kazdém jeho vnitinim bodé je druha
derivace vétsi neZ 0. Ryze konkavni je v opa¢ném piipadé, tedy Ze f < 0.

Abychom nasli takovy bod potrebujeme nejprve prolozit body z tabulky 3

funkci. A tou bude kubicky prirozeny spline. Po vypoctu délek intervali h; a

diferenci d, u; bude maticova rovnice (32) vypadat nasledovné:

98 2,6 0 0 0 0 my 0
/2,6 13,6 4,2 0 0 0 \ /mz\ /—3,14\
0 42 176 4,6 0 0 ms —5,62

0 0 46 184 46 o0 ||m,|=]| 588 | (69
\0 0 0 46 184 46 / ms 21
o 0 o0 0 46 178/ \me 0,78
Resenim je:
m, = 0,03
m, = —011
m3 = _0,4‘
m, = 042 (70)
m. = —0,003
me = 0,05

Abychom nasli inflexni bod (termoklinu) nemusime vypocitavat koeficienty vSech
dil¢ich polynomi, sta¢i pouze jednoho. Z tabulky 3 vidime, Ze propad teploty
nastava mezi ¢tvrtym a patym bodem. Koeficienty ¢tvrtého mnohoclenu vypocitame
podle (34), (36), (37), (39). Samotny mnohoclen pak ma predpis:
t(h) = 20,6 —1,16(h —9,1) — 0,2(h — 9,1)? + 0,03(h — 9,1)3,h € (9,1; 13,7) (71)
Dvakrat derivujeme:
t (h) =—-0,4+0,18(h—9,1) ,h € (9,1;13,7) (72)
Rovnice vySe se rovna 0, kdyZ h = 11,35 m. Tento bod vSak nemusi byt nutné

inflexni, proto musime prozkoumat jeho pravé a levé okoli.
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h (9,1;11,35) (11,35;13,7)
signt (h) — +

Tabulka 4: Konvexnost, konkavnost na intervalu (vlastni zpracovani)

Z tabulky 4 jde vidét, Ze funkce méni svou vypuklost v tomto bodé, to znamena, Ze
se jedna o inflexni bod. Teplotu vypocitime dosazenim do (71) - t(11,35) = 17,3 °C.

Grafické reSeni je uvedeno na obrazku 16.
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Obrazek 16: Aplikace - teplotni stratifikace (vlastni zpracovani)

Uloha ¢.2 - Integrace interpolované funkce a jeji vyuziti
Podle Ko¢andrlové a Cerného v [3] Ize vypoéitat obsah plochy P vymezené

osou x a funkci f{x) pomoci urcitého integralu. Grafické znazornéni je na obrazku 17.
ProtozZe interpolacni spline se skldda z n riiznych polynomd, je nutné vypocitat urcity
integral pro kazdy dil¢i mnohoclen:

p=3y" f;:‘“ S, (x)dx, k €{0,1,2, ..., n}. (73)

VyuZiti vypoctu urcitého integralu je uvedeno na piikladu z oblasti ekonomie.
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Obrazek 17: Plosny obsah (vlastni zpracovani)

Uvod do problematiky:

Podle Hladkého a Faltové [10] slouzi k zobrazeni nerovnosti v diichodech
domacnosti Lorenzova krivka (LC), pojmenovana po americkém ekonomovi Max
Otto Lorenzovi. Jeji definice z [11]: ,Lorenzova krivka vyjadiuje vztah mezi
procentnim vyjadfenim domdacnosti a procentnim vyjadienim diichodu. Na
vodorovné ose jsou domacnosti jako prijemci diichodi, na svislé ose jsou prijaté
Kazdy bod krivky udavj, jak se prislusné procento domacnosti podili na celkovém
dtchodu*“.

Podle toho, jaky mda Lorenzova krivka tvar rozliSujeme 3 typy rozdéleni (viz
obrazek 18):

1. Absolutni rovnost - kazda domacnost ma stejny diichod

2. Absolutni nerovnost - veskery diichod dostava jedina domacnost

3. Skute€na nerovnost

Poznamka: Pri vypoctech se pouZivaji misto procent kumulativni relativni ¢etnosti.
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Skutecna nerovnost

Absolutni rovnost /

Absolutni nerovnost

o o o
-~ (2] [s:]
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kumulativni relativni cetnost duchodu
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T
I

| | | | L |
0 0.2 04 0.6 0.8 1
kumulativni relativni cetnost domacnosti

Obrazek 18: Lorenzova krivka - rovnosti (vlastni zpracovani)

Jakmile zname funk¢ni predpis Lorenzovy krivky, pak miliZzeme vypocitat
Giniho koeficient. Ten oproti Lorenzové krivce nepopisuje nerovnost graficky, ale
Ciselné [11]. Oznacime-li plochu pod IdedIni Lorenzovou krivkou (absolutni rovnost)
jako A. Dale plochu pod skute¢nou nerovnosti jako B, pak miizeme vypocitat Giniho

koeficient (GC) podle vztahu:
GC =— (74)

Hodnota GC se nachazi v intervalu (0,1). Je-li roven nule, pak se jedna o absolutni
rovnost rozdéleni diichodu. Absolutni nerovnost nastane, kdyz GC = 1.
Zaddni:

Mame aproximovat Lorenzovu krivku a vypocitat Giniho koeficient pro

dtichody domacnosti Ceské republiky v roce 2017 z dat v tabulce 5.

Kumulativni relativni ¢etnost | 0,2 0,4 0,6 0,8 1
domacnosti - x
Kumulativni relativni ¢etnost | 0,1030 | 0,2498 | 0,4286 | 0,6503 1
dtchodu - LC(x)

Tabulka 5: Rozdéleni diichodu domacnosti Ceské republiky, zdroj [12]
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Reseni
Aproximovanou Lorenzovu kiivku ziskame proloZenim bodt z tabulky 5 pfirozenym

kubickym splinem:

0,467x + 1,21x3 ,x €40; 0,2)
0,1030 + 0,612(x — 0,2) + 0,724(x — 0,2)2 — 0,555(x — 0,2)>  ,x € (0,2; 0,4)
LC(x) = <0,2498+ 0,834(x — 0,4) +0,391(x — 0,4)> — 0,461(x — 0,4)> ,x € (0,4; 0,6) (75)

l0,4286 +0,935(x — 0,6) + 0,114(x — 0,6)% + 3,763(x — 0,6)> ,x € (0,6; 0,8)
0,6503 + 1,432(x — 0,8) + 2,372(x — 0,8)2 —3,953(x — 0,8)3  ,x € (0,8; 1)

Graf funkce LC je uveden na obrazku 19.

11 Lorenzova krivka

Absolutni rovnost
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T
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0 0.2 0.4 0.6 08 1
kumulativni relativni cetnost domacnosti

Obrazek 19: Aplikace - aproximace Lorenzovy krivky (vlastni zpracovani)

Prvnim krokem pro ziskani Giniho koeficientu je vypocet urcitych integrala dil¢ich

polynomii:
[P LC()dx = 0,017
Joy LC,()dx = 0,035
[oy LC(G)dx = 0,07)2 (76)
fo‘ffLQ(x)dx = 0,112
[y LCs()dx = 0,652

Jejich suma je rovna obsahu plochy B:

B = 0,382 (77)
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Plocha A ma obsah %, protoZe rozdeéluje c¢tverec s délkou strany 1 na dvé poloviny.

Giniho koeficient spocitame dosazenim do (74):

0,5-0,38
0,5

GC =

= 0,24 (78)

CoZ je to hodnota pod priimérem Evropské unie a také je niz$i nez u vSech
sousednich stati kromé Slovenska - viz tabulka 6. Nejvyssi Giniho koeficient ma v EU

Bulharsko.

Zemé GC

Polsko 0,29
Slovensko 0,23
Rakousko 0,27
Némecko 0,29
Bulharsko 0,40
EU 0,30

Tabulka 6: Giniho koeficient vybranych statt, zdroj [12]
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6 Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo popsat a charakterizovat spline funkce,
v Matlabu naprogramovat jejich vypocet a uvést aplikaci této interpolacni metody.

U kazdého typu splinu se vteoretické ¢asti vychazelo zjeho matematické
definice. Z ni byl odvozen vypocet koeficientii dil¢ich mnohoclend. V této casti
zavérecné prace byly také popsany rozdily a vyhody oproti interpolaci polynomy
vyssich radu.

Pro snaz$i pochopeni napsanych skripti byly pred samotnou implementaci
popsany pouzité funkce v jazyce Matlab. Nasledné byly popsany algoritmy vypocti
jednotlivych spline funkci. Prakticka ¢ast neobsahuje pouze tyto skripty, ale i
pomocné. Ty byly napsany z diivodu odstranéni casti kédu, které se opakuji, a pro
validaci vstupnich dat. Vystupem vypocetnich skripti jsou, kromé koeficientii
dil¢ich polynomi, také grafy s popisy, vysvétlivkami a se zvyraznénymi uzlovymi
body.

V posledni kapitole je uvedeno vyuZiti spline funkci. Ukazalo se, Ze pro praktické
Ucely prvni dva typy, linearni a kvadraticky, nejsou prili§ vhodné.

Cile byly tedy splnény. Na tuto bakalarskou praci by mohlo byt navazano
tématem zabyvajici se B-spline funkcemi, které maji vétsi vyuziti zejména v oblasti

pocitacové grafiky.
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8 PFilohy

1) Soubor zip se skripty:

koeficienty.m
kubicky_extrapolovany.m
kubicky_konstantni_derivace.m
kubicky_prirozeny_spline.m
kubicky_urcene_druhe.m
kubicky_urcene_prvni.m
kubicky_zaklad.m
kvadraticky_spline.m
linearni_spline.m
test_derivace.m
test_uzlovych_bodu.m

vykresleni_grafu.m
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