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Reseni axialné zatizenych pruti pomoci vlastni implementace MKP
s vyuzitim linearniho prvku

Strucéna charakteristika problematiky tkolu:

Metoda koneénych prvk( (MKP) ma v souc¢asnosti mezi numerickymi metodami pouzivanymi
v mechanice téles zcela dominantni postaveni. Tvorba kone&no—prvkoveho modelu feSeneho
problemu, jeho pocitaova implementace a numerické feSeni vSak obecné vyzaduji pokrocile
znalosti matematiky i programatorskou zruénost. Prakticka zkuSenost s realizaci téchto kroku na
jednoduchych (analyticky feSitelnych) ulohach z pruznosti a pevnosti prohlubuje pochopeni
principu MKP a napomaha uv&domit si néktera jeji omezeni. Takto nabyté zkuSenosti jsou nejen
dobrym zakladem pro programovani sloZzitéj§ich (napf 3D) uloh, ale také rozvijeji schopnost
spravné interpretovat a kriticky zhodnotit vysledky ziskané pomoci komerénich SW.

Cile bakalarské prace:

1. Popsat algoritmus tvorby kone&no-prvkového modelu axialné zatizeného pfimého prutu pfi
pouZziti linearniho prvku (uvést a vysvetlit jednotlivé kroky vedouci od vychozi diferencialni rovnice
k finalni soustavé algebraickych rovnic).

2. Provést pocitatovou implementaci kone¢no—prvkového modelu (napf. v Matlabu).

3. Provést numerické feSeni zadanych uloh pomoci implementovaného algoritmu a vysledky
srovnat s analytickym fedenim a numerickym feSenim v softwaru Ansys. Objasnit pfipadné rozdily
ve vysledcich.
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ABSTRAKT

Tato bakalaiska prace se zabyva metodou konecnych prvka u axidln€ zatizenych prutt
s vyuzitim linearnich bazovych funkci. Teoreticka Cast stru¢né popisuje problematiku axialné
namahanych pruti a nasledn¢ uvadi jednotlivé kroky, které vedou od puvodni diferencialni
rovnice K finalni soustavé algebraickych rovnic. K odvozeni soustavy je vyuzito slabé
formulace diferencialni rovnice. Pomoci teorie popsané v prvni ¢asti je vytvoien algoritmus
v programu Matlab, s nimz jsou v druhé ¢asti vyieSeny Ctyti ulohy. Vysledky jsou nasledné
porovnany S analytickym vypoc¢tem a modelem v programu Ansys.

ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the finite element method for axially loaded bars using
linear basis functions. The theoretical part briefly describes the theory of axially loaded bars
and states the individual steps that lead from the initial differential equation to a system of linear
algebraic equations. A Weak formulation of the differential equation is used to derive the
system. Using the theory described in the first part, an algorithm is created in Matlab, which is
used to solve four problems. The results are then compared with the analytical solution and with
the model in Ansys.
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UVOD

Metoda konec¢nych prvkil se v dnesni dob¢ fadi mezi nejuzivanéjsi nastroje pro feseni
problému tykajicich se mechaniky téles, mimo to si své misto naSla v mnoha dalSich
inzenyrskych odvétvich. Ve vétSingé téchto odvétvi se mechanismy popisuji pomoci
diferencialnich rovnic, které mohou mit velice obtizné analytické feSeni nebo feSeni dokonce
ani nemusi existovat. Pravé numerickym vypoctem, jako je metoda konecnych prvki, je mozno
nalézt alespon piiblizné feseni, a to 1 v piipadé, Ze neni mozné urcit piesné feSeni diferencialni
rovnice. Metoda v konecné fazi fe$i pouze soustavu algebraickych rovnic s neznamymi
parametry, které maji vyznam posuv, teplot nebo jinych fyzikalnich veliCin. V praxi se ¢asto
pro tyto vypocty pouzivaji komer¢ni softwary, jako napt. Ansys nebo Abaqus.

Cilem této bakalarské prace je popsat algoritmus metody kone¢nych prvki pro axialné
namahané pruty, s vyuzitim linearniho prvku. Prvni ¢ast uvadi kroky vedouci od vychozi
diferencialni rovnice ptes slabou formulaci az k finalni soustavé algebraickych rovnic. Prestoze
se odvozeni jedno-dimenziondlniho problému pfes slabou diferencidlni rovnici mize jevit jako
prilis komplikované, nabizi detailn¢j$i vhled a prohlubuje pochopeni principu metody
druhou Cast prace je vytvoren algoritmus v softwaru Matlab, na kterém je proveden vypocet
¢ty analyticky feSitelnych tloh. Kazda tloha je vypocitana jak analyticky, tak i pomoci
numerického algoritmu v Matlabu a hodnoty jsou mezi sebou porovnany. Dale je k vypoctu a
naslednému srovnani vysledkt vyuzit i komeréni systém Ansys.



1 Tvorba konecno-prvkového modelu

1.1 Uvod do problematiky

V inzenyrské praxi se Casto setkdvame s problémy, které jsou matematicky popsany
pomoci diferencidlnich rovnic. Nalézt pfesné feSeni téchto rovnic vSak muze byt v nékterych
ptipadech velmi obtizné az nemozné. Proto mizeme vyuzit nékterou z numerickych metod,
které nam sice neposkytuji pfesné feSeni puvodni matematické formulace, ale alternativni
zpisob feSeni, ktery lze vyuzit pro vypocet redlnych problémd, a to s malymi rozdily oproti
exaktnimu feSeni. V literatuie se Casto muzeme setkat S metodou konecnych diferenci
a nékterymi varianimi metodami jako je napf. metoda Rayleigh-Ritzova a Galerkinova.
Metoda konecnych prvkl (dale jen MKP), které se budeme v této praci vénovat, se fadi mezi
metody varia¢ni. Myslenka metody spociva v rozdéleni spojitého intervalu daného problému
na diskrétni pocCet parametra, pies které¢ pocitame aproximacni feSeni, a piesnost celkového
feseni se s jeho rostoucim poctem zvysuje [1]. Nase hledané parametry maji fyzikalni vyznam
posuvu, a proto metoda spada mezi variantu deformacni. Pro formulaci MKP se mnohdy
vyuziva Lagrangetv variacni princip, ktery nam fika, ze se realizuji z mnoziny funkci posuvi
prave ty, které udileji celkové potencialni energii I1 minimalni hodnotu. Mimo to musi funkce
spliiovat okrajové podminky a zachovat téleso spojité [2]. Analogicky tento princip popisuje
citat Alexandra Zeniska; ,, ... predstavte si kulicku, kterou vlozime do misky kulovitého tvaru, a
to nikoliv na dno. Kulicka v misce chvili kmita, az se ustali na dné misky. Kazda z poloh kulicky
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v misce je pripustnd, na dné ma vsak kulicka potencialni energii minimalni* |3].

MKP je zalozena na diskretizaci spojité oblasti, ktera je reprezentovana souborem
malych jednoduchych podoblasti. Tyto podoblasti nazyvame prvky a soubor sit’ kone¢nych
prvka. Diskretizaci provadime, abychom byli schopni systematicky sestavit aproximacni
funkce pro kazdy z prvkad. Pfi feSeni problémt mechaniky vychazime z diferencialni rovnice,
z které si odvodime jeji slabou formulaci [4] a tato formulace nam pravée vystihuje popisovany
Lagrangeuv variacni princip. Jak si popiSeme pozdéji, tak tvar aproximacnich polynomi nam
bude znam a jediné, co budeme muset dopocitat, budou jejich koeficienty, které budou mit
vyznam posuvl v jednotlivych uzlech. V ngkolika krocich si popiseme, jak vytvofit finalni
soustavu linearnich rovnic, kterou numericky vyfesime pomoci jednoho z implementovanych
fesica v Malabu.

1.2 Odvozeni diferencialni rovnice pro tah a tlak
Pokud neni uvedeno jinak, bylo pri psani tohoto odvozeni vyuzito vyhradné literatury [5].

Pro axialné¢ naméahané pruty, které spliuji prutové predpoklady, si nejdiive musime
formulovat diferencialni rovnici, ze které budeme vychézet. Pro axialn¢ namahané téleso, které
spliiuje prutové predpoklady, plati, Ze se jeho pfiéné prifezy od sebe oddaluji, respektive
ptiblizuji a nasledné deformuji. Pro vysledné vnitini sily a momenty dale plati, ze jedinou
nenulovou slozkou je normalova sila N. Pokud si nakreslime elementarni prvek v nezatizeném
stavu a poté jej zatizime, zjistime, ze deformaéni posuv du, pifiénych prufezi ¥1 a ¥
vzdalenych od sebe 0 nekone¢né malou vzdalenost dX, je pro vSechny body ¥ stejny a pravé
uhly na prvku se neméni (viz Obr. 1). Délkové pietvoreni ve sméru stiednice miizeme definovat
ve tvaru (1.1) a zaroven vyuzijeme konstitutivniho vztahu (1.2) pro linearné elasticky material,
kde E je Youngtiv modul pruznosti. Z podminky statické ekvivalence rovnomérné rozlozenych
elementarnich plosnych sil v pficném prifezu ¥ a silové vyslednice N ziskame vztah (1.3). Z
Obr. 2 mizeme sestavit rovnici (1.4), jedna se o diferencialni podminku rovnovahy pro prut
zatizeny spojitym liniovym zatiZenim q.
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NezatiZeny stav Zatizeny stav
Wi

\ W2

dx

Obr. 1: Elementarni prvek v nezatizeném a zatizeném stavu, prevzato z literatury [5] a upraveno.

£, = Z—Z (1.1)
oy =E-¢g (1.2)
aN=%=>N=aN-S (1.3)
_ dN()
q(x) = — Tx (14)
N elx+dx/2)dx
\ () ——
N\ Nix) / Nix+dx)
\ : —|5—
N X dx —
N

Obr. 2: Diferencidlni podminka rovnovihy

Z téchto rovnic postupnym dosazovanim vyjadiime diferencialni rovnici (1.5), ze které
budeme vychazet, kde ES znac¢ime jako tuhost pfi¢ného prifezu, U je ndmi hledand funkce na
intervalu xe(0; L). Rovnice (1.5) je nehomogenni linearni obycejnou diferencidlni rovnici
2. tadu, kde X je nezévisla proménna a U je zavisla proménna. Neznama funkce u musi spliiovat
rovnici (1.5) ve vSech bodech intervalu (0; L) a Vv krajnich bodech x=0 a x=L musi spliovat
okrajové podminky. Obecné d€lime okrajové podminky (dale jen OP) na Dirichletovy a
Neumannovy [6], pro lepsi piedstavu je mizeme pro Obr. 3 formulovat ve tvaru (1.6) pro levy
(vetknuty) konec prutu jakozto Dirichletovu OP a Neumannouvu (silovou) OP ve tvaru (1.7)
pro pravy konec.

d du
u(0) = u, (1.6)
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= Qo (1.7)

()
dx x=L
Piedtim neZ odvodime slabou formulaci rovnice, je dobré si uvédomit, ze v rovnici (1.5)
tuhost pfi¢ného priifezu nemusi byt konstantni a obecné se mize Youngiv modul pruznosti a
plocha pfi¢ného prufezu po délce prutu ménit, v této praci budeme uvazovat E po délce prutu
konstantni.

1.3 Rozdéleni oblasti na kone¢ny pocet prvki

Oblast feSeni jednodimenzionalniho problému rozdélujeme na soubor piimych prvka,
které nemusi mit obecné stejnou délku a pro rovinné a prostorové problémy se prvky nemusi
shodovat ani tvarové. Diskretizaci si vytvotime kone¢no-prvkovou sit’ s prvky, pro které plati,
ze jsou mezi sebou spojeny v uzlech. Uzly i prvky budeme ¢islovat zleva doprava (viz Obr. 3),
pricemz globalni soutadnici e-tého uzlu oznacime x, a délku prvku h,. Je tieba podotknout, ze
pii feseni daného problému pomoci MKP poprvé, je vhodné provést vypocet vicekrat, pokazdé
s jemngj$im sitovanim (vys§im poctem prvkil), abychom se ujistili o spravnosti feseni.

X

—>

globalni €islo uzlu
he hm

q(x)

a2 e+1 n-1 n

Q
Q

. lokalni &islo uzlu
Cislo prvku

Obr. 3: Globalni ¢islovani sité, prevzato z literatury [4] a upraveno

Skuteéné feseni u(x) rovnice (1.5) aproximujeme nad kazdym prvkem zvlast pomoci
jednoduchych polynomickych funkci, které na sebe v uzlech spojité navazuji. Obecné plati, Ze
¢im vyssi stupen aproximacni funkce, tim je feSeni piesnéjsi, ale vyzaduje definovani vétsiho
poctu bodu (uzli) pro kazdy z prvki, napf. pokud budeme aproximovat pomoci kvadratické
funkce, bude nutné mit k dispozici 3 uzly najeden prvek, abychom mohli jeji pribéh
jednoznac¢né urcit (pro funkci kubickou 4 uzly atd.). Jelikoz budeme aproximovat pomoci
linedrnich funkci, budou ndm stacit dva krajni uzly. Po kalkulaci ptiblizného feSeni pro vSechny
prvky bude mit celkové pfiblizné feSeni U(x) podobu spojité po Castech linearni funkce na
intervalu, ktery je totozny s intervalem skute¢ného feseni u(x). Z kapitoly 1.2 vime, ze u(x) je
feSenim na$i vychozi diferencialni rovnice (1.5), pro aproximované feSeni U(x) si musime
odvodit slabou formulaci diferencialni rovnice pro e-#y prvek sité, ktery se lokalné znaci
0°¢ = (x7,x5), kde x{ a x5 jsou soufadnice 1. a 2. uzlu e-tého prvku viz Obr. 4. Velikost prvku
h, se poté intuitivné rovna vyrazu (1.8) [4].
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he

e

e ®

L.
x

Obr. 4: e-ty prvek sité
he = x5 — x5 (1.8)

1.4 Odvozeni slabé formulace diferencialni rovnice nad prvkem

Prvnim krokem v odvozeni slabé formulace rovnice (1.5), je pfesunuti vSech vyrazi na
jednu stranu a vynasobeni rovnice vahovou funkci w (také n€kdy nazyvanou testovaci funkcei),
nasledné cely vyraz integrujeme po délce prvku (tedy od xi do x5), viz rovnice (1.9) [4].
Integraci per partes pak obdrzime tvar (1.10) obsahujici Neumanovy OP pro oba konce prvku.
Uzitim zékladnich vzorcu (1.1),(1.2) a (1.3) si jednoduse ovétime, ze tyto OP maji fyzikalni
rozmér normalovych sil Ny a N5 pﬁsobicich v uzlech viz (1.11).

o_f [—— ES ) q]dx (1.9)

- xgES—deud d N N 1.10

-/ dxd_x_Lqu v (B )| Fwen(esg), @10
du

ES—— = ESe, =S = N (1.11)

dx

Pokud ze sit¢ uvolnime jeden prvek jeho normalové sily v uzlech x1 a x2 budou
globélniho soutfadnicového Systemu [4], a proto si zde zavedeme dvé nové sily Qf, Q5, které
nam smé&fuji v kladném sméru osy X a maji tvar (1.12). Slabou formulaci z rovnice (1.10) si tak
muzeme prepsat do podoby (1.13).

0f = -n¢ =—(Es Zx) (112)

o= s,

dwd %2
j ES—W—udx—f wqdx —w(x{)Qs —w(x5)Qs (1.13)

X1
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Obr. 5: Uvolnéni prutového prvku ze sité

Aproximaéni feSeni U® prvku, které hledame, ma linearni prib¢h a muzeme ho tedy
zapsat ve tvaru (1.14), kde konstanty ¢, a ¢, ur¢ime tak, ze dosadime za U¢(x®) = uf a za
U¢(x°*1) = u§. Dostavame soustavu dvou rovnic, ze kterych si vyjadiime c; a c,, které zp&tné
dosadime do rovnice (1.14) a piiblizné feSeni ma tedy tvar (1.15), kde u$ a u§ jsou uzlové
hodnoty posuvu a funkce, kterymi je nasobime, jsou tzv. bazové funkce [1], zna¢ime je obecné
Y?. Tyto funkce, které maji tvar (1.17), jsou definovany pouze na prvku €, a proto
x € (x%;x®*1). Tvar (1.16) je oznaCovan jako linearni kombinace bazovych funkci
aneznamych koeficientd uf, které se oznacuji jako stupné volnosti prvku [1]. Pro uzel
linearniho prvku axidln¢ zatizeného, plati, ze ma jeden stupen volnosti, dohromady ma prvek
tedy dva stupné volnosti.

U(x) = c1 + cpx (1.14)
xetl —x x — x° (1.15)
Ue(x) = xetl — ye ui + xetl — e ug
2
U (x) = usw§ (0 + uSws () = ) ubp () (1.16)
i=1
X5 —x X5 —x
Yo =o—— ="
X3 — X e (1 17)
e()_x—xf_x—xf '
vzlx) = xg - Xf - he

Pro bazové funkce na Obr. 6 plati, Ze nabyvaji v jednom z uzlt hodnoty 1 a v druhém
0. Pokud tedy budeme mit funkci 1 (xf ), aindexy i a j se budou rovnat (i je i-td bazova funkce
e-tého prvku, j je uzel prvku e), bude jeji hodnota 1, v ptipadé nerovnosti indext bude funk¢ni
hodnota 0. Tuto vlastnost miizeme matematicky zapsat ve tvaru (1.18) [4] a zkraceny zapis se
nazyva Kroneckerovo delta, ktera se znaci symbolem §;;. Pro bazové funkce 7 a y3 rovnéz

plati, ze soucet jejich funkénich hodnot je roven 1. Toto miizeme matematicky zapsat ve tvaru
(1.19) [4].
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Obr. 6: Aproximace posuvu nad prvkem

0 proi+#j
2
lef(x) =1 pro kazdé x € (x¢; x¢*1) (1.19)

1.5 Prvkova soustava rovnic

Aproximaéni feSeni U¢ nad e-tym prvkem ma tvar (1.16), mizeme jej tedy dosadit za
piesné feSeni U do slabé formulace (1.13). Dostaneme poté rovnici (1.20), ktera obsahuje Uy a
U$ jako neznamé, a proto ji v souasném stavu nelze vyiesit. MKP voli za vahovou funkci w
postupné obé& bazové funkce 1§ [4] (viz rovnice (1.17)), ¢imZ dostavame soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych, ktera je jiz fesitelna. Pro nas piipad tato soustava bude ve tvaru (1.21), kde
bazové funkce musi mit 1. derivaci vzhledem k X, coz obecné linearni funkce spliiuji. Vyraz na
pravé strané v soustavé (1.21) si mizeme zjednodusit, uvédomime-li si, jak vypadaji bazové
funkce na elementu (viz Obr. 6), z ¢ehoz vyplyva, Ze Y5 (x5)Q5 = 0 Vv prvni rovnici a obdobné
i v druhé Y5 (x¥)Q5 = 0 a dale také vime, ze Y3 (x¥) = 1 a5 (x5) = 1. Tyto Gpravy vychazi
z vlastnosti bazovych funkei, které mame popsané v rovnicich (1.18) a (1.19).

2 e e
szSd—Wdlpfdx U? = xzw d £)Q¢ eyne
i = q dx + w(x{)QT + w(x3)Q3 (1.20)
, 8 dx dx e
]:1 1 1
2 e e
2 dlpfd J€ e _ "z e ereyne ereyne
. ES dx dx dx |Uj = . Yiqdx + i (x1)Q1 + i (x3)Q3
DR e iy (1.21)
2 d € 2
Z(f s z%dx) Uf = [ wiadx + Y5008 + w5503
=1\ xoax x§
2 2 e e e
X3 dll)le dl/J] . % .
Z;(fl ES v ax &)U —Li, Yrqdx +Q; (1.22)
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& GAwEdyt N\ X GAWEdYs N\ e _ % .
<f dx  dx x |Uy + f dx dx Uz—Lf¢1qu+Q1

<f dlpz d¢1 > (f dl/’z dl/’z )Uze _ le/}fqu + Q¢

Finalni soustavu mtiizeme zapsat obecné ve tvaru (1.22) a pro lepsi pfedstavu si ji mizeme
rozepsat do tvaru (1.23). Po zavedeni konstant K;; a Ff?, viz (1.24), si mtizeme vyjadfit soustavu
do podoby (1.25) [4]. Maticovy zapis rovnice (1.25) bude mit poté tvar (1.26), kde matice [K°|
je prvkova matice tuhosti a {F¢} je prvkovy vektor obsahujici spojité zatizeni a stykové sily.
Neznamé posuvy v uzlech, které se snazime spocitat, jsou obsazeny ve vektoru {U°}.

(1.23)

x5 dip¢ l/)] x5
1<5.=L Bs S L ax ieszlpfqu+Qf (1.24)
K{Uf + KR Ug = Ff
K$1US + K5US = Ff (129
(KU} = {F°} (1.26)

1.6 Vypocet integrali v prvkové matici a vektoru

V ptedchozi kapitole jsme si sepsali prvkovou soustavu rovnic, viz (1.23), mizeme si
vS§imnout, Ze toto vyjadfeni obsahuje integraly, které je nutno vyftesit pfedtim, nez budeme se
soustavou dale pracovat. Tyto integraly se bézné¢ v komercnich systémech, jako je
napt. ANSYS, pocitaji numericky. Pro nase piiklady nam bude stalit zvolit pfedem né&jaky
obecny tvar funkci pro plochu ptiéného prafezu S, liniové zatizeni ¢ a Youngiv modul E.
Obecné tvary funkci dosadime do prvkovych rovnic, dale rovnice analyticky zintegrujeme a
vysledek vlozime do naSeho algoritmu, ¢imZ se vyhneme numerickému integrovani. V nasem
ptipadé budeme uvazovat Youngiv modul E konstantni, liniové zatizeni q(x) spolu s plochou
piiéného prafezu S(x) po prvcich linearni. Stimto ptedpokladem muzeme pribéhy funkci
jednozna¢né ur¢it pomoci dvou uzlovych hodnot.

V prvkové matici tuhosti se nam objevuje soucin derivaci bazovych funkci (ve tvaru
(1.17)), je vhodné si nejdiive obé bazové funkce zderivovat (viz (1.27)) a mezi sebou jednotlivé
kombinace vynasobit, viz rovnice (1.28). Za ptedpokladu konstantniho Youngova modulu po
délce prvku nam zbyva dosadit funkci, ktera nam popise linearni zménu plochy pii¢ného
prutezu. Na Obr. 7 vidime ptiklad takové funkce, jejiz prib&h nam popisuje rovnice (1.29), kde
S, je velikost plochy pii¢ného prifezu v prvnim uzlu prvku, stejny vyznam ma i S, pro druhy
uzel.

i ) (1.27)
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dy; dip, _ dy, dy, _ 1
— 2
dlzfd:/f:_ dzﬁfdjf_ (o =) (1.28)

dx dx  dx dx = (x;—x,)?

XX X — X1
S(x) = prap—— S+ pra—— S2 (1.29)
SA
IS
S(x | ’
S, |
| |
: |
|
T—Q ..... éx1 X2 $ _____ o o X

Obr. 7: Linedarni pribéh plochy pricného priiezu nad prvkem

Pokud si vyjadteni (1.29) spolu s derivacemi (1.28) dosadime do prvkové matice tuhosti
(1.24) dostaneme vztah (1.30). Integraci provedeme ruéné na papife nebo mizeme vyuzit
néjaky dostupny software, napt. Matlab, ¢imz dostaneme dva vztahy (1.31) lisici se pouze ve

znaménku.
K= e[ i) (¢ )] 1.30
= — X .
Xy —Xq X2 — X1 2 (x; — x1)2 ( )
K. = _E(51+5))
11 = R =57 ——<
2(x, — xq)
K K = E(S; +S3) (1.31)
12 21 2(x2 . xl)

Integral ve vektoru {F€} vyfesime analogicky tim, Ze Si za q dosadime obecny pifedpis
popisujici linearni pribéh nad prvkem. Budeme se zabyvat pouze prvni ¢asti vektoru {F€}
obsahujici integral, tato ¢ast se znaci jako {f ¢}, stykové sily Q; a Q, se k vyslednym hodnotam
pouze prictou. Predpis funkce g (1.32) je identicky s piedpisem (1.29), ale misto hodnot S; a
S, dosazujeme hodnoty g, a q,, coz jsou velikosti liniového zatiZzeni v uzlech. Pokud tedy
dosadime do integralu postupné obé bazové funkce spolu s rovnici (1.32), dostaneme vyrazy
(1.33), ze kterych integraci dostaneme (1.34). Tyto vztahy uz Ize pouzit v nasem algoritmu pro
vypocet u kazdého z prvki sité.

—-x X —Xq

q(x) = B + 5 —x 12 (1.32)
f xz(xz—x>(x2—x +x—x1 )d
= q q; ) ax
' x; X2 T X1/ \Xz T X e (1.33)
B xz(x—aq)(xz—x +x—x1 >d '
f2= e\ — 1 xz—xlch xz—xlqz X
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_ (291 + q2)(x2 — x1)

fi -
(g1 + 2q2) (x; — x1) (1.34)
fz = 6

1.7 Globalni soustava rovnic

M¢jme prut rozdéleny na m prvk, pro takovyto prut mame m+1 uzla a potfebujeme tedy
spocitat m+1 neznamych posuvi v uzlech. Z piedchozi kapitoly umime sestavit dveé rovnice
pro kazdy z prvki, coz nam dava celkoveé 2m rovnic 0 2m neznamych. Posuv uzlu, ktery spojuje
dva prvky, pocitame zvlast’ v prvku nalevo a napravo, proto musime zavést globalni znaceni
posuvu U;, kterym sjednotime vSechny duplicitni posuvy Vv prvkovych soustavach. Pro lepsi
pochopeni si mizeme uvést piiklad na Obr. 3, kde pro globalni uzel 2 mame Vv prvkové
soustavé, pro prvni prvek, posuv U3 a pro druhy prvek posuv UZ. Tyto posuvy se shoduji, proto
jim pfifadime jednotné oznaceni U,. Totose pii programovani provadi pomoci matice
konektivity oznacované jako [B] [4], ktera ma m fadku zastupujicich pocet prvki a n sloupct
podle poctu uzll na jeden prvek. Globalni ¢islo uzlu, dan¢ho prvku, pak nalezneme v fadku
odpovidajici ¢islu prvku a ve sloupci odpovidajici lokalnimu ¢islovani uzlu. Pro nase ulohy
mame tedy matici (1.35) 0 rozmérech [B] = (m X 2) a ta kazdému j-tému uzlu prvku e priradi
globalni ¢islo Be;.

Bll BlZ
51 =" 2 5 22 (1.35)
Bml Bmz

Abychom dostali stejny pocet rovnic jako mame neznamych, vyuzijeme rovnéz matice
konektivity, ktera nam pomuze sestavit globalni matici tuhosti. Tato matice uz bude mit stejny
pocet rovnic jako mame neznamych, tedy m+1.

32 J o

® @ ®

Q

Obr. 8: Priklad sité prvkii

Méame-1i spocitané hodnoty matice [K€] pro vSechny prvky sité, miZeme zacit
sestavovat globalni matici tuhosti [K] s vyuzitim matice konektivity (1.35) [4]. Nejdiive si
pfipomeneme, jak pro nas piipad vypada prvkova matice [Ki‘j-] viz (1.36) a jeji ¢leny budeme
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pfi¢itat do globalni matice tuhosti [K] na pozice s indexy (Be;, B, j). Nazorné si to mizeme
predvést pro sit’ na Obr. 8, pro kterou si sepiseme vSechny prvkové matice tuhosti [K€] (viz
(1.37)) a také matici konektivity [B] (viz (1.38)). Clen K, se potom pfiéte na pozici
(Be=1,i=1, Be=1,j=1) = (1,1) v matici [K], K{, pfitteme na pozici (1,2), K3, na (2,1) a K3, na
pozici (2,2), po pticteni prvniho prvku obdrzime matici tvaru (1.39).

Ke, K¢
el — 11 12
K= ] (139
KL Ki K?% K2 K3 K3
= [ A ] e =] 1;];[K3]=[ i 132] (137)
K21 KZZ K21 KZZ K21 KZZ
1 2
Bl=|2 3 (1.38)
3 4
Kir Kiz 0 0
[K]=|Kz Kz 0 0 (1.39)
0O 0 0 0
0O 0 0 0

Pfi pouZiti stejného principu plnéni matice [K] pro vSechny prvky sité¢ dostaneme
¢tvercovou matici o velikosti (m +1 X m + 1) tvaru (1.40), kde m + 1 je pocet uzlu sité.
Sestaveni globalni matice tuhosti pro nas ptipad jde celkem intuitivné 1 bez pouziti matice
konektivity, ale pokud bychom feSili rovinny nebo prostorovy problém, nebo pokud by
¢islovani prvki a uzll bylo nepravidelné, pouziti této matice je spiSe nutnosti.

Kl Ki, 0 0
2
K3 K3 +Ki K1 0
[K]= 2 3 3 (1.40)
0 K3, Kat+Kii Ki
0 0 K3, K3,

Dalsim dilezitym krokem je sestavit sloupcovy vektor spojitého zatiZeni a stykovych
sil {F}, pticemz jde defacto o soucet sloupcového vektoru spojitého zatizeni {f} a sloupcového
vektoru vnéjsich osamélych sil {Q}. Struktura vektoru Q vypada nasledovné: Pasobi-li v uzlu
sité¢ osaméla sila, bude v pfislusném fadku vektoru Q zapsana hodnota této sily (znaménko sily
ur¢ime podle globalni soufadnice x, viz Obr. 5). Je-li v n¢kterém uzlu piedepsan posuv (i
v disledku vazby), pak bude odpovidajici fadek vektoru Q neznamy. VSechny zbyvajici fadky
pak budou nulové. Vektor {f} sestavujeme z prvkovych vektort {f ¢} (viz (1.41)) tak, Ze jejich
Cleny f? pti¢teme do vektoru {f} na fadek B,;. Pro sit’ na Obr. 8 budou mit prvkové vektory
spojitého zatizeni tvar (1.42) a globalni vektor potom tvar (1.43).

oy =) (141)
r={i} =i} =] (142)
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fi
fa +ff
7+ 1

fZ
Zbyva nam sestavit sloupcovy vektor uzlovych posuvi {U}, coz se provadi obdobné
jako u vektoru {Q}, pokud tedy mame v uzlu piedepsan posuv OP (1.6), tak tuto hodnotu
vlozime na fadek odpovidajici tomuto posuvu (obdobné jako u vektoru Q, znaménko se urci
podle globalni soufadnice x). Zbylé Fadky vektoru {U} obsahuji neznamé posuvy U;, které se

snazime vypocitat. Dostavame soustavu N rovnic 0 n neznamych v maticové podob¢ (1.44).

{f}= (1.43)

[K]{U} = {F} = {f} +{Q} (1.44)

1.8 VyfeSeni soustavy rovnic

Pokud mame zformulovanu soustavu rovnic (1.44) je dobré si uvédomit, ze v kazdém
fadku musime znat hodnotu z vektoru {Q} nebo posuv z {U}. Prakticky to znamena, Ze zname
v uzlovych bodech bud’ silu, nebo zde mame piedepsan posuv, nikdy oboji soucasné. Mé&me
prut vetknuty na levé strané (viz Obr. 8), bude v prvnim tadku znam nulovy posuv, ale nebude
znama reak¢ni sila, pokud toto nastane, uz nemiZzeme prohlasit, ze vektor {U} obsahuje pouze
neznameé a je potieba jej modifikovat spole¢né s matici [K | a vektorem {F}, tak abychom ziskali
standartni maticovy zéapis, kde mame matici soustavy spolu s vektorem neznamych na levé
strané a zndmym vektorem na pravé stran¢.

Nejdiive si soustavu (1.45) piepiSeme do tvaru (1.46), kde je na prvni pohled vidét
nasobeni ¢lentt matice [K] S neznamymi koeficienty U;, pokud tedy bude né&jaky z koeficientd
roven 0, tedy posuv daného uzlu bude roven 0, bude i jeho souéin roven 0 a miZzeme jej spolu
s danym sloupcem matice [K] odstranit. V OP miZeme mit pfedepsan posuv i jiné hodnoty
nez 0, a pokud je toto nés ptipad mizeme cely soucin pfesunout na pravou stranu a odecist jej
od vektoru {F}, dale odstranime prvni fadek v matici [K] a také ve vektorech {U} a {F}. Témito
upravami dostaneme modifikované vektory {U}", {F}* a matici [K]*, kde {U}* bude obsahovat

w*wv o

linearnich soustav.

K1y K1 0 0 v, F,
Kl K3, + K? K, 0 (lu F
21 22 11 2 — 2 (145)
0 K3, KR +Kii Ki gs gs
0 0 K3, K3,] "4 4
Kk K, 9 0y (R
K} K3, + K& 12 0 _JF
Ul 0 + UZ K221 + U3 KZZZ + K131 + U4_ K132 F3 (146)
0 0 K231 K232 Fy
[K]'{U} = {F} (1.47)
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2 Prakticka ¢ast

Pro feSeni nékolika vzorovych piikladi bude vyuzita teorie MKP z kapitoly 1.
Implementace MKP a v§echny numerické vypocty byly provedeny v softwaru Matlab a jsou
obsazeny v piiloze této prace. Jelikoz jsou vSechny nize uvedené ptiklady feSitelné taky
analyticky, bude u kazdého ptikladu uvedeno rovnéz analytické feSeni a obé feSeni budou
srovnana. V pfiloze rovnéz naleznete vypocet vSech piikladu v softwaru Ansys Workbench.

2.1 1. Priklad
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Obr. 9: Zadani 1. prikladu

Na Obr. 9 mame vetknuty prut, ¢tvercového priifezu, ktery je na konci zatizeny silou E)

a uprostied silou Fz) Plocha pfi¢ného prifezu a Younglv modul budou po délce prutu
konstantni. Zadané hodnoty jsou nasledujici:

e a=20mm
e L =1000mm
e F,=10kN
e F,=20kN
e E=210GPa

2.1.1 Analytické FeSeni

Analytické feseni bude vychazet z diferencidlni rovnice (2.1), kterou sestavime z rovnic
(1.1), (1.2) a (1.3). Diferencialni rovnici (2.1) feSime pomoci metody separace proménnych a
naslednou integraci levé i pravé stany viz (2.2), kde konstantni tuhost pficného prufezu
vytkneme na pravé strané pred integral. Normalova sila N bude rozdilna pro levou a pravou

pulku prutu, a proto rovnici (2.2) vyiesime nejprve na intervalu (0; %) a poté na intervalu (%; L).
Provedeme tedy na prutu dva fezy (tak jak je naznaceno na Obr. 10) a vyjadiime si normalové
sily N; a N, ve tvaru (2.3). Rovnici (2.2) mtizeme po dosazeni normalovych sil integrovat, ¢cimz
dostaneme dvé rovnice (2.4) popisujici posuv u(x) po délce prutu.

du_N
dx ES

1
= 2.2
fdu ESdex (2.2)
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N1 = F1 + FZ ; NZ = F1 (23)

1 L
w=—FEx+Fx)+C x€(0;=)
ES 2 (2.4)

1 L
uz—EF1x+Cz xE(E;L)
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Obr. 10: Rezy prutu pro 1. priklad

Konstantu C; dopocitame dosazenim OP (2.5) do rovnice (2.4) a obdobné dosazenim
druhé OP (2.6) do rovnice (2.4) dopocitame konstantu C,. Posuv Vv prvni poloviné je poté
popsan rovnici (2.7), posuv druhé poloviny je popsan rovnici (2.8). Vykresleni posuvil pro oba
intervaly mtizeme vidét na Obr. 11.

u;(0) =0 (2.5)
L L
u(3) = (3) 26)
1
0=—(F,-0+F-0)+C =>C =0
ES 2.7)
1
u; = ES (Fix + F,x)
1<FL+FL)—1FL+C =>C _1pl
ES\''2 7722/ EST'2 0 PT T2 T ES %2 2.8)
- 1(1: +FL) |
uZ_ES 1X 25
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Obr. 11: Analyticky vypocet posuvii u(x) pro 1. priklad

Pro vypocet priabéhu napéti vyuzijeme vztahu (2.9), kam dosadime vyjadiené sily z
rovnice (2.3). Dostaneme vztah (2.10) pro levou c¢ast prutu a (2.11) pro pravou Ccast.
Muzeme si vSimnout, ze na rozdil od posuvil jsou prubehy napéti konstantni pro ob¢ poloviny
(viz Obr. 12).

N
S
1
ON1 =5 (F; + F,) (2.10)
1
onz =< h (2.12)
S
80 T T T T T T I
—Analytické reseni

70 =

60

50 - =
2
sS40 =
S

30~ &

20~ i

10 s

ol I 1 I L | 1 I I 1 ]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
X (mm)

Obr. 12: Analytické resent priibéhu napéti pro 1.priklad
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2.1.2 Numerické reSeni

Pro vypocet pomoci MKP byly zvoleny dva prvky se stejnou délkou
h = 500 mm. Sila F, byla umisténa do druhého uzlu, tedy na druhy tadek vektoru {Q}, na treti
radek pak byla zapsana sila FZ (je tedy umisténa ve tietim uzlu). Ob¢ sily jsou do vektoru
zapsany se znaménkem plus, protoze sméfuji ve smeru globélni soufadnice x. Pokud vyuzijeme
teorie z kapitoly 1.8, muzeme prvné zredukovat matici [K] (na velikost (2 x 2)) spolu
s vektorem {Q} (na velikost (2 x 1)), protoZe posuv U; = 0 (zde je prut vetknuty). Zbyva nim
tedy dopocitat pouze posuvy U, a Us. Pro lepsi predstavu si mizeme sepsat, jaké hodnoty se
budou nachazet v matici [K]* a vektoru {Q} (viz (2.12)).

[ 336000 —168000 {Uz} _ {20000}

—-168000 168000 1{UsJ ~ 110000 (2.12)

Algoritmus ve findlnim kroku fesi pouze soustavu rovnic (2.12), odkud si lze
lehce ovéiit, ze U, = 0,1786 mm a U; = 0,2381 mm. Cely prubéh je poté vykreslen na
Obr. 13.

0.25 —— ‘ | |
[—MKP|

02F i

015 -

u (mm)

0.1 n

0.05 n

0 \ | ! | \ | \ | \
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

x (mm)
Obr. 13: Vykresleni posuvu pomoci algoritmu MKP pro 1. priklad

Pro vykresleni napéti potom vyuzijeme rovnici (2.13), kterou jsme ziskali upravou
rovnice (2.1), kde u; a u, jsou uzlové hodnoty posuvii a x; a x, je poloha uzll. S vyuzitim

tohoto vztahu a dosazenim za u, = U, au; = 0, nam napéti pro prvni prvek vychazi 75 MPal.
Pro druhy prvek sité¢ dosadime u, = U; au,; = U,, obdobné x, = 1000 a x; = 500. Nap¢ti na
druhém prvku vychazi 25 MPa. Vykresleny prubéh napéti pomoci algoritmu miizeme vidét
na Obr. 14.

_ g gt (2.13)
oN=E T X, — Xq '

! pokud budeme dosazovat hodnotu u, = 0,1786 mm, tak napéti nebude vychazet presné 75 MPa, je potieba
dosadit ptesné&jsi hodnotu se kterou Matlab pocita
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Obr. 14: Vykresleni napéti pomoci algoritmu MKP pro 1. piiklad

2.1.3 Porovnani analytického a numerického FeSeni

JelikoZ je nas prvek linearni, dokaze popsat pribéh posuvii v tomto piipadé prakticky
idealng, viz Obr. 15. Zvysenim poctu prvku pii feseni tlohy pomoci MKP bychom neziskali
presngjsi feseni, ale zvysili bychom pouze vypocetni naro¢nost a tim prodlouzili ¢as vypoctu.

0.25 T T T T T T T
—MKP

* Analytické reSeni

02 -

0.15 : .

u (mm)

01+ , |

0.05 -

0 | \ \ I | \ \ \ I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

x (mm)
Obr. 15: Porovnani analytického a numerického reseni deformace pro 1. priklad

Jak mizeme vidét na Obr. 16, prib&hy napéti vychazi jak numericky, tak i analyticky
totozné a konstantni. Pouziti napt. kvadratického prvku na tuto tlohu opé€t nezptesni vysledky,
ale pouze zvysi naroky na vypocet.
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Obr. 16:Porovnani analytického a numerického reseni napéti pro 1. priklad

2.1.4 ReSeni tlohy v softwaru Ansys

Pro teSeni v softwaru Ansys byla vymodelovana stfednice o délce 1 metr, které byl
prifazen ¢tvercovy prufez o stran¢ a = 20 mm. Pro co nejptesnéjsi porovnani byl zvolen prvek,
ktery pouziva linearni bazové funkce. Model byl sestaven ze dvou prvkl, na které jsme
aplikovali okrajové podminky. Vysledné prodlouzeni prutu pak mizeme vidét na
Obr. 17, na Obr. 18 je poté zobrazeno napéti. Reéeni, které jsme dostali z komeréniho softwaru,
se shoduje s nasim numerickym i analytickym feSenim a pro detailngjsi srovnani byly hodnoty
posuvu a napéti zaneseny do Tab. 1 a Tab. 2.

A: Static Structural

Posuw

Type: Directional Deformation({ Axis)

Unit:

Global Coordinate System

Tirne: 1s

Deformation Scale Factor: 2,7e+002 {Auto Scale)
01.05.2022 19:54

0,2381 Max
022222
0,20635
019048
01746
015473
014286
012698
011111
0,095238
0,079365
0,063402
0,047619
0,031746
0,015873
0Min

0,00 200,00 400,00 {mrm}
.S |

100,00 300,00

Obr. 17: Deformace spocitand softwarem Ansys pro 1. priklad
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A: Static Structural

Direct Stress

Type: Divect Stress (lUnaveraged)
Unit: MPa

Time:1s

Defarmation Seale Factor: 2,1e+002 (Auto Scale)

01.05.2022 1%:54

75 Max
69444
63,000
58,333
52,778
47,20
2,667
36,111
30,556
25 Min

Obr. 18: Napeéti spocitané v softwaru Ansys pro 1. priklad

Tab. 1. Srovnani hodnot posuvii pro 1. priklad

100,00

200,00

300,00

400,00 (rarn)

Cislo uzlu

2

1. . :
Ansys 0 0,17857 0,2381
Posuv [mm] Algoritmus 0 0,17857 0,2381
Analyticky
vypodet 0 0,17857 0,2381

Tab. 2: Srovnani hodnot napéti pro 1. priklad

Cislo prvku

Lokalni ¢islo uzlu

Ansys 75 75 25 25
o, Algoritmus 75 75 25 25
Napéti [MPa] Anil ficke
naiyticky 75 75 25 25
vypocet
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2.2 2. Priklad

N L4 .
N 7 a
N - _
—i—'—————— > S —ﬁ —%—3
N F2 Fi
N

Obr. 19: Zadani 2. prikladu

Pro 2. ptiklad (viz Obr. 19) budeme mit jako v ptikladu 1 prut vetknuty na pravé strané

a zatizeny dvéma silami. Sila FI pusobi, stejné jako v 1. piikladu, na konci prutu a sila F;
pusobi ve ¢tvrting€ prutu. Dale ndm na prut pasobi konstantni liniové zatizeni G po celé délce
prutu. Tuhost pficného priifezu je po délce prutu konstantni a zadané parametry jsou:

e a=20mm

e L =1000mm

e F,=5kN

e F,=10kN

e E=210GPa

e g=120N/mm

2.2.1 Analytické FeSeni

Pro analyticky vypocet pribéhu posuvu a napéti bude potieba rozdélit prut na dvé Casti
a spocitat diferencialni rovnici (2.1). Normalovou silu si vyjadiime pro ob¢ ¢asti prutu, pticemz
fezy provedeme tak, jak je naznaceno na Obr. 20. Sily N; a N, si vyjadiime ve tvaru (2.14),
ktery dosadime do rovnice (2.1). Vypocet provedeme za vyuziti separace proménnych a
nasledné integrace, jak je uvedeno v rovnicich (2.15) a (2.16).

L
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|

i

|

i

|

i

i
L\L

TN F F,
X'\.
L

A
N ‘g
N , > >
:\\ N > ;
N Ny F;
N .
N\ E— -

Obr. 20: Rozdéleni prutu pro 2. priklad na dva intervaly
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Ni= Fi+F+ql—x); x€(0;3)

2.14
N, = F, + q(L — x); xe(g;L> 214)
1

. (2.15)

fduz = E—Sf[Fl + q(L — x)]dx

1 1
U = —(le + Fx + qlLx — —qx2> +C;

ESY L2 (2.16)

U, = E_S(le + qLx — quz) + C,

Konstanty C; a C, uréime z OP, konkrétné C,; zpodminky (2.17) a C, z
podminky (2.18). Dosazeni OP do rovnic (2.16) a vypocet konstant mtizeme vidét Vv rovnicich
(2.19). Vysledné posuvy v obou intervalech prutu nam vyjadiuji vztahy (2.20). Pro vypocet
napéti pouzijeme vztah (2.9), kam dosadime normalové sily z (2.14). Napéti po délce prutu jsou
popsana V rovnicich (2.21).

1, (0) = 0 (2.17)
L L
u(7) = () (2.18)
O=O+Cl=>C1=0
e TR T £ PO - PRy N PRI £ SN
g T T A T AT g TR T T b (2.19)
. _BlL
27 4ES

1 1
Uyq =E<F1x+F2x+qu—§qx >

1 1 F,L (2.20)
Uy = —(le + gqLx — —qx2> +—=
ES 2 4ES
1
ON1 = E(F1 + F; +qL — qx)
2.21)

1
Ony = E(F1 +qL — qx)

Pokud si vykreslime posuv u; a u, (viz Obr. 21), tak vidime, ze maji kvadraticky
prubéh, coz odpovida rovnicim (2.20). Prubéh napéti je linearni, coz odpovida jak rovnicim
(2.21), tak i grafu na Obr. 22.
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Obr. 21: Vykresleni posuvu z analytického vypoctu pro 2. priklad
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Obr. 22: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 2. prikliad

2.2.2 Numerické reSeni

Pokud bychom v numerickém feSeni vyuzili pouze dvou prvkd s uzly na koncich a

V jedné Ctvrting prutu,

ziskame feseni, které nam popise deformaci, jak je uvedeno na Obr. 23.

V této uloze je vzhledem ke kvadratickému pribéhu vhodné&jsi pouzit vice nez dva prvky. Sit
muzeme sestavit napt. z 8 prvkl o stejné délce 125 mm, pricemz sily umistime do tfetiho a
devatého uzlu (tedy do vektoru {Q} na 3. a 9. fadek). Podle metody popsané v kap. 1.7,
algoritmus vyplni vektor {f} hodnotami vypo¢tenymi z prvkovych vektori {f€} (popsano v
kap. 1.6). Podoba redukovanych vektor na pravé strané je popsana v rovnici (2.22). Matice
[K] rovnéZ obsahuje vypoctené integraly a ma velikost (9 x 9). Dale algoritmus matici
zredukuje na [K]* o velikosti (8 x 8) (viz (2.23)), kde je pro piehlednost vytknuta konstanta
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ptfed matici, jelikoZ integraly v prvkovych rovnicich vychazi stejné, z divodu konstantniho E i

S po délce prutu.

0.9 T

0.8+
0.7 |
0.6 |
EO.S r
E
S04
03

02

0.1

£ 1 1 | 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
X (mm)

700

800

—MKP

1000

Obr. 23: Vykresleni posuvu pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouziti dvou prvkii
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(2.22)

(2.23)

Pokud zndme hodnoty matice tuhosti a zatizeni, miZzeme soustavu S osmi nezndmymi
posuvy vypocitat. Prodlouzeni tyCe je zobrazeno na Obr. 24, kde mizeme vidét, ze prubéh je
po ¢astech linearni. Pro vypocet napéti opét pouzijeme vztah (2.13) a nechame prabéh vykreslit

(viz Obr. 25).
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Obr. 24: Vykresleni posuvu pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouziti osmi prvki
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Obr. 25: Vykresleni napéti pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouziti osmi prvkii

2.2.3 Porovnani analytického a numerického reseni

Algoritmus s vyuzitim linearniho prvku u tloh s liniovym zatizenim g nemutze idealné
popsat posuv, a to ani tehdy pouzijeme-li velké mnozstvi prvkl. Tato nevyhoda jde dobie
pozorovat na Obr. 26, kde byly pro pribéh posuvu pouzity dva prvky. Na Obr. 27 mizeme
vidét srovnani analytického a numerického vypoctu posuvu, pti pouZziti osmi prvki. Srovnani
napéti pomoci obou vypocti je na Obr. 28. Vypocet pomoci algoritmu nam dokaze popsat
pouze konstantni prib&h napéti po délce prvku, coz se neshoduje s redlnym priub&éhem napéti.
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Obr. 26: Porovndni analytického a numerického resent deformace pro 2. priklad pri pouZiti dvou prvkii
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Obr. 27: Porovnani analytického a numerického reseni deformace pro 2. priklad pii pouziti osmi prvkii
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Obr. 28: Porovnani analytického a numerického reseni napéti pro 2. piiklad pri pouziti osmi prvkii

2.2.4 Releni tlohy v softwaru Ansys

K vymodelovani této tulohy byl pouzit stejny postup, jako u 1. prikladu.
Koneéno-prvkova sit’ byla vytvotena z 8 prvki, kterym byly navoleny linearni bazové funkce.
OP byly zadany do piislusnych boda (uzlt), a cely prut byl zatizen konstantni liniovou silou q.
Deformaci prutu mame vykreslenou na Obr. 29, napéti je zobrazeno na Obr. 30. Vysledky, které
nam software vyhodnotil, se shoduji s naS§im numerickym feSenim. Pro detailnéjsi srovnani
byly uzlové hodnoty zaneseny do tabulek. Uzlové hodnoty posuvi v Tab. 3 miizeme prohlasit
za presné, toto ovsem nelze tvrdit o hodnotach nachazejicich se mimo uzlové body. Napéti
vypoctené pomoci softwaru a algoritmu vychazi identicky (viz Tab. 4), tyto hodnoty ovSem
odpovidaji primérnym realnym hodnotam napéti, které se na prvku nachazi.

B: Static Structural

Directional Deforration

Type: Directional Deformation(x Axis)
Unit: rm

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 62 (Auto Scale)
01.05.2022 22:12

0,80357 Max
071420

0,625

0,53571
044643
035714
0,26786
0,17657
0,080286

0 Min

0,00 200,00 400,00 (rm)
I 20000

100,00 300,00

Obr. 29: Posuv pro 2. piiklad spocitany softwarem Ansys
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B: Static Structu

Direct Stress

ral

Type: Direct Stress (Unaveraged)
Unit: MPa

Tirme: 1

s
Deformation Scale Factor 62 {futo Scale)

01.05.2022 22:13

318,75 Max
206,81
254,86
223,02
190,97
159,03
127,08
95,139
63,14
31,25 Min

200,00

100,00

Obr. 30. Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 2. priklad

Tab. 3: Srovnani hodnot posuvii pro 2. priklad

400,00 (i)

300,00

Cislo uzlu 1. 2. 3. 4,
Ansys 0 0,1897 0,3571 0,4874

Posuv Algoritmus 0 0,1897 0,3571 0,4874

[mm] i‘;;(l)zgfky 0 0,1897 0,3571 0,4874
5, 6. 7. 8. 9,
0,5952 0,6808 0,7441 0,785 0,8036

0,5952 0,6808 0,7440 0,785 0,8036

0,5952 0,6808 0,7440 0,785 0,8036
Tab. 4: Srovndni hodnot napéti pro 2. priklad

Cislo prvku 1. 2. 3.
Lokalni ¢islo uzlu 1. 2. 1. 2. 1. 2.
Ansys 318,75 | 318,75 | 281,25 | 281,25 | 218,75 | 218,75
Napéti Algoritmus | 318,75 | 318,75 | 281,25 | 281,25 | 218,75 | 218,75
(MPa] é;llj‘gtelfky 337,5 300 262,5 200
4, 5, 6. 7. 8.

1. 2. 1. 2. 1. 2. 1. 2. 1. 2.
181,25 | 181,25 | 143,75 | 143,75 | 106,25 | 106,25 | 68,75 | 68,75 | 31,25 | 31,25
181,25 | 181,25 | 143,75 | 143,75 | 106,25 | 106,25 | 68,75 | 68,75 | 31,25 | 31,25
200 162,5 125 87,5 50 12,5
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2.3 3. Priklad
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Obr. 31: Zadani 3. prikladu
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Na Obr. 31 je prut s dvéma rozdilnymi kruhovymi prufezy, vetknut na obou stranach a
nasledné zatizen konstantni liniovou silou q. ProtoZe se jedna 0 soustavu sil na jedné nositelce,
mame pouzitelnou pouze jednu podminku statické rovnovahy, coz nam nesta¢i na uréeni
velikosti vazbovych sil ve vetknutich. Uloha je tedy 1x staticky neur¢ita. Pokud si nahradime

vetknuti na pravé strané silou E; (provedeme ¢aste¢né uvolnéni), kterou budeme orientovat
proti sméru posuvu (viz Obr. 32), dostaneme tulohu, Kterou je mozno vyiesit. Jediny rozdil
oproti ptedchozim lloham je ten, Ze na konci prutu zname posuv, ale nezndme velikost sily,
ktera jej zpisobila. Zadané parametry pro tuto tilohu jsou:

e [ =500mm

o 2d;=34mm

o I, =22mm

e g=400N-mm™!
e E=210GPa

2.3.1 Analytické FeSeni

L/2

////l/////
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i
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i
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i
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Obr. 32: Castecné uvolnéni vetknuti na pravé strané

______________ _%

Fv

Pro feSeni si zde definujeme dva intervaly, které ndm popiSou deformaci pro kazdou
polovinu zvlast. Nejdiive provedeme na prutu dva fezy (viz Obr. 33), jeden pro polovinu

S priifezem S, druhy pro prifez S,. Nasledné€ si vyjadiime normélové sily ﬁ; a Fz které maji

tvar (2.24).

Ni=q(3—x)—F; x€(0:3)

N2= _F‘U; xE<_'
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Obr. 33: Provedeni rezii na prutu u 3. prikladu

Nyni muZzeme normalové sily vlozit do rovnice (2.1) a provést vypocet pomoci separace
proménnych. Ziskané vztahy (2.25) s konstantami C; a C, doplnime o OP z (2.27), z kterych je
na prvni pohled vidét, Ze konstanta C; = 0. Konstantu C, vyjadiime z druhé OP a po upraveni
se tato konstanta rovna vyrazu (2.28). Rovnice (2.29) nam popisuji deformaci po délce prutu,
ale pro jejich vykresleni potifebujeme spocitat velikost sily E,.

fu = lo ) o]
ul—E51 C[ X X

(2.25)
= F
jduz ESZJ( ) dx
( L ! E, >+C
u = qLx — 5 qx* — Fx 1
ES; \2 2 (2.26)
uz == _E_SZFU.X + Cz
)=l
2/~ 22
! (1 12— Lo 1FL> b
Es,\a?" T8 73 T2ES, T2 228
C _ qu +FVL<51_52) ( ' )
27 BES, 2E\ S8,
1 (1 . 1 F )
U, = qLx — =qx? — E,x
ES; \2 2 (2.29)

E,x L? E,L/S;—S
—+ q _I_v_( 1 2)
ES, B8ES, 2E\ §,S,
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Velikost sily F, vypocitame z deformacni podminky (2.30), jinak feceno, posuv u, na
pravém konci prutu bude roven 0, protoze je zde prut pevné spojen se zakladnim télesem. Pokud
dosadime deformacni podminku (2.30) do rovnice (2.29) popisujici prodlouzeni pravé Casti
prutu a nasledné vyjadiime neznamou silu, dostaneme po algebraickych tpravach rovnici
(2.31). Z ni uz mizeme dopocitat, ze velikost sily F, = 14756,1 N. Nyni uz mizeme vykreslit
prubéh deformace po délce stiednice (viz Obr. 34). Maximalni posuv u = 0,0476 mm se
nachazi piiblizné ve vzdalenosti 213 mm od levého konce. Pro vypocet napéti vyuzijeme
vztahu (2.9), do kterého dosadime normalové sily (2.24). Tim se dostaneme K vyjadienim
(2.32), jejichz pribéh je zobrazen na Obr. 35. V pravé poloviné prutu nam vychazi konstantni
napéti o velikosti —38,81 M Pa, pro druhou polovinu je pribéh linearni S maximalni hodnotou
93,89 MPa ve vetknuti. V tomto ptipadé bychom mohli zapocitat i koncentrator napéti v misté
prechodu z vétsiho priméru na niz$i. Pokud je nominalni napéti Vv mist¢ vrubu
Onom = —38,81 MPa a hodnota koncentratoru napéti ziskana z nomogramu V literatuie [5] je
a = 1,5. Extrémni hodnota v kofeni vrubu je poté rovna oy, = —58,2 MPa. Tento postup
bychom aplikovali i na hodnoty ziskané numericky, pficemz koncentrator napéti by mél stejnou
hodnotu, tim padem jej nebudeme ve srovnani uvazovat. Je dobré si ale uvédomit, ze realné
hodnoty v tomto misté budou ovlivnény vrubem, tedy bude zde dochazet ke koncentraci napéti.

u,(L) =0 (2.30)
_qLS,
b= 1675 (231)
1 (1 L F)
ON1 = SqL —qxX — Iy
S;\2
E, (2.32)
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Obr. 34: Vykresleni posuvii z analytického vypoctu pro 3. priklad
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Obr. 35: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 3. priklad

2.3.2 Numerické reSeni

Pted samotnym numerickym vypoctem je dobré si rozmyslet jaké déleni sité zvolime.
Pro zatizeni na Obr. 31 bude platit, Ze sit’ musi mit uzly minimaln¢ ve vetknutich a uprostied
prutu. Z ptedchoziho ptikladu vime, Ze vV mistech plsobeni liniové sily je vhodnéjsi pouzit
jemngjsi déleni, naopak pokud je prut zatiZzen pouze osamélou silou, dokazeme pribéh vyjadrit
jednim prvkem. V nasem ptipadé sestavime pravou polovinu prutu pouze z jednoho prvku a sit’
na levé poloviné pak muze obsahovat napi. pét prvku. Celkove sit’ obsahuje Sest prvka a sedm
uzld. Je dobré si uvédomit, Ze pocitani staticky neurcitych uloh metodou kone¢nych prvki,
nevyzaduje zadné specialni kroky, které by bylo nutné provést, abychom byli schopni ulohu
vyftesit. To znamena, Ze si zde nezavadime silu, kterd by nam branila v prodlouzeni prutu, ale
pouze predepiseme hodnotu danou deformaéni podminkou. Z toho vyplyva, ze vektor {U} bude
obsahovat nulu na prvnim a poslednim fadku, a proto dojde v matici {K} k odstranéni prvniho
a posledniho fadku i sloupce. U vektoru {F} dojde také k odstranéni prvniho a posledniho
fadku. Algoritmus vyfesi soustavu (2.33)%, odkud potom vykresli graf Obr. 36. Napéti bude
nasledné vypocéteno pomoci rovnice (2.13) a jeho prub¢h mizeme vidét na Obr. 37.

762,7 —381 0 0 0 U, 2
—381 762,7 —381 0 0 Us; 2

10*-] 0 —381 762,7 -—381 0 U, } =10*-452 (2.33)
0 0 —381 762,7 -381]||Us 2
0 0 0 —381 413,31 \Ug 1

2 hodnoty v matici {K} byly pro pfehlednost zaokrouhleny
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Obr. 36: Vykresleni posuvu pro 3. priklad za pomoci algoritmu MKP

500

60 -

40

| | 1 | +

50 100 150 200 250 300 350 400 450
x (mm)

Obr. 37: Vykresleni napéti pro 3. priklad za pomoci algoritmu MKP
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2.3.3 Porovnani analytického a numerického reSeni

Na Obr. 38 mizeme vidét, ze abychom dosahli n¢jaké rozumné piesnosti, tak bylo
V levé poloviné prutu nutné pouzit vice prvki. Zvolenych pét prvkl neni nijak jemna sit), a
pokud bychom hledali naptiklad maximalni posuv, tak vidime, ze nam z numerického vypoctu
vychéazi ve 200 mm, coz uplné neodpovidd nasemu analytickému feSeni. Z tohoto divodu
bychom mohli sit’ v téchto mistech jesté zjemnit. Posuv v pravé Casti prutu je popsan idealné i
jednim prvkem, takze zjemilovani sit€¢ v tomto misté¢ nedava smysl. Srovnani analytickych a
numerickych hodnot napéti je zobrazeno na Obr. 39, kde muzeme vidét, ze se v pravé casti
hodnoty shoduji a v levé ¢asti je opét prostor pro zjemnéni sit€. Nicméné nesmime zapominat
na to, ze napéti Z numerického feSeni budou vzdy po prvcich konstantni.

0.05 — | ‘ |

—MKP " g
0.045 L=~ ~Analytické feseni 222 B

0.04

T
|

0.035
0.03 - y =1

0.025 - p -

u (mm)

0.02 - =

0.015- n

0.01 /

0.005 - =

0 \ \ | | I w | I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

X (mm)

Obr. 38: Porovnadni analytického a numerického reseni deformace pro 3. priklad
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Obr. 39: Porovnadni analytického a numerického reseni napéti pro 3. priklad
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2.3.4 ReSeni tlohy v softwaru Ansys

Pro tuto ulohu se opét postupovalo obdobné jako u piedchozich piikladt, pouze bylo
nutné prifadit obéma polovinam jiny prafez. Sit’ byla vytvoifena v levé poloviné z péti a v pravé
poloving z jednoho prvku, tedy dohromady z Sesti prvkid. Opét bylo vyuzito liniovych bazovych
funkci. Prib¢hy napéti a deformace mizeme vidét na Obr. 40 a Obr. 41.

C: Priklad 3

Defarmation Scale Factor: 5,3e+002 (Auto Scale)
17.06.2022 17:22

0,047496 Max
0042219
0,026042
0,031661
0,026387
002111
0,015832
0,010555
0,0052774
0Min

000 50,00 100,00 ¢mm)
I .

15,00 75,00

Obr. 40: Posuv pro 3. piiklad spocitany softwarem Ansys

Type: Direct Stress (Unaveraged)
Unit; MPa
Time: 1s
Deformatian Seale Factor 5,3¢+002 (uto Stale)
17.05.2012 1721

£2.04Max

63408

55,876

42,384

26,812

15,28

17475

1,784

-25,317

-38.849 Min

I—’ X
000 50,00 100,00 {mm)

25,00 75,00

Obr. 41: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 3. prikiad

Pro piehledn&jsi porovnani byly uzlové hodnoty zaneseny do Matlabu, kde byly vykresleny
spolu s ostatnimi hodnotami (viz Obr. 42 a Obr. 43). Hodnoty posuvu a napéti vypoctené
softwarem Ansys se ovsem lisi od hodnot vypoctenych pomoci algoritmu v Matlabu. Rozdil
téchto dvou vypoctl je maly a mizeme jej zanedbat.
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Obr. 42: Porovnani posuwvii vSech tri vypoctii pro 3. priklad
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Obr. 43: Porovnani napéti vsech tii vypoctii pro 3. priklad
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2.4 4. Priklad

L b

N

N

P N ] - &

N

N <—A

N P u(l)=-0,3 mm

—

Obr. 44: Zadani 4. prikladu

V poslednim pfikladu budeme uvazovat prut, jako je na Obr. 44, o délce L, vetknuty na
levé strané, ktery ma obdélnikovy pti¢ny prufez o Sifce b a vyska profilu a se linearné meéni
Vv zavislosti na soufadnici x. Plocha pti¢ného prutezu S tedy linearné klesa od hodnoty S; se
soufadnici x na hodnotu S, a jeji funkéni piedpis ma podobu (2.34). Prut ma na pravém konci
predepsan posuv —0,3 mm a zadané hodnoty jsou:

e L =500mm

e g, =30mm

e a,=10mm

e b=20mm

e S, =a;b=600mm?
e S, =a,b=200mm?
e E=210GPa

4 3000 — 4x

S(x) = 600 — rEnr— (2.34)

2.4.1 Analytické FeSeni

Budeme vychazet z nasi vychozi diferencialni rovnice (1.5) a jelikoz ndm zde neptsobi
liniova sila, jedna se 0 homogenni linearni obycejnou diferencialni rovnici 2. fadu, ve tvaru
(2.35). Na pravé strané rovnice (2.35) se nachazi nula. Nejprve tedy hledame funkci, ktera se
po derivaci rovna nule, coZ je obecné néjaka konstantni funkce, kterou si oznacime C;
(viz rovnice (2.36)). Dale si za S(x) dosadime funk¢ni ptedpis (viz (2.37)) a budeme rovnici
fesit pomoci separace proménnych. V rovnici (2.37) provedeme integraci pomoci substituce,
kde si vyraz ve jmenovateli vyjadiime pomoci nové proménné y, ktera se rovna vyrazu (2.38).
Pouzitim substituce nam vznikne vyraz (2.39), jehoz feSenim je rovnice (2.40). Nyni miizeme
za y zpétné dosadit vyraz (2.38) a jelikoz x € (0; 500), mizeme z vyrazu odstranit absolutni
hodnotu. Rovnice popisujici pribéh posuvu ma tvar (2.41).

d du
a(ES(x) 5) =0 (2.35)

d
ES(x) ﬁ —¢C, (2.36)
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~ 5¢,
f du = f E(3000 — 4x) -~ (2:37)

3000
y = 3000 —4x =>x =Y (2.38)
PR
fd 56, f [1 d (3000 y)] ; 239
YSTEIL e T '

5C
u = —4—Elln|y| +C, (2.40)
5,
u(x) = = 2=21n(3000 - 4x) + C; (2.41)

V rovnici (2.41) vy¢islime konstanty C; a C, dosazenim OP, které jsou tedy
formulovany ve tvaru (2.42). S pomoci OP dostaneme soustavu dvou rovnic (2.43) o dvou
neznamych, odkud nam konstanty C; a C, vychazi ve tvaru (2.44). Tyto konstanty mlizeme
dosadit zpétn¢€ do rovnice (2.41), odkud po algebraickych upravach dostaneme predpis (2.45),
popisujici prodlouzeni prutu. Vykresleni posuvu mtizeme poté vidét na Obr. 45. Pro vypocet
napéti vyuzijeme vztahy (1.1) a (1.2), do kterych dosadime vztah (2.45), ¢imz dostaneme
rovnici (2.46). Provedenim derivace dostaneme vyraz (2.47), popisujici napéti na prutu, jehoz
pribéh je vykreslen na Obr. 46.

u(0) =0
u(L) = —0,3 (242)
o _5G,
= —=21n(3000) + G,
£ (2.43)
—0,3 = —4—;1n(1000) +C,
c 6E
1= A<
1
251n (g) o4
31n(3000) :
2 = T A<
101n(3)
3 750
uex) = nn (750 — x) (2.45)
101n(3)
_pd 3, ( 750 ) 46
N =5 x 101“(1)n 750 — x (2.46)
3
3E
On = (2.47)

101n(3) (750 — x)
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Obr. 45: Vykresleni posuvit z analytického vypoctu pro 4. priklad
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Obr. 46: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 4. prikiad

2.4.2 Numerické reSeni

Pfi pohledu na zadani tlohy vidime, Ze se jedna o prut bez zatizeni od liniové sily,
a pokud na zaklad¢ této informace sestavime sit’ pouze z jednoho prvku, tak dostaneme fesenti,
které je zobrazeno na Obr. 47. Pokud ma byt toto feSeni spravné, musi nam vyjit stejny linearni
prabéh posuvu i pfi pouZiti vice prvki. To by znamenalo, Ze se v matici [K]* budou nachazet
nasobky hodnot (bude mit podobnou strukturu jako matice (2.23)), coz v tomto piipadé neni
pravda, protoze se hodnoty v globalni matici tuhosti budou lisit z divodu proménlivé plochy
pii¢ného prufezu. Z tohoto divodu musime pouzit prvki vice, napf. muzeme vykreslit posuv
pomoci péti prvki (viz Obr. 48). Porovnanim pribéht na Obr. 47 a Obr. 48 jde vidét, Ze pouziti
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pouze jednoho prvku nam dava podstatné jiny vysledek nez ten, pfi kterém je pouzito prvki
vice. Pro lepsi predstavu jsou v rovnici (2.48) vyobrazeny nekonzistentni hodnoty matice [K]*.
Pro vykresleni napéti na Obr. 49 bylo vyuzito stejnych rovnic jako v pfedchozich pfikladech.

u (mm)

u (mm)

Obr. 48: Vykresleni posuvu pro 4. priklad za pomoci algoritmu MKP pii pouZiti péti prvkii
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Obr. 47: Vykresleni posuvu pro 4. priklad za pomoci algoritmu MKP pii pouziti jednoho prvku
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Obr. 49: Vykresleni napéti pro 4. piiklad za pomoci algoritmu MKP pri pouziti péti prvkii

2.4.3 Porovnani analytického a numerického reseni

Pokud si vykreslime posuv z analytického a numerického feSeni dohromady, vidime
(viz Obr. 50), Ze nase numerické feSeni nedokaze piesné popsat priabéh posuvu nad prvkem.
Pokud bychom zvysili pocet prvkd, tak se celkova piesnost zvysi, ale linearni prvek stale
nedokaze idealné popsat logaritmicky prib&h posuvu z rovnice (2.45). To mizeme vidét na
Obr. 51, kde je zobrazen detail na ¢ast prutu s jednim prvkem a naslednym dvojnasobnym
zjemnénim sité. Pokud porovname vysledek napéti na Obr. 52 pii pouziti péti prvku
s analytickym feSenim, tak vidime, Ze se analytické hodnoty napéti (zejména v pravé Casti
prutu) po délce prvku vyrazné€ méni. Je proto vhodnéjsi pouzit jemngé;jsi sit’, jakou mizeme vidét
na Obr. 53.

0 < 1 T T T T T IF G

I
—MKP
- - -Analytické rfeseni

-0.05 m

u (mm)

-0.15 .

025 =

03 \ \ \ w \ \ | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

x (mm)

Obr. 50: Porovndni analytického a numerického reseni deformace pro 4. priklad
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Obr. 51: Porovndni pritbéhu numericky vypocteného posuvU pro ¢ast prutu pii pouziti sité s 5 a 10 prvky
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Obr. 52: Srovnadni pribéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pri pouziti 5 prvkii
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Obr. 53: Srovnani priibéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pri pouziti 20 prvkii

2.4.4 Releni tilohy v softwaru Ansys

Prostfedi Ansys Workbench ndm nedovoluje jednoduse vytvofit proménlivy pficny
prufez, takze si vymodelujeme odstuptiovany prut, ktery mame zobrazen na Obr. 54. Prut se
bude skladat z péti ¢asti o stejné délce (tedy 100 mm), kterym bude pfifazen pti¢ny priiez o
hodnotg, ktera by odpovidala primérné hodnoté na stejném tseku prutu ze zadani (viz Obr. 44).
Postup je nasledujici: prut na Obr. 44 bude mit ve vetknuti priifez o hodnoté 600 mm?, a pokud
se posuneme 0 100 mm doprava, tak zde bude mit prifez hodnotu 520 mm?, proto musi mit
prvni tsek na Obr. 54 p¥i¢ny prifez o velikosti 560 mm?2. Pokud vime, Ze $itka b je konstantni
a rovna 20 mm, tak si dokdZeme snadno urcit vysku a. Timto postupem vymodelujeme
odstupnovany prut, jehoZz prifezim ptifadime ekvivalentni hodnoty. Obecné by potom platilo,
Ze ¢im vice takovych Usekli vymodelujeme, tim ptesnéjsi budou vysledky. Sit’ byla vytvorena
z péti prvki, takze byl pouzit jeden prvek na kazdy stupen. Vysledek posuvu a napéti mtizeme
vidét na Obr. 55 a Obr. 56.

\
A

N

as

u(L)=-0,3 mm

Obr. 54: Podoba vymodelovaného prutu v programu Ansys
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C: Static Structural

Directional Deformation

Type: Directional Deformation( &xis)
Unit: mm

Global Coordinate Systern

Time: 15

Deformation Scale Factor: 84 (Auto Scale)
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-0,033333
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-01
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C: Static Structural
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Unit: MPa

Time: 15

Deformation Scale Factor: 84 (Auto Scale)
06.05.2022 15:16

-82,353 Max
-04,553
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131,15

Obr. 55: Posuv pro 4. priklad spocitany softwarem Ansys

-143,36
-155,56
167,76

-179.96
-192,16 Min

Obr. 56: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 4. priklad

Pro lepsi porovnani je na Obr. 57 zobrazen detail posuvu nad prvkem, kde jsou vidét
uzlové hodnoty vypoctené softwarem Ansys spolu s hodnotami z analytického a numerického
vypoc¢tu. U numerického vypoctu jsou vykresleny vysledky se siti o 5 a 20 prvcich. Pokud takto
vykreslime i hodnoty napéti, tak je z Obr. 58 patrné, ze vysledky z Ansysu jsou totozné
(bavime-li se o hodnotach na dvé desetiny mm) S numerickym feSenim v Matlabu pfti pouziti

péti prvkd.
| T T T T
G4 —Algoritmus v Matlabu - 20 prvku
—Algoritmus v Matlabu - 5 prvk(
- - -Analytické rfeseni
0151 X Ansys I
-0.16 - =
=207 = =
£
E
3,
-0.18— m
-0.19 .
0.2 B
021 I | | | | =
300 320 340 360 380 400
X (mm)

Obr. 57: Porovnani posuvii nad prvkem ze vsech ti'i vypocti pro 4. priklad
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Obr. 58: Porovndni napéti vsech tri vypoctii pro 4. priklad
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3 Zavér

V uvodu prace byly stru¢né zopakovany zaklady tykajici se axidlné namahanych prutt
a pro toto namahani zde byla odvozena diferencialni rovnice. Teoreticka ¢ast se poté vénovala
piechodu mezi silnou formulaci diferencialni rovnice na slabou formulaci, ktera je nutnéa pro
sestaveni soustavy linedrnich rovnic. Déle bylo vysvétleno, jak se sestavi a vyc¢isli prvkové
matice, které¢ se vkladaji do globalni matice, a mimo jiné, i jakym zplisobem se soustava
redukuje a nasledné vytesi. Tim byl splnén prvni cil bakalafské prace.

Druhym a tfetim cilem bylo implementovat kone¢no-prvkovy model do Matlabu a
s jeho pomoci srovnat feSeni uloh s jejich piesnym fesenim a nésledné také s vypoctem
v softwaru Ansys. Pro adekvatni porovnani bylo v programu Ansys vzdy nastaveno stejné
déleni sité, jaké bylo pouzito v Matlabu, a byly zde navoleny linearni prvky.

Vysledek prvniho piikladu vystihl situaci, kdy je prutové téleso zatizeno pouze
osamé&lymi silami. V takovém pfipad¢é nam linearni prvek dokaze piesné popsat prubéh posuvu
uz pii pouziti jednoho prvku, avsak prut musi byt v nékterych ptipadech rozdélen, aby bylo
mozné sily aplikovat do uzll. Vysledky vSech tfi vypoctl u této ulohy se shoduji.

Druhy priklad obsahoval mimo sily také liniové zatizeni a tim bylo dokazano, ze linearni
prvek toto zatizeni nedokéze presné popsat, a to ani v piipad¢, ze vyuzijeme velké mnozstvi
téchto prvkd. Porovnanim vypocétu v Matlabu a softwaru Ansys spolu s pfesnym fesenim bylo
zjisténo, Ze vysledky posuvu pomoci MKP se v uzlech shoduji s pfesnym feSenim, ale mimo
uzly se tyto hodnoty odliSuji. Pro napéti vypoctené algoritmem v Matlabu a programem Ansys
plati, Ze vychazi po prvcich konstantni, coZ neodpovidé realnému pritbéhu napéti nad prvkem.

Na zaklad¢ poznatkli z prvnich dvou pfikladii bylo v tfetim ptikladu vyuzito
nehomogenni sité prvki, a také je dobie vidét, Ze MKP, na rozdil od analytického vypoctu,
nevyzaduje zadné specidlni zachazeni pfi feSeni staticky neurcitych uloh.

Posledni ptiklad zobrazoval zuzujici se prut, ktery mél na jednom konci predepsan
posuv. Na prvni pohled se zatizeni bez liniové sily jevi jako jednoduché, nicméné nemiizeme
pouzit pouze jeden prvek, z divodu proménlivého prifezu. Analyticky vypocet posuvu
nevychazel linearni, coz vedlo k tomu, Ze linearni prvek nedokazal toto zatizeni popsat idealné.
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