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Reditel ustavu Vam vsouladu se z&konem &.111/1998 o vysokych 3kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné uréuje nasledujici téma bakalarské prace:

Reseni axialné zatizenych prutii pomoci vlastni implementace MKP
s vyuzitim linearniho prvku

Struéna charakteristika problematiky ukolu:

Metoda koneénych prvk( (MKP) ma v souc¢asnosti mezi numerickymi metodami pouZivanymi
v mechanice téles zcela dominantni postaveni. Tvorba kone&no—prvkového modelu FfeSeného
problemu, jeho pocitatova implementace a numerické feSeni vSak obecné vyZaduji pokrocile
znalosti matematiky i programatorskou zruénost. Prakticka zkusenost s realizaci téchto krokl na
jednoduchych (analyticky feSitelnych) ulohach z pruznosti a pevnosti prohlubuje pochopeni
principu MKP a napomaha uv&domit si néktera jeji omezeni. Takto nabyté zkusenosti jsou nejen
dobrym zakladem pro programovani slozitgj§ich (napf 3D) uloh, ale také rozvijeji schopnost
spravné interpretovat a kriticky zhodnotit vysledky ziskané pomoci komerénich SW.

Cile bakalarské prace:

1. Popsat algoritmus tvorby koneéno—prvkového modelu axiélng zatiZeného piimého prutu pfi
pouZiti lineamiho prvku (uvést a vysvétlit jednotlivé kroky vedouci od vychozi diferencialni rovnice
k finalni soustavé algebraickych rovnic).

2. Provest pocitatovou implementaci koneéno—prvkového modelu (napf. v Matlabu).

3. Provést numerické FeSeni zadanych uloh pomoci implementovaného algoritmu a vysledky
srovnat s analytickym feSenim a numerickym FeSenim v softwaru Ansys. Objasnit pfipadné rozdily
ve vysledcich.
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ABSTRAKT

Tato bakalafska prace se zabyva metodou konecnych prvki u axialné zatizenych prutt
s vyuzitim linearnich bazovych funkci. Teoreticka ¢ast stru¢né popisuje problematiku axialné
namahanych prutd a nasledné uvadi jednotlivé kroky, které vedou od ptvodni diferencialni
rovnice k findlni soustavé algebraickych rovnic. K odvozeni soustavy je vyuzito slabé
formulace diferencialni rovnice. Pomoci teorie popsané v prvni Casti je vytvoren algoritmus
v programu Matlab, s nimz jsou v druhé Casti vyfeSeny Ctyfi tlohy. Vysledky jsou nasledné
porovnany s analytickym vypoctem a modelem v programu Ansys.

ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the finite element method for axially loaded bars using
linear basis functions. The theoretical part briefly describes the theory of axially loaded bars
and states the individual steps that lead from the initial differential equation to a system of linear
algebraic equations. A Weak formulation of the differential equation is used to derive the
system. Using the theory described in the first part, an algorithm is created in Matlab, which is
used to solve four problems. The results are then compared with the analytical solution and with
the model in Ansys.

Klic¢ova slova
Metoda kone¢nych prvki, prut, axialni zatizeni, tah, diferencialni rovnice, slaba formulace
Key words

Finite element method, bar, axial load, tension, differential equation, weak formulation
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UvVOD

Metoda konecnych prvkl se v dnesni dobé fadi mezi nejuzivangjsi nastroje pro reseni
problému tykajicich se mechaniky téles, mimo to si své misto naSla v mnoha dalSich
inzenyrskych odvétvich. Ve vétSiné téchto odvétvi se mechanismy popisuji pomoci
diferencialnich rovnic, které mohou mit velice obtizné analytické feSeni nebo feSeni dokonce
ani nemusi existovat. Pravé numerickym vypoctem, jako je metoda konecnych prvki, je mozno
nalézt alespon pfiblizné feSeni, a to 1 v pfipad€, ze neni mozné urcit piesné reSeni diferencialni
rovnice. Metoda v konecné fazi tfesi pouze soustavu algebraickych rovnic s nezndmymi
parametry, které maji vyznam posuvd, teplot nebo jinych fyzikalnich veli¢in. V praxi se ¢asto
pro tyto vypocty pouzivaji komercni softwary, jako napt. Ansys nebo Abaqus.

Cilem této bakalaiské prace je popsat algoritmus metody konecnych prvki pro axialné
namahané pruty, s vyuzitim linearniho prvku. Prvni ¢ast uvadi kroky vedouci od vychozi
diferencialni rovnice pres slabou formulaci az k finalni soustavé algebraickych rovnic. Piestoze
se odvozeni jedno-dimenzionalniho problému pfes slabou diferencialni rovnici muize jevit jako
ptili§ komplikované, nabizi detailn&§i vhled a prohlubuje pochopeni principu metody
konecnych prvki a dale také poskytuje dobry zaklad pro programovani slozitéSich uloh. Pro
druhou cast prace je vytvoren algoritmus v softwaru Matlab, na kterém je proveden vypocet
ctyt analyticky feSitelnych uloh. Kazd4 uloha je vypocitana jak analyticky, tak 1 pomoci
numerického algoritmu v Matlabu a hodnoty jsou mezi sebou porovnany. Déle je k vypoctu a
naslednému srovnani vysledkt vyuzit i komercni systém Ansys.



1 Tvorba konecno-prvkového modelu
1.1 Uvod do problematiky

V inzenyrské praxi se Casto setkavame s problémy, které jsou matematicky popsany
pomoci diferencialnich rovnic. Nalézt pfesné feSeni téchto rovnic v§ak muze byt v nékterych
piipadech velmi obtizné az nemozné. Proto muzeme vyuzit nékterou z numerickych metod,
které nam sice neposkytuji presné feSeni puvodni matematické formulace, ale alternativni
zpusob feSeni, ktery lze vyuzit pro vypocet realnych problémd, a to s malymi rozdily oproti
exaktnimu feSeni. V literatufe se Casto muzeme setkat s metodou konecnych diferenci
a n€kterymi varianimi metodami jako je napf. metoda Rayleigh-Ritzova a Galerkinova.
Metoda konecnych prvka (dale jen MKP), které se budeme v této praci vénovat, se fadi mezi
metody variacni. MySlenka metody spociva v rozdéleni spojitého intervalu daného problému
na diskrétni poCet parametrd, pies které pocitame aproximacni feSeni, a presnost celkového
feSeni se s jeho rostoucim poctem zvySuje [ 1]. Nase hledané parametry maji fyzikalni vyznam
posuvl, a proto metoda spada mezi variantu deformacni. Pro formulaci MKP se mnohdy
vyuziva Lagrangetv variacni princip, ktery nam fika, ze se realizuji z mnoziny funkci posuvu
prave ty, které udileji celkové potencialni energii I[1 minimalni hodnotu. Mimo to musi funkce
spliiovat okrajové podminky a zachovat téleso spojité [2]. Analogicky tento princip popisuje
citat Alexandra Zenigka: , ... predstavte si kulicku, kterou vloZzime do misky kulovitého tvaru, a
to nikoliv na dno. Kulicka v misce chvili kmitd, az se ustali na dné misky. Kazda z poloh kulicky
v misce je pripustnd, na dné md vSak kulicka potencialni energii minimdlni “ [3].

MKP je zalozena na diskretizaci spojité oblasti, kterd je reprezentovand souborem
malych jednoduchych podoblasti. Tyto podoblasti nazyvame prvky a soubor sit’ kone¢nych
prvka. Diskretizaci provadime, abychom byli schopni systematicky sestavit aproximacni
funkce pro kazdy z prvki. Pfi feseni problému mechaniky vychazime z diferencialni rovnice,
z které si odvodime jeji slabou formulaci [4] a tato formulace nam prave vystihuje popisovany
Lagrangetv variaCni princip. Jak si popiSeme pozdéji, tak tvar aproximacénich polynoma nam
bude znam a jediné, co budeme muset dopocitat, budou jejich koeficienty, které budou mit
vyznam posuvl v jednotlivych uzlech. V nékolika krocich si popiseme, jak vytvofit finalni
soustavu linearnich rovnic, kterou numericky vyfesime pomoci jednoho z implementovanych
fesicl v Malabu.

1.2 Odvozeni diferencialni rovnice pro tah a tlak
Pokud neni uvedeno jinak, bylo pri psani tohoto odvozeni vyuZito vyhradné literatury |5].

Pro axialné naméhané pruty, které spliiuji prutové predpoklady, si nejdiive musime
formulovat diferencialni rovnici, ze které budeme vychazet. Pro axialn€ namahané téleso, které
spliiuje prutové predpoklady, plati, ze se jeho pficné prafezy od sebe oddaluji, respektive
priblizuji a nésledné deformuji. Pro vysledné vnitini sily a momenty dale plati, ze jedinou
nenulovou slozkou je normalova sila N. Pokud si nakreslime elementarni prvek v nezatizeném
stavu a poté jej zatizime, zjistime, ze deformacni posuv du, pricnych prafeza ¥; a ¥
vzdalenych od sebe o nekonecné malou vzdalenost dx, je pro vSechny body ¥ stejny a pravé
uhly na prvku se neméni (viz Obr. 1). Délkové pretvoreni ve sméru stiednice muzeme definovat
ve tvaru (/.1) a zaroven vyuzijeme konstitutivniho vztahu (7.2) pro linearné elasticky material,
kde E je Youngtv modul pruznosti. Z podminky statické ekvivalence rovhomérné rozlozenych
elementarnich plosnych sil v pficném prufezu ¥ a silové vyslednice N ziskame vztah (1.3). Z
Obr. 2 mizeme sestavit rovnici (1.4), jedna se o diferencialni podminku rovnovahy pro prut
zatizeny spojitym liniovym zatizenim q.
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NezatiZeny stav Zatizeny stav
Wi

\ W2

dx

Obr. 1: Elementdrni prvek v nezatiZzeném a zatiZeném stavu, prevzato z literatury [5] a upraveno.

du
b= (11)
oy =E-¢, (1.2)
dN(x)
= — 1.4
q(x) e (1.4)
N Oklx+dx/2)dx
§ gx(x) -
N\ Nix) / Nix+dx)
\ : 5>
N X dx —
N

Obr. 2: Diferencidlni podminka rovnovahy

Z téchto rovnic postupnym dosazovanim vyjadifime diferencialni rovnici (1.5), ze které
budeme vychazet, kde ES zna¢ime jako tuhost pfi¢ného prifezu, u je nami hledana funkce na
intervalu x&(0; L). Rovnice (1.5) je nehomogenni linearni obycejnou diferencialni rovnici
2. tadu, kde x je nezavisla proménna a u je zavisla proménna. Neznama funkce u musi spliovat
rovnici (1.5) ve v8ech bodech intervalu (0; L) a v krajnich bodech x=0 a x=L musi spliiovat
okrajové podminky. Obecné délime okrajové podminky (dale jen OP) na Dirichletovy a
Neumannovy [6], pro lepsi predstavu je miizeme pro Obr. 3 formulovat ve tvaru (1.6) pro levy
(vetknuty) konec prutu jakozto Dirichletovu OP a Neumannouvu (silovou) OP ve tvaru (1.7)
pro pravy konec.

d (ESdu)— (1.5)
dx dx) 4 '

u(0) = uy (1.6)
11



(ES du) Q (1.7)
dx o0 '
Predtim nez odvodime slabou formulaci rovnice, je dobré si uvédomit, ze v rovnici (1.5)
tuhost pfi¢ného prufezu nemusi byt konstantni a obecné€ se mize Youngiv modul pruznosti a
plocha pfi¢ného prifezu po délce prutu ménit, v této praci budeme uvazovat E po délce prutu
konstantni.

x=L

1.3 Rozdéleni oblasti na konecny pocet prvku

Oblast feSeni jednodimenzionalniho problému rozd€lujeme na soubor pifimych prvki,
které nemusi mit obecné stejnou délku a pro rovinné a prostorové problémy se prvky nemusi
shodovat ani tvarové. Diskretizaci si vytvotfime kone€no-prvkovou sit’ s prvky, pro které plati,
Ze Jsou mezi sebou spojeny v uzlech. Uzly i prvky budeme cCislovat zleva doprava (viz Obr. 3),
pficemz globalni soufadnici e-tého uzlu oznacime x, a délku prvku h,. Je tfeba podotknout, ze
pti feSeni daného problému pomoci MKP poprvé, je vhodné provést vypocet vicekrat, pokazdé
s jemnéj§im sitovanim (vy$$im poctem prvkl), abychom se ujistili o spravnosti feseni.

X

—

globalni €islo uzlu
he hm

X
q(x) ) 0+ 1 -1 ,

Q
Q

. lokalni ¢islo uzlu
Cislo prvku

Obr. 3: Globdlni cislovani sité, prevzato z literatury [4] a upraveno

Skute¢né feSeni u(x) rovnice (1.5) aproximujeme nad kazdym prvkem zvlast’ pomoci
jednoduchych polynomickych funkei, které na sebe v uzlech spojit€ navazuji. Obecné plati, ze
¢im vys$i stupen aproximacni funkce, tim je feSeni pfesnéjsi, ale vyzaduje definovani vétsiho
poctu bodu (uzlt) pro kazdy z prvkad, napt. pokud budeme aproximovat pomoci kvadratické
funkce, bude nutné mit k dispozici 3 uzly najeden prvek, abychom mohli jeji prubéh
jednoznacné urcit (pro funkci kubickou 4 uzly atd.). Jelikoz budeme aproximovat pomoci
linedrnich funkci, budou nam stacit dva krajni uzly. Po kalkulaci pfiblizného feSeni pro vSechny
prvky bude mit celkové piiblizné feSeni U(x) podobu spojité po ¢astech linearni funkce na
intervalu, ktery je totozny s intervalem skutecného feSeni u(x). Z kapitoly 1.2 vime, ze u(x) je
feSenim na$i vychozi diferencialni rovnice (1.5), pro aproximované feSeni U(x) si musime
odvodit slabou formulaci diferencialni rovnice pro e-#y prvek sité€, ktery se lokalné€ znaci
0° = (x7,x5),kde x{ a x5 jsou soufadnice 1. a 2. uzlu e-tého prvku viz Obr. 4. Velikost prvku
h, se poté intuitivné rovna vyrazu (1.8) [4].

12



he

e

e ®

L.,
>

Obr. 4: e-1y prvek sité
h, = x5 — x5 (1.8)

1.4 Odvozeni slabé formulace diferencialni rovnice nad prvkem

Prvnim krokem v odvozeni slabé formulace rovnice (1.5), je presunuti v§ech vyrazi na
jednu stranu a vynasobeni rovnice vahovou funkci w (také nékdy nazyvanou testovaci funkci),
nasledné cely vyraz integrujeme po délce prvku (tedy od x; do x5), viz rovnice (1.9) [4].
Integraci per partes pak obdrzime tvar (/./0) obsahujici Neumanovy OP pro oba konce prvku.
Uzitim zakladnich vzorca (1.1),(1.2) a (1.3) si jednoduse ovérime, ze tyto OP maji fyzikalni
rozmér normalovych sil Ny a N5 pasobicich v uzlech viz (1.11).

X3
d du
_ _ 2 (pel®) 1.9
0 fw[ dx(Ede> q]dx (1.9)
xg
o—fxgEdedud " ad (e)(ESdu> + (e)(Esdu) 1.10
= : T x xqu x —wi(xs ax) e w(x] dx) e (1.10)
du
ES— =ESe, =dS=N (1.11)
dx

Pokud ze sité uvolnime jeden prvek, jeho normalové sily v uzlech x{ a x5 budou
sméfovat ven z prvku (viz Obr. 5). V MKP je vSak bézné&jsi definovat kladny smér sil podle
globalniho soufadnicového systému [4], a proto si zde zavedeme dvé nové sily Qf, Q5, které
nam smétuji v kladném smeéru osy x a maji tvar (1.12). Slabou formulaci z rovnice (1.10) si tak
muzeme piepsat do podoby (1.13).

oot dx/lye’ S dx/l e (1.12)
X dwdu X3
°7 fx; B a ™ Lf wq dx —w(x)Qf — w(x5)Q5 (1.13)

13



Obr. 5: Uvolnéni prutového prvku ze sité

Aproximacni feSeni U® prvku, které hledame, ma linearni prubéh a mizeme ho tedy
zapsat ve tvaru (I.14), kde konstanty ¢, a ¢, urime tak, Ze dosadime za U®(x¢) = uf a za
U¢(x°*1) = u§. Dostavame soustavu dvou rovnic, ze kterych si vyjadiime c; a c,, které zp&tné
dosadime do rovnice (1.14) a pfiblizné feSeni ma tedy tvar (1.15), kde u$ a u§ jsou uzlové
hodnoty posuvu a funkce, kterymi je nasobime, jsou tzv. bazové funkce [ 1], zna¢ime je obecné
7. Tyto funkce, které maji tvar(1.17), jsou definovany pouze na prvku £2°€, a proto
x € (x%;x°*1). Tvar (1.16) je oznaCovanjako linearni kombinace béazovych funkci
aneznamych koeficientd u;, které se oznaluji jako stupné volnosti prvku [1]. Pro uzel
linearniho prvku axialné zatizeného, plati, ze ma jeden stuper volnosti, dohromady méa prvek
tedy dva stupné volnosti.

U(x) = c1 + cax (1.14)

xetl —x x — x° (1.15)
2

US(x) = uSws () + uSws(x) = ) ufipf () (1.16)
i=1
. X3 —X X3 —X

X — x5 _x—x{2 (1.17)

P (x) =

e _ e
X5 — X3 he

Pro bazové funkce na Obr. 6 plati, ze nabyvaji v jednom z uzli hodnoty 1 a v druhém
0. Pokud tedy budeme mit funkci ¢y (xf), aindexy i a j se budou rovnat (i je i-td bazova funkce
e-1ého prvku, j je uzel prvku e), bude jeji hodnota 1, v pfipad€ nerovnosti indexti bude funkéni
hodnota 0. Tuto vlastnost mtizeme matematicky zapsat ve tvaru (1.18) [4] a zkraceny zapis se
nazyva Kroneckerovo delta, ktera se znaCi symbolem §;;. Pro bazové funkce y§ a 5 rovnéz

plati, ze soucet jejich funkcnich hodnot je roven 1. Toto miizeme matematicky zapsat ve tvaru
(1.19) [4].
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Obr. 6: Aproximace posuvu nad prvkem

0 proi+#j
l/)ie(xje):dij :{1 pro i =j

2
Zt/)f(x) =1 pro kazdé x € (x°; x°*1)
B

1.5 Prvkova soustava rovnic

(1.18)

(1.19)

Aproximacni feSeni U® nad e-fym prvkem ma tvar (1.16), mizeme jej tedy dosadit za
piesné feSeni u do slabé formulace (1.13). Dostaneme poté rovnici (1.20), ktera obsahuje Uy a
U5 jako neznamé, a proto ji v soucasném stavu nelze vyiesit. MKP voli za vahovou funkci w
postupné obé& bazové funkce Y] [4] (viz rovnice (1.17)), &imz dostavame soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych, ktera je jiz feSitelna. Pro nas pripad tato soustava bude ve tvaru (1.21), kde
bazové funkce musi mit 1. derivaci vzhledem k x, coz obecné linearni funkce spliiuji. Vyraz na
pravé stran€ v soustavé (/.21) si muzeme zjednodusit, uvédomime-li si, jak vypadaji bazové
funkce na elementu (viz Obr. 6), z Eehoz vyplyva, ze 5 (x5)Q5 = 0 v prvni rovnici a obdobné
i vdruhé 5 (x7)Qf = 0 a dale také vime, ze Y5 (x7) = 1 a p5(x5) = 1. Tyto Gpravy vychazi

z vlastnosti bazovych funkci, které mame popsané v rovnicich (1.18) a (1.19).
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(1.20)

(1.21)

(1.22)



(f S ax s (f s 4 Yus = [ ptqac o
([ [ o

Finalni soustavu mizeme zapsat obecné ve tvaru (1.22) a pro lepsi predstavu si ji mizeme
rozepsat do tvaru (1.23). Po zavedeni konstant K;; a F’, viz (1.24), si miizeme vyjadfit soustavu
do podoby (1.25) [4]. Maticovy zapis rovnice (1.25) bude mit poté tvar (1.26), kde matice [K°]
je prvkova matice tuhosti a {F¢} je prvkovy vektor obsahujici spojité zatizeni a stykové sily.
Neznamé posuvy v uzlech, které se snazime spocitat, jsou obsazeny ve vektoru {U°}.

(1.23)

X5 dyf dye %
K¢ = f L Y = f Yeqdx +Qf (1.24)
1 1
KfUP + KRUs = FY
KSUS + KS,U5 = Ff (12
[K*{U"} = {F*) (1.26)

1.6 Vypocet integralu v prvkové matici a vektoru

V piedchozi kapitole jsme si sepsali prvkovou soustavu rovnic, viz (1.23), miZeme si
vS§imnout, Ze toto vyjadieni obsahuje integraly, které je nutno vyfesit pfedtim, nez budeme se
soustavou dale pracovat. Tyto integraly se bézné v komercnich systémech, jako je
napt. ANSYS, pocitaji numericky. Pro nase pfiklady nam bude stacit zvolit pfedem né&jaky
obecny tvar funkci pro plochu ptiéného prafezu S, liniové zatizeni ¢ a Youngiv modul E.
Obecné tvary funkci dosadime do prvkovych rovnic, dale rovnice analyticky zintegrujeme a
vysledek vlozime do naSeho algoritmu, ¢imz se vyhneme numerickému integrovani. V naSem
piipadé budeme uvazovat Youngtv modul E konstantni, liniové zatizeni q(x) spolu s plochou
pfi¢ného prafezu S(x) po prvcich linearni. S timto prfedpokladem muzeme prubéhy funkci
jednoznacné urcit pomoci dvou uzlovych hodnot.

V prvkové matici tuhosti se nam objevuje soucin derivaci bazovych funkci (ve tvaru
(1.17)), je vhodné si nejdiive obé bazové funkce zderivovat (viz (1.27)) a mezi sebou jednotlivé
kombinace vynasobit, viz rovnice (1.28). Za predpokladu konstantniho Youngova modulu po
délce prvku nam zbyva dosadit funkci, ktera nam popiSe linearni zménu plochy pficného
prufezu. Na Obr. 7 vidime ptiklad takové funkce, jejiz prabéh nam popisuje rovnice (1.29), kde
S; je velikost plochy pfi¢ného prufezu v prvnim uzlu prvku, stejny vyznam ma i S, pro druhy
uzel.

dip, 1

dx — x,;—x,
Ay, ~ 1 (1.27)

dx x, —x
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dy, dy, _ di, dy, _ 1
dx dx — dx dx = (x; —x;)?
dpydipy _dypdy; 1 (1.28)

dx dx  dx dx  (x,—x)?

Sy =2"Ys I
X —xz_xl 1 X, — %, 2 (]29)
S
1S
S(x | g
S, |
| |
| |
| |
T_c, ..... LX X Lo o o X

Obr. 7: Linedrni priibéh plochy pricného priezu nad prvkem

Pokud si vyjadieni (1.29) spolu s derivacemi (/.28) dosadime do prvkové matice tuhosti
(1.24) dostaneme vztah (1.30). Integraci provedeme ru¢né na papife nebo muzeme vyuzit
n&jaky dostupny software, napt. Matlab, ¢imz dostaneme dva vztahy (1.31) li§ici se pouze ve

znaménku.

K= [ e[ i) (¢ )]« 1.30
B Xy —Xq Xy —Xq 2 (xz—x1)2 g (1.30)

K. - _ E(S;+S,)

we e 2(x; — x1)
(1.31)

Ko = Ko — E(S;+S,)

o 2(x2 — x1)

Integral ve vektoru {F°} vyfeSime analogicky tim, Ze si za ¢ dosadime obecny predpis
popisuyjici linearni prabéh nad prvkem. Budeme se zabyvat pouze prvni Casti vektoru {F€}
obsahujici integral, tato ¢ast se znaci jako {f ¢}, stykové sily Q; a Q, se k vyslednym hodnotam
pouze prictou. Predpis funkce q (1.32) je identicky s predpisem (1.29), ale misto hodnot S; a
S, dosazujeme hodnoty g4 a q,, coz jsou velikosti liniového zatizeni v uzlech. Pokud tedy
dosadime do integralu postupné ob& bazové funkce spolu s rovnici (1.32), dostaneme vyrazy
(1.33), ze kterych integraci dostaneme (/.34). Tyto vztahy uz Ize pouzit v naSem algoritmu pro
vypocet u kazdého z prvki sité.

a(x) = Xy — X +x—x1
xX) = —x1q1 xz_xlfb (1.32)
xz—x X — X
:f —x x—x q1+x - X q2>dx
1/ \X2 1 2 1 (1.33)
_f x—x1 xz—x +x—x1 )dx
= N Pa—— 1 xz_xlfb
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_ (291 + q2)(x2 — x1)

" g 1.34
(g1 +2q) (xp — x1) (1.34)
fo = -

1.7 Globalni soustava rovnic

Mg¢jme prut rozdéleny na m prvka, pro takovyto prut mame m+ I uzli a potfebujeme tedy
spocitat m+1 neznamych posuvil v uzlech. Z ptedchozi kapitoly umime sestavit dvé rovnice
pro kazdy z prvki, coz nam dava celkove 2m rovnic o 2m neznamych. Posuv uzlu, ktery spojuje
dva prvky, pocitame zvlast v prvku nalevo a napravo, proto musime zavést globalni znaceni
posuvu U;, kterym sjednotime vSechny duplicitni posuvy v prvkovych soustavach. Pro lepsi
pochopeni si muzeme uvést piiklad na Obr. 3, kde pro globalni uzel 2 mame v prvkové
soustavé, pro prvni prvek, posuv UZ a pro druhy prvek posuv U2. Tyto posuvy se shoduji, proto
jim pfifadime jednotné oznaCeni U,. Toto se pii programovani provadi pomoci matice
konektivity oznacované jako [B] [4], ktera ma m fadku zastupujicich pocet prvka a n sloupct
podle poctu uzli na jeden prvek. Globalni Cislo uzlu, daného prvku, pak nalezneme v fadku
odpovidajici ¢islu prvku a ve sloupci odpovidajici lokalnimu ¢islovani uzlu. Pro naSe tlohy
mame tedy matici (1.35) o rozmérech [B] = (m X 2) a ta kazdému j-tému uzlu prvku e piitadi
globalni Cislo Be;.

B11 B12
8] = | B B2 (1.35)
Bml Bm2

Abychom dostali stejny pocet rovnic jako mame neznamych, vyuzijeme rovnéz matice
konektivity, ktera nam pomuze sestavit globalni matici tuhosti. Tato matice uz bude mit stejny
pocet rovnic jako mame neznamych, tedy m+1.

32 J o

® @ ®

Q

Obr. 8: Priklad sité prvkii

Mame-li spoéitané hodnoty matice [K®] pro vSechny prvky sit€, mizeme zadit
sestavovat globalni matici tuhosti [K] s vyuzitim matice konektivity (1.35) [4]. Nejdiive si
pfipomeneme, jak pro nas$ pfipad vypada prvkova matice [Ki‘j-] viz (1.36) a jeji Cleny budeme
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pficitat do globalni matice tuhosti [K] na pozice s indexy (Bei, B, j). Nazorné si to mizeme
pfedvést pro sit na Obr. 8, pro kterou si sepiSeme vSechny prvkové matice tuhosti [K€] (viz
(1.37)) a také matici konektivity [B] (viz (1.38)). Clen K}, se potom piitte na pozici
(Bez1,i=1, Be=1,j=1) = (1,1) v matici [K], K, pfitteme na pozici (1,2), K}; na (2,1) a K3, na
pozici (2,2), po pficteni prvniho prvku obdrzime matici tvaru (1.39).

K¢ K¢
Kel = 11 12] 1.36
W= ks ks, (139
1 Kl KZ KZ K3 K3
=[] e =] 122],-[1<3]=[ i1 132] (1.37)
K21 K22 K21 K22 K21 K22
1 2
[B]=[2 3 (1.38)
3 4
Kh K%z 0 0
K] =|K1 Kz 0 0 (1.39)
0 0 0 0
0 0 0 0

Pfi pouziti stejného principu plnéni matice [K] pro vSechny prvky sité dostaneme
¢tvercovou matici o velikosti (m + 1 X m + 1) tvaru (1.40), kde m + 1 je pocet uzla sité.
Sestaveni globalni matice tuhosti pro nas pfipad jde celkem intuitivné i bez pouziti matice
konektivity, ale pokud bychom feS§ili rovinny nebo prostorovy problém, nebo pokud by
Cislovani prvka a uzla bylo nepravidelné, pouziti této matice je spiSe nutnosti.

K K3, 0 0
2
K31 K3 +Ki K1, 0
[K] = , 2 L3 3 (1.40)
0 K21 KZZ +K11 K12
0 0 K3 K3,

Dalsim dulezitym krokem je sestavit sloupcovy vektor spojitého zatizeni a stykovych
sil {F}, pri¢emz jde defacto o soucet sloupcového vektoru spojitého zatizeni {f} a sloupcového
vektoru vnéjsich osamélych sil {Q}. Struktura vektoru Q vypada nasledovné: Pasobi-li v uzlu
sit€¢ osaméla sila, bude v piislusném radku vektoru Q zapsana hodnota této sily (znaménko sily
ur¢ime podle globalni soufadnice x, viz Obr. 5). Je-li v nekterém uzlu predepsan posuv (i
v dusledku vazby), pak bude odpovidajici fadek vektoru Q neznamy. VSechny zbyvajici radky
pak budou nulové. Vektor {f} sestavujeme z prvkovych vektort {f°} (viz (1.41)) tak, Ze jejich
Cleny f;° pfiéteme do vektoru {f} na fadek B,;. Pro sit na Obr. 8 budou mit prvkové vektory
spojitého zatizeni tvar (1.42) a globalni vektor potom tvar (1.43).

ey =} (141)
r1={i} v =L v - {5 (142)
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fi
fi+ 1
7+ 1

7
Zbyva nam sestavit sloupcovy vektor uzlovych posuvtu {U}, coz se provadi obdobné
jako u vektoru {Q}, pokud tedy mame v uzlu pfedepsan posuv OP (1.6), tak tuto hodnotu
vlozime na tadek odpovidajici tomuto posuvu (obdobné jako u vektoru @, znaménko se urci
podle globalni soufadnice x). Zbylé fadky vektoru {U} obsahuji neznamé posuvy U;, které se

snazime vypocitat. Dostavame soustavu n rovnic o n nezndmych v maticové podobé (1.44).

i} = (1.43)

[KI{U} = {F} = {f} +{Q} (1.44)

1.8 VyfreSeni soustavy rovnic

Pokud mame zformulovanu soustavu rovnic (1.44) je dobré si uvédomit, ze v kazdém
fadku musime znat hodnotu z vektoru {Q} nebo posuv z {U}. Prakticky to znamena, ze zname
v uzlovych bodech bud’ silu, nebo zde mame predepsan posuv, nikdy oboji souc¢asné. Méme
prut vetknuty na levé strané (viz Obr. 8), bude v prvnim rfadku znam nulovy posuv, ale nebude
znama reak¢ni sila, pokud toto nastane, uz nemuzeme prohlasit, ze vektor {U} obsahuje pouze
neznamé a je potieba jej modifikovat spole¢né s matici [K] a vektorem {F}, tak abychom ziskali
standartni maticovy zapis, kde mame matici soustavy spolu s vektorem neznamych na levé
stran¢ a znamym vektorem na pravé stran€.

Nejdiive si soustavu (1.45) prepiSeme do tvaru (1.46), kde je na prvni pohled vidét
nasobeni ¢lend matice [K] s neznamymi koeficienty U;, pokud tedy bude né&jaky z koeficientt
roven 0, tedy posuv daného uzlu bude roven 0, bude i jeho soucin roven 0 a miizeme jej spolu
s danym sloupcem matice [K] odstranit. V. OP muZzeme mit piedepsan posuv i jiné hodnoty
nez 0, a pokud je toto nas pfipad mizeme cely soucin presunout na pravou stranu a odecist jej
od vektoru {F}, dale odstranime prvni fadek v matici [K] a také ve vektorech {U} a {F}. Témito
upravami dostaneme modifikované vektory {U}", {F}* a matici [K]*, kde {U}" bude obsahovat
pouze neznamé parametry. Soustavu (1.47) uz muzeme vyfeSit pomoci vestavénych fesicu
linearnich soustav.

K11 K 0 0 1., Fy
1 1 2 K2 0
K1 Kz + K1y 12 Uz _ ) F> (1.45)
0 K3, Kh+Ki Ki ge» 53
0 0 Ko Kpl™#
K K 9 0y (F
U1 51 + U2 221 + U3 K222 + K131 + U4 K132 = F3 (1.46)
0 0 K3 K3, Fy
[KT"{U} = {F}" (1.47)
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2 Prakticka ¢ast

Pro feSeni né€kolika vzorovych piikladi bude vyuzita teorie MKP z kapitoly 1.
Implementace MKP a v§echny numerické vypocty byly provedeny v softwaru Matlab a jsou
obsazeny v pfiloze této prace. Jelikoz jsou vSechny nize uvedené priklady feSitelné taky
analyticky, bude u kazdého piikladu uvedeno rovnéz analytické feSeni a obé& feSeni budou
srovnana. V pfiloze rovnéz naleznete vypocet vSech piiklada v softwaru Ansys Workbench.

2.1 1.Priklad

Z //)!////
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
‘L\L
I\
_§_m

Obr. 9: Zadani 1. prikladu

Na Obr. 9 mame vetknuty prut, ¢tvercového prufezu, ktery je na konci zatizeny silou E)

a uprostied silou E) Plocha pficného prifezu a Youngiv modul budou po délce prutu
konstantni. Zadané hodnoty jsou nasleduyjici:

e a=20mm
e [ =1000mm
e F,=10kN
e F,=20kN
e E=210GPa

2.1.1 Analytické FeSeni

Analytické feSeni bude vychazet z diferencialni rovnice (2.7), kterou sestavime z rovnic
(1.1),(1.2) a(1.3). Diferencialni rovnici (2.1) fesSime pomoci metody separace proménnych a
naslednou integraci levé i pravé stany viz (2.2), kde konstantni tuhost pfi¢ného prufezu
vytkneme na pravé stran€ pied integral. Normalova sila N bude rozdilné pro levou a pravou

pulku prutu, a proto rovnici (2.2) vyfe$ime nejprve na intervalu (0; %) a poté na intervalu (% ;L.
Provedeme tedy na prutu dva fezy (tak jak je naznaceno na Obr. 10) a vyjadiime si normalové
sily N; a N, ve tvaru (2.3). Rovnici (2.2) mizeme po dosazeni normalovych sil integrovat, ¢imz
dostaneme dvé rovnice (2.4) popisujici posuv u(x) po délce prutu.

du N

=75 (2.1)

S
fd —1de (2.2)
U= g x .
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N,=F, +F,; N, =F, (2.3)
u, = ¥(F1x +Fx)+C, xE€ (l(l),z) o4
uZZEF1x+C2 xE(E;L)
L
L/2
\ K
§ <—F——— —S —
§ 'M' !_T; F?‘
\“—>,
L
N
§ 11
N
§ < e S —— ﬁ
N N, F
N
\ ; W
X

Obr. 10: Rezy prutu pro 1. priklad

Konstantu C; dopocitame dosazenim OP (2.5) do rovnice (2.4) a obdobné dosazenim
druhé OP (2.6) do rovnice (2.4) dopocitame konstantu C,. Posuv v prvni poloviné je poté
popsan rovnici (2.7), posuv druhé poloviny je popsan rovnici (2.8). Vykresleni posuva pro oba
intervaly mizeme vidét na Obr. 11.

u,(0)=0 (2.5)
w)-ul
0:E—15(F1-0+F2-0)+C1 =>C, =0
1 (2.7)
u, = E(le + F,x)
F1% FZ%) :EF15+C2 =>C, :%FZ%
1 L (2.8)
Uy = E(le + F, 5)
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Obr. 11: Analyticky vypocet posuvit u(x) pro 1. priklad

Pro vypocet prubéhu napéti vyuzijeme vztahu (2.9), kam dosadime vyjadiené sily z
rovnice (2.3). Dostaneme vztah (2.10) pro levou cast prutu a (2.11) pro pravou Ccast.
Muzeme si v§imnout, ze na rozdil od posuvu jsou prubehy napéti konstantni pro obé poloviny
(viz Obr. 12).

N
oy = — (2.9)
S
1
On1 = S (Fy + F3) (2.10)
1
onz = cFy (2.11)
80 T T T T T I 5
— Analytické feseni|
70+ :
60
50 - =
4
sS40 -
[}
30 -
20 i
10| -
0 | 1 1 | | | L |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
X (mm)

Obr. 12: Analytické reseni pritbéhu napéti pro 1.priklad
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2.1.2 Numerické reSeni

Pro vypocet pomoci MKP byly zvoleny dva prvky se stejnou délkou
h = 500 mm. Sila E) byla umisténa do druhého uzlu, tedy na druhy fadek vektoru {Q}, na tieti
fadek pak byla zapsana sila E) (je tedy umisténa ve tfetim uzlu). Obé sily jsou do vektoru
zapsany se znaménkem plus, protoze sméfuji ve smeru globalni soufadnice x. Pokud vyuzijeme
teorie z kapitoly 1.8, mazeme prvné zredukovat matici [K] (na velikost (2 X 2)) spolu
s vektorem {Q} (na velikost (2 X 1)), protoze posuv U; = 0 (zde je prut vetknuty). Zbyva nam
tedy dopocitat pouze posuvy U, a Us. Pro lepsi piedstavu si mizeme sepsat, jaké hodnoty se
budou nachazet v matici [K]" a vektoru {Q} (viz (2.12)).

336000 —168000 {U2} _ {20000}

—168000 168000 1(U3J ~ 110000 (2.12)

Algoritmus ve findlnim kroku fe§i pouze soustavu rovnic (2.1/2), odkud si lze
lehce ovérit, ze U, = 0,1786 mm a Uz = 0,2381 mm. Cely prabéh je poté vykreslen na
Obr. 13.

0.2

5 T
[—MKP|

02 =

0.15 g

u (mm)

0.1 =

0.05 g

0 \ \ | \ | \ | !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

X (mm)
Obr. 13: Vykresleni posuvu pomoci algoritmu MKP pro 1. priklad

Pro vykresleni napéti potom vyuzijeme rovnici (2.13), kterou jsme ziskali upravou
rovnice (2.1), kde u; a u, jsou uzlové hodnoty posuvi a x; a x, je poloha uzla. S vyuzitim

tohoto vztahu a dosazenim za u, = U, au, = 0, nam napéti pro prvni prvek vychazi 75 MPal.
Pro druhy prvek sité dosadime u, = Uz au,; = U,, obdobné€ x, = 1000 a x; = 500. Napéti na
druhém prvku vychazi 25 MPa. Vykresleny pribéh napéti pomoci algoritmu mizeme videt
na Obr. 14.

_ g _ gl 2.13
W= T X, — Xq (2.13)

! pokud budeme dosazovat hodnotu u, = 0,1786 mm, tak napéti nebude vychazet pfesné 75 MPa, je potfeba
dosadit pfesnéjsi hodnotu se kterou Matlab pocita
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Obr. 14: Vykresleni napéti pomoci algoritmu MKP pro 1. priklad

2.1.3 Porovnani analytického a numerického reSeni

JelikoZ je nas prvek linearni, dokaze popsat prubéh posuvi v tomto piipade prakticky
idealne, viz Obr. 15. ZvySenim poctu prvki pii feSeni ulohy pomoci MKP bychom neziskali
presngj$i fesent, ale zvySili bychom pouze vypocetni narocnost a tim prodlouzili as vypoctu.

0.25 T T T T T T T T
—MKP

* Analytické reseni

021

015

u (mm)

0.1

0.05

0+ | I | \ I L I | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

X (mm)
Obr. 15: Porovnani analytického a numerického reseni deformace pro 1. priklad

Jak mazeme vidét na Obr. 16, pribehy napéti vychazi jak numericky, tak i analyticky
totozné a konstantni. Pouziti napt. kvadratického prvku na tuto ulohu opét nezpresni vysledky,
ale pouze zvysi naroky na vypocet.
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Obr. 16:Porovndni analytického a numerického reseni napéti pro 1. priklad

2.1.4 Reseni ulohy v softwaru Ansys

Pro feSeni v softwaru Ansys byla vymodelovana stfednice o délce 1 metr, které byl
pfifazen Ctvercovy prufez o strané a = 20 mm. Pro co nejpfesnéjsi porovnani byl zvolen prvek,
ktery pouziva linearni bazové funkce. Model byl sestaven ze dvou prvka, na které jsme
aplikovali okrajové podminky. Vysledné prodlouzeni prutu pak mlzeme vidét na
Obr. 17, na Obr. 18 je poté zobrazeno napéti. Reseni, které jsme dostali z komeréniho softwaru,
se shoduje s na§im numerickym i analytickym feSenim a pro detailn€jsi srovnani byly hodnoty
posuvu a napéti zaneseny do Tab. 1 a Tab. 2.

A: Static Structural

Posu x

Type: Directional Deformation(X Axis)

Unit: mrn

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 2, e +002 (futo Scaled
01.05.2022 19:54

0,2381 Max
022222
0,20635
019048
01746
0,15873
014286
012698
011111
0,005238
0,079365
0,063402
0,047613
0,031746
0,015873
0 Min

0,00 200,00 400,00 {rrn)
I .

100,00 300,00

Obr. 17: Deformace spocitana sofiwarem Ansys pro 1. priklad
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A: Static Structural
Direct Stress

Type: Direct Stress (Unaveraged)

Unit: MPa

Time:1s

Defarmation Scale Factor: 2,12 +002 (Bute Scale)
01.05.2002 12:54

75 Max
60,444
63,880
58,333
52,778
47,222
2,667
36,111
30,556
25 Min

Tab. 1: Srovnani hodnot posuvii pro 1. priklad

Obr. 18: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 1. priklad

100,00

200,00

300,00

400,00 {mrn)

Cislo uzlu

2

1. . .
Ansys 0 0,17857 0,2381
Algoritmus 0 0,17857 0,2381
Posuv [mm] Analviicke
nalyticky 0 0.17857 02381
vypocet

Tab. 2: Srovndni hodnot napéti pro 1. priklad

Cislo prvku

Lokalni ¢islo uzlu

Ansys 75 75 25 25
o, Algoritmus 75 75 25 25
Napéti [MPa] Anil ticky
naty 75 75 25 25
vypocet
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2.2 2. Priklad

N L/4 .
N 7 \ i
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N >

Obr. 19: Zaddni 2. prikladu

Pro 2. priklad (viz Obr. 19) budeme mit jako v pfikladu 1 prut vetknuty na pravé strané

a zatizeny dvéma silami. Sila E) pusobi, stejné jako v 1. prikladu, na konci prutu a sila 1?2
pusobi ve ¢tvrting prutu. Dale nam na prut pusobi konstantni liniové zatizeni g po celé délce
prutu. Tuhost piicného prifezu je po délce prutu konstantni a zadané parametry jsou:

e a=20mm

e [ =1000mm

e F,=5kN

e F,=10kN

e E=210GPa

e g=120N/mm

2.2.1 Analytické FeSeni

Pro analyticky vypocet pribéhu posuvu a napéti bude potieba rozdélit prut na dveé Casti
a spocitat diferencialni rovnici (2. 7). Normalovou silu si vyjadiime pro obé ¢asti prutu, pficemz
fezy provedeme tak, jak je naznaceno na Obr. 20. Sily N; a N, si vyjadiime ve tvaru (2.14),
ktery dosadime do rovnice (2.1). Vypocet provedeme za vyuziti separace proménnych a
nasledné integrace, jak je uvedeno v rovnicich (2.15) a (2.16).

N L/4
§ "1 q
N =
\\\ < — - S _ﬁ_}
N .
\4}:‘, )
L

N
N ‘n
\ =4 =
N —————————1 ——
N N, F
N

X

Obr. 20: Rozdéleni prutu pro 2. priklad na dva intervaly
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Ny = Fi+F+qL—x); x€(07)
L (2.14)
Ny = F, +q(L — x); xE(Z;L>

(2.15)
fduz —Esf[F1 + q(L — x)]dx
1 1
u; = ES<F1x+F2x+qu—§qx )+C1 2.16)

1 1
Uy = ES<F1x+qu—2qx )+C2

Konstanty C; a C, urime zOP, konkrétné¢ C; zpodminky (2.17) a C, z
podminky (2.18). Dosazeni OP do rovnic (2.16) a vypocet konstant mizeme vid€t v rovnicich
(2.19). Vysledné posuvy v obou intervalech prutu nam vyjadiuji vztahy (2.20). Pro vypocet
napéti pouzijeme vztah (2.9), kam dosadime normalové sily z (2.14). Napéti po délce prutu jsou
popsana v rovnicich (2.21).

1, (0) = 0 (2.17)
L L
A ) 2.18
”1<4) ”2<4> (2.18)
0:0+C1:>C1:0
TR AT £ PO T PR3 s PRIy P S
afltghltgliq-gmliq=Rl+ g - 7q+ G (2.19)
. _BEL
2T 4ES
1<F x4 gLy — o )
u; = —|Fix + Fx + qLx — =qx
ES 2
1<F y oL ) Rl (2.20)
W2 T ps\IF T AR 54 [T aEs
1
0N1:§(F1+F2+QL_qx)
(2.21)

1
Ong = E(Fl + qL — qx)

Pokud si vykreslime posuv u; a u, (viz Obr. 21), tak vidime, ze maji kvadraticky
prubéh, coz odpovida rovnicim (2.20). Prabéh napéti je linearni, coz odpovida jak rovnicim
(2.21), tak i grafu na Obr. 22.
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Obr. 21: Vykresleni posuvu z analytického vypoctu pro 2. priklad
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Obr. 22: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 2. priklad

2.2.2 Numerické reSeni

Pokud bychom v numerickém feSeni vyuzili pouze dvou prvki s uzly na koncich a
v jedné Ctvrting prutu, ziskame feSeni, které nam popise deformaci, jak je uvedeno na Obr. 23.
V této uloze je vzhledem ke kvadratickému prub€hu vhodnéjsi pouzit vice nez dva prvky. Sit
muzeme sestavit napf. z 8 prvki o stejné délce 125 mm, piicemz sily umistime do tfetiho a
devatého uzlu (tedy do vektoru {Q} na 3. a 9. fadek). Podle metody popsané v kap. 1.7,
algoritmus vyplni vektor {f} hodnotami vypoctenymi z prvkovych vektora {f ¢} (popsano v
kap. 1.6). Podoba redukovanych vektorti na pravé strané je popsana v rovnici (2.22). Matice
[K] rovnéz obsahuje vypoctené integraly a ma velikost (9 X 9). Dale algoritmus matici
zredukuje na [K]* o velikosti (8 X 8) (viz (2.23)), kde je pro piehlednost vytknuta konstanta
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pred matici, jelikoz integraly v prvkovych rovnicich vychazi stejné, z divodu konstantniho E i
S po délce prutu.

0.9 T

—MKP

08 | -
0.7
0.6
’E‘OAS I

E
304}

03
0.2}

0.1

1 1 1 1 | 1 | | |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
X (mm)

Obr. 23: Vykresleni posuvu pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP p¥i pouZiti dvou prvkii

15000 0 15000
15000 10000 25000
15000 0 15000
* * . 15000 0 15000
{F}y ={f}y +{Q} —<15000>+< 0 >—<15000> (2.22)
15000 0 15000
15000 0 15000
7500 5000 12500
2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
o -1 2 -1 O 0 0 0
. _ 105 O O -1 2 -1 O 0 0
[K]"=6,72-10 0 0 0 -1 2 -1 0 0 (2.23)
0 0 0 O -1 2 -1 O
0 0 0 0 o -1 2 -1
L0 0 0 0 0 0o -1 1

Pokud zname hodnoty matice tuhosti a zatizeni, miizeme soustavu s osmi neznamymi
posuvy vypocitat. ProdlouZeni tyCe je zobrazeno na Obr. 24, kde mizeme vidét, ze prubéh je
po Castech linearni. Pro vypocet napéti opét pouZzijeme vztah (2.13) a nechame prubéh vykreslit
(viz Obr. 25).
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Obr. 24: Vykresleni posuvu pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti osmi prvkii
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Obr. 25: Vykresleni napéti pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti osmi prvkii

2.2.3 Porovnani analytického a numerického reSeni

Algoritmus s vyuzitim linearniho prvku u tloh s liniovym zatizenim q nemuze idealné
popsat posuv, a to ani tehdy pouzijeme-li velké mnozstvi prvki. Tato nevyhoda jde dobie
pozorovat na Obr. 26, kde byly pro prubéh posuvu pouzity dva prvky. Na Obr. 27 mazeme
vidét srovnani analytického a numerického vypoctu posuvu, pii pouziti osmi prvkd. Srovnani
napéti pomoci obou vypocti je na Obr. 28. Vypocet pomoci algoritmu nam dokaze popsat
pouze konstantni prabéh napéti po délce prvku, coz se neshoduje s realnym pribéhem napéti.
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Obr. 26: Porovnani analytického a numerického reSeni deformace pro 2. priklad pri pouZiti dvou prvkii
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Obr. 27: Porovnani analytického a numerického reseni deformace pro 2. priklad pri pouZiti osmi prvkii
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Obr. 28: Porovnani analytického a numerického reSeni napéti pro 2. priklad pri pouZiti osmi prvkii

2.2.4 Reseni ulohy v softwaru Ansys

K vymodelovani této ulohy byl pouzit stejny postup, jako u 1. prikladu.
Konec¢no-prvkova sit’ byla vytvorena z 8 prvku, kterym byly navoleny linearni bazové funkce.
OP byly zadany do pfislusnych bodu (uzl), a cely prut byl zatizen konstantni liniovou silou q.
Deformaci prutu mame vykreslenou na Obr. 29, napéti je zobrazeno na Obr. 30. Vysledky, které
nam software vyhodnotil, se shoduji s na§im numerickym feSenim. Pro detailngjsi srovnani
byly uzlové hodnoty zaneseny do tabulek. Uzlové hodnoty posuva v Tab. 3 mizeme prohlasit
za presné, toto ovSem nelze tvrdit o hodnotach nachazejicich se mimo uzlové body. Napéti
vypoctené pomoci softwaru a algoritmu vychazi identicky (viz Tab. 4), tyto hodnoty ovSem
odpovidaji praimérnym realnym hodnotam napéti, které se na prvku nachazi.

B: Static Structural

Directional Deforrnation

Type: Directional Defarmation (3 Axis)
Unit: rm

Global Coordinate Systern

Time: 15

Defarmation Scale Factor: 62 (futo Scale)
01.05.2002 22:12

0,80357 Max
071420

0,625

053571
044643
035714
026786
017857
0,089286

0 Min

0,00 200,00 400,00 {rmm}
I 420 00

10000 300,00

Obr. 29: Posuy pro 2. priklad spocitany softwarem Ansys

34



B: Static Structural

Direct Stress

Type: Direct Stress (Unaveraged)

Unit: MPa

Time: 15

Deformation Scale Factor: 62 (futo Scale)

01.05.2022 22:13

318,75 Max
286,81
754,86
22,0
190,97
159,09
127,08
95,130
63,10
31,25 Min

Tab. 3: Srovnani hodnot posuvii pro 2. priklad

200,00

100,00

Obr. 30: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 2. priklad

400,00 {rrrry)

300,00

Cislo uzlu 1. 2. 3. 4,
Ansys 0 0,1897 0,3571 0,4874
Posuv Algoritmus 0 0,1897 0,3571 0,4874
— é;;‘z:fky 0 0,1897 03571 0,4874
5. 6. 7. 8. 9.
0,5952 0,6808 0,7441 0,785 0,8036
0,5952 0,6808 0,7440 0,785 0,8036
0,5952 0,6808 0,7440 0,785 0,8036
Tab. 4: Srovndni hodnot napéti pro 2. priklad
Cislo prvku 1. 2.
Lokalni ¢islo uzlu 1. 2. 1. 2. 1. 2.
Ansys 318,75 | 318,75 | 281,25 | 281,25 | 218,75 | 218,75
Napeti Algoritmus 318,75 | 318,75 | 281,25 | 281,25 | 218,75 | 218,75
L, é;l;z:fky 337,5 300 262,5 200
4. 5. 6. 7.

1. 2. 1. 2. 1. 2. 1. 2. 1. 2.
181,25 | 181,25 | 143,75 | 143,75 | 106,25 | 106,25 | 68,75 | 68,75 | 31,25 | 31,25
181,25 | 181,25 | 143,75 | 143,75 | 106,25 | 106,25 | 68,75 | 68,75 | 31,25 | 31,25

200 162,5 125 87,5 50 12,5
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2.3 3. Priklad
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Obr. 31: Zaddni 3. prikladu

Na Obr. 31 je prut s dvéma rozdilnymi kruhovymi prafezy, vetknut na obou stranach a
nasledné zatizen konstantni liniovou silou g. Protoze se jedna o soustavu sil na jedné nositelce,
mame pouzitelnou pouze jednu podminku statické rovnovahy, coz nam nesta¢i na urCeni
velikosti vazbovych sil ve vetknutich. Uloha je tedy 1x staticky neurita. Pokud si nahradime
vetknuti na pravé strané silou E) (provedeme casteCné uvolnéni), kterou budeme orientovat
proti sméru posuvu (viz Obr. 32), dostaneme ulohu, kterou je mozno vytesit. Jediny rozdil
oproti pfedchozim uloham je ten, Ze na konci prutu zname posuv, ale nezname velikost sily,
ktera jej zpusobila. Zadané parametry pro tuto tlohu jsou:

e L=500mm

e odi=34mm

o Jd,=22mm

e g=400N-mm™1!
e E=210GPa

2.3.1 Analytické FeSeni

L/2

<]
%

B I _%

Fv

LS
|
ad
|
|

Obr. 32: Cdstecné uvolnéni vetknuti na pravé strané
Pro feSeni si zde definujeme dva intervaly, které nam popiSou deformaci pro kazdou
polovinu zvlast. Nejdiive provedeme na prutu dva fezy (viz Obr. 33), jeden pro polovinu
s prafezem S, druhy pro prifez S,. Nasledné si vyjadiime normalové sily ﬁl) a ﬁz), které maji
tvar (2.24).

Nl_ q(g_x) Fv: xe<0;§)
L (2.24)
N, = —E,; xE(E;L>
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N 1Iq
N L
§ % ——————————————— 2 -%
\ N1 / Fv
N U
N y L
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N I I < ] A
\ 2 v
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Obr. 33: Provedeni rezii na prutu u 3. prikladu

Nyni mtizeme normalové sily vlozit do rovnice (2.1) a provést vypocet pomoci separace
proménnych. Ziskané vztahy (2.25) s konstantami C; a C, doplnime o OP z (2.27), z kterych je
na prvni pohled vidét, ze konstanta C; = 0. Konstantu C, vyjadifime z druhé OP a po upraveni
se tato konstanta rovna vyrazu (2.28). Rovnice (2.29) nam popisuji deformaci po délce prutu,
ale pro jejich vykresleni potfebujeme spocitat velikost sily F,.

[ = [ folb-x) - s

(2.25)
d d
[ au, = Eszf( Fy)dx
! (1 L F, )+c
U = q x——qx - 1
ES, \2 12 2.26)
u2=—E—SzFx+C2
o))
N2/~ 22
! (1 22—t 1FL) bL ¢
Es, \41" 81" 73 T 2Es, T 2 )28
L +F,,L<51—52) (2.28)
27 B8ES, 2E\ S,S,
1 (1 I 1 E, )
U = qlx — =qx? — E,x
ES, \2 2 2.29)

Fx ql? Bl (51 —52>
ES, ' 8ES, ' 2E\ 5,5,
37
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Velikost sily F, vypocitame z deformacni podminky (2.30), jinak feceno, posuv u, na
pravém konci prutu bude roven 0, protoze je zde prut pevné spojen se zakladnim télesem. Pokud
dosadime deformacni podminku (2.30) do rovnice (2.29) popisujici prodlouzeni pravé Casti
prutu a nasledné vyjadiime neznamou silu, dostaneme po algebraickych upravach rovnici
(2.31). Z ni uz muzeme dopocitat, ze velikost sily F, = 14756,1 N. Nyni uz mizeme vykreslit
prubéh deformace po délce stiednice (viz Obr. 34). Maximalni posuv u = 0,0476 mm se
nachazi priblizn€ ve vzdalenosti 213 mm od levého konce. Pro vypocet napéti vyuzijeme
vztahu (2.9), do kterého dosadime normélové sily (2.24). Tim se dostaneme k vyjadienim
(2.32), jejichZ prubeh je zobrazen na Obr. 35. V pravé polovin€ prutu nam vychazi konstantni
napéti o velikosti —38,81 M Pa, pro druhou polovinu je pribéeh linearni s maximalni hodnotou
93,89 MPa ve vetknuti. V tomto ptipadé bychom mohli zapocitat i koncentrator napéti v misté
prechodu zvétsiho priméru na niz§i. Pokud je nominalni napéti v misté vrubu
Onom = —38,81 MPa a hodnota koncentratoru napéti ziskana z nomogramu v literature [5] je
a = 1,5. Extrémni hodnota v kofeni vrubu je poté rovna 0,y = —58,2 MPa. Tento postup
bychom aplikovali i na hodnoty ziskané numericky, pfi¢emz koncentrator napéti by mél stejnou
hodnotu, tim padem jej nebudeme ve srovnani uvazovat. Je dobré si ale uvédomit, ze realné
hodnoty v tomto misté budou ovlivnény vrubem, tedy bude zde dochazet ke koncentraci napéti.

u,(L) =0 (2.30)
qLS;
E,=—r———— 2.31
YT, 4 5) (230
1 (1 I F )
On1 = SqL —qx — Iy
S, \2
E (2.32)
On2 = S,
0.05 T T T T T T T
—Analytické reseni
0.045
0.04 - -
0.035— —1
0.03
E
£0.025
0.02
0.015 1
0.01
0.005 - 1
00 5JO 160 150 2(;0 2;0 3(;0 3230 400 4;0 500

x (mm)

Obr. 34: Vykresleni posuvii z analytického vypoctu pro 3. priklad
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Obr. 35: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 3. priklad

2.3.2 Numerické reSeni

Pted samotnym numerickym vypoctem je dobré si rozmyslet jaké déleni sité zvolime.
Pro zatizeni na Obr. 31 bude platit, ze sit’ musi mit uzly minimaln€ ve vetknutich a uprostred
prutu. Z predchoziho ptfikladu vime, ze v mistech plisobeni liniové sily je vhodnéjsi pouzit
jemng¢jsi déleni, naopak pokud je prut zatizen pouze osamélou silou, dokazeme pribéh vyjadrit
jednim prvkem. V nasem piipadé sestavime pravou polovinu prutu pouze z jednoho prvku a sit
na levé poloviné pak muaze obsahovat napf. pét prvka. Celkové sit’ obsahuje Sest prvki a sedm
uzli. Je dobré si uvédomit, ze pocitani staticky neurcitych uloh metodou konecnych prvki,
nevyzaduje zadné specialni kroky, které by bylo nutné provést, abychom byli schopni ulohu
vytesit. To znamena, ze si zde nezavadime silu, ktera by nam branila v prodlouzeni prutu, ale
pouze piedepiSeme hodnotu danou deformaéni podminkou. Z toho vyplyva, ze vektor {U} bude
obsahovat nulu na prvnim a poslednim fadku, a proto dojde v matici {K} k odstranéni prvniho
a posledniho fadku i sloupce. U vektoru {F} dojde také k odstranéni prvniho a posledniho
fadku. Algoritmus vyiesi soustavu (2.33)?, odkud potom vykresli graf Obr. 36. Napéti bude
nasledné vypocteno pomoci rovnice (2.13) a jeho prubéh mizeme vidét na Obr. 37.

762,7 —381 0 0 0 U, 2
—381 762,7 -—-381 0 0 Us 2

10*-] 0 —381 762,7 -—-381 0 U, } =10%-42 (2.33)
0 0 —381 762,7 —381||Us 2
0 0 0 —381 413,31 \Uq 1

2 hodnoty v matici {K} byly pro pfehlednost zaokrouhleny
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Obr. 36: Vykresleni posuvu pro 3. priklad za pomoci algoritmu MKP
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Obr. 37: Vykresleni napéti pro 3. priklad za pomoci algoritmu MKP
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2.3.3 Porovnani analytického a numerického reSeni

Na Obr. 38 muzeme vidét, ze abychom dosahli n€jaké rozumné piesnosti, tak bylo
v levé polovin€ prutu nutné pouzit vice prvka. Zvolenych pét prvki neni nijak jemna sit, a
pokud bychom hledali napfiklad maximalni posuv, tak vidime, ze nam z numerického vypoctu
vychazi ve 200 mm, coz uplné neodpovida nasemu analytickému feSeni. Z tohoto divodu
bychom mohli sit’ v téchto mistech jesté zjemnit. Posuv v pravé Casti prutu je popsan idealné i
jednim prvkem, takze zjemnovani sit€ v tomto misté nedava smysl. Srovnani analytickych a
numerickych hodnot napéti je zobrazeno na Obr. 39, kde mizeme vidét, Ze se v pravé Casti
hodnoty shoduji a v levé Casti je opét prostor pro zjemnéni sité. Nicméné nesmime zapominat
na to, ze napéti z numerického feseni budou vzdy po prvcich konstantni.

0.05 : , : . . [
J—MKP .....

- - -Analyticke reSeni .2

0.045
0.04
0.035 - i
0.03 - 7 e

—

E
£0.025 p
-
0.02 ]
0.015[ .

0.01 /

0.005 - &

0 L L | L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

X (mm)

Obr. 38: Porovnani analytického a numerického reseni deformace pro 3. priklad
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Obr. 39: Porovnani analytického a numerického reseni napéti pro 3. priklad
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2.3.4 ReSeni ulohy v softwaru Ansys

Pro tuto ulohu se opét postupovalo obdobné jako u piedchozich prikladi, pouze bylo
nutné prifadit ob€éma polovinam jiny prufez. Sit’ byla vytvorena v levé poloviné z péti a v pravé
poloviné z jednoho prvku, tedy dohromady z Sesti prvkt. Opét bylo vyuzito liniovych bazovych
funkci. Prubéhy napéti a deformace muzeme vidét na Obr. 40 a Obr. 41.

it
Global Coordinate System

Timei 1

Deformation Scale Factar: 53¢ +002 (Auto Scale)
17.05.2022 17:22

0,047496 Max
0,042219
0,036342
0031664
0,026387
LA
0,015832
0,010555
0,0052774

0 Min

0,00 50,00 100,00 (mm}
I . )

25,00 75,00

Obr. 40: Posuv pro 3. priklad spocitany sofiwarem Ansys

Type: Direct Stress (Unaveraged)
it: MPa
Time: 15
Deformatian Scale Factor, 5,3¢+002 (ute Scale)
17.05.2012 17:21
§2.04 Max
63408
55,876
42,384
26,812
15,28
17475
11,784
25,317
-38.840 Min

L x
0,00 50,00 100,00 (rrri)
I .

5,00 75,00

Obr. 41: Napeéti spocitané v softwaru Ansys pro 3. priklad

Pro prehlednéj$i porovnani byly uzlové hodnoty zaneseny do Matlabu, kde byly vykresleny
spolu s ostatnimi hodnotami (viz Obr. 42 a Obr. 43). Hodnoty posuvu a napéti vypoctené
softwarem Ansys se ovSem li§i od hodnot vypoctenych pomoci algoritmu v Matlabu. Rozdil
téchto dvou vypoctd je maly a mizeme jej zanedbat.
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Obr. 42: Porovnani posuvii vsech tri vypoctit pro 3. priklad
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Obr. 43: Porovnani napéti vSech tri vypoctii pro 3. priklad
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2.4 4. Priklad
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Obr. 44: Zaddni 4. prikladu

V poslednim ptfikladu budeme uvazovat prut, jako je na Obr. 44, o délce L, vetknuty na
levé strané€, ktery ma obdélnikovy pfi¢ny prufez o Sifce b a vyska profilu a se linearné meéni
v zavislosti na soutadnici x. Plocha pti¢ného prafezu S tedy linearné klesa od hodnoty S; se
soufadnici x na hodnotu S, a jeji funk¢ni predpis méa podobu (2.34). Prut ma na pravém konci
predepsan posuv —0,3 mm a zadané hodnoty jsou:

e L=500mm

e a;,=30mm

e a,=10mm

e b=20mm

e S, =a,b=600mm?
e S,=a,b=200mm?
e E=210GPa

4 3000 —4
S(x) = 600 — zx = Tx (2.34)

2.4.1 Analytické FeSeni

Budeme vychazet z nasi vychozi diferencialni rovnice (1.5) a jelikoz nam zde neptisobi
liniova sila, jedna se o homogenni linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici 2. fadu, ve tvaru
(2.35). Na pravé strané rovnice (2.35) se nachazi nula. Nejprve tedy hledame funkci, ktera se
po derivaci rovna nule, coz je obecné néjaka konstantni funkce, kterou si oznacime C;
(viz rovnice (2.36)). Dale si za S(x) dosadime funk¢ni predpis (viz (2.37)) a budeme rovnici
fesit pomoci separace proménnych. V rovnici (2.37) provedeme integraci pomoci substituce,
kde si vyraz ve jmenovateli vyjadiime pomoci nové proménné y, ktera se rovna vyrazu (2.38).
Pouzitim substituce nam vznikne vyraz (2.39), jehoz fesenim je rovnice (2.40). Nyni mizeme
za y zpétné dosadit vyraz (2.38) a jelikoz x € (0; 500), mizeme z vyrazu odstranit absolutni
hodnotu. Rovnice popisujici prubéh posuvu ma tvar (2.41).

d du
E(ES(x) E) =0 (2.35)

du
ES(x)E =C, (2.36)
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du = oG d 2.37
fu_fE(BOOO—éLx) x (2.37)

3000 y
_ _20 Y 2.38
Y =3000 —4x =>x =———7 (2.38)
fd 5C1 f [ 3000 y>] d 2 39

5C;
u= —Elnlyl + G, (2.40)

5C

u(x) = —4—E11n(3000 — 4x) + C, (2.41)

V rovnici (2.41) vycislime konstanty C; a C, dosazenim OP, které jsou tedy
formulovany ve tvaru (2.42). S pomoci OP dostaneme soustavu dvou rovnic (2.43) o dvou
neznamych, odkud nam konstanty C; a C, vychazi ve tvaru (2.44). Tyto konstanty mazeme
dosadit zpétn€ do rovnice (2.41), odkud po algebraickych upravach dostaneme predpis (2.45),
popisujici prodlouzeni prutu. Vykresleni posuvu mizeme poté vidét na Obr. 45. Pro vypocet
napéti vyuzijeme vztahy (/.1) a (1.2), do kterych dosadime vztah (2.45), ¢imz dostaneme
rovnici (2.46). Provedenim derivace dostaneme vyraz (2.47), popisujici napéti na prutu, jehoz
prubéh je vykreslen na Obr. 46.

u(0) =0

(L) = —0,3 (2.42)

0 oG 11n(3000) + C
= ——I]n P
4E (2.43)

5¢C,
—0,3 = —Eln(wom + G,

- 6E
=
251n (%)
31n(3000) (2.44)
2 T —
101n (%)
@ 3 1 ( 750 )
ux) = n _ 2.45
101n (%) 750 — x (2.45)
E 3 ] ( 750 ) (2.46)
Oy = _— n .
3E
ONn = (2.47)

10 1n( )(750 — %)
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Obr. 45: Vykresleni posuvii z analytického vypoctu pro 4. priklad
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Obr. 46: Vykresleni napéti z analytického vypoctu pro 4. priklad

2.4.2 Numerické reSeni

Pii pohledu na zadani tlohy vidime, ze se jednad o prut bez zatizeni od liniové sily,
a pokud na zakladé této informace sestavime sit’ pouze z jednoho prvku, tak dostaneme fesent,
které je zobrazeno na Obr. 47. Pokud ma byt toto feSeni spravné, musi nam vyjit stejny linearni
prabéh posuvu i pii pouziti vice prvkd. To by znamenalo, Ze se v matici [K]* budou nachazet
nasobky hodnot (bude mit podobnou strukturu jako matice (2.23)), coz v tomto pfipadé neni
pravda, protoze se hodnoty v globalni matici tuhosti budou liSit z dGvodu proménlivé plochy
pfi¢ného prafezu. Z tohoto divodu musime pouzit prvka vice, napt. miazeme vykreslit posuv
pomoci péti prvka (viz Obr. 48). Porovnanim prubéhti na Obr. 47 a Obr. 48 jde vidét, ze pouZiti
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pouze jednoho prvku nam dava podstatné jiny vysledek nez ten, pfi kterém je pouzito prvka
vice. Pro lepsi predstavu jsou v rovnici (2.48) vyobrazeny nekonzistentni hodnoty matice [K]".
Pro vykresleni napéti na Obr. 49 bylo vyuzito stejnych rovnic jako v pfedchozich ptikladech.

2184 —1008 0 0
—1008 1848 —840 0
[K]* = 103 (2.48)
0 -840 1512 -672
0 0 —672 1176
0 T T T T
—MKP
-0.05 -
-0.1 n

E

E-015F

3

-0.2
-0.25
03 | | \ \ \ \ !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x (mm)
Obr. 47: Vykresleni posuvu pro 4. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti jednoho prvku
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[—MKP
-0.05
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450
Obr. 48: Vykresleni posuvu pro 4. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti péti prvkii
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Obr. 49: Vykresleni napéti pro 4. priklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti péti prvkii

2.4.3 Porovnani analytického a numerického reseni

Pokud si vykreslime posuv z analytického a numerického feSeni dohromady, vidime
(viz Obr. 50), Ze naSe numerické feSeni nedokaze presné popsat prabéh posuvu nad prvkem.
Pokud bychom zvysili poCet prvkd, tak se celkova presnost zvysi, ale linearni prvek stale
nedokaze idealné popsat logaritmicky pribéh posuvu z rovnice (2.45). To mizeme vidét na
Obr. 51, kde je zobrazen detail na Cast prutu s jednim prvkem a naslednym dvojnasobnym
ziemnénim sité. Pokud porovname vysledek napéti na Obr. 52 pii pouziti péti prvka
s analytickym feSenim, tak vidime, ze se analytické hodnoty napéti (zejména v pravé Casti
prutu) po délce prvku vyrazné méni. Je proto vhodnéjsi pouzit jemné;jsi sit, jakou mizeme vidét

na Obr. 53.
0 T T T T T T
—MKP
- = =Analytické reSeni
-0.05
01} - i
T
E-015F = s
> N
-0.2
-0.25 -
03 L L L | 1 | L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

x (mm)

Obr. 50: Porovnani analytického a numerického reSeni deformace pro 4. priklad
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Obr. 51: Porovnani priibéhu numericky vypocteného posuvu pro cast prutu pri pouZiti sité s 5 a 10 prvky
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Obr. 52: Srovnani priibéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pri pouZiti 5 prvkii

49



-60 T T T T

I
—MKP
— Analytické feseni

-120 -

140 -

o (MPa)

-160 -

-180

-200

=220 | =

240 i i | : ‘ : i i L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

x (mm)

Obr. 53: Srovndni priibéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pri pouZiti 20 prvkii

2.44 Reseni ulohy v softwaru Ansys

Prostifedi Ansys Workbench nam nedovoluje jednoduse vytvofit proménlivy pii¢ny
prufez, takze si vymodelujeme odstupriovany prut, ktery mame zobrazen na Obr. 54. Prut se
bude skladat z péti Casti o stejné délce (tedy 100 mm), kterym bude pfifazen piiCny prafez o
hodnoté, ktera by odpovidala primérmné hodnoté na stejném tseku prutu ze zadani (viz Obr. 44).
Postup je nasledujici: prut na Obr. 44 bude mit ve vetknuti priifez o hodnoté 600 mm?, a pokud
se posuneme o 100 mm doprava, tak zde bude mit priifez hodnotu 520 mm?, proto musi mit
prvni tsek na Obr. 54 piiény priifez o velikosti 560 mm?. Pokud vime, Ze §itka b je konstantni
a rovna 20 mm, tak si dokdzeme snadno urcit vysku a. Timto postupem vymodelujeme
odstupriovany prut, jehoz prufezim piifadime ekvivalentni hodnoty. Obecné by potom platilo,
ze ¢im vice takovych tseki vymodelujeme, tim pfesnéjsi budou vysledky. Sit’ byla vytvorena
z péti prvka, takze byl pouzit jeden prvek na kazdy stupen. Vysledek posuvu a napéti mizeme
vidét na Obr. 55 a Obr. 56.

////|/////
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Obr. 54: Podoba vymodelovaného prutu v programu Ansys
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C: Static Structural

Directional Deformation

Type: Directional Deformation(} Axis)
Unit: e

Global Coordinate Systern

Tirme: 15

Deformation Scale Factor: 84 (&uto Scale)
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0 Max
-0,033333
-0.066667
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-013333
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02

023333
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Obr. 55: Posuv pro 4. priklad spocitany sofiwarem Ansys

C: Static Structural

Direct Stress

Type: Direct Stress (Unaveraged)

Unit: k4Pa

Time: 15

Defarrmation Scale Factor: 84 (futo Scale)
06.05.2022 15:16

-82,353 Max
-34,553
-106,73
-118,95
-131,15

143,36
-155,56
167,76

179,96
-192,16 Min

Obr. 56: Napeéti spocitané v softwaru Ansys pro 4. priklad

Pro lepsi porovnani je na Obr. 57 zobrazen detail posuvu nad prvkem, kde jsou vidét
uzlové hodnoty vypoctené softwarem Ansys spolu s hodnotami z analytického a numerického
vypoctu. U numerického vypoctu jsou vykresleny vysledky se siti o 5 a 20 prvcich. Pokud takto
vykreslime 1 hodnoty napéti, tak je z Obr. 58 patrné, ze vysledky z Ansysu jsou totozné
(bavime-li se o hodnotach na dvé desetiny mm) s numerickym feSenim v Matlabu pfi pouziti
péti prvka.

- = T T I I
04 —Algoritmus v Matlabu - 20 prvkd
—Algoritmus v Matlabu - 5 prvku
- - -Analytické feSeni
015 X Ansys I
-0.16 - =
AT -
£
E
-
-0.18— n
-0.19 =1
02}f i
021 L L 1 1 | =
300 320 340 360 380 400
x (mm)

Obr. 57: Porovnani posuvii nad prvkem ze vSech tri vypoctit pro 4. priklad
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Obr. 58: Porovnani napéti vsech tri vypoctii pro 4. priklad
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3 Zavér

V uvodu prace byly stru¢né zopakovany zaklady tykajici se axialn€é namahanych prutt
a pro toto namahani zde byla odvozena diferencialni rovnice. Teoreticka Cast se poté vénovala
prechodu mezi silnou formulaci diferencialni rovnice na slabou formulaci, ktera je nutna pro
sestaveni soustavy linearnich rovnic. Dale bylo vysvétleno, jak se sestavi a vycisli prvkové
matice, které se vkladaji do globalni matice, a mimo jiné, i jakym zptuisobem se soustava
redukuje a nasledné vyfesi. Tim byl splnén prvni cil bakalarské prace.

Druhym a tfetim cilem bylo implementovat konecno-prvkovy model do Matlabu a
sjeho pomoci srovnat feSeni uloh s jejich pfesnym feSenim a nasledné také s vypoctem
v softwaru Ansys. Pro adekvatni porovnani bylo v programu Ansys vzdy nastaveno stejné
délent sité, jaké bylo pouzito v Matlabu, a byly zde navoleny linearni prvky.

Vysledek prvniho piikladu vystihl situaci, kdy je prutové téleso zatizeno pouze
osamélymi silami. V takovém piipadé nam linearni prvek dokaze piesné popsat pribéh posuvu
uz pfi pouziti jednoho prvku, avSak prut musi byt v nékterych ptipadech rozdélen, aby bylo
mozné sily aplikovat do uzli. Vysledky vSech tfi vypoctd u této tlohy se shoduji.

Druhy ptiklad obsahoval mimo sily také liniové zatizeni a tim bylo dokazano, ze linearni
prvek toto zatizeni nedokaze presné popsat, a to ani v pripadé, ze vyuzijeme velké mnozstvi
téchto prvkd. Porovnanim vypoctu v Matlabu a softwaru Ansys spolu s presnym feSenim bylo
zjisténo, ze vysledky posuvu pomoci MKP se v uzlech shoduji s pfesnym feSenim, ale mimo
uzly se tyto hodnoty odliSuji. Pro napéti vypoctené algoritmem v Matlabu a programem Ansys
plati, ze vychazi po prvcich konstantni, coz neodpovida realnému prubéhu napéti nad prvkem.

Na zakladé poznatkii z prvnich dvou pfikladd bylo v tfetim prikladu vyuzito
nehomogenni sité prvku, a také je dobfe vidét, ze MKP, na rozdil od analytického vypoctu,
nevyzaduje zadné specialni zachazeni pti feSeni staticky neurcitych uloh.

Posledni piiklad zobrazoval zuzujici se prut, ktery mél na jednom konci predepsan
posuv. Na prvni pohled se zatiZeni bez liniové sily jevi jako jednoduché, nicmén€ nemizeme
pouzit pouze jeden prvek, zdivodu proménlivého prufezu. Analyticky vypocet posuvu
nevychazel linearni, coz vedlo k tomu, ze linearni prvek nedokézal toto zatizeni popsat idealné.

53



(1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

Seznam pouzité literatury

ZIENKIEWICZ, O., Robert TAYLOR aJ. ZHU. {The }finite element method.: its basis and
fundamentals. 6th ed. Oxford: Elsevier Butterworth-Heinemann, 2005. ISBN 07-506-
6320-0.

KREJSA, Martin a Lenka LAUSOVA. Variacni metody ve stavebni mechanice [online]. 6
[cit.2022-03-01].
Dostupné z: https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/variacni_metody_tisk.pdf

ZENISEK, Alexander. Byl jsem u toho! aneb 50 let matematické teorie metody koneénych
prvkl. Kvaternion [online]. Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inZenyrstvi,
Ustav matematiky, 2019, 6(1-2), 3-21 [cit. 2022-03-01]. ISSN 1805-1332. Dostupné z:
https://dspace.vutbr.cz/bitstream/handle/11012/187337/kv19_12_zenisek_web.pdf?seque
nce=1&isAllowed=y

REDDY, J. N. An introduction to the finite element method. 2nd edition. New York:
McGraw-Hill, 1993. Series in mechanical engineering (McGraw-Hill). ISBN 0-07-
051355-4.

JANICEK, Pfemysl, Emanuel ONDRACEK, Jan VRBKA a Jiti BURSA. Mechanika téles:
pruznost a pevnost 1. 3., piepracované vydani, v Akademickém nakladatelstvi CERM 1.
Brno: CERM, 2004, 287 stran : obrazky (Cernobilé). ISBN 80-214-2592-X.

CERMAK, Libor. Algoritmy metody konecnych prvkii. Brno: PC-DIR Real, 2000. Uéebni
texty vysokych Skol. ISBN 80-214-1697-1.

54


https://mi21
http://vsb.cz/sites/mi21
http://vsb.cz/files/variacni_metody_tisk.pdf
http://vutbr.cz/bitstream/handle/

5 Seznam pouzitych obrazku a tabulek

5.1 Seznam obrazku

Obr. 1: Elementdrni prvek v nezatiZeném a zatiZzeném stavu, prevzato z literatury [5] a upraveno..................... 11
Obr. 2: Diferenci@lni podminKa rOVNOVARY..........ccccocveveeieiiiiieiiesiiectietie ittt sttt et et e 11
Obr. 3: Globdlni &islovani sité, prevzato z literatury [4] G UPrAVENO .............ccccuevvuvevciiiiiiciiieiieciiiecieeeisieiaeeaenns 12
ODF. 42 @-LY PIVEK SIEE ... eveeeeetiee ettt ettt ettt ettt s e sa et sa bt sa st st st s sa st sase b s bs b b tseae et eabe s eas 13
Obr. 5: Uvolnéni prutoVERN0 PrvkU Z€ SIEE ........c.eevweeeeeriiieiieceeieciie sttt et esae s 14
Obr. 6: Aproximace POSUVU NG PIVKEM .........cc.eevueeriiesiieiiieieee ettt st sttt sttt be et esae s esaes 15
Obr. 7: Linedrni priabéh plochy pficného prirezu nad Prvkem ...............cccvevveviviiuiiiiciieciecieciecsiestiesie e 17
ODBF. 8: PEKIQU STEE PIVKL c..vveeveeeeeetee ettt et ettt ss sttt sa et st saesa s sase b sabeesbasaasbe s e 18
ODBr. 9: ZAAGNT 1. PFTKIAUU. .......vvveeeeeseee ettt ettt sttt sttt st sase s sa e s s e es b s e e s ens 21
ODbr. 10: REZY PrUtU PrO 1. PHKIQG ......eeveveeeeveeeeeeveeie e veesever e esas s sttt st 22
Obr. 11: Analyticky vypocet posuvi u(x) pro 1. prikIQd ............cccoeveeevivvininsiniiiiiiisiiicsiice et 23
Obr. 12: Analytické Feseni pribéhu napéti pro 1.pAKIAG .............c.ccceeveiecininciiiiiiiisiiicctie et 23
Obr. 13: Viykresleni posuvu pomoci algoritmu MKP pro 1. pfiklad...............cccccoovvviiiiinviniiiiiiiiiiiieciececiinn, 24
Obr. 14: Vykresleni napéti pomoci algoritmu MKP pro 1. prkIad................ccccoovevuiniiiiinieeieiieiriesiieniieieeisns 25
Obr. 15: Porovndni analytického a numerického reseni deformace pro 1. pFiklad .............ccccooveveinieeriinennienna, 25
Obr. 16:Porovndni analytického a numerického reseni napéti pro 1. pfiklad ...............ccccevvvuveivvevnienriinecrienen, 26
Obr. 17: Deformace spocitand softwarem Ansys pro 1. priklad.............ccccvvvvvviniiiiiiiiiiiiiiiiciecieceiie e, 26
Obr. 18: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 1. prKIQQ .............cccccovvvviiiiiiviiiniiiiiiiiiiicie et 27
ODbr. 19: ZAAGNT 2. PETKIAAU. ........oecvveeeiiereeieseeeseee ettt sttt st st sa s saas st es s bsea b b as st e 28
Obr. 20: Rozdéleni prutu pro 2. priklad na dva intervaly .................cccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciecie e 28
Obr. 21: Vykresleni posuvu z analytického vypoctu pro 2. pHKIQd ...............cccoeovvuiiiiiiiciecieiiectiectierieieinn 30
Obr. 22: Vlykresleni napéti z analytického vypoltu pro 2. pHKIQd ...............cccoevvvvuiiiiiiiiciicieciectiectieriecie e 30
Obr. 23: Vlykresleni posuvu pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pfi pouZiti dvou prvki ...............ccceueeeveneee 31
Obr. 24: Vlykresleni posuvu pro 2. pfiklad za pomoci algoritmu MKP pri pouZiti 0smi prvka............cccccevvvevnnees 32
Obr. 25: Vlykresleni napéti pro 2. priklad za pomoci algoritmu MKP pfi pouZiti 0Smi prvki ...........cccceveveueivennnee. 32
Obr. 26: Porovndni analytického a numerického Feseni deformace pro 2. priklad pfi pouZiti dvou prvki............ 33
Obr. 27: Porovndni analytického a numerického feseni deformace pro 2. priklad pfi pouZiti osmi prvka............ 33
Obr. 28: Porovndni analytického a numerického Feseni napéti pro 2. priklad pfi pouZiti osmi prvka................... 34
Obr. 29: Posuv pro 2. pfiklad spocitany SOftWaAremM ANSYS .........c.ccceecuieciiriiciiiiiiiiiiiiecie et esieesie s sssessnnens 34
Obr. 30: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 2. Priklad ...............ccccceeviecevinciiiiniiiicsiiicciieiciesicie e 35
Obr. 31: ZAAGNT 3. PEKIAAU. ....oc.veveeeeeie ettt sttt sttt st sa bbb as s b s asess e 36
Obr. 32: Cdstecné uvolneni VEtKNULI NG PraVE SEIANG ..........c.ceveveeieereveriisieiesseseisiisiseseessssiesisiesessesssisssiessssessaens 36
Obr. 33: Provedeni Fezti na prutu U 3. PHKIGAU ..........cccoeueveeiieiieiiisiietcitce st 37
Obr. 34: Viykresleni posuvi z analytického vypoctu pro 3. prklad ..............cccevvvvviiiiiiiiiiiiiiicieciece e, 38
Obr. 35: Vlykresleni napéti z analytického vypoltu pro 3. priklad ................cccccvevuiriiniicieeieiieniiesiieiieiecien, 39
Obr. 36: Vlykresleni posuvu pro 3. pfiklad za pomoci algoritmu MKP ..............ccccoeeviiiuieieeieiieiriestiensiesriesieennn 40
Obr. 37: Vlykresleni napéti pro 3. priklad za pomoci algoritmu MKP ............cccccevvviiiviniieeieiiectiectiesriessiesie s 40
Obr. 38: Porovndni analytického a numerického reseni deformace pro 3. pfiklad ..............ccooeeveieiviiiieriiinniennn, 41
Obr. 39: Porovndni analytického a numerického reseni napéti pro 3. pfiklad ..............cccvevvvviniviviiiciriiinnienen, 41
Obr. 40: Posuv pro 3. pfiklad spocitany SOftWarem ANSYS ............ccceeueviiniiriiiisiiiiiiiiiiciie s sie ettt ssaeneas 42
Obr. 41: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 3. priklad ...............cccccouevieviiiiiiiiiiiiiniiiiiicicie e 42
Obr. 42: Porovndni posuvi vsech tfi vypoCti pro 3. priklad..................ccoeevviviiviiiiiiiiiciecieciectiectieriereiens 43
Obr. 43: Porovndni napéti vsech tri vypoCtl pro 3. prKIAd...............ccovveviivviviiiiiiiiciiciecie ettt 43
Obr. 44: ZAAGNT 4. PEIKIQUU. ...ttt sttt sttt st s sa et saae b s e s s s e essens 44
Obr. 45: Vykresleni posuvd z analytického vypoctu pro 4. prkIad ..............ccevvvvviiiiiiiiiiiiiiiciecieciecie i 46
Obr. 46: Viykresleni napéti z analytického vypoctu pro 4. prkIad ...............cccovvvevviiiiiiiiiiiiiiiiiicieciece i, 46
Obr. 47: Vykresleni posuvu pro 4. pfiklad za pomoci algoritmu MKP pfi poulZiti jednoho prvku .......................... 47
Obr. 48: Vykresleni posuvu pro 4. pfiklad za pomoci algoritmu MKP pfi pouZiti péti prvki ..............cccccvvevevennne. 47
Obr. 49: Vykresleni napéti pro 4. pfiklad za pomoci algoritmu MKP pfi pouZiti péti prvki .............cccccoveueveuenenne. 48
Obr. 50: Porovndni analytického a numerického reseni deformace pro 4. priklad ..............cccooveveveieeriinenniennnn, 48
Obr. 51: Porovndni pritbéhu numericky vypocteného posuvu pro ¢dst prutu pfi poulZiti sité s 5 a 10 prvky......... 49
Obr. 52: Srovndni pribéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pfi pouZiti 5 prvki ....... 49
Obr. 53: Srovndni pribéhu napéti z analytického a numerického vypoctu pro 4. priklad pri pouZiti 20 prvkii ..... 50

55



Obr. 54: Podoba vymodelovaného prutu V programu ANSYS.........e..eeeeieesicuinieniiiesesiiisssiiss s s 50

Obr. 55: Posuv pro 4. pfiklad spoCitany SOftWarem ANSYS .........c.covvueeiriiiiininininiisiisiess e 51
Obr. 56: Napéti spocitané v softwaru Ansys pro 4. prKIAd ............cevvviiiiiiiiiiiii e 51
Obr. 57: Porovndni posuvti nad prvkem ze vsech tii vypocti pro 4. priklad ... 51
Obr. 58: Porovndni napéti véech tfi vypoCtl pro 4. PrikIad...........cceoevvvveieiinciniiiiiiii s 52

5.2 Seznam tabulek

Tab. 1: Srovndni hodnot posuvi pro 1. PrKIGQ .............ceeieimimniiniiniiii i 27
Tab. 2: Srovndni hodnot Napéti Pro 1. PrAKIAG............c.oveieeriiemiiiieiii 27
Tab. 3: Srovndni hodnot posuvi Pro 2. PrKIAQ .............ceeeeieieiiiieniiiei 35
Tab. 4: Srovndni hodnot NApeti Pro 2. PrKIAQ...............oveieiiieniiiieiiii 35

56



6 Seznam priloh

Popis souboru Nazev souboru
Reseni 1. piikladu pomoci algoritmu v Matlabu Priklad1.m

Reseni 2. ptikladu pomoci algoritmu v Matlabu Priklad2.m

Reseni 3. prikladu pomoci algoritmu v Matlabu Priklad3.m

Reseni 4. ptikladu pomoci algoritmu v Matlabu Priklad4.m

Vy¢isleni integralti v prvkové matici tuhosti Prvkove_Integraly.m
a vektoru spojitého zatizeni

Vyftesené priklady v softwaru Ansys Ansys_vypocet.wbpz

57



