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Abstrakt

Tato prace se zabyva transformaci soustav diferencidlnich rovnic do polynomialniho tvaru.
Takto transformované soustavy diferencidlnich rovnic je poté mozno tesSit pomoci Taylo-
rova rozvoje. Tato metoda umoziuje pocitat numerické feseni poc¢atecni lohy dynamickou
volbou fadu tak, aby byla splnéna pozadovana pfesnost. Prace matematicky dokazuje, zZe
transformované soustavy diferencialnich rovnic maji stejné reseni, jako soustavy ptvodnich
rovnic. Tato transformace je vyuzitelna pro vSechny matematické funkce bézné pouzivané v
technickych aplikacich. Prace se dale zabyva optimalizaci dané problematiky a implemen-
tuje ji v prilozeném programu taylor. Program umoziuje matematické a grafické zpracovani
feSeni zadanych diferencidlnich rovnic podle zvolenych parametri.

Abstract

This term project describes transformation of system of diferential equations into polyno-
mial form. Such transformed systems of diferential equations can be subsequently solved
using Taylor series. This method enables computing of initial problem’s numeric solution
using dynamical order selection in order to achieve required accuracy. The work mathemati-
cally proves, that transformed systems of diferential equations have the same solution as the
original systems. This transformation can be used for all mathematic functions commonly
used in technical applications. The work also focuses on optimization of given problem and
implements it in programme taylor. This progamme enables user to solve given diferential
equations with chosen parameters.
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Kapitola 1

Uvod

Numerické feseni diferencidlnich rovnic je jedna z nejcastéjsich aplikaci numerickych metod.
Vyuziva se pfi studiu nebo simulaci fyzikalnich vlastnosti objektt ¢i prostiedi, ktera jsou
popséna soustavami diferencidlnich rovnic (modely pro predpovéd pocasi, simulace aero-
dynamickych vlastnosti letadel, popis elektronickych obvodi atd.). Tato prace se zabyva
numerickym fesenim pocatecni tlohy soustavy diferencidlnich rovnic prvniho faddu pomoci
Taylorova rozvoje a matematickou transformaci soustavy rovnic do tvaru vhodného pro
feseni touto metodou.

Za pocatecni tlohu povazujeme soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu ve tvaru:

yll :¢1(y1> T 7yn) Y1 (to) =ai,0
Yo =2 (Y1, , Yn) y2(to) =az,0

. (1.1)
y;"b :¢n(y17 e 7yn) yn(t(]) =0n,0

Numerickym reSenim této soustavy rozumime matici:

aio a1 - A1m
a0 az1 -+ a2m (1 2)
ano Gn1 - dnm

kde Q5 = yi(tj)'

Pro ziskani téchto hodnot se casto pouzivd Runge-Kuttova metoda. Tato metoda je
ovSem pro nékteré typy tloh nevhodna (napft. stiff systémy). V takovych pfipadech je vhod-
néjsi metoda Taylorova rozvoje. Tato metoda také umoznuje dynamickou volbu fadu tak,
aby byla splnéna pozadovana presnost.

Prace je rozdélena do sedmi hlavnich ¢asti. V kapitole 2 je nejprve uveden strucny
ptrehled soucasného zptisobu numerického feSeni pocatecni tlohy, néasledné je zde popsan
programem TKSL a stru¢né je vysvétleno, jaké existuji zpisoby feseni pocatecnich tloh v
polynomialnim tvaru. V kapitole 3 uvedena transformace soustavy diferencidlnich rovnic na
soustavu v elementarnim tvaru pro reseni pomoci Taylerova rozvoje, a matematicky dikaz
spravnosti této transformace a ekvivalence puvodni soustavy rovnic se soustavou trans-
formovanou. V kapitole 4 je uvedena souhrnna tabulka transformaci jednotlivych funkci
na ekvivalentni soustavu diferencidlnich rovnic. V kapitole 5 je rozvedena teorie popisujici
aproximaci funkce pomoci Taylorova polynomu a jeji vyuziti pro feSeni pocatecnich tloh.



V kapitole 6 se zabyvame moznou optimalizaci ziskédvani koeficienttt Taylorovy fady. Je
zde ukazano, ze ziskdvani vyssich derivaci polynomialnich funkci vede na vypocty pomoci
upravenych multidimenzionédlnich Pascalovych trojuhelnikti. V kapitole 7 rozebirdme im-
plementaci navrzenych algoritmti a v kapitole 8 implementované algoritmy porovnavame.



Kapitola 2
Numerické reseni pocatecni ulohy

2.1 Metody Runge-Kutta

Soustavy diferencidlnich rovnic se ve vétsiné matematické literatury fesi pomoci jedné z
metod Runge-Kutta. Tato metoda (popsand napf. v [3]) spo¢iva v aproximaci nasledu-
jici numerické hodnoty pomoci nékolika bodt mezi pocatec¢nim a koncovou hodnotou. Pro
vypocet diferencidlni rovnice ve tvaru:

y = f(t,y) y(to) = vo (2.1)

pomoci Runge-Kuttovy metody ¢tvrtého fadu se vyuziva rekurentniho vzorce

1
Yn+1 = Yn + gh(’fl + 2ko + 2k3 + ka) (2.2)
tn—i—l =ty + h (23)

kde h je velikost ¢asového kroku a

k'l = f(tmyn) (2‘4)
1 1

ko = f(tn + §hayn + ihkl) (2'5)
1 1

ks = f(tn + §h7yn + Qhk?) (2‘6)

ky = f(tn + h,yn + hks) (2.7)

Celkova chyba této metody je h.

2.2 Jazyk TKSL

TKSL/386 byl vyvinut v jazyce Pascal. Poprvé byl prezentovan v [41]. Pomoci jazyka TKSL,
ktery je podobny jazyku Pascal, umoznuje zapsat soustavu diferencidlnich rovnic prvniho
tfadu a vSechny dtilezité konstanty pro nalezeni numerického feSeni pocatecni tlohy. Tento
program vyuziva Tayloriv rozvoj popsany v kapitole 5.2 pro ziskdvani numerického feseni
pocatecni tlohy. Jako priklad si mizeme uvést pocatecni tlohu ve tvaru:

Y=y y1(to) =0 (2.8)
Yh = Y2 ya(to) =1
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Obrazek 2.1: Grafické zobrazeni numerického feSeni soustavy diferencidlnich rovnic (2.8).

Tuto pocatecni tlohu (pro koncovym ¢asem 5 s, ¢asovym krokem 0.2 s a piesnosti 10720)
miuzeme v jazyce TKSL zapsat nasledujicim zptusobem:

var yl, y2;
const
tmax = 15,
dt = 0.2,
eps = 1le-20;
system
yl1’ =yl *x y2 & O;
y2’ =y2 & 1;
sysend.

Program TKSL/386 také umoziiuje grafické zobrazeni vysledku vypoctu. Grafické zob-
razeni numerického FeSeni vySe uvedené soustavy diferencialnich rovnic je zobrazeno na
obrazku 2.1.

2.3 Systém numerickych integratoru

Vyhodou transformace soustavy diferencidlnich rovnic do elementarniho tvaru je také moz-
nost sestrojeni analogového obvodu, fesictho danou soustavu. Takovyto obvod nazyvame
systém numerickych integratort. Soustavy rovnic v elementarnim tvaru neobsahuji zadné
funkce a tudiz ndm pro jejich realizaci pomoci elektronickych obvodi stac¢i pouze integracni,
sumacni a nasobici ¢leny.

Pro priklad sestrojeni systému numerickych integratort zvolme diferencialni rovnici

y1 = sin(y1) Yy1(to) =0 (2.9)



Dle transformacnich vztaht z tabulky 4.1 lze tuto rovnici transformovat na soustavu

Yi =2 yi(to) =0 (2.10)
Ya = Y3y2 y2(to) =0 (2.11)
Yz = —Y2y2 y3(to) =1 (2.12)

Nalezeni numerického FeSeni této soustavy lze realizovat pomoci elektronického obvodu
znézornéného na obrazku 2.2.

Obrazek 2.2: Schéma elektronického obvodu realizujiciho vypocet soustavy rovnic (2.10) -
(2.12).

Sestrojeni unikatniho elektronického obvodu pro kazdou soustavu diferencidlnich rovnice
je nepraktické a v dnesni dobé se tento postup jiz nepouziva. Systém rovnic lze tedy fesit
bud pouzitim Taylorova rozvoje a matematickych vypoéti, nebo simulaci elektronickych
obvodi v paméti pocitace a nebo hardwarové pomoci programovatelnych hradlovych poli,
ktera umoznuji prepojeni obvodu bez nutnosti fyzického zasahu do struktury obvodu. Na
obrazku 2.3 je znazornéno schéma moderni hardwarové implementace, pro feseni soustav
libovolnych t¥i diferencialnich rovnic.



s

PROPOJOVACI SIT

RIDICi JEDNOTKA

Obrazek 2.3: Schéma programovatelného elektronického obvodu realizujicitho vypocet sou-
stavy rovnic (2.10) - (2.12).



Kapitola 3

Transformace soustavy rovnic do
elementarniho tvaru

Tato teorie vychazi z praci [5] a [0].
Necht R oznacuje mnozinu vSech redlnych ¢isel.

Definice 1. Necht X = {¢,y1, ¥}, 2,95, - } je konend mnozina forméalnich symbolu.

Definice 2. Nechf P je mnozina vSech polynomt p ve tvaru:

p(yl’ N ’yn) = alyﬁly;’g PPN yZ“T J,- a2yﬁ1y‘g2 . e y;’;'r J,- ce (31)
kde a; € R, y; € X a koeficienty {i1,42, - ,ir}, {j1,72, " ,Js} tvoil vzédjemné odlisné
podmnoziny mnoziny {1,---,n}. Pocet ¢lent na pravé strané je konecny.

Definice 3. Nechf B je koneénd mnozina funkci f : R — R, které maji na intervalu
I C R definovany derivace vSech fadi a necht 9 je unarni operator mapujici B na mnozinu
polynomt s formélnimi proménnymi z B. Pro f(t) € B plati

Of(t) = p(fi(t), fa(t), -+, £r (D)) (3.2)
kde p € P a f;(t) € B. Mnozinu B nazyvame ,,mnozinou zékladnich funkei®.
Priklad 1. Mé&jme funkci f(t) = sin(t). Plati, ze:

sin’(t) = cos(t)
cos'(t) = — sin(t)

Zvolme mnozinu B = {sin(t), cos(t)}. Pak funkce f(t) je zakladni funkce.

Definice 4. Necht f je funkce ve tvaru f : R — R. Vytvofme mnozinu Fy = {f}. Definujme
mnoziny F;, 0 < ¢ pfedpisem

Fi = {f>f17"' afn‘vf € E—laf,(t) :p(fl(t)a afn(t))ape P}

Oznaéme F jako:
[e.9]
F=|JF
i=1

o . , Y. fox . “r 0
Mnozinu F', pokud lze sestavit, nazyvame ,,derivacni uzavér funkce“ f, coz zna¢ime f — F.

10



Lemma 1. Necht B je mnozina zdkladnich funkci s n prvky a pro libovolnou funkci f € B
jsou definovany mnoziny F; dle definice 4. Pak pro vSechna ¢ > n — 1 plati ze F; = Fj,1.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpoklddat ze B = {f1,- -, fn} a

fi=p1(fia, s fie)

fqlm :pn(fn,lv T afn,k:n)

Necht f = fi, pak Fo = {f}, F1 = FolU{fi,1,- , fik }> - - - Z definice mnoziny F}, vyplyva,
ze pokud pro néjaké k plati Fj, = Fy.1, pak to bude platit i pro v8echna ¢ > k (mnozina
F}. jiz obsahuje vSechny funkce, které se vyskytuji v derivacich ostatnich funkci z mnoziny
F}). K tomu dojde nejhtit v pripadé, ze

f{ :pl(f2)7fé :p2(f3)a T 7{5—1 :pnfl(fn)afyll :pn(fl)
a tudiz to plati v nejhorsim ptipadé pro k =n — 1. O

Vsimnéme si, ze na zakladé lemma 1 a definice 3 vyplyva, ze kazda funkce z B ma
koneény derivacni uzavér a naopak, pouze ty funkce, které maji konecny derivac¢ni uzaveér,
mohou byt prvky z B.

Definice 5. Necht ®(B, X) je mnozina vyrazi ¢ definovana témito pravidly:
(HXCd
(ii))Vf € B)Np € ®: f(p) €
(iii)Vp € P,Ng; € ® : p(p1,--+ ,¢pn) €
Mnozinu ®(B, X) budeme nadéle oznac¢ovat pouze symbolem ®.

Priklad 2. Polozime-li mnozinu B = {sin(t),cos(t)} a mnozinu X = {t,y1,y2, ¥}, v5}
pak nasledujici vyrazy jsou prvky mnoziny ®: yi,y1v5, sin(yz), cos(t), y1sin(t) + cos(y1 +
sin(t))y3.
Definice 6. Pro vSechna ¢ € ® definujeme |¢| témito pravidly:
()Vye X : |yl =1

(1) Vf € B,V ®:|f(¢)] =0 +1

(tit)Vp e Py € @ 2 |p(11, -+ ,7n)| = max{|7i|, -+, |Tnl}
|¢| nazyvame , hloubkou vyrazu ¢“.

Priklad 3. Polozme B = {sin(t),con(t),e'}, X = {t,y1,y2, ¥}, v5} a ¢; € ® jsou definovany
takto:

1 =t
b2 =y1Y2
¢3 =sin(y1)

b1 =191 + Y2y1V5
b5 =y1¥250 cos(t) + yo

Pak hloubka téchto vyrazt je: |¢p1] =1, |p2] =1, |¢3| =2, [pa] = 1, |¢5] = 3.

11



Dale predpokladame zakladni pravidla pro derivovani. y1,--- ,y, € X jsou funkci pro-
ménné ¢t a tedy jeji derivace lze pfepsat na dd%i = y.. Déle pro funkci f(¢), kde f € B a

6 € O lze psat agig*” = f'(¢). Pro ¢ = f(1) lze psat ¢ = f' ().
Je-li ¢ € &, kde

¢=p(r1, -+, Tn)
kde 7; € ®, pak lze zapsat

n
¢,:p,(7_17"' 77-n) :Zp’i(Tlﬁ"' ?Tn)Ti/ (33)
i=1
kde p; je parcidlni derivace polynomu p vzhledem k proménné ;
op(t1,---,T,
pi(7'17 e ’7-”) = (:9’”)
Ti

Definice 7. Necht ¢(y1, - ,yn) € ®(B, X). Z predchoziho pfedpokladu derivace lze od-
vodit, ze
d),(yla"' ,yn) = 7/1(3/1,'-- ’ynaylla"' 7y7/1)

kde p € ®(BUB, X UX'), B ={f'|f € B} a X' = {¢/|y € X}. Misto vytvafeni mnoziny
B’ mizeme kazdy vyskyt f/(7), pro 7 € ®(B,Y), nahradit polynomem p(fi(7),- -, fu(7)),
kde p(fi(t), -, fu(t)) = 0f(t). Takto mizeme nadefinovat B-substituci pfedpisem:

B((b/(ylv T ,yn)) = ¢(y1a e 73/%73/17 e 7y;1> S CI)<B7X U X/)
kde ve vSech ¢ € ®(B, X U X') nahradime vyskyt f/(7) polynomem p(fi(7),- -, fn(T)).

Priklad 4. Nadefinujme mnozinu B = {sin(¢), cos(t)} a mnozinu X = {y;,y}}. Polozme

¢(y1) = sin(y1)

pak
B(¢'(y1)) = ¥(y1,91) = p(7,91)
kde
p =T
T =cos(y1)

Lemma 2. Necht ¢(y1, - ,yn) € P a

B(¢/(y17"’ ,yn)) :w(ylf‘- 7ynay/17"' 7y1/1)
pak plati, Zze
’¢(y17 ayn)| = W(yb 7yn7y/1a >y;z))|

Dikaz. Je-li jhloubka“ ¢ rovna jedné, to znamena, ze ¢ = p(y1,--- ,yn), pak dle pravidel
derivovani mizeme psat

n

P/(?/h e 7yn) = Zpl(yla U )yn)y;
i=1
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Je zfejmé, Ze v tomto pripadé lemma plati.

Necht je hloubka ¢ rovna r > 1 a predpokladejme, Ze lemma plati pro vSechny vyrazy
s vyskou mensi nez r. Muzeme tedy psat ¢(yi1, -+ ,yn) = p(11,--- ,7n), kde 7; € ®. Dle
pravidel derivovani plati

B(p/(Tl, T 7Tn)) = Zpi(Th T 7Tn)B(Ti/)
=1

Je ztejmé, ze |p(11,- -+ ,Tn)| = |pi(71, -+, ™n)|, jelikoZ jsou v p; vSechny ¢leny jako v p az na 7
v piipadé ze se 7; v p vyskytuje pouze s prvni mocninou. Staéi tedy dokazat, ze [B(7/)| = ||
pro vSechna 7; € ®,Vi € {1,--- ,n}. Z poc¢atecniho predpokladu to plati pro |r;| < r. Pokud
je |mi| = r, pak musi platit 7, = f(&), kde f € B, € ® a [£| = r — 1. 7/ tedy mlzeme
ptepsat do tvaru f/(£)¢ a B(7!) = p(fi(§), -, fs(§))B(¢') kde f; € B,Vi € {1,---,s}.
Vzhledem k tomu, ze || = r — 1, pak je |fi(§)| = r a z poc¢atecniho pfedpokladu vyplyva,
ze B(¢') = r — 1. Pak ovSem plati, Ze |B(7))| = |p(f1(&),- -, fs(§))| = r-. O

Definice 8. Kone¢nou mnozinu rovnic ®,, ve tvaru

y,lz (bl(yla"' >yn>

y’;l: ¢n(y1a 7y7’b)

kde ¢; € ®,Vi € {1,--- ,n}, nazyvame ,soustavu B-rovnic nad ®¢, coz zna¢ime ®, C P.
Jeji hloubku definujeme pfedpisem

| @ | = max{[¢s],-- - [onl}

Definice 9. Necht ®,, a ¥, jsou dvé soustavy B-rovnic nad ® ve tvaru

y1= é1(y1, " Yn)
d, = :
y;l = ¢n(y17 7yn>
{yllz 1/11(y17“'7ym)
v, = :
y;n = d)m(yla"' 7ym)
pro které plati, ze 0 < n < m. Necht Vi € {1,--- ,n} plati

wi(ylv"' sy Yns T1y o aTm—n) - ¢Z(y17 ayn)
kde Tj(yla"' ayn) € q)av] S {]-a 7m_n} a
B(TJ/) :fj(yla 7yn7y/17 ay':z) =

gj(yla »?/n»@z)l(yl,"' 7ym)7"' 7¢n(y17"' ayn)) -
¢Tb+j(y17"' 7ym)

Pak fikame, Ze soustava W, rozsifuje soustavu ®,,, coz znacime ®,, — ¥,,.
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Piiklad 5. Méjme soustavu rovnic &1 C ®(B, X), B = {sin(t),cos(t)} a X = {y1,v}}.
P ={y; = ¢1(n)}
¢1(y1) =sin(y1)
Oznac¢me 71(y1) = sin(y1) a
Y1 (y1, 71(y1)) = 11(y1)
Polozme 71 (y1) rovno nové neznadmé proménné ys. Pak

Yy = B(71(y1)) = ¥} cos(y1) = ya cos(y1) = P2(y1, y2)

¢imz dostavame novou soustavu rovnice

Uy — {yi = ¢1(yl,y2)}
vy = Ya(y1,92)

V1(y1,y2) =y2
V2(y1, y2) =y2 cos(y1)

kde ¥y C ®(B, X2), X2 = {y1,¥2, Y1, Y5} a ®1 — Va.

Lemma 3 (Existence rozsifeni s niz$i hloubkou). Pro kazdou soustavu rovnic ®,, C ® ve

tvaru ,
Yy = ¢1(y1a"' 7y7l)
b, = :

Yn = On(yr,- un)
kde |®,| = d > 1 existuje soustava rovnic ¥, C ¢ takova, ze ¢, — V., a |D,| > |V, ].

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme psat

¢1(y17'” ayn) :pl(ULl,"' 70'1,]61771—1717”' 77T1,l1)

¢n(y17"' ayn) :pn(gn,lv"' y Onkny Tnyly " o )ﬂ-n,ln)

kde p - - - py, jsou polynomy a 0j;,m,; € @, |0ji| < d, |7 | =d, Vi, j, k € {1,--- ,n}. Jelikoz
hloubka je |®,| = d, pak musi alespoi jedno 7, ; existovat. Vytvoime mnozinu vSech vyrazi
hloubky d

n
™= U{ﬂ-i,la et 77Ti,li}
i=1
Vzhledem k tomu, Ze d > 1 pak je mnozina 7 ve tvaru

m={f11(&), - frm (&) s S (Cr)y s S (S0)}
kde f;; € B, & € ® a || =d — 1. Pro vSechna i € {1,--- ,k} vytvoime mnozinu
Ffi = {f|f(§z) € 7r}
a mnozinu

Ge=|JD:f%D
feFf'L

14



G¢, € B tedy piedstavuje derivacni uzdvér vSech funkci z m, které maji jako nezavislou
proménnou & € ®. Dale pro kazdé & a pro kazdou funkci g € G¢, zavedme neznamou
proménnou y,+; = ¢g(&;) tak, aby zadné dvé proménné y nemély stejné indexy. Vytvoime
novou mnozinu promennych

Xo=X U{ynH, Y11y je nové zavedend proménna}

Je zfejmé, Ze mnozinu Xy lze vyjadiit ve tvaru {yi, -, Ym, ¥5, - Y}, kde n < m.
Nyni pro vSechna o € {1,--- ,n} nahradme vyraz m; ; ve ¢,

QSO(yla"' 7yn) :po(o-o,la"' 70-0,k‘oa7T0,17"' aTrO,lo)

nové zavedenou promeénnou ¥y, ;. Takto nové vytvorené vyrazy polozme rovny ¢o(y1,- - ,Ym)-
Nyni pro kazdy vyraz &; € ® a kazdou funkci g € G¢, mdme novou proménnou y;. Za pred-
pokladu, ze ¢'(t) = p(g1(t),-- -, gi(t)) je derivace nové zavedené proménné rovna

B(y;) = B(&)pj(g1(&)s -, 91(&))

kde g; € Gg,, Vk € {1,---,1}. Tudiz byla pro vyraz gx(§) zavedena nova proménnd a
polynom p; muzeme pievést do tvaru p;(Ynt1, -, Ym)-
Oznacme vyraz

B(ED)Pi Wnt1s > ym) = Uiy, 2 Ym)

Sestrojme novou soustavu ¥, C ®(B, X2) ve tvaru

yi: 1/11(?/17"‘ 7ym)
v, = :

y7/n = wm(yl’ T aym)

Je zrejmé, ze hloubka vyrazt ¥y, - -- , ¥, je mensi nez d, jelikoz vSechny vyrazy vysky d z
nich byly odstranény. Hloubka vyrazu v, Vj € {n +1,--- ,m} je

%5l = IB(E)P; Wt ym)| = max{|B(E)I, [ (Y41, ym) |}
Dle definice 6 je hloubka polynomu p;(yn+1,- - ,¥Ym) rovna 1 a dle lemma 2 plati
IB(&)| =&l=d—-1
O

Lemma 4. Pro kazdy systém rovnic ®,, C ® existuje koneéna posloupnost mnozin <I>71L1, cee q)flk,
k > 0 takovych, ze plati

(a) q)n = Q}Ll
(b) @, — ®;H 0 <i <k
(c) |&f, | =1

Dikaz. Dikaz je pfimym dtisledkem lemma 3. Dle tohoto lemma vime, zZe pro libovolné @fu
miizeme sestavit @71 takové, ze |®], | > |4t |. Vzhledem k tomu, Ze hloubka soustavy
|®,,| je kone¢nd, pak i posloupnost systému s niz$i hloubkou bude koneéna. O
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Definice 10. Necht ®, C ®(B, X) je soustava B-rovnic. Mnozinu ®,, mizeme pouzit pro
definovani soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu

yi :(ﬁl(yla e 73/n)

(3.4)
y;’L :d)n(ylv T ,yn)
s pocatecnimi podminkami

y1(to) = a10, -+, Yn(to) = ano (3.5)
Soustavu (3.4) spolecné s po¢ateénimi podminkami (3.5) nazyvame , pocatecni tlohou* a

oznacujeme ji entici (®y,, to, aio, -+ ,ano), zkracené (®,,) nebo zapisem

Y1 =o1(y1, -+ 1 Yn) y1(to) =aio

y; :¢n(yla T 7yn) yn(to) =0nQ
Lemma 5. Necht ®,, C ®(B, X) je soustava B-rovnic a (®,,tg, aig,: - ,ano) je pocatecni
uloha, pro kterou plati, ze |®,| > 1. Pak existuje pocateéni uloha (VU,,,to,bi0," - ,bno)

takova, ze ¢, — ¥,, a
(a) |Pn| > [V

(b) pokud existuje feseni pro (V,,,to,bio, -+ ,bno) ve tvaru {y,(¢),---,7,,(t)} na inter-
valu I C R,ty € I, pak existuje i feSeni pro (®,,to, a0, - ,ano) na intervalu I ve
tvaru {y1(t), - ,yn(t)} takové, ze y;(t) = y;(t), Vt € I, Vi € {1,--- ,n}.

Dikaz. Z lemma 3 vime, ze existuje soustava B-rovnic ¥, takova, ze plati &, — ¥,, a
|®y| > |¥,]. Z definice 9 vime, ze Vi € {1,--- ,n} plati

wi(yla"' 7yn77—1(y17"' ayn)a"' aTmfn(yla"' 7yn)) = ¢z(y1a 7yn) (36)

Z konstrukce mnoziny ¥,,, v diikkazu lemma 3 vyplyva, ze po¢ateéni tlohu (¥, to, b1g, - - - , bno)
mizeme zapsat ve tvaru

yll :@bl(yh sy Yns Ynt1, 0 7ym) Y1 (tO) =aio
Y =Un (Y15 Yns Ynt 1o > Ym) Yn(to) =ano

yim =¢n+1(y1, sy Yns Ynd, o 7ym) yn+1(7fo) ZTn+1(a10, ce ,ano)
Yoo =Um (Y1, 2 Yns Ynt1s 5 Um) Ym(to) =Tm—n(a10," - ,ano)

Necht fesenim této po¢ateéni tulohy na intervalu I je {g,(t), - ,7,,(t)}. Rovnici (3.6) tedy
miuZeme prepsat do tvaru

¢i(y1a"' 7@11’7-1(@1"" 7§n)?"' aTm*n(glv"' ayn)) = le(gl, 7§n) (37)
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Z konstrukce mnoziny ¥,,, déle vime, ze Vj € {1,--- ,m —n}

Ui = T (U5 5 Un)
a derivace proménné v, ; podle ¢ je
Unsj =BT (@1, U,)) =
&G T Vs Tn) =
W U011 3 Tm)y a1 3 Um)) =
Ut (T, Yim)

a tedy muzeme dosadit 1,,+; do rovnice (3.7)
Qbi(g]_, T 7?71) = 7/%’@17 e aym) = gz
coz dokazuje, ze mnozina {y;, - - , ¥, } je FeSenim pocatecni tlohy (¥, to, b1g, - ,bno). O

Lemma 6. Ke kazdé pocateéni uloze (®,,,to, a0, ,ano), kde @, C ®(B,Y) a |®,]| > 1
existuje poc¢ateéni uloha (VU,,,to,bio,- -+ ,bmo) takova, ze &, — ¥, |¥,,| = 1 a pokud
existuje na intervalu I C R, ¢ty € I feSeni tulohy (¥,,) ve tvaru {y,(¢), --,7,,(t)}, pak
existuje i feSeni tlohy (®,) na intervalu I ve tvaru {y;(¢), -+ ,yn(t)}, kde y;(t) = 7;(¢),
VtelaVie{l,--- n}.

Diikaz. Z lemma 5 vyplyva, Ze l1ze sestavit konec¢nou posloupnost pocatecnich tloh

1 1 1 2 2 2 m m m
(q)nlvtoaal()a"' aanl())’(q)ng’tO?alOv"' 7an20)7"' ’((I)nwptoaalo"" aanmo)

takovou, Ze plati
(0/) (q:)}llat(b a%OJ o 7a71110) = ((pn7t07 aio, - - 7an0)
(b) ®p, — 7, — = PR
(c) @, > @2, > - > |27 |

a zaroven plati, ze pokud na intervalu I C R existuje feSeni tlohy (@} ), pak existuje
i feSeni vSech ostatnich tloh. Tato posloupnost bude tak velka, aby platilo [®] | = 1.
Vzhledem k tomu, ze hloubka ®,, je kone¢na, pak i posloupnost bude konecna. ]

3.1 Priklad transformace pocatecni tlohy

Me¢jme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

yp=e" cos(t) . sin(yz) y1(to) = y1,0 (3.8)
Yo = Y2 y2(to) = y2,0 (3.9)
Oznacme
Y11 = sin(y2) (3.10)
Y12 = cos(y2) (3.11)
Y13 = cos(t) (3.12)
Y14 = sin(t) (3.13)
Y5 = Y13 (3.14)



pak lze rovnici (3.8) pfepsat do tvaru
Y1 = Y12 - yu (3.15)

Nyni sestavime diferencidlni rovnice pro nové zavedené promeénné.

Y11 = cos(y2)ys = Y122 y11(to) = sin(yz2(to)) (3.16)
Y12 = —sin(y2)ys = —y1ye y12(to) = cos(y2(to)) (3.17)
Y13 = —sin(t) = —yua y13(to) = cos(to) (3.18)
Y1a = cos(t) = y13 y14(to) = sin(to) (3.19)
Yis = €V3y13 = —y15Y14 y15(to) = ey13(t°) (3.20)
Rovnice (3.16) - (3.20) spole¢né s rovnicemi
Y1 =Y12 - Y1 y1(to) = Y10 (3.21)
Ys = Yo y2(to) = y2,0 (3.22)

nyni tvoii elementarni tvar pocatecni tlohy ekvivalentni k tloze zadané rovnicemi (3.8) a

(3.9).
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Kapitola 4

Transformace elementarnich funkci

Cilem této kapitoly je sestaveni transformacnich rovnic pro jednotlivé elementarni funkce
tak, aby se cely proces transformace dal automatizovat.

Vétsina matematicky funkci se v pocitacich pocitda pomoci Taylorova rozvoje. Pres-
nost jejich vypoctu (kterd zavisi na poctu ¢lent rozvoje) vétsinou Fidi pouzitd matema-
ticka knihovna. Vzhledem k tom, Ze pro vypocet diferencidlnich rovnic vyuzivame Tayloriav
rozvoj, je zbytecné, aby se pouzival na dvou mistech (pfi vypoc¢tu matematicky funkei a
pri vypoctu diferencidlnich rovnic). Proto provedeme transformaci funkci na diferencialni
rovnice, coz ndm zaroven volbou fadu umozni dynamicky ¥idit pfesnost vypoctu funkci.
Myslenku transformace znazornime na nasledujicim prikladu.

Méjme dvé funkee: sin(t) a cos(t). Oznac¢me si je proménnymi y; = sin(t) a yo = cos(t).
Derivaci téchto proménnych podle ¢ dostaneme nasledujici soustavu diferencialnich rovnic:

Y=y y1(to) = sin(to)
yh = —11 ya(to) = cos(tog) (4.1)

Vyssi derivace se budou ziskavat dle principu

v =) =) =-n

Dle upraveného vzorce pro Taylortv rozvoj (5.8) muzeme funkei sin(t + h) prepsat do
tvaru

h? h3
sin(t + h) = sin(t) + hsin’(t) + or sin” (t) + e sin”(t) +--- =
h2 .h3
= sin(t) + hcos(t) + g(— sin(t)) + y(— cos(t)) + - (4.4)

Spustime-li vypocet na soustavé diferencidlnich rovnic (4.1), budou se jednotlivé hod-
noty proménné y; pocitat dle vzorce

h? h3
yi(t+h) = ya(8) + s (1) + Sy (8) + pon'(8) + - (4.5)

Po dosazeni jednotlivych derivaci do rovnice (4.5) dle pfepisi ziskdvame rovnici

h? h3
a4 h) =1 (8) + hya() + 5 (31 (0) + 5 (wa() + - (46)
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a tedy dostavame vztah

2 3
sin(t + h) = sin(t) + hcos(t) + %(— sin(t)) + %(— cos(t)) + - (4.7)

ktery je totozny se vztahem (4.4). Z toho plyne, ze funkce miZzeme nahradit proménnymi,
které predstavuji prepis rovnic do diferencidlnich rovnic a zptusob vypoctu takto nahraze-
nych rovnic bude stejny.

V nésledujicim textu budeme vychazet z oznaceni y; = f(x(t)) kde f je elementarni
funkce a x(ty) = z¢. Dale predpokladejme, ze

2'(t) = p(z1(t), -, 2n(t)) (4.8)

kde p je polynom. Tuto derivaci budeme nadéle zkracené oznacovat pouze symbolem p.

Transformacni rovnice lze sestavit pouze pro funkce, které maji koneény derivaéni uza-
vér, coz znamend, ze jejich derivacni uzavér tvori konefnou mnozinu funkci. Nicméné
ukazeme, ze vSechny bézné pouzivané funkce v technickych aplikacich konecny derivacni
uzaver maji.

4.1 Odvozeni transformacnich vztahu

4.1.1 Funkce sin
sin(z(t)) =y v} = cos(a(t)) - p = vo y1(0) = si
Yo = — Sin(x(t)) p= —y1 p y2(0) = cos(z(0))
Va(t) e R

Deriva¢nim uzavérem funkce sin je {sin, cos}.

4.1.2 Funkce cos

cos(z(t)) =y1 yy = —sin(x(t)) - p=—y2-p y1(0) = cos(x(0))
V= cos@®) p=m-p w0 =sm@o) 1
Va(t) € R
Deriva¢nim uzavérem funkce cos je {sin, cos}.
4.1.3 Funkce tg
o (sin(®)\"  sin'(t) cos(t) — sin(t) cos/(t)
tg () = <cos(t)> N cos?(t) N
sin? cos?
_ (zl:;(t) ®) _ te2) +1 (4.11)
tgz(t) =y y1=(1+y7) p 1(0) = tg(z(0)) (4.12)

Vz(t) € R\ {§ + kn|k € N}
Deriva¢nim uzévérem funkce tg tedy je {tg}.

4.1.4 Funkce cotg

cotg(z(t)) =y yi =—(1+y7)-p v1(0) = cotg(x(0)) (4.13)
Va(t) € R\ {kr|k € N}
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4.1.5 Funkce arcsin

n(t) = ——
arcsin(t)’ = N
((Vi=8)3) = S(V/i-) i -2n)
arcsin(z(t)) = y1 Y] = yo y1(0) = arcsin(z(0))

vo=wpeye(1-2%) 1(0) = s
va(t) € (-1,1)

4.1.6 Funkce arccos

arccos(z(t)) =y1 v} = —y2 y1(0) = arcc?s(x(O))

yézl"p'w'(l_$2) y2(0):m

Va(t) € (—1,1)

4.1.7 Funkce arctg

arctg(t)’ = 1 _i 2
<(1 i tQ>_1> =)
arctg(z(t)) =y1 Y1 =12 y1(0) = arctg(z(0))

Yo=—2-y3--p Z/2(O):1++2(0)
Va(t) e R

4.1.8 Funkce arccotg

arccotg(z(t)) =y1 Yy = —12 y1(0) = arccotg(x(0))
vo=-2-y32p 1200) = e

Va(t) € R

4.1.9 Funkce exp

W=y yi=p-yi y(0)=e®
Va(t) e R

4.1.10 Funkce In

Va(t) € Ryz(t) >0
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’ Y1 ‘ rovnice ‘ pocatecni podminky ‘
sin(x) Yy = y2p y1(to) = sin(z(to))
Yy = —1p y2(to) = cos(z(to))
cos(x) | ) = —y2p y1(to) = cos(z(to))
Yy = y1p Y2 (to) = sin(z(to))
tg(z) | yi=(0+y)p y1(to) = tg(x(to))
cotg(z) [yl =—-(0+ui)p y1(to) = cotg(x(to))
arcsin(x) | y; = y2 y1(to) = arcsiln(x(to))
yp=x-p-y2- (1 —2%) | ya(to) = T
arccos(z) | y) = —y2 NE (to) = arCC(l)S(ﬂc(to))
Yo = -p-ya-(1—2%) | y2(to) = )
arctg(z) | ¥} = y2 y1(to) = arctlg(x(to))
yé = _2 : yg "X p yQ(tO) = 1+x2(t0)
arccotg(z) | ¥ = —y2 , yi(to) = afC(iOtg(x(to))
Yp=—2-y5 TP y2(to) = 1270y
exp(x) Yi=D- y1(to) = e*(0)
In(z) yp =2 y1(to) = In(z(to))

Tabulka 4.1: Transformac¢ni tabulka elementarnich funkeci.®

9Funkce %/z(t) neni implementovéna, jelikoz muze byt nahrazena ekvivalentni funkei e” In(z(t))

4.2 Algoritmus transformace

Algoritmus 2 formalné popisuje transformaci soustavy diferencidlnich rovnic v obecném
tvaru (na pravé strané se mohou vyskytovat funkce definované v tabulce 4.1) na soustavu
diferencialnich rovnic v polynomidlnim tvaru. Druhy cyklus zajistuje nahrazeni derivaci
vzniklych pfi transformaci za vyrazy bez derivaci. Toto je mozné, jelikoZ soustava rovnic
definuje vztahy pro jednotlivé derivace a pokud se mnozina ¥ prochézi setfidéna podle toho
jak vznikala, tak postupné dostavame vyrazy bez derivaci. Funkce byly vzdy nahrazeny
novym symbolem a tudiz piivodni rovnice jsou jiz bez derivaci. Jediné rovnice které mohou
obsahovat derivace jsou nové zavedené rovnice a ty obsahuji derivace pouze puvodnich
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proménnych, nebo rovnic definovanych diive. K zacykleni tedy nemtize dojit.

Funkce NahradFn

Vstup: Vyraz ¢, ve kterém se maji nahradit funkce a mnozina transformovanych
rovnic ¥
Vystup: Vyraz ¢ bez funkci a mnozina aktualizovanych transformovanych rovnic ¥
begin
if ¢ obsahuje vyraz ve tvaru fn(a, V) then
[« NahradFn(«);
U « ¥ U Nové rovnice podle transformaéni tabulky 4.1 pro vyraz fn(();
1 «— ¢ ve kterém vyraz fn(«) nahradime nové zavedenou proménnou
odpovidajici vyrazu fn(3);
end
end

Algoritmus 2: Algoritmus transformace rovnic do polynomiélniho tvaru

Vstup: Mnozina diferencidlnich rovnic ® v obecném tvaru
Vystup: Mnozina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru
begin
U — ()
foreach i/ = ¢“ € ® do
U «— ¥ U,y = NahradFn(¢, ¥)*;
end
foreach 5/ =y “ € ¥ do
if ¢ obsahuje derivaci then
Nahrad derivaci v ¢ za vyraz predepsany piislusnou rovnici v ¥ pro
danou proménnou;
end
end
end
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Kapitola 5

Taylortv teorém a jeho aplikace
pri resSeni diferencialnich rovnic

5.1 Taylorovy polynomy generované funkci

Pro danou funkci f hleddme takovy polynom, ktery se s touto funkci bude shodovat v
ur¢itém okoli bodu a. Predpokladejme, ze funkce f ma v bodé x = a derivace az do fadu n,
kde n > 1. Pokusme se nalézt polynom P, ktery se s funkci f shoduje v bodé a v prvnich
n derivacich. Mame tedy n 4+ 1 podminek

P(a) = f(a),  P'(a)=f'(a), ---, P"(a)=f"(a) (5.1)
a polynom fadu n
P(x)=co+ci(z—a)+calx —a)’ + -+ cplz—a) (5.2)

pro ktery musime dopocitat n + 1 koeficientii. Lze ukazat, Ze pro kazdou funkci f existuje
nanejvys jeden polynom P s témito vlastnostmi.

Véta 1. Je-li dana funkce f v bodé z = a se vSemi derivacemi az do fadu n, pak existuje
pravé jeden polynom P tadu < n, ktery splnuje n + 1 podminek

P(a) = f(a),  P'(a) = f'(a), ---, P"(a)=f"(a)

Tento polynom je dan predpisem

P(z) = (x — a)” (5.3)
k=0

Dikaz. Polynom P mtzZeme zapsat ve tvaru:
P(x):CO+Cl($—a)+02($—a)2+...+cn(x_a)n (54)

Pokud polozime = = a, dostaneme P(a) = c¢o. Z prvni podminky tedy dostédvame
P(a) = f(a). Nyni zderivujeme obé strany rovnice (5.4) a opét polozime x = a. Dostavame
P'(a) = ¢ a tedy ¢1 = f'(a). Zopakujeme-li tento postup znovu, dostavame P”(a) = 2¢5 a
tedy ¢z = f"(a)/2. Po k derivacich dostaneme P*)(a) = kl¢y, coz nam davé vzorec:

) (g
= k'( ) (5.5)

O]
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Rikéme, Ze polynom (5.3) je ,, Taylorovym polynomem stupné n generovanym funkci f v
bodé a“. Tuto skute¢nost budeme znacit 7T;, f. Hodnotu tohoto polynomu v bodé x budeme
znacit T), f(z; a), nebo pouze T), f(x), pokud je a = 0.

Podrobnéji se danou problematikou zabyva [1].

5.2 Taylortv teorém

Teorém 1 (Taylortv teorém). Za predpokladu, ze f"+1) funkce f(t) je na intervalu (to,t1)
spojitd a hodnoty t a t + h leZi také v intervalu (to,t1), pak plati

1 1
flt+h) = f(t) +hf'(t) + §h2f”(t) +ot ﬁh”f(”) (t) + Rpt (5.6)
kde zbytek R,11 je roven
— 1 n+1 p(n+1)
Rt = ™00 57)

an je bod mezit at+ h.

Pokud mé funkce f definovany vSechny derivace a tyto derivace jsou na intervalu (to, ¢1)
spojité, nazyvame ji ,nekonecné diferencovatelnou, a vzorec (5.6) lze pfepsat do tvaru

ft+h) Z f (k) (¢ (5.8)

5.3 Taylortv rozvoj s reziduem

Uvazujme nyni chybu zptisobenou aproximaci. Je patrné, Ze reziduum aproximace je E,(z) =
f(z) = T, f(x). A tedy pokud mé funkce f n prvnich derivaci, mizeme psat

n k) (g
— Z !/ k'( )(x —a)* + E,(z) (5.9)
k=0

Tomuto vzorci se tika ,,Tayloriv vzorec s reziduem“. Tento vzorec je uzitecny, pokud
mizeme odhadnout velikost E,(x) a tudiz tak stanovit chybu aproximace. Nyni si funkci
E,(z) pfevedeme do integralniho tvaru.

Véta 2. Predpokladejme, Ze funkce f ma spojitou druhou derivaci f” v uréitém okoli bodu
a. Pak pro kazdé x v tomto okolim plati

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + Er () (5.10)

kde .
El(:c):/ (x —t)f"(t)dt (5.11)

Diikaz. Rovnici (5.10) mizeme piepsat do tvaru:

Ey(z) = f(z) = f(a) = f'(z)(z — a)
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Zjevné plati, ze f(z) — f(a) = [f(1)]% = [T f'(t)dt podobné z —a = [t]2 = [T dt a tedy
Biw) = [ fwa-@ [Ca= [ roa- [ -
- [ - s

Oznacenim u = f'(t) — f'(a) av =t —x, kde dv/dt = 1 a du/dt = f"(t) a pouzitim metody
per partes dostavame vztah

[ 1o - i = (0 - F@e -2 - [ @-oro
Ee) = (')~ F(@) (e~ ) - (Fa) = F@)a—2) ~ [ (t=0)f" 0
Bi(o)= [ (=000t

O]

Véta 3. Predpokladejme, ze funkce f ma spojitou derivaci fadu n+ 1 v urc¢itém okoli bodu
a. Pak pro kazdé x v tomto okolim plati

(g
f@y =31 k'( )@ — o)t + Bu(a) (5.12)
k=0
kde -
Eo(z) = % / (@ — &) £ (1) dt (5.13)

Diikaz. Dikaz provedeme pomoci indukce. Pro n = 1 jsme to jiz dokazali v pfedchozim
teorému. Nyni predpokladejme, ze to plati pro n. Je zfejmé, ze plati

f(n+1)(a)
~ (n+1)!

Nyni pouzijeme integralni tvar F,(z) a vyuzijeme toho, Ze

[ -ora=[ WT @ @oart

Eni1(z) = Ey(x) (z —a)" ™! (5.14)

n+1 n+1 n+1
(.CL‘ _ a>n+1
= 5.15
n+1 ( )
Dosazenim pfredpokladu (5.13) a vzorce (5.15) do vzorce (5.14) dostavame
1 x n eln f(nJrl) a) T .
By = n'/ (2 — )" ¢ +1)(t)dt—n!(/a (w— t)dt =
1 T
= — [ —(@ =) - fOD (a))at (5.16)
n! J,

Podobné jako v pfedchozim diikazu zavedeme proménné

du
u= fU () — ) (a) T FA ()
__(@—pmrt v _
T i~ @
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a integrujeme pomoci metody per partes

&H®=;<Wﬁ‘[@;xﬂﬁwww>=

=— | P (t)dt =

= G T /x(x — )" (1)t (5.17)

5.4 Odhad velikosti rezidua F,(x)

Teorém 2. Pokud pro vsechna t v intervalu obsahujicim a splriuje (n+1)-ni derivace funkce
f merovnost

m < [ < M (5.18)
pak pro vsechna x v tomto intervalu plati ndsledujici odhad
(x — a)”“‘l (x — a)”“‘1
a n+1 n+1
(¢ =) < (-1)"ME,(z) < M(a —2) pro x < a (5.20)

Tt ) =)

Dikaz. Uvazujme nejprve x > a. Pak integral ve vyrazu E,(x) probiha na intervalu [a, z].
Pro kazdé ¢ na tomto intervalu plati (z — t)™ > 0. Z nerovnosti (5.18) vyplyva, ze

— H\n _ +#\Nn _ \n
m(:B t) < (x t) f(n-l-l)(t) < Mu (5_21)
n! n! n!
Integraci od a do x pak dostavame
x M x
% (z—t)"dt < Bu(e) < — / (z — t)"dt (5.22)
° a ° a
a substituci ©u = x — t a du = —dt dostavame

x a u(a)
/(a:—t)”dt:/ (:z:—t)”(—l)dt:/ Wy =
a T ’LL(.Z’)

- /z_a u"du = 7(:U _ a)"+1
0 n -+ 1

a tudiz jsme vyraz (5.22) redukovali na vyraz (5.19).

Pro z < a budeme postupovat obdobné. Integral probihd na intervalu [z, a]. Pro kazdé ¢
na tomto intervalu plati ¢ > x, a tedy (—1)"(x —¢)" = (t —2)™ > 0. Nyni mizeme nerovnost
(5.18) pfenasobit nezdpornym zlomkem (—1)"(x — ¢)"/n!

(=D —" _ (=D)"(z—1)"
n! n!

) ()b
n! n!

f(n+1)(t) <

IN

M
f(nJrl) (t) <M

IN
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tento vyraz integrujeme od x do a

a M a

Tt —a)hdt < (~1)"Ea(o) < '/ (t — x)"dt (5.23)
. T n: x

Substituci v =t — z a du = dt dostavame

a a—x o n+1
/ (t —a)"dt = / u"du = 7@ z)
T 0

n+1

a tudiz jsme vyraz (5.23) redukovali na vyraz (5.20), kde (—1)""! dostaneme z (—1)"
zaménou mezi integrace tak, aby jsme ziskali vyraz E, (z). O

5.5 Konvergence Taylorovych rad

Nekone¢nou Taylorovu fadu z rovnice (5.8) muzeme piepsat do tvaru
o0
fl@) = an(z —to)" (5.24)
k=0

Tato rovnice predstavuje mocninnou fadu. Ma-li fada konvergovat, musi platit nasledujici
pravidlo pro konvergenci rad

lim | g1 (@ — 1)

<1
n—oo  |an(x — to)"|

Pokud tato limita existuje, 1ze pravidlo prepsat do tvaru

Cn

|z — to| < lim (5.25)

n—oo

Cn+1

Tento vztah definuje polomér konvergence, na kterém rada konverguje.

Obecné ovsem limita v rovnici (5.25) nemusi existovat. Pak je tfeba brat v ivahu vztah
(5.12). Taylorova fada konverguje, pravé kdyz hodnota E,(x) — 0 pro n — oo. Upravou
tvaru rezidua muzeme odvodit nasledujici vétu.

Véta 4. Necht funkce f je nekoneéné derivovatelna na otevieném intervalu I = (tg—r, to+r)
a necht existuje konstanta A takova, Ze plati

|f™(z)| < A", proVneNaVe e I (5.26)

pak Taylorova fada generovana funkci f v bodé to konverguje k hodnoté f(x) pro vSechna
x el

Diikaz. Vyraz pro E,(x)
Buw) = o [ o=t 0 (5:27)
¢

si muzeme pomoci substituce

t=x+ (to —z)u dt = —(x —to)du
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upravit do tvaru

_ n+1 1
E,(z) = (a;a')/ u" f Y [+ (g — x)u)du (5.28)
n. 0
kde u nabyva hodnot 0 az 1 kdyz ¢t nabyva hodnot ¢y az x.
Pouzitim nerovnosti (5.26) a upraveného vztahu pro E,(z) miZeme psat

—t n+1 1 —t n+1An+1 BnJrl
0 < |Ep(z)] < MA”“/ iy = 2= - (5.29)
n! 0 (n+1)! (n+1)!
kde B = A|z — tp|. Nicméné vyraz B"/n! jde pro libovolné B k nule pfi n — oo a tak i
E,(z) — 0 pro kazdé = € I. O

Obecné ovsem nelze predpokladat, ze Tayloriv polynom generovany funkci f konverguje
k f(x) pro kazdé z. Vhodnym protiptikladem tohoto tvrzeni je funkce

fl@)=e3 (5.30)

Tato funkce je nekone¢né derivovatelnd, v bodé 0 m4 limitu a tudiz hodnota f(0) = 0, ale
Taylortiv polynom generovany touto funkci bude roven 0 pro vSechna z. Taylortiv polynom
funkce f v bodé 0 se tedy shoduje s funkci f pouze v bodé 0.

Tato skuteCnost je zpusobena tim, Ze jedna z funkci deriva¢niho uzavéru funkce f
(konkrétné 1/x) neni na intervalu, pro ktery Taylortiv polynom generujeme, omezena.
Pozadujeme-li tedy, aby se Tayloriv polynom s generovanou funkci f shodoval ve vSech
bodech daného intervalu, je nutné, aby vsechny funkce deriva¢niho uzavéru této funkce
byly na zvoleném intervalu omezené.

5.6 Aplikace Taylorova teorému pro reseni soustavy diferen-
cialnich rovnic

Méjme diferencialni rovnici ve tvaru

Y = o(y,t) y(a) = yo (5.31)

kde ¢ je polynom. Z kapitoly 3 vime, ze kazdou soustavu diferencidlnich rovnic, kterd ma

na pravé strané pouze polynomy a funkce s koneénym deriva¢nim uzavérem, lze prevést na

soustavu diferencidlnich rovnic, kterd ma na pravé strané pouze polynomy. Déle se tedy

budeme zabyvat pouze témito tvary diferencidlnich rovnic a soustav diferencialnich rovnic.
Taylordv polynom 7,y mtzeme vyjadrit jako

! a)

Thy(x;a) = y(a) +y'(a)(z — a) + (z—a)+- (z —a)" (5.32)

Zderivujeme-li obé strany této rovnice, dostavame

(Toy(z;a)) = y'(a) + y"(a)(z — a) +

a tedy
(Tny)/ = n—lyl = Tn—1¢ (534)
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7 ptredchozich vztaht je také patrné, zZe

x
Toy(z;a) = / Th-1y (t;a)dt + y(a) (5.35)
a
Zavedme nyni diferencidlni operator B takto:
BT,y = (Tny), = nfly/

Blny:/q%yww+mw=7mw

Pro ziskani koeficientii polynomu T},y tedy postaéi spocitat koeficienty polynomu T;,_ 13’
a doplnit je o y(a). Dale mizeme vyuzit toho, ze funkce, které maji koneény derivacéni uzavér
(a tudiz je lze pfevést na kone¢nou soustavu diferencidlnich rovnic, na jejichz pravé strané
se vyskytuji pouze polynomy), maji také na svém definiénim oboru definované vsechny
derivace.

Véta 5. Pokud ma funkce f na intervalu I C D definovan derivaéni uzavér F, pak ma
funkce f na tomto intervalu definovany vsSechny derivace. Tyto derivace jsou v polynomi-
alnim tvaru p(t, f1, -+, fn), kde f; € F.

Dikaz. Z definice mnoziny F' vime, ze funkce f méa definovanu prvni derivaci a to konkrétné

f,(t) = p(t7 fl(t)7 e 7fn(t))a kde f’L € F
Necht je definovana i-t4 derivace f() = p(f1,--+, fm). Pak plati, ze

(5.36)

(3 1)_dp(t7f17'”7fm) _ = 8p(t7f177fm) / 8p(t7f177fm)
= dt ED S ot

Je zfejmé, ze 3P(f187~];j7fm) a 8p(t,f3t...,fm)

- jsou polynomy. Z definice mnoziny F vime, ze f] je
také polynom a tedy

FOD = p(t, fr,, fr) (5.37)
Il

Méame-li tedy soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

Y =01 (Y1, Ym) y1(to) =ai o
yé =¢2(y1, - - - 7ym) ya(to) =ag,
y;n :¢m(y17 U ;ym) ym(t[)) =0n,0

kde ¢; je polynom, muzZeme sestavit m Taylorovych polynom, které se s funkcemi y; budou
shodovat na urcitém okoli bodu ty.
Zavedme tedy polynomy:

P, = B7T, ¢
P, = BT}, ¢

Py =BT, ém
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Hodnoty jednotlivych proménnych pak budou:

Ym (t) = Pp (t) + Enm (t)

JelikoZ vSechny funkce y; maji koneény derivacéni uzévér (podmnozina mnoziny {y1, -+ ,Ym}),
pak z Véty 5 vime, Ze maji také definovany vsechny derivace a tudiz mizeme sestavit Tay-
lortiv polynom s libovolnou piesnosti.

5.7 Ukoncovaci podminka

Spravné urceni fadu polynomu je nejobtizenéjsi cast celého vypoctu. Je nutné optimali-
zovat dva protichiidné faktory a to ¢asovou a pamétovou naro¢nost vypoctu a dosaZenou
presnost. Cim vétsi je ¥4d polynomu, tim mensi je chyba vypoctu, ale zaroven se zacne
projevovat numerickd nestabilita. V matematickych vypoctech je vétSinou upfednostiio-
véana presnost dosazenych vysledkd pred rychlosti vypocétu. Pro vyuziti v praxi mize byt v
zvolit maximalni chybu vypocétu pro mezni bod pozadovaného intervalu feseni (¢im mensi
chyba, tim vyssi pfesnost a nizsi rychlost).

Pokud nam stac¢i pouze numerické feseni soustavy rovnic (diskrétni vysledky pro mnozinu
bodi t), je mozné vyuzit opakované spousténi vypoctu tak, ze nejprve vypocitame P; v bodé
to a ziskdme hodnotu y; (1), pak vypoéitdme P; v bodé t; a ziskdme hodnotu y;(¢2), az po-
stupné dostaneme hodnotu y; (¢ ). Timto postupem je okoli, na kterém musi byt aproximace
pfesna, mensi a tedy i f&d polynomu mtze byt mensi. Je-li pozadovano analytické feseni
pro velky interval, je zapotiebi velkého poctu ¢lend Taylorova rozvoje.

V obou ptipadech je ovSem potieba stanovit ukoncovaci podminku pro vypocet rada
polynomu. Chybu E,, je obtizné stanovit, jelikoz hodnota f (n+1)(¢) neni znama (zévisi na

neznamych funkcich yq,- -« , 4, ). Pro ukonéeni pouzivame empiricky zjisténé vlastnosti, ze
pokud soucet t¥i po sobé jdoucich ¢lent
(k)
Y, (a)
: x (tmaz — )" (5.38)

je mensi nez pozadovand presnost (pro t;,g, rovno konci pozadovaného intervalu), pak je
reziduum F;(tq,) také mensi nez pozadovand presnost.

Tato vlastnost nicméné neni podlozena zddnou matematickou teorii a je tieba ji upies-
nit. Matematické zdivodnéni této podminky pfesahuje ramec této prace. V implementaci
vypoctu koeficientt Taylorovy fady prace tedy vyuzivad pouze empirického zjisténi.

5.8 Algoritmus vypoctu koeficienti Taylorova polynomu

Algoritmus 3 uvadi zdkladni algoritmus pro vypocet koeficientt Taylorovy fadu. Za koefici-
enty Taylorovy fady povazujeme hodnoty yl-(k) (to)proi € {1,--- ,n}ak €{0,--- ,mazxorder}.
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7 téchto koeficientl I1ze urcit hodnotu aproximované funkce podle predpisu:

mazxorder (k) (tO)

wlt)= > )t (5.39)

k=0

Algoritmus 3: Algoritmus vypoctu koeficientd Taylorovy fady pro zadanou pocatecni
ulohu
Vstup: Mnozina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocateéni podminky a dvojice tg, tmax
Vystup: Uspofddany seznam vektoru C piedstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci

begin
C ()
foreach 3/ =y “ € ¥ do
a + vyhodnoceni ¥ v bodé tg;
v (p(y), a);
¢ — 9
while Neni splnéna ukoncovaci podminka v bodeé t,,q, do
¢ <« derivace ¢ pomoci vztahu (3.3) tak, ze kazdou derivaci proménné
nahradime jejim predpisem z V;
a < vyhodnoceni ¢ v bodé tg;
v (v, )
end
Cly) «v;
end
end

Tento algoritmus neni optimalni, jelikoz mnoho vypocti se provadi opakované pro stejna
¢isla. V kapitole 6 se budeme timto algoritmem blize zabyvat a navrhneme mozna urychleni.
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Kapitola 6

Optimalizace vypoctu koeficientt

V této kapitole budeme zkoumat slozitost algoritmu 3 a navrhneme rtizné postupy jak tuto
slozitost snizit.

Je patrné, ze slozitost vypoctu bude velmi zéviset na tvaru rovnice v mnoziné W¥. Pro
usnadnéni vypoctl a odhadi slozitosti budeme predpokladat, ze ¥ obsahuje n rovnic, které
maji na pravé strané polynomy s m soucty, kazdy s k rtiznych nasobku y;. Prozatim budeme
uvazovat pouze polynomy, ve kterych se vyskytuji proménné s mocninou 1. Polynomy s
vys$imi mocninami lze do tohoto tvaru pfevést transformaci popsanou v kapitole 3.

Analyzujme nyni pocet ¢leni v proménné ¢. Na pocatku zde bude m soucti s k nasobky
a tedy m - k nutnych operaci pro vyhodnoceni. Zderivujeme-li ¢, dostaneme pro kazdy
nasobek k souétl s k nasobky. Celkové tedy dostavame m - k% proménnych. Po nahrazeni
derivaci proménnych dle predpisu definovaného soustavou diferencialnich rovnic dostaneme
misto kazdé derivované proménné m - k proménnych a celkové tedy po tomto kroku bude ¢
obsahovat m - k% -m - k = m? - k3 proménnych, z &ehoz je m? - k souétd po k? nisobcich.

Provedenim dalsi derivace ziskdme m? - k? soucttt o k2 nasobcich. Po dosazeni derivo-
vanych proménnych dostavame m? - k* sou¢ttt o k% nasobcich. Timto postupné dostaneme
pro i-tou derivaci m’ - kzé;ll J souctit o k' nasobcich.

Jako priklad si mizeme uvést soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

v = (Y1, y2) = Y192 (6.1)
yé =y1 + Y2

Postupnym derivovanim vyrazu ¢(y,y2) dostdvame

¢ = yly2 +y1vh = 15 + 1 (y1 + y2)
¢" = Y13 + 2y1y2h + v (1 +y2) F 1 (Yl +h) =
= y19s + 2y192(y1 + v2) + y1y2(y1 + v2) + y1(yive +y1 + y2)

6.1 Soubézny vypocet vSech Taylorovych polynomi

P1i blizsim pohledu na nartst jednotlivych séitanci a nasobkt zjistime, ze velky vliv ma
dosazovani vyrazu za zderivovanou proménnou. Vyhodnoceni tohoto vyrazu v bodé tg vede
vzdy ke stejnému vysledku. Je tedy mnohem efektivnéjsi si tyto mezivysledky ukladat do
paméti a misto dosazovani vyrazi pouzivat jiz vypoctené hodnoty. Timto zptisobem nebude
nartistat velikost jednotlivych séitancti a tedy pro i-tou derivaci dostdvame m - k*~! souctil
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o k néasobcich. Je patrné, ze pocet souctti ve vétsiné pfipad mnohonasobné prevysuje pocet
proménnych jednotlivych sé¢itancti. Pro isporu paméti je tedy vhodné sc¢itance se stejnymi
proménnymi se¢ist. Nevyhodou je, ze pfi kazdém slu¢ovani musime provést pfiblizné (m -
k*=1)2 porovnani.

Budeme-li opét derivovat ¢ timto zptisobem dostavame

¢ =y =iy +y19s
¢" =" = yly2 + 2195 + 15

"

4
¢" =yt = oy + 309 + 3yl + iy

Algoritmus 4: Optimalizovany algoritmus vypoctu koeficienti Taylorovy fady pro
zadanou pocatecni ulohu
Vstup: Mnozina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocatecni podminky a dvojice to, timax
Vystup: Uspofaddany seznam vektora C predstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci

begin
D — ();
C ()
foreach ,/ =9 “ e ¥ do
a < vyhodnoceni v v bodé tg;
Cly) < (p(y), a);
D(y) « 1
end
while Neni splnéna ukoncovaci podminka v bodé t,q. pro vsechny funkce y; do
foreach 5/ =y “ € ¥ do
D(y) < derivace D(y) pomoci vztahu 3.3 a optimalizace vyrazu slou¢enim
stejnych scitanct;
a « vyhodnoceni D(y) v bodé ty s vyuzitim hodnot C(y);
Cly) — (C(y)(:),a);
end
end
end

6.2 Pascalovy trojuhelniky

Postupné ziskavani jednotlivych derivaci z derivace predchozi je jak casové, tak pamétove
narocny proces. Vyuzijeme-li skutecnosti, ze vstupem jsou pouze polynomy, kde se vyskytuji
pouze operace nasobeni, déleni, s¢itani a odec¢itani, tak miizeme jednotlivé derivace ziskavat
primo z ptvodniho polynomu. Vime, Ze derivace soué¢tu/rozdilu je soucet/rozdil derivaci a
tudiz

(g1 +y2) D =y 4450 (6.3)
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Mame-li vyraz y = y1y2 pak jeho postupné derivace budou
Yy =iy +y1ys
y” = yi’yz + 2195 + Y193
y" = yl"yo + 3yiys + 3y1ys + y1ys

!

Je patrné, Ze se tento vyraz chovd podobné jako (A + B)" a tedy lze vyuzit rozvoje pomoci
Pascalova trojihelniku. Obecné pro n-tou derivaci y mizeme psat vztah:

n " /n n—
/=3 ()t (6.4

k=0

6.3 Multidimenzionalni Pascalovy trojahelniky

Mame-li obecny vyraz y = yiy2- - Ym, budou se jednotlivé derivace rozvijet podle pa-
rametr m-dimenziondlniho Pascalova trojihelniku. Pro vizualizaci libovolného multidi-
menzionalniho Pascalova trojuhelniku jsem vytvoril skript, ktery je umistén na strankach
http://taylor.mrvv.info/derivation. Multidimenzionalni Pascaliiv trojuhelnik byl po-
psan v [2]. Tento ¢lanek uvadi vzorec

n i1 im—2 n Z l
1 —2 ]
eeonr =5 (£ ()0 (st

1 1 Vo —
i1=0 \iz—=0 im_1=0 N1/ \"2 m—1

Prevedeme-li tento vzorec pro tcely vypoctu derivaci, dostavame:

n il im72 . .
n [t tm— n—iy) (i1—i i
PO Sl DOl Iy <21> <1> (sz)y5 D) ) (6.6)

1
i1=0 \i2—0 im_1=0 2

Vyjadiime-li si nasobek binominalnich ¢lent, dostavame:

<n> <11> <im_2> . n! ’i1! im_Q! .
il i2 im—l (n — il)!’h! (il — ig)!iz! (’im_g — im—l)!im—ll

n!

N (n — il)!(il — ig)! s im_ll
Faktorialy ve jmenovateli vysledného zlomku jsou shodné s fady derivaci jednotlivych pro-
ménnych. Provedeme-li soucet téchto radi, dostavame:
(n—i1)+ (i1 —i2) + -+ (tm-2 — tm-1) +im-1 =7 (6.7)

Pro vsechna i; zaroven plati, ze

11 202 2 0 2 ] (6.8)
Vsechna 7; nabyvaji hodnoty od 0 do n. Vzhledem k nerovnostem mezi koeficienty i vSechny
jejich rozdily (i;—1 — i) nabyvaji hodnot od 0 do n.
Vzhledem k témto skutecnostem miizeme vzorec 6.6 prepsat do tvaru:

ym= Y H 'Hyj Jkde ki, -k €NT Y kj=n (6.9)
]1 7j=1

Ky, km €NT

Oznacme k = (k1, -+, k). Vektor k lze generovat pomoci funkce getStartVector a
getNextVector (viz nize).
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Funkce getStartVector vraci prvni vektor k
Vstup: Pocet ¢lentt m a fad derivace n
Vystup: Vektor k
begin

k — zeros(1,m);
k(1) « n;
end

Funkce getNextVector (k, m,n) vraci nasledujici vektor k
Vstup: Pocet ¢lentt m, fad derivace n a predchozi vektor k
Vystup: Aktualizovany vektor k a logickd hodnota true/false, pokud dalsi vektor
existuje (true), nebo se jiz prosly vSechny hodnoty (false)

begin
if k(m) = n then
return false;
end
pozLast « pozici posledni nenulové hodnoty ve vektoru k;
if pozLast I= m then
k(pozLast) <« k(pozLast) - 1;
k(pozLast + 1) « k(pozLast + 1) + 1;

else
pozNext < pozice predposledni nenulové hodnoty ve vektoru k;

if pozNext + 1 = pozLast then
k(pozNext) « k(pozNext) - 1;
k(pozLast) < k(pozLast) + 1;

else
k(pozNext + 1) « k(pozLast) + 1;
k(pozNext) « k(pozNext) - 1;
k(pozLast) < 0 ;

end

end

return true;
end

6.4 Algoritmus vyuzivajici multidimenzionalni Pascalovy troj-
uhelniky

Algoritmus 4 muze byt upraven tak, aby pro ziskédvani hodnot vySSich derivaci pouzival
multidimenzionélni Pascalovy trojihelniky, popsané v predeslé kapitole. Tento algoritmus
zde uvaddime jako Algoritmus 8. Tento algoritmus vyuziva funkci evalDerivation, které je
popsana nize.

Pocet riznych vektort k pro m nasobki a i-tou derivaci, které splnuji podminku

D k=i
j=1
je
i+m—1
6.10
( - ) (6.10)



Funkce evalDerivation(¢,n,C,ty) vypocita hodnotu derivace ¢ v tg

Vstup: Nésobek ¢ ve tvaru y; - - - y,, Fad derivace n, hodnoty vSech derivaci
Y1, -, Ym nizsiho fadu nez n ve vektoru C' a bod ¢ty
Vystup: Hodnota s pfedstavujici n-tou derivaci ¢ v bodé tg
begin
cont <« true;
k «— getStartVector();

s« 0;
while cont do
v« nl;
foreach k; € k do
v — Uc(ylzil)'(kz) :
end
S «— 8+ v;
cont < getNextVector(k, m, n);
end
end

Algoritmus 8: Algoritmus vypoctu koeficientt Taylorovy fady pro zadanou pocéatecni
tlohu s vyuzitim multidimenzionélnich Pascalovych trojuhelnikt

Vstup: Mnozina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocatecni podminky a dvojice to, tmax
Vystup: Usporadany seznam vektori C' predstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci
begin
C ()
foreach 3/ =y “ € ¥ do
a «— vyhodnoceni ¥ v bodé tg;
Cly) < (p(y), a);
end
n <« 2;
while Nenit splnéna ukoncovaci podminka v bode t,,q. pro vsechny funkce y; do
foreach 5/ =y “ € ¥ do
a < vyhodnoceni n-té derivace ¢ v bodé ¢ty s vyuzitim hodnot C(y) a
funkce evalDerivation pro ziskani hodnot derivaci nasobki;
Cly) — (C(y)(:), a);
end
n—n-+1;
end
end

37



Vypocet koeficienttt Taylorova polynomu pomoci Algoritmu 8 tedy provede

. g <Z :rn”i; 1) (6.11)

soucttl, kde n je pocet rovnic v ¥, o je nejnizsi fad polynomu, ktery jiz splnuje ukoncovaci
podminku, m je pocet nasobkt v kazdém scitanci a

o .
t+m—1
n - 12
m-n Z ( 1 ) (6.12)
=1
je pocet nasobeni.

6.5 Derivace mocnin

Jelikoz vstupni diferencialni rovnice jsou v polynomialnim tvaru, jednotlivé s¢itance nejsou
pouze ve tvaru yi1ys - - - Ym, ale jednotlivé proménné mohou byt umocnény celoc¢iselnym
koeficientem. Je tedy tieba vytvorit algoritmus vipoctu n-té derivace vyrazu y*, kde i € Z.

Zaméfme se nejprve na vyraz ¢ = 3°, kde i € N. Tento vyraz lze piepsat do tvaru
yy---y a pouzit algoritmus odvozeny v kapitole 6.4. Je ale patrné, ze tento algoritmus
by zcela zbyteéné opakované pocital prilis mnoho shodnych ¢lent. Pro libovolny vektor k
definovany v kapitole 6.3 plati, ze

m

nl T kG) n! ()
o k(@) _ , . 6.13
o L = oo v (0:43)

j=1

kde p(k) je libovolna permutace vektoru k. Rovnici (6.9) mtzeme upravit do tvaru

|
(n) — E (k)L | | k(7)) (6.14)
x c - - Yy .
kEV (i,n) Hj:l k(])' j=1

kde V(i,n) je mnozina vSech vektorti z prostoru N*¢ takovych, ze Vk € V(i,n) plati,
ze Z;Zl k(j) = n a pro libovolné dva vektory k,k’ € V(i,n) neexistuje permutace p
takova, aby platilo k = p(k). ¢ : V(i,n) — N je funkce, kterd kazdému vektoru k €
V(i,n) pfifazuje poet opakovéni, které by nastalo podle rovnice (6.9), ale které se pfi
tomto zpusobu vypocétu neprovadi. c(k) musi tedy zahrnovat pocet opakovani jednotlivych
¢iselnych kombinaci, ale nesmi zahrnovat opakovani, ktera jiz jsou vyjadiena koeficientem
v puvodni rovnici. Toho dosdhneme pouzitim nasledujicich vztah.

Pro ucely vyjadreni funkce ¢ je vhodné zavést dalsi funkci s : V(i,n) — N7, kterd vraci
pocet nenulovych slozek vektoru k. Funkce s muze byt zavedena takto:

s(k) = Z(l — 0k0) (6.15)

kek

kde ¢ je Kroneckerova funkce definovand predpisem

. .
Jij = { el (6.16)
0, proi #
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Funkci ¢ nyni mtzeme definovat vztahem:
() ’ (617)
¢ = max(k :
(i = O T (S 0r)!

Rovnici (6.9) tedy mtZeme zapsat ve tvaru

. s(k)
| |
(n) — E L n i—s(k) k(7)) 6.18
€T . max(k s(k . Y H Yy ( : )
kv T (= ST (e o) TEE K ()! =

Nyni zbyvéa vySetfit piipad z = y~¢, kde i € N. Vyjadiime-li si jednotlivé derivace,
zjistime, Ze se oproti vztahiim (6.18) lisi pouze v prvnich derivacich y. Ostatni derivace
jsou jiz stejné. Vliv prvnich derivaci v ¢(k) zachycuje vztah

il
(i — s(k))!

ey

kdvame vztah (i 4 s() - 1!
_pysto et st — )
(=1) (i —1)!

Upravenim vzorce (6.18) pro zdporné mocniny dostavame

. s(k)
2" = Z (—1)*0d— v Iaig{)) = S(k?! —y~(irs(k) H y k()
kEV (i,n) (i —1)! szl (ZVkek 51@3‘)! szl k(j)! Jj=1

(6.19)
Funkci evalDerivation je tedy tfeba upravit tak, aby misto vypoc¢tu hodnoty derivace
funkce y; v bodé ¢y provedla vypocet derivace mocniny. V programu je tedy implementovana
pouze tato upravena funkce evalDerivation2. Tato funkce vyuziva funkce evalPowerDeri-
vation a getNextPowerVector. Tyto funkce jsou podrobné rozepsany nize.
Rozdily ve funkci Algoritmu 4 a 8 demonstruje kapitola 8.
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Funkce evalDerivation2(¢,n,C,ty) vypocita hodnotu derivace ¢ v tg

Vstup: Néasobek ¢ ve tvaru yll'1 ---y4 §¥4d derivace n, hodnoty vSech derivact
Y1, -, Ym nizsiho fadu nez n ve vektoru C a bod tg
Vystup: Hodnota s predstavujici n-tou derivaci ¢ v bodé tg
begin
cont « true;
k — getStartVector();
s+ 0;
while cont do
v «— nl;

foreach k; € k do

eval Power Derivation(y;,ij,k;,Cito) |

vV e— v 7l ;
end
S+ S+ v;
cont «— getNextVector(k, m, n);

end

end

Funkce evalPowerDerivation(y;,i,n,C,tg) vypocitd hodnotu derivace y; v tg

Vstup: Néasobek yé, iad derivace n, hodnoty vSech derivaci y; nizsiho fadu nez n ve
vektoru C' a bod tg
Vystup: Hodnota s predstavujici n-tou derivaci y} v bodé 1y
begin
if 1 < 0 then
return Vyhodnoceni rovnice (6.19) s vyuzitim getNextPowerVector.
else
return Vyhodnoceni rovnice (6.18) s vyuzitim getNextPowerVector.
end
end
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Funkce getNextPowerVector (k, m,n) vraci nasledujici vektor k pro vypocet derivaci
mocnin

Vstup: Pocet ¢lentt m, fad derivace n a predchozi vektor k
Vystup: Aktualizovany vektor k a logicka hodnota true/false, pokud dalsi vektor
existuje (true), nebo se jiz prosly vSechny hodnoty (false)
begin
if k(m) # 0 then
return false;
end
pozLast « pozici posledni nenulové hodnoty ve vektoru k;
if k(pozLast) # 1 then
k(pozLast) « k(pozLast) - 1;
k(pozLast + 1) « k(pozLast + 1) + 1;
return true;
end
pozNext <« prvni pozice nalevo od pozLast, ktera se nerovna 1;
if pozNext = 1 or k(pozNext) = k(1) then
pocet «— pozlast - pozNext;
pozNext < pozNext + 1; nastav vSechny pozice od pozNext do pozLast v k
na 0;
while pocet > 0 do
if k(pozNext-1) < pocet then
k(pozNext) « k(pozNext-1);
pocet < pocet - k(pozNext);
else
k(pozNext) « pocet; pocet «— 0;
end
pozNext «— pozNext + 1;
end
else
k(pozNext) « k(pozNext) - 1;
pozlast <« prvni pozice napravo od pozNext, kterd ma odlisSnou hodnotu od
pozNext;
k(pozLast) <« k(pozLast) + 1;
end

return true;
end
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Kapitola 7

Implementace

Program je rozdélen na dvé Casti - matematické jadro a grafické rozhrani. Matematické
jadro vypoctu tvoii zaklad této prace a je implementovano v jazyce C++. Podporuje pouze
komunikace pomoci parametri predavanych v prikazovém fadku. Grafické rozhrani je im-
plementovano v jazyce Java. Vyuziva knihovnu Swing a umoznuje jednoduchou préci s
matematickym jadrem.

7.1 Matematické jadro

Matematické jadro je uréeno pro: 1) naéitani pocateéni ulohy ve formé soustav diferenci-
alnich rovnic prvniho fadu s poc¢ateénimi podminkami, 2) pro transformaci diferencilnich
rovnic do polynomialniho tvaru popsané v kapitole 3 a 3) pro vypocet koeficientti Tay-
lorovy fady popsany v kapitole 6. Matematické jadro podporuje oba algoritmy vypoctu
koeficientd Taylorovy fady, jak Algoritmus 4, ktery postupné ziskava jednotlivé derivace a
ty pak vyhodnocuje, tak Algoritmus 8, ktery pocitd hodnoty jednotlivych derivaci pomoci
multidimenzionélnich Pascalovych trojihelnikti. Vystup pozadovaného vypoctu vypisuje
na standardni vystup, nebo do zadaného souboru a to bud ve formé prostého textu, nebo
ve formé XML. Format XML je vhodny pro nacitani vystupu jinymi programy, které s
vysledky déle pracuji. Format XML je také nacitan grafickym rozhranim Taylor.jar.
Vstupni data musi obsahovat rovnici ve tvaru

prom’ = expr & cond;

kde prom oznacuje nazev derivované proménné (proménné maji syntaxi stejnou jako pro-
gramovaci jazyk C++), expr oznacCuje vyraz sloZzeny z proménnych, ¢iselnych konstant,
internich a definovanych konstant a funkci. Vyraz mize obsahovat operace séitani, odci-
tani, nasobeni, déleni a umocnéni s tim, Ze mocniny mohou byt pouze celociselné. Pokud
je zapotfebi mocnin s desetinnymi koeficienty, je nutné pouzit opisny tvar

a® = e* In(a)
Matematické jadro podporuje dvé interni konstanty E a PI a vSechny funkce popsané v
tabulce 4.1. cond mize byt vyraz jako expr s tim rozdilem, Ze tento vyraz musi byt vyhod-
notitelny pfi zacatku vypoctu. Nesmi tedy obsahovat zddnou proménnou, jejiz hodnota se
pri vypoctu pocita. Muze obsahovat proménnou t kterd pii vyhodnoceni nabyva hodnoty
to a nebo uzivatelem definovanou konstantu.
Uzivatel dale mtze definovat konstanty ve tvaru
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prom = expr;

Konstanty mohou byt pouzity jak pro definici vyrazu v deriva¢ni rovnici, tak pro definici
pocateéni podminky (pak ale musi byt vyhodnotitelné na poc¢atku vypoétu). Konstanty mo-
hou vyuzivat i jiné konstanty. Matematické jadro umi detekovat cyklus v deklaraci konstant
a uzivatele o této skutecnosti informovat.

Mezery a symboly nového fadku program pfi nacitani dat preskakuje. Ukoncéeni definice
derivace ¢i konstanty se provadi znakem ; (stfednik).

Na libovolném tradku vstupnich dat mutze byt definice systémovych proménnych. Tato
definice zac¢ina klicovym slovem system nasledovanym slozenymi zavorkami. Uvniti zavorek
pak nasleduje definice systémovych proménnych, oddélenych stfednikem. Program podpo-
ruje tyto systémové proménné: tmin, tmax, order a eps. tmin nastavuje hodnotu tgy, pro
kterou jsou uvedeny pocateéni podminky diferencidlnich rovnic. eps nastavuje pozadova-
nou maximdlni chybu vypoc¢tu. tmax nastavuje velikost intervalu ([to,tmaz]), na kterém
provadime aproximaci polynomu s maximalni chybou eps. order udava rad generovanych
polynomii. Pokud je tato hodnota zaporna, fad se stanovi dynamicky tak, aby bylo splnéno
kritérium pro ukoncovaci podminky (definované v kapitole 5.7). Je-li néktera systémova
proménna definovana vicekrat, pouzije se posledni pouzita definice. Standardné nastavené
(implicitni) hodnoty téchto systémovych proménnych jsou uvedeny v tabulce 7.1.

Proménnd | Implicitni hodnota
tmin 0
tmax 1
order -1
eps 10710

Tabulka 7.1: Implicitni hodnoty systémovych proménnych

Priklady zapisu pocéatecnich tloh pro program ,taylor“ a popis parametrii spousténi
jsou uvedeny v Priloze B.1.

Program standardné pouziva aritmetiku C++ (long, double), ale do budoucna umoznuje
i jejl vymeénu za aritmetiku s vétsi presnosti. Toho je dosazeno tim, Ze ¢isla jsou reprezen-
tovana abstraktni tfidou Number, se kterou program pracuje. Diky této vlastnosti mtiize
zbytek vypocltt pouzivat obecny typ ¢isla a nemusi rozliSovat, jestli se jedna o celé ¢islo,
nebo ¢islo desetinné. To se urcuje az pri provadéni operace. Matematické operace nad in-
stancemi t¥idy Number jsou koncentrovany na jednom misté zdrojového kédu. P¥i vymeéneé
aritmetiky tedy sta¢i prepracovat pouze tuto malou ¢ast. Tato vlastnost také umoziuje
dynamické pretypovani ¢isel ve chvili, kdy program detekuje mozné pieteceni zptisobené
aritmetickou operaci.

Pro syntaktickou analyzu vstupnich rovnic vyuziva matematické jadro program Bison
(verze 2.4) v kombinaci s programem flex (verze 2.5). Zdrojové kédy a zakompilovany
program jsou prilozeny na CD ve slozce taylor. Zakompilovany program je spustitelny na
skolnim serveru Merlin, nicméné samotnou kompilaci server Merlin neumoziuje. Divodem
je to, Ze server pouziva starou verzi programu Bison, ve které se vyskytuje nahlaSena chyba,
zabranujici prekladu zdrojovych kédu. Prilozeny bindrni soubor taylor je také spustitelny
na vétsiné Linuxovych platforem.
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7.2 Grafické rozhrani

Grafické rozhrani Taylor.jar bylo vyvinuto pro usnadnéni prace s matematickym jadrem
programu. Program je psany v jazyce Java a na pfilozeném CD v adresaii GUI jsou jak
zdrojové kddy, tak spustitelna verze ve formatu Java Archive.

Program umoznuje v textovém okné zapsat format vstupnich rovnic a vsech potfebnych
konstant, ktery 1ze uklddat do textového souboru. Déle 1ze v menu ,, Edit/Settings® zvolit
umisténi matematického jadra. Jsou podporovany dva typy umisténi. Bud uzivatel program
Taylor.jar spousti v Linuxovém prostiedi a ma dostupny binarni soubor matematického
jadra. Pak muze vyuzit vlastni vypocetni vykon a nastavit moznost ,Use local file“. V
tomto pripadé se vypocty provadi spousténim jadra na stejném pocitaci. Druhou moznosti
je vyuziti Remote Procedure Call pomoci formatu XML, ktery program také podporuje.
Tato volba je vhodnd, pokud jsme v prostfedi Windows, nebo pokud nemame k dispozici
spustitelnou verzi matematického jadra. VsSechny pozadavky na vypocet se pak pomoci
RPC posilaji na server, kde je umisténo matematické jadro a kde se také provedou vypocty.
V soucasné dobé je dostupny pouze jeden server na adrese http://taylor.mrvv.info/
dlouhou. Je tedy vhodné pouzivat ho pouze pro demonstracni tacely. Program Taylor.jar
si automaticky uklada nastaveni umisténi matematického jadra a tudiz neni tfeba toto
nastaveni ménit pii kazdém spusténi.

Hlavni funkce jsou dostupné pfes menu ,, Action“. Volba ,, Transform“ prevede vstupni
rovnice do polynomialniho tvaru popsaném v kapitole 3 a zobrazi je v textové podobé.
Volba ,,Show relation graph“ zobrazi relacni graf zavislosti derivaci na hodnotach nezna-
mych proménnych. Rela¢ni graf umoziuje premistovani uzli pro zptehlednéni zévislosti a
grafické zobrazeni tranzitivniho uzavéru pro zvoleny uzel. Jako priklad je uvedena soustava
diferencidlnich rovnic

=11y y1(to) =0 (7.1)
Yy =y1+ Y3 y2(to) =0 (7.2)
Y3 = U3 y3(to) =0 (7.3)

jejiz vysledny rela¢ni graf zobrazen na obrazku 7.1. Z grafu je vidét, Ze pro vypocet derivaci
1o potfebujeme znat hodnoty derivaci y; a y3, zatimco pro vypocet y3 nepotiebujeme znat
hodnoty zadné jiné proménné. Relacni graf slouzi pro analyzu velkjch soustav diferencial-
nich rovnic a rozvrzeni mozné paralelizace. Chceme-li fesit velké soustavy diferencialnich
rovnic na vice procesorech s oddélenymi opera¢nimi paméfmi, je vhodné sdruzovat silné
souvislé komponenty relacniho grafu na jeden procesor, ¢imZ se minimalizuje meziproceso-
rova komunikace. Tvori-li graf jednu silné souvislou komponentu, pak je tfeba hledat ez
relacniho grafu tak, aby pretinal nejmensi pocet hran. Kazda hrana predstavuje nutnost
sdileni mezivysledki.

Volba ,,Show derivations“ zobrazi tvary vys$ich derivaci jednotlivych proménnych. Rad
nejvyssi derivace se v tomto pripadé nastavuje pomoci systémové proménné order. Volba
»,ohow polynoms“ vygeneruje Taylorovy polynomy pro zadané soustavy diferencialnich rov-
nic a tyto polynomy textové vypise. Pro vypocet polynomu se interné pouziva multidimen-
zionalnich Pascalovych trojihelnik.

Volby ,,Plot results“ a ,,Plot results using derivations“ vygeneruji Taylorovy polynomy
pro zadané diferencidlni rovnice a zobrazi grafické rozhrani pro vykreslovani téchto poly-
nomu. Pro vypocet polynomu se pouziva Algoritmus 8 respektive Algoritmus 4. Pro vy-
kreslovani vyslednych grafti pouziva program Taylor.jar knihovnu JMathPlot [7].
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O

¥2' = yl+y3&0

Obrazek 7.1: Relac¢ni graf pro soustavu rovnic (7.1) - (7.3).
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Kapitola 8

Vysledky

V této kapitole se budeme zabyvat vysledky generovanymi vytvofenym programem a je-
jich srovnanim s vysledky ziskanymi analytickym feSenim. Budeme také srovnavat reseni
ziskana algorimem vyuzivajicim posupné ziskavani jednotlivych derivaci a algoritmem vyu-
Zivajici multidimenzionélnich Pacsalovych trojuhlenikd. Vlastnosti a odlisSnosti Algoritmu 4
a Algoritmu 8 budeme demonstrovat na zvolenych modelovych rovnicich. Budeme srovnavat
délku polynomt, potiebnou pro dosazeni pozadované piesnosti, pamétovou a ¢asovou na-
ro¢nost vypoctu vztahujicich se k jednotlivym funkcim, a na zavér zhodnotime numerickou
nestabilitu zptisobenou velkym nartstem velikosti koeficientti Taylorovy fady.

8.1 Polynomialni transformace

vvvvvv

srovname ji s dosazenym vysledkem vytvoreného programu.
Mé¢jme pocatecni tlohu ve tvaru

Y1 = Y11 + Y12 y1(to) =0 (8.1)
Yy = Y21 + Y22 ya(to) =0

kde y11 az yo9 je rovno

: (83)
Y = :

1= Tl
yi2 =t (8.4)
yo1 = arcsin(ys + y1) (8.5)

Yoo = e W)

Zavedeme-li si nové proménné

Y11 = yi +1 (8.7)

Y112 = /Y111 (8.8)

muzeme vyraz (8.3) prepsat do tvaru

Y11 = Vit (8.9)
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Stejnym zpltisobem mizeme zavést nové vyrazy
Y201 = sin(y1) (8.10)
a vyrazy (8.5) a (8.6) upravit do tvaru

Y21 = e (8.11)
Yoo =€ V2! (8.12)

Pro nové zavedené vyrazy vytvorime diferencialni rovnice timto zptsobem
Yin = 4yiyr = i (yn +t') yii(to) = yi(to)' +1=1 (8.13)

1
Yie = sy Yy =
4

= g?hnynzyif(yn +t4) y112 = vy (to) =1 (8.14)

y/11 = —yl_122y'112 =
—4 _ _

= ?ylllynlzy%(yll + t4) yn(to) = y1112 =1 (8'15)
Yaa1 = cos(y1)y) = Y22 (y11 + y12) Yy221(to) = 0 (8.16)
yéQQ = - sin(yl)yi = 3/221(3/11 + 912) y222(t0) =1 (8.17)
Yo =€ = yn ya1(to) = €' (8.18)
Yoo = —Yhg€ V22 = yayaa(y11 + Yi2) ya2(to) =1 (8.19)

Rovnice (8.1) a (8.2) spoleéné s nové zavedenymi rovnicemi (8.13) - (8.19) tvoii poca-
tec¢ni tlohu v polynomidlnim tvaru, kterd vede ke stejnému vysledku jako pocatecni tloha
puvodni. Program taylor provede transformaci podobnym zpusobem a ziska rovnice

y_1’= __vl + t74&0;

y_2’= __v2 + __v5&0;

__v1’=-1.33333 * y_1"3 __v172 __v7"-1 -1.33333 * t74 y_1"3 __v1 __v7~™-1&1;
__v2’= __v2&1;

_v3’= __vl __v4 + t74 __v4&0;

_v4’=-1 x __vl __v3 -1 x t74 __v3&l;

_vb’=-1 x __vi vd __v5 -1 * t74 __v4 __vb&l;

_V7’= y_174 +1&1;

8.2 Dynamicka volba fadu polynomu

V této ¢asti se budeme zabyvat vlivem délky intervalu (volba 45 ) a pozadované maximalni
chyby (volba eps)na ¥ad polynomu. Cas ty je v kazdém experimentu zvolen jako to = 0.
Jako modelové funkce pro testovani jsme zvolili: funkei sin(t), ktera vede na po¢atecni tlohu
ve tvaru

y' = cos(t) y(to) =0 (8.20)
funkeci ef, ktera vede na poc¢atecni tlohu ve tvaru

Y=y y(to) = (8.21)
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funkei tg(t), kterd vede na pocatecni tlohu ve tvaru

y =y’ +1 y(to) =0 (8.22)
a funkei sin(t) - cos(t), kterd vede na poc¢atecéni tlohu ve tvaru
y = cos?(t) — sin’(t) y(tg) =0 (8.23)

V tabulce 8.1 a 8.2 jsou uvedené zjisténé hodnoty pro funkce sin(t) a e’. Jedna se o jedny
z nejjednodussich funkci pro aproximaci Taylorovym polynomem, jelikoz koeficienty téchto
polynomii nabyvaji pouze hodnoty 1 v ptipadé funkce e’ a hodnoty -1, 0, 1 v pfipadé funkce
sin(t). Numericka nestabilita se tedy pii vypoctu téchto funkei neprojevuje. Na obrézku 8.1
a 8.2 jsou graficky znazornény namérené hodnoty a trendy zvysovani fadu polynomu v
zavislosti na délce intervalu a zvolené maximalni chybé.

Tabulka 8.1: Pocet fadi polynomu, nutnych pro vypocet funkce sin(¢) se zadanymi para-

metry tmax a eps.

eps

tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20
1 4 11 16 24
5 16 23 31 43
10 28 36 44 60
20 56 64 72 91

30 83 92 100 120
50 136 144 > 150 > 150

eps

tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20
1 6 11 16 24
5 16 23 31 43
10 29 37 46 60
20 56 65 74 91
30 83 92 102 120

50 137 146 > 150 > 150

Tabulka 8.2: Podet fadii polynomu, nutnych pro vypocet funkce e’ se zadanymi parametry
tmax a eps.

V tabulce 8.3 jsou uvedené zjisténé fady polynomu pro funkei tg(t). Tayloriv polynom
aproximujici tuto funkci nabyva tvaru

2 4 16,5 272 ., 7936

tg(t) =t + 5t + 17+ Tt 4+ — o

7 grafického znazornéni naméfenych hodnot na obrazku 8.3 je vidét mirny pokles trendu

naristu radu pfi zvétsujicim se intervalu a zvysujici se pozadované presnosti. Toto je prav-

dépodobné zpusobeno numerickou nestabilitou, jelikoz jiz 13. koeficient Taylorovy rady je

automaticky konvertovan v pribéhu vypocétu na desetinné ¢islo, aby nedoslo k preteceni a
tudiz se zacne projevovat chyba vznikld pfi pfi¢itani malych hodnot.

Tabulka 8.4 a obrazek 8.4 zachycuje zjisténé fady polynomu pro funkci sin(t) - cos(t).

Jak bude rozebrano v kapitole vénované numerické nestabilité, nestabilita vypoctu se u této

funkce projevuje velmi rychle, a tudiz nebylo mozné ovérovat zavislost na velkém intervalu.

4 (8.24)
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sin (t)
200

180
160

140
120 o« —
2 100 7 *1E-1

eps

80 / / 1E-5
60 1E-10
— +1E-20

40 /
20 =
; ’/
0 10 20 30 40 50 60
tmax

Obrazek 8.1: Vliv délky pozadovaného intervalu a pozadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkei sin(t).

eps
tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20 1E-50 1E-100
0,0l | 3 4 6 12 24 66
0,05 | 3 6 8 16 34 72
01 | 4 6 10 18 42 80
0,2 | 4 8 14 24 54 100
03 | 4 10 16 30 64 118
05 | 4 12 22 40 86 148
10 | 8 26 44 72 138 > 150
15 | 30 58 8 120 >150 > 150

Tabulka 8.3: Pocet fadu polynomu, nutnych pro vypocet funkce tg(t) se zadanymi parame-
try tmax a eps.

8.3 Casova a pamétfova naro¢nost vypodti

V této Casti se zabyvame Casovou a paméfovou narocnosti vypocti koeficienti Taylorovy
fady. Pro kaZzdou zvolenou poc¢atec¢ni tilohu testujeme tyto parametry na Algoritmu 4, ktery
pro rozvoj polynomu nevyuziva Pascalovy trojuhleniky, a oznacovaném v grafech jako ,,Nor-
mal“, a na Algoritmu 8, ktery Pascalovy trojuhleniky vyuziva a je v grafech je oznacen jako
,Pascal®.

Na obrazku 8.5 a 8.6 jsou zobrazené zavislosti potfebné operacni paméti na fadu Taylo-
rova polynomu pro funkce sin(t) a e’, reprezentovanymi poc¢ateéni tilohou (8.20), respektive
(8.21). Je vidét, ze pro tento tvar rovnic je pamétova naro¢nost obou algoritmi linearni, a
ze se velikost operacni paméti, vyuzité obéma algoritmy, p¥ilis nelisi. To je zptisobeno tim,
ze ziskavani vyssich derivaci je v tomto pfipadé vypocetné nenarocéné. Doba trvani vypoctl
u obou pocatecnich tloh byla zanedbatelna a proto ji zde neuvadime.

Na obrazku 8.8 a 8.7 je zachycena naméfend pamétova a ¢asovd néarocnost funkce
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exp (t)

200
180
160 eps
140
120 « =
3 100 e *1E-1
’ 80 / / 1E-5
60 Y / 1E-10
40 +1E-20
=
0 Sl

0 10 20 30 40 50 60

tmax

Obrazek 8.2: Vliv délky pozadovaného intervalu a pozadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkci €.

eps
tmax | 1E-5 1E-10 1E-20 1E-50 1E-100
1 12 16 24 44 72
2 12 20 28 52 84
3 16 24 32 60 96
4 20 28 40 64 104

Tabulka 8.4: Pocet fad polynomu, nutnych pro vypocet funkce sin(t) - cos(t) se zadanymi
parametry tmax a eps.

sin(y(t)), reprezentované pocateéni tlohou ve tvaru

y(to) =0 (8.25)

Tato pocateéni uloha je zajimava tim, Ze se od tlohy (8.20) lisi jen minimalné, ale jeji
Casova 1 pamétova slozitost je zcela jind. Z naméfenych zavislosti je patrné, ze pamétova
naroc¢nost pro vypocet koeficientd Taylorovy fady pomoci multidimenzionalnich Pascalo-
vych trojihelniki roste mirné, zatimco bez jejich vyuziti roste exponencidlné. Na druhou
stranu algoritmus vyuzivajici prosty vypocet ma velmi kratkou dobu trvani vypoctu, za-
timco algoritmus vyuzivajici Pascalovy trojihelniky mé casovou slozitost exponencidlni.
Maéame-li tedy dostateéné velkou operacni pamét, mize byt vyhodnéjsi pouzit standardni
postup pro vypocet vyssich derivaci. Pokud ovSem vycerpdme dostupnou pamét a ope-
raéni systém je nucen vyuzivat swap, pak se rychlost algoritmu vyrazné zpomali, jelikoz
algoritmus vzdy vyuzivéa celou alokovanou pamét.

Na obrazku 8.9 a 8.10 je zobrazena ¢asovéa a pamétova narocnost funkce tg(t), reprezen-
tované pocateéni tilohou (8.22). Casova i pamétova narocénost se svym charakterem podobaji
vysledktim ziskanym pfi feseni poc¢ateéni tlohy (8.25) a tudiz i zde plati stejné zavéry jako
v predchozim pripadé.

Totéz plati pro obrazky 8.11 a 8.12, které tesi funkci sin(t) - cos(t), reprezentovanou
pocatecni tlohou (8.23).

y' = sin(y)
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tg (t)

300
250
eps
200
< *1E-1
‘@ 150
o / 1E-5
100 /‘ 1E-10

/ / +1E-20
50 +1E-50
0

0,00 0,50 1,00 1,60 2,00

tmax

Obrazek 8.3: Vliv délky pozadovaného intervalu a pozadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkei tg(t).

Na obrazku 8.13 a 8.14 je ¢asova a pamétova slozitost poc¢atecni tlohy ve tvaru

Y1 = Y1Y2y3 yi(to) = 1 (8.26)
Ys = Y193 ya(to) = 1 (8.27)
Ys = Y3 ys(to) =1 (8.28)

vvvvvv

tim se i Algoritmus 4, vyuZivajici postupné ziskavani jednotlivych derivaci, stava zcela
nepouzitelnym. Z naméienych vysledkt je vidét, ze jak ¢asovd, tak pamétova slozitost to-
hoto algoritmu roste exponencialné, coz nam také neumoznilo zmérit vysledky az do radu
400, jako u ostatnich pocatecnich tloh, ale byli jsme nuceni ukondit méfeni pii radu 100.
Algoritmus 8, vyuzivajici Pascalovy trojuhelniky, je v tomto ptipadé velmi efektivni.

8.4 Numericka nestabilita

V této casti se budeme vénovat numerické nestabilité zpisobené scitdnim desetinnych cisel
s fadové odlisnym exponentem. Pro demonstraci korektnosti nalezeného reseni jsme vybrali
funkce sin(t) - cos(t) a In(t), reprezentované pocatecni tlohou (8.23), respektive

y=3 y(to) =1 (8.29)

Vzhledem k tomu, ze funkce In(¢) neni definovana v bodé 0, je tieba posunout pocatecni

bod ty do 1. Program Taylor.jar ovSem umoznuje zménit mez vypoc¢tu hodnot Taylorova
polynomu a tak mizeme zpétné dopocitat hodnoty pro interval (0;1).

Na obrazku 8.15 je zobrazeno srovnani aproximovaného feseni pocateéni tlohy (8.23)

s jejim analytickym FeSenim. Je patrné, ze na intervalu vyssim nez (0;3,5) je jiz aproxi-

mované feSeni nedostateéné. To je zptsobeno velikosti koeficientii Taylorova polynomu a
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sin (t) * cos (t)
120
100
eps
80
1E-5
& 60 * ¢
. . 1E-10
40 . ¢ *1E-20
. .
20 +1E-50
0 1E-100
0 1 2 3 4 5
tmax

Obrazek 8.4: Vliv délky pozadovaného intervalu a pozadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkei sin(t) - cos(t).

pouzitou aritmetikou. Koeficienty Taylorova polynomu pro poc¢ate¢ni tlohu (8.23) nartstaji
pozvolna. V fadu 35 ovSsem dojde k automatické konverzi na desetinné ¢islo, aby se zabranilo
preteceni. Pokud by koeficienty nartstaly rychle, tak by chyba pfi zaokrouhlovani nebyla
vysoka a interval by mohl byt vétsi. Koeficienty pro tuto pocateéni tlohu ovsem ztstavaji
dlouho okolo hodnoty, kdy dochézi ke konverzi. Jednotlivé s¢itance pfi vypoctu multidimen-
zionalnich Pascalovych trojihelnikt jsou tedy malé a pii vypoctu se ¢asto zaokrouhluji. To
vede k pomérné rychlému nartstu nedetekovatelné chyby.

Na obrazku 8.16 je zobrazeno analytické feSeni poc¢atecni tlohy (8.29) a jeji aproximace
Taylorovym polynomem. Toto feSeni mé obdobny problém jako v predchozim piipadé a
interval, na kterém se aproximace shoduje s analytickym fesenim, je pomérné maly.

8.5 Shrnuti vysledku

V této kapitole jsme demonstrovali rozdilné vysledky aproximaci riznych pocatecnich tloh.
Obecné 1ze konstatovat, ze algoritmus vyuzivajici postupné ziskavani jednotlivych derivaci
muze byt na jednodussich typech pocéateénich tloh rychlejsi, ale vzdy také pamétové naroc-
néjsi, nez algoritmus ziskavani vyssich derivaci pomoci multidimenzionalnich Pascalovych
naroc¢ny. Proto, pokud nejsme schopni odhadnout slozitost pocatecni tlohy, je lepsi stan-
dardné vyuzivat algoritmus zalozeny na multidimenzionélnich Pascalovych trojihelnicich,
u kterého mame jistotu, ze pii vypoctu nevycerpame celou opera¢ni pamét poditace.
Jednim z cilé této diplomové prace bylo prozkoumat vlastnosti Taylorovych polynomi
aproximujicich dané funkce. Zjistili jsme, Ze tyto polynomy aproximuji funkce na pomérné
velkém okoli pocéatecniho bodu, ale pokud je pozadovano okoli vétsi nez (to; to+4), pak se jiz
u mnoha funkci projevi numerickd nestabilita. Tento problém miiZe byt odstranén pouzitim
aritmetiky s vyssi pfesnosti. Obecné pri vypocétu pouzivame pouze racionalni ¢isla. Vsechny
vypoclty jsou pouze déleni, nasobeni, s¢itani a odecitani, coz vede opét jen na raciondlni
¢isla. Proto lze této vlastnosti vyuzit a vSechna ¢isla v paméti udrzovat ve tvaru podilu
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sin(t)

S600

5400

5200

=000

4500

Yelikost wyuzite pameti [kB]

4500

44DD 1 1 | 1 | 1 |
0 a0 100 150 Zoo Z50 300 350 400

Rad polkynomu

Obrazek 8.5: Zavislost velikosti vyuzité operac¢ni paméti na pocitaném fadu Taylorova po-
lynomu pro funkci sin(t).

dvou celych cisel dostatecéné velikosti.

Druhy problém je velmi rychly nartst potfebného fadu aproximovaného polynomu pii
zvétSovani intervalu [to; t,ax]. Je vidét, ze u slozitéjsich funkci mtze trvat vypocet 400
¢lent Taylorova polynomu fadové desitky sekund. Vétsi interval by vedl na vyssi pozada-
vek na pocet polynomt, coz by mélo za nasledek netinosny nartist doby vypoctu. Proto je
lepsi pouzit krokovou metodu a pocitat vice polynomi pro kratsi intervaly s tim, ze poca-
te¢ni podminky vypoctu dalsich polynomu se vypocitaji jako okrajové hodnoty polynomu
predchozich.
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Obrazek 8.6: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném fadu Taylorova po-
lynomu pro funkei €.
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Obrazek 8.7: Zavislost velikosti vyuzité operac¢ni paméti na pocitaném radu Taylorova po-
lynomu pro funkci sin(y).
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Obrazek 8.8: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci
sin(y).
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Obrazek 8.9: Zavislost velikosti vyuzité operac¢ni paméti na pocitaném fadu Taylorova po-
lynomu pro funkci tg(t).
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Obrazek 8.10: Zavislost délky vypoc¢tu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci

tg(t).

+ sin(t)*cos(t)
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Obrazek 8.11: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném Fadu Taylorova
polynomu pro funkei sin(t) - cos(t).
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sin(t)*cos(t)
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Obrazek 8.12: Zavislost délky vypoc¢tu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci
sin(t) - cos(t).
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Obrazek 8.13: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném Fadu Taylorova
polynomu pro poc¢atecéni tlohu (8.26).
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Obrazek 8.14: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro poca-
te¢ni tlohu (8.26).

sin(t)*cos(t)

— Aproximace
Analyticke reseni

1.5

Obrazek 8.15: Srovnani aproximace funkce sin(t) - cos(t) s analytickym FeSenim.
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Obrazek 8.16: Srovnani aproximace funkce In(t) s analytickym feSenim.
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Kapitola 9
Zaver

Tato préace se zabyva feSenim diferencidlnich rovnic pomoci Taylorovy fady a transformaci
matematickych funkci na soustavy diferencialnich rovnic, coz umoznuje nahrazenich funkci
v diferencialnich rovnicich nové zavedenymi proménnymi a naslednou optimalizaci rovnic
pro jejich vypocet. Je zde dokazano, ze transformované soustavy diferencialnich rovnic maji
stejné feseni, jako soustavy puvodnich rovnic.

Pro charakteristiku funkci, které lze transformovat na soustavu diferencidlnich rovnic
prace nové zavadi pojem ,derivacni uzavér funkce“ a ukazuje, Ze tento derivac¢ni uzavér
musi byt konecny, aby funkce mohla byt transformovana. Zaroven prace matematicky do-
kazuje, ze vsechny matematické funkce bézné vyuzivané pro popis technickych systémi lze
transformovat na soustavu diferencialnich rovnic a uvadi transformaéni rovnice pro tyto
funkce.

Dale préace popisuje simula¢ni jazyk TKSL vyuzivany programem TKSL /386, ktery fesi
pocatecni tlohu pomoci Taylorovy fady a ukazuje, jak se daji transformované soustavy
diferencialnich rovnic prevést na specidlni systém numerickjch integratoru.

Préce se také zabyva aproximaci funkci pomoci Taylorovych polynomu a jejich aplikaci
pro Teseni pocatec¢nich uloh. Pro ucely efektivnich vypoctt koeficienti Taylorovych rad
predklddame upravené vztahy a algoritmy pro multidimenzionalni Pascalovy trojuhelniky
a jejich efektivni vypocet.

Soucasti prace je implementace vSech navrzenych algoritmi v jednom matematickém
jadre a implementace grafického rozhrani pro usnadnéni prace s matematickym jadrem.

Ze zjisténych vysledkl vyplyva, ze se zvétsujicim se intervalem, na kterém hledame
feSeni, rychle narista fad polynomu, coz vede ke zvysené vypocetni narocnosti. Na zakladé
téchto poznatkt jsme dospéli k zavéru, ze je lepsi pro velky interval pocitat vice Taylorovych
polynomi, které budou pokryvat vzdy jen ¢ast intervalu. Tento zptisob také snizi nachylnost
k numerické nestabilité.

Zajimavou tématikou na dalsi sméfovani v této problematice je konvergence Taylorovych
fad a jejich shod s aproximovanymi funkcemi, pokud se omezime pouze na funkce, které maji
koneény derivacni uzavér a pro které plati, Ze vSechny funkce z jejich deriva¢niho uzivéru
jsou v bodé tg omezené. Veskeré poznatky nas zatim vedou k domnénce, ze v tomto pfipadé
nekonecéna Taylorova fada vzdy konverguje k aproximované funkci na nejmensim intervalu
spojitosti funkci z deriva¢niho uzavéru, ktery obsahuje bod ty. Tato problematika je tizce
spojena s ukonc¢ovaci podminkou pro vypocet koeficientd Taylorovych tad, kterou jsme
prozatim ovérili pouze empiricky.
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Dodatek A

Obsah CD

V kofenovém adresari ptilozeného CD je ulozena PDF verze této prace. Déle je zde adresar
thesis, ktery obsahuje zdrojové kédy k prelozeni prace z formatu Latex a vSechny potrebnd
obrazky a citace.

V adresafi taylor se nachazi zdrojové kédy k matematickému jadru programu spolec¢né
s binarnim zakompilovanym souborem, ktery je spustitelny na vétsiné Linuxovych platfor-
méch (véetné serveru Merlin).

V adresari GUI je umistén spustitelny Java Arichive soubor s programem Taylor.jar a
zdrojovymi soubory tohoto programu.

62



Dodatek B

Manual programu taylor

Program taylor se spousti prikazem
./taylor [options] inputFile [outputFilel

Pokud neni zadén outputFile, vypise se vysledek na standardni vystup. Program taylor
podporuje tyto volby:

e h - Vypise napovédu
e t - Provede transformaci vstupnich rovnic do polynomialniho tvaru a vysledek vypise

e x - Vypise vysledné polynomy ve formatu XML.

s - Testuje funkci softwaru. Pokud vSe funguje, vypise ,, Test OK.“ (vyuziva se pro
ovéfeni spojeni v Taylor.jar)

d - VypiSe derivace vstupnich rovnic az do fadu zadaném pomoci order. Pokud #ad
nebyl zadan, tak vypiSe 5 derivaci.

e p - Vygeneruje Taylorovy polynomy pomoci metody postupné derivace.

e a - Vygeneruje Taylorovy polynomy pomoci upravenych multidimenzionalnich Pasca-
lovych trojuhelnik.

Pii vypoctu koeficienttt Taylorovy fady se bud pocita tolik koeficienti, kolik je zadédno
pomoci systémové proménné order, nebo se fad urcuje dynamicky podle zvolené maximalni
chyby a intervalu. Maximalni fa4d dynamického urceni je 150.

B.1 Priklad zapisu vstupnich rovnic

Pocate¢ni ulohu (8.1) by jsme zapsaly takto:

system {

tmax = 10;

eps = 1le-20;

}
y_1’ = y_11 + y_12 & O;
y_2’ =y_ 21 + y_22 & O;
y_11 = exp(-1/3*1n(y_1"4 + 1));
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y_12 = t74;
y_21 = exp(t);
y_22 = exp(-1*sin(y_1));

Pocatecni ulohu (8.29) muzeme zapsat takto:

system {
tmin = 1;
order = 20;

X
y' = t°-1 & 0;
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