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Abstrakt

Tato prace se zabyva transformaci soustav diferencidlnich rovnic do polynomialniho tvaru.
Takto transformované soustavy diferencialnich rovnic je poté mozno Fesit pomoci Taylo-
rova rozvoje. Tato metoda umoznuje pocitat numerické feseni pocatec¢ni tilohy dynamickou
volbou fadu tak, aby byla splnéna pozadovana presnost. Prace matematicky dokazuje, Ze
transformované soustavy diferencidlnich rovnic maji stejné feseni, jako soustavy puvodnich
rovnic. Tato transformace je vyuzitelnéd pro vSechny matematické funkce bézné pouzivané v
technickych aplikacich. Prace se dale zabyva optimalizaci dané problematiky a implemen-
tuje ji v priloZeném programu taylor. Program umozinuje matematické a grafické zpracovani
FeSeni zadanych diferencialnich rovnic podle zvolenych parametri.

Abstract

This term project describes transformation of system of diferential equations into polyno-
mial form. Such transformed systems of diferential equations can be subsequently solved
using Taylor series. This method enables computing of initial problem’s numeric solution
using dynamical order selection in order to achieve required accuracy. The work mathemati-
cally proves, that transformed systems of diferential equations have the same solution as the
original systems. This transformation can be used for all mathematic functions commonly
used in technical applications. The work also focuses on optimization of given problem and
implements it in programme taylor. This progamme enables user to solve given diferential
equations with chosen parameters.
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Kapitola 1

Uvod

Numerické feseni diferencialnich rovnic je jedna z nejcastéjsich aplikaci numerickych metod.
Vyuziva se pii studiu nebo simulaci fyzikalnich vlastnosti objektt ¢i prostiedi, ktera jsou
popsana soustavami diferencidlnich rovnic (modely pro predpovéd pocasi, simulace aero-
dynamickych vlastnosti letadel, popis elektronickych obvodu atd.). Tato prace se zabyva
numerickym Fesenim pocatecni tlohy soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu pomoci
Taylorova rozvoje a matematickou transformaci soustavy rovnic do tvaru vhodného pro
feSeni touto metodou.

Za pocatec¢ni tlohu povazujeme soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu ve tvaru:

yi :¢1(y17 T 7yn) yl(to) =a,0
yé :¢2(y17 T 7yn) yg(to) =a2,0

(1.1)
yiL :¢n(y17 te 7yn) yn(to) =0n,0

Numerickym FeSenim této soustavy rozumime matici:

ao a1l -t Glm
aso a1 -t G2m (1.2)
ano Aan,1 - Qpm

kde am' = yi(tj).

Pro ziskani téchto hodnot se casto pouzivda Runge-Kuttova metoda. Tato metoda je
ovSem pro nékteré typy tloh nevhodna (napt. stiff systémy). V takovych pfipadech je vhod-
néjsi metoda Taylorova rozvoje. Tato metoda také umoznuje dynamickou volbu fadu tak,
aby byla splnéna pozadovand presnost.

Prace je rozdélena do sedmi hlavnich ¢asti. V kapitole 2 je nejprve uveden strucny
prehled soucasného zpiisobu numerického feSeni pocatecni ulohy, nasledné je zde popsan
programem TKSL a stru¢né je vysvétleno, jaké existuji zptusoby feSeni pocate¢nich tloh v
polynomialnim tvaru. V kapitole 3 uvedena transformace soustavy diferencidlnich rovnic na
soustavu v elementarnim tvaru pro Feseni pomoci Taylerova rozvoje, a matematicky dikaz
spravnosti této transformace a ekvivalence ptivodni soustavy rovnic se soustavou trans-
formovanou. V kapitole 4 je uvedena souhrnna tabulka transformaci jednotlivych funkci
na ekvivalentni soustavu diferenciadlnich rovnic. V kapitole 5 je rozvedena teorie popisujici
aproximaci funkce pomoci Taylorova polynomu a jeji vyuziti pro feSeni pocatecnich tuloh.



V kapitole 6 se zabyvame moznou optimalizaci ziskdvani koeficientti Taylorovy fady. Je
zde ukézano, Ze ziskdvani vyssich derivaci polynomialnich funkci vede na vypocty pomoci
upravenych multidimenzionalnich Pascalovych trojihelnikt. V kapitole 7 rozebirame im-
plementaci navrzenych algoritmu a v kapitole 8 implementované algoritmy porovnavame.



Kapitola 2
Numerické reseni pocatecni ulohy

2.1 Metody Runge-Kutta

Soustavy diferencidlnich rovnic se ve vétsiné matematické literatury fesi pomoci jedné z
metod Runge-Kutta. Tato metoda (popsand napi. v [3]) spoéiva v aproximaci nasledu-
jici numerické hodnoty pomoci ne€kolika bod mezi pocatecnim a koncovou hodnotou. Pro
vypocet diferencialni rovnice ve tvaru:

Y = f(t,y) y(to) = Yo (2.1)

pomoci Runge-Kuttovy metody ¢tvrtého radu se vyuziva rekurentniho vzorce

1
Ynt+1 = Un + gh(kl + 2ko + 2k + ky) (2.2)
tn—l—l =tn + h (23)

kde h je velikost ¢asového kroku a

k1= f(tn,yn) (2.4)
1 1

k2 = f(tn + Sh yn + 5hk1) (2.5)
1 1

ks = f(tn + §h,yn + §hk‘2) (2.6)

ka = f(tn + h, yn + hk3) (2.7)

Celkové chyba této metody je h?.

2.2 Jazyk TKSL

TKSL/386 byl vyvinut v jazyce Pascal. Poprvé byl prezentovéan v [4]. Pomoci jazyka TKSL,
ktery je podobny jazyku Pascal, umoziuje zapsat soustavu diferencialnich rovnic prvniho
tadu a vSechny dilezité konstanty pro nalezeni numerického feseni pocatec¢ni tlohy. Tento
program vyuziva Tayloriuv rozvoj popsany v kapitole 5.2 pro ziskdvani numerického feseni
pocatec¢ni ulohy. Jako ptiklad si mtiZzeme uvést pocatecni tlohu ve tvaru:

Y1 = y1y2 yi(to) =0 (2.8)
Ya = o ya(to) =1
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Obrazek 2.1: Grafické zobrazeni numerického feSeni soustavy diferencidlnich rovnic (2.8).

Tuto pocateéni tlohu (pro koncovym ¢asem 5 s, éasovym krokem 0.2 s a piesnosti 10~20)
muzeme v jazyce TKSL zapsat nasledujicim zpusobem:

var yl, y2;
const
tmax = 15,
dt = 0.2,
eps = 1le-20;
system
y1’> = y1 *x y2 & O;
y2’ = y2 & 1;
sysend.

Program TKSL/386 také umoziuje grafické zobrazeni vysledku vypocétu. Grafické zob-
razeni numerického feSeni vysSe uvedené soustavy diferencidlnich rovnic je zobrazeno na
obrazku 2.1.

2.3 Systém numerickych integratoru

Vyhodou transformace soustavy diferencidlnich rovnic do elementarniho tvaru je také moz-
nost sestrojeni analogového obvodu, fesiciho danou soustavu. Takovyto obvod nazyvame
systém numerickych integratorti. Soustavy rovnic v elementarnim tvaru neobsahuji Zadné
funkce a tudiz ndm pro jejich realizaci pomoci elektronickych obvodi stac¢i pouze integracni,
sumacni a nasobici ¢leny.

Pro priklad sestrojeni systému numerickych integratort zvolme diferencialni rovnici

y1 = sin(y1) Yy1(to) =0 (2.9)



Dle transformac¢nich vztaht z tabulky 4.1 lze tuto rovnici transformovat na soustavu

Y1 = Y2 yi(to) =0 (2.10)
Ys = Y3y2 ya(to) = 0 (2.11)
Y3 = —Y212 ys(to) =1 (2.12)

Nalezeni numerického feseni této soustavy lze realizovat pomoci elektronického obvodu
znazornéného na obrazku 2.2.

Obréazek 2.2: Schéma elektronického obvodu realizujictho vypocet soustavy rovnic (2.10) -
(2.12).

Sestrojeni unikatniho elektronického obvodu pro kazdou soustavu diferencidlnich rovnice
je nepraktické a v dnesni dobé se tento postup jiz nepouziva. Systém rovnic lze tedy FeSit
bud pouzitim Taylorova rozvoje a matematickych vypoct, nebo simulaci elektronickych
obvodl v paméti poc¢itace a nebo hardwarové pomoci programovatelnych hradlovych poli,
kterd umoznuji prepojeni obvodu bez nutnosti fyzického zasahu do struktury obvodu. Na
obrazku 2.3 je znazornéno schéma moderni hardwarové implementace, pro feSeni soustav
libovolnych t¥i diferencidlnich rovnic.
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Obrazek 2.3: Schéma programovatelného elektronického obvodu realizujictho vypocet sou-
stavy rovnic (2.10) - (2.12).



Kapitola 3

Transformace soustavy rovnic do
elementarniho tvaru

Tato teorie vychézi z praci [5] a [6].
Necht R oznacuje mnozinu vSech realnych cisel.

Definice 1. Necht X = {t,v1,y},92,y5, -} je konetnd mnozina formdalnich symbold.

Definice 2. Necht P je mnoZina vSech polynomi p ve tvaru:

P(Y1: - s Yn) = Q1Y Yis Y+ @y Yy (3.1)
kde a; € R, y; € X a koeficienty {i1,42, - ,ir}, {j1,72,"** ,Js} tvorl vzajemné odlisné
podmnoziny mnoziny {1,--- ,n}. Pocet ¢lenii na pravé strané je konecny.

Definice 3. Necht B je kone¢nd mnozina funkci f : R — R, které maji na intervalu
I C R definovéany derivace vSech Fada a necht O je unarni operator mapujici B na mnoZinu
polynomt s formalnimi proménnymi z B. Pro f(t) € B plati

of(t) = p(f1(t), fo(t), -+, fr(D)) (3:2)
kde p € P a fi(t) € B. Mnozinu B nazyvame , mnozinou zékladnich funkei“.
Priklad 1. Mé&jme funkci f(¢) = sin(¢). Plati, ze:

sin’(t) =cos(t)
cos'(t) = — sin(t)

Zvolme mnozinu B = {sin(t),cos(t)}. Pak funkce f(t) je zakladni funkce.

Definice 4. Necht f je funkce ve tvaru f : R — R. Vytvofme mnozinu Fy = { f}. Definujme
mnoziny Fj, 0 < ¢ pfedpisem

Fi:{fafla"' 7fn|\v/f€ Fi—laf,(t) :p(fl(t)v 7fn(t))7p€ P}

Oznac¢me F' jako:
[e.e]
F=JFR
i=1

.. . . ey . - . < 9
Mnozinu F', pokud lze sestavit, nazyvame ,,derivacni uzavér funkce“ f, coz znac¢ime f — F.

10



Lemma 1. Nechf B je mnozina zdkladnich funkei s n prvky a pro libovolnou funkci f € B
jsou definovany mnoziny F; dle definice 4. Pak pro vSechna ¢ > n — 1 plati ze F; = Fj4;.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme predpokladat ze B = {f1,---, fn} a

f{ :pl(fl,la to 7f1,k1)

f’rlL :pn(fn,la to 7fn,kn)

Necht f = f1, pak Fo = {f}, Fi = FoUU{f1.1,- - fik }, - - - Z definice mnoziny F}, vyplyva,
ze pokud pro néjaké k plati Fy, = Fy,1, pak to bude platit i pro v8echna ¢ > k (mnozina
F}. jiz obsahuje vsechny funkce, které se vyskytuji v derivacich ostatnich funkci z mnoZiny
F}). K tomu dojde nejhtf v ptipadé, ze

f{ :pl(fQ)afé :p2(f3)7 U 7f7lL—1 :pn—l(fn)afrlL :pn(fl)
a tudiz to plati v nejhorsim pfipadé pro k =n — 1. ]

Vsimnéme si, ze na zakladé lemma 1 a definice 3 vyplyva, Ze kazda funkce z B ma
kone¢ny derivacni uzavér a naopak, pouze ty funkce, které maji konecny derivacni uzaver,
mohou byt prvky z B.

Definice 5. Necht ®(B, X) je mnozina vyrazl ¢ definovana témito pravidly:
()X C
(it)Vf e BN e ®: f(p) e ®
(tit)Vp € P,Yg; € ® : p(p1,- -+ ,¢pn) € P
Mnozinu ®(B, X) budeme nadéle oznac¢ovat pouze symbolem ®.
Piiklad 2. Polozime-li mnozinu B = {sin(t),cos(t)} a mnozinu X = {t,y1,v2, ¥}, v5}
pak nésledujici vyrazy jsou prvky mnoziny ®: y1,y1v5, sin(yz), cos(t), yisin(t) + cos(y1 +
sin(t))ys.
Definice 6. Pro vSechna ¢ € ® definujeme |¢| témito pravidly:
()Vye X :|y[=1
(i))VfeBNpe®:[f(d)=|o]+1
(ZZZ) \V/p € Pa Ti € D |p(7-17 U 7Tn)| = maX{|Tl|7 T |Tn|}
|¢| nazyvéame , hloubkou vyrazu ¢*.

Piiklad 3. Polozme B = {sin(t), con(t),e'}, X = {t,y1,y2, ¥, ¥4} a ¢; € ® jsou definovany
takto:

1 =t
P2 =Y1Y2
¢3 =sin(y1)

b4 =y191 + Y2019
¢5 =y16¥2500) cos(t) + yo

Pak hloubka téchto vyrazu je: [¢1] = 1, |p2] =1, |o3]| =2, |4 = 1, |¢5] = 3.

11



Dale predpokladame zakladni pravidla pro derivovani. yi,--- ,y, € X jsou funkci pro-
ménné t a tedy jeji derivace lze prepsat na dy’ = y,. Déle pro funkci f(¢), kde f € B a

¢ € ® lze psat /;ff) = f'(¢). Pro ¢ = f(1) lze psat ¢ = f().
Je-li ¢ € @, kde

¢=p(r1, ", )
kde 7; € ®, pak lze zapsat

(b, :p/(Tlv"' > T sz T1y " 7TTL T/ (33)

kde p; je parcidlni derivace polynomu p vzhledem k proménné 7;

ap(Tlv e 7Tn)

pi(T1, ,Ta) = 57
(2

Definice 7. Necht ¢(y1, - ,yn) € ®(B,X). Z pfedchoziho predpokladu derivace lze od-
vodit, Ze
¢/(y17"' 7yn) :¢(y17 7yn7y/17"' 7%)

kde ¢y € ®(BUB, X UX'), B ={f'|f € B} a X' = {y/|y € X}. Misto vytvafeni mnoziny
B’ miizeme kazdy vyskyt f/(7), pro 7 € ®(B,Y), nahradit polynomem p(fi(7),--- , fn(7)),
kde p(f1(t), -+, fn(t)) = Of(t). Takto mizeme nadefinovat B-substituci predpisem:

B(d)/(yla"' 7yn)) = 1/1(y17 7ynayia' o 7y;L) € Q(BaXUX/)
kde ve vSech ¢ € ®(B, X U X') nahradime vyskyt f’(7) polynomem p(fi(7),---, fu(7)).

Piiklad 4. Nadefinujme mnozinu B = {sin(t), cos(t)} a mnozinu X = {y1, v} }. Polozme

¢(y1) = sin(y1)

pak
B(¢'(y1)) = ¥(y1, 1) = p(7,91)
kde
p =Ty
T =cos(y1)

Lemma 2. Nechf ¢(y1, -+ ,yn) € P a

B((b,(yl"“ ,y'n)) = ’/’(yl, 7yn7y,17“' ?yf/n,)

pak plati, Ze
|¢(y17 o 7yn)| = |¢(y17 e 7yn7y/17 e 7y':z))|
Diikaz. Je-li ,hloubka“ ¢ rovna jedné, to znamena, ze ¢ = p(y1, - ,yn), pak dle pravidel

derivovani mizeme psat

Py, s un) sz YL Yn)Y,
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Je zfejmé, Ze v tomto pripadé lemma plati.

Necht je hloubka ¢ rovna r > 1 a predpokladejme, Ze lemma plati pro vSechny vyrazy
s vyskou mensi nez r. Mtzeme tedy psat ¢(y1, - ,yn) = p(71,--+ ,7n), kde 7; € ®. Dle
pravidel derivovani plati

B(p/(Tla T ’Tn)) = Zpi(Tla T aTn)B(TiI)
i=1

Je ziejmé, ze |p(11, -+ ,7n)| > |pi(71,- -+, Tn)|, jelikoZ jsou v p; vSechny ¢leny jako v p aZ na 7;
v piipadé ze se 7; v p vyskytuje pouze s prvni mocninou. Staéi tedy dokazat, ze |B(7/)| = |7
pro viechna 7; € ®,Vi € {1,--- ,n}. Z pocateéniho predpokladu to plati pro |7;| < r. Pokud
je || = r, pak musi platit 7; = f(£), kde f € B, € ® a [{| = r — 1. 7/ tedy muzeme
pfepsat do tvaru f,(f)gl a B(Tz’/) = p(fl(g)v" ’ 7fS(§))B(£/) kde fi € B,Vi € {13 78}’
Vzhledem k tomu, ze || = r — 1, pak je |f;(§)| = r a z pocatecniho pfedpokladu vyplyva,
ze B(¢') = r — 1. Pak ov8em plati, ze |B(7))| = |p(f1(£), -+, fs(§))] = . O

Definice 8. Konetnou mnozinu rovnic ®,, ve tvaru

yllz ¢1(y17"' 7yn)

y;L: ¢n(y17 7yn)

kde ¢; € ®,Vi € {1,--- ,n}, nazyvame ,soustavu B-rovnic nad ®, coz znacime &, C ®.
Jeji hloubku definujeme predpisem

|®n| = max{|¢n], -, [dn]}

Definice 9. Necht ®,, a ¥,, jsou dvé soustavy B-rovnic nad ® ve tvaru

y,lz ()bl(yl?"' ayn)

b, = :
Yn = On(y1,"*,¥n)

y/1: ¢1(y17“' aym)
U, = :

/

Ym = Ym(y1,-  Ym)

pro které plati, ze 0 < n < m. Necht Vi € {1,--- ,n} plati
VY1, Yns T Tmen) = Gi(Y1, 0 Yn)

kde 7j(y1, -+ ,yn) € ®,¥Vj €{1,--- ;m —n}a

B(TJI) :gj(yla 7yn7yiv 7y;z) =
gj(yla aynad}l(ylv"' 7ym)7"' 7¢n(y15"' 7yn)) =
¢n+j(y1,--- s Ym)

Pak rikame, Ze soustava V,, rozsifuje soustavu ®,,, coz znacime ®,, — U,,.
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Priklad 5. Mé&jme soustavu rovnic ®; C ®(B, X), B = {sin(t),cos(t)} a X = {y1, 9} }.
@1 ={y; = d1(y1)}
¢1(y1) =sin(y1)

Oznacme 71(y1) = sin(y1) a
Y1(y1, (Y1) = 11(y1)

Polozme 71 (y1) rovno nové nezndmé proménné y,. Pak
Yo = B(r{(y1)) = y1 cos(y1) = y2 cos(y1) = V2(y1, y2)

¢imz dostavame novou soustavu rovnice

Uy — {yﬂ = 1#1(1/1,1/2)}
vy = V2(y1.12)

Y1(y1,y2) =Y
Ya(y1,y2) =y2 cos(y1)

kde Uy C ®(B, Xa), Xo = {y1,y2, Y1, ¥4} a ®1 — Wo.

Lemma 3 (Existence rozsifeni s nizsi hloubkou). Pro kazdou soustavu rovnic ®, C ¢ ve

tvaru )
Yy = ¢1(y17 to 7yn)

y’:L = Cbn(yl, T 7yn)

kde |®,| = d > 1 existuje soustava rovnic ¥, = ® takova, ze &, — U, a |Pp| > |V ].

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme psat

¢1(y1,"' 7yn) =p1(01,1,"' y 01,k TT1,1, """ ,771,11)

¢n(y17 T 7yn) :pn(an,h sy Ongkys Tnyly st 77Tn,ln)

kde pi - - - p,, jsou polynomy a 0j;, 7, ; € @, |0 < d, |7 ;| = d, Vi, j, k € {1,---,n}. Jelikoz
hloubka je |®,| = d, pak musi alespoii jedno 7, ; existovat. Vytvoime mnozinu v8ech vyrazi
hloubky d

n
= U{T"i,la"' ST b
i=1
Vzhledem k tomu, ze d > 1 pak je mnozina 7 ve tvaru

m={f11(&), s frr (&) Fe1 (&) fen (&)}
kde f;j € B, & € ® a || = d — 1. Pro vSechna i € {1,--- ,k} vytvofme mnozinu
Fe, = {f1f(&) € 7}
a mnozinu

Ge=|JD: %D
feFy,
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G¢, C B tedy predstavuje derivacni uzdvér vsech funkci z 7, které maji jako nezavislou
proménnou & € ®. Dale pro kazdé & a pro kazdou funkci g € G¢, zavedme neznamou
proménnou y,.; = ¢(&;) tak, aby zadné dvé proménné y nemély stejné indexy. Vytvoime
novou mnozinu proménnych

Xo=X U{yn+l, y;L+l|y je nové zavedend proménna}

Je zfejmé, Ze mnozinu X3 lze vyjadiit ve tvaru {y1, - ,Ym, ¥}, , Y}, kde n < m.
Nyni pro vSechna o € {1,--- ,n} nahradme vyraz m; ; ve ¢,

Go(Y1s+* sYn) = Po(0015 300 ko> Ty * > Tol,)

nové zavedenou promeénnou ¥y, ;. Takto nové vytvofené vyrazy polozme rovny ¢o(yi,- - ;Ym)-
Nyni pro kazdy vyraz & € ® a kazdou funkci g € G¢; madme novou proménnou y;. Za pied-
pokladu, ze ¢'(t) = p(g1(t),-- -, gi(t)) je derivace nové zavedené proménné rovna

B(y;) = B(&)p;(91(&), -+, 1(&))

kde g, € G¢,, Yk € {1,---,l}. Tudiz byla pro vyraz g;(&;) zavedena novad proménnd a
polynom p; mizeme prevést do tvaru p;(Ynt1,-- - , Ym)-
OznaCme vyraz

B(&;)pj(yn-i-la to ,ym) = wj(yla to ,ym)

Sestrojme novou soustavu ¥,, C ®(B, X3) ve tvaru

yi: wl(yla"' ,ym)
v, = :

yin = wm(ylv T 7ym)

Je zfejmé, ze hloubka vyraza 1, --- , %, je mensi nez d, jelikoz vSechny vyrazy vysky d z
nich byly odstranény. Hloubka vyrazu ¢;, Vj € {n +1,---,m} je

¥l = IBE)ps(ynt1s -+ ym)| = max{[B(E)], [p; (Wnt1. -+ ym)}
Dle definice 6 je hloubka polynomu p;(yn+1,- -+ ,Ym) rovna 1 a dle lemma 2 plati
IB(&)| =&l =d—1
O

Lemma 4. Pro kazdy systém rovnic ®,, C ® existuje kone¢na posloupnost mnozin <I>}L1, SR <I>flk,
k > 0 takovych, ze plati

(a’) ¢n = ¢’}L1
(b) @), = @ 0<i<k
(c) |2y, | =1

Diikaz. Dikaz je pfimym disledkem lemma 3. Dle tohoto lemma vime, Ze pro libovolné <I>$'LZ,
miizeme sestavit @iﬁl takové, ze |, | > |<I>$;:+11| Vzhledem k tomu, zZe hloubka soustavy
|®,| je konecna, pak i posloupnost systémii s nizsi hloubkou bude koneéna. O

15



Definice 10. Nechf ®,, C ®(B, X) je soustava B-rovnic. Mnozinu ®,, mizeme pouzit pro
definovani soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu

yi :¢1(y17 T 7yn)

(3.4)
y;L :¢n(y17 T 7yn)
s pocatecnimi podminkami

y1(to) = a0, -+, Yn(to) = ano (3.5)
Soustavu (3.4) spoleéné s poéateénimi podminkami (3.5) nazyvame , pocateéni tlohou* a

oznacujeme ji entici (@, tg, a10,: -+ ,ano), zkracené (®,) nebo zapisem

Y1 =1(y1, - 5 Yn) y1(to) =a1o

y;L :¢n(y17 e 7yn) yn(to) =0nQ
Lemma 5. Necht ®,, C ®(B, X) je soustava B-rovnic a (®,, tg, a10,- - ,ano) je poateéni
uloha, pro kterou plati, ze |®,| > 1. Pak existuje pocatecni uloha (W, to,b10," - ,bno)

takova, ze &, — ¥,, a
(a) |Pn| > W)

(b) pokud existuje feseni pro (Vp,,to,b10, - ,bno) ve tvaru {7;(t), -+ ,7,,(t)} na inter-
valu I C R,ty € I, pak existuje i feSeni pro (®,,,tg,a10, - ,an0) na intervalu I ve
tvaru {y1(t), - ,yn(t)} takové, ze y;(t) =y,;(t), Vt € I, Vi € {1,--- ,n}.

Dikaz. 7 lemma 3 vime, Ze existuje soustava B-rovnic ¥,, takova, Ze plati &, — ¥, a
|®p| > |Up|. Z definice 9 vime, ze Vi € {1,--- ,n} plati

wi(yla T 7yn77-1(y1, to 7yn)7 to 7Tm—n(y17 to 7yn)) = ¢i(y17 U 7yn) (36)

Z konstrukce mnoziny ¥,,, v ditkkazu lemma 3 vyplyva, ze po¢ateéni tlohu (¥,,, tg, big, - - - , bno)
muZeme zapsat ve tvaru

YL =011, Yns Ungds o Ym) y1(to) =aio
y;L :wn(yla s Yns Ynt1, ,ym) yn(to) =an0

Y1 =Uni1(Y1s - 5 Yns Unals = Ym) Ynt1(to) =Tnt+1(a10, -+, ano)
Yo =Um (Y1 Yny Ynt 1" > Ym) Ym (t0) =Tm—n(a10," "+ ,ano)

Necht Fesenim této poc¢atecni tlohy na intervalu I je {7, (t), - ,7,,(t)}. Rovnici (3.6) tedy
mizeme pfepsat do tvaru

wi(?la e 7ym7-1(y17 T 7yn)7 T 7Tm—n(y17 o 7§n)) = Cbi(?l, T 7yn) (37)
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Z konstrukce mnoziny ¥,, dale vime, ze Vj € {1,--- ,m —n}

Untj = (U1 1 Un)
a derivace proménné 7, ; podle t je
Untg =B(Tj(T1 - Tn)) =
&Wr Tn Tho Tn) =
G Une 01 U)oy Um)) =
Ut (15 5 Um)

a tedy muzeme dosadit 1,4, do rovnice (3.7)
qbi(yla e 7§n) = %’@17 e 7§m) =Y;
coz dokazuje, ze mnozina {7, - - , 7, } je FeSenim pocatecéni tlohy (¥,,,to, b10, - ,bno). O

Lemma 6. Ke kazdé pocatecéni tloze (P, to,a10,: -+ ,ano), kde &, — ®(B,Y) a |®,]| > 1
existuje poc¢atecni tloha (V,,,tg,b1g,- "+ ,bmo) takova, ze &, — ¥, |¥,,| = 1 a pokud
existuje na intervalu I C R, tyg € I feSeni ulohy (V¥,,) ve tvaru {y,(¢),---,7,,(t)}, pak
existuje i feSeni tlohy (®,,) na intervalu I ve tvaru {y;(t), - ,yn(t)}, kde y;(t) = 7;(¢),
VtelIaVie{l,--- n}.

Dikaz. Z lemma 5 vyplyva, Ze 1ze sestavit kone¢nou posloupnost pocateénich tloh
1 1 1 2 2 2
(q)nlat(h ST I 7a’n10)7 (q)ngvt(h ST 7a’n20)7 ) (q)nmmat(]a (I%, T 7anmm0)
takovou, zZe plati
((l) (q)}uat(]a a’%(]a te 70’}“0) = (q)na th a10, 7an0)
(b) @y, — @F, — - — O
1 2
(c) |Dn,] > |5, | > -+ > 27 ]

a zaroven plati, Ze pokud na intervalu I C R existuje feSeni ulohy (@]’ ), pak existuje
i feSeni vSech ostatnich uloh. Tato posloupnost bude tak velkd, aby platilo @' | = 1.
Vzhledem k tomu, Ze hloubka ®,, je kone¢na, pak i posloupnost bude konec¢na. O

3.1 Priklad transformace pocatecni ulohy

Méjme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

yh = e M . gin(yy) y1(to) = Y10 (3.8)
Yo = U2 y2(to) = y2,0 (3.9)
OznaCme
Y11 = sin(y2) (3.10)
Y12 = cos(y2) (3.11)
Y13 = cos(t) (3.12)
Y14 = sin(t) (3.13)
Y15 = eY13 (3.14)



pak 1ze rovnici (3.8) pfepsat do tvaru

Y1 = Y12 - yu (3.15)

Nyni sestavime diferencialni rovnice pro nové zavedené proménné.

Y11 = cos(y2)ys = y12y2 y11(to) = sin(y2(to)) (3.16)
Y12 = —sin(ya)ys = —y1192 y12(to) = cos(yz2(to)) (3.17)
Y13 = —sin(t) = —yu y13(to) = cos(to) (3.18)
Y14 = cos(t) = y13 y14(to) = sin(to) (3.19)
Y15 = VY13 = —Y15y14 y15(to) = ev13(t0) (3.20)
Rovnice (3.16) - (3.20) spole¢né s rovnicemi
Yi =12y y1(to) = y1,0 (3.21)
Ys = Y2 y2(to) = y2,0 (3.22)

nyni tvofi elementarni tvar pocatecéni tlohy ekvivalentni k tiloze zadané rovnicemi (3.8) a

(3.9).
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Kapitola 4

Transformace elementarnich funkci

Cilem této kapitoly je sestaveni transformacnich rovnic pro jednotlivé elementarni funkce
tak, aby se cely proces transformace dal automatizovat.

Vétsina matematicky funkci se v pocitacich pocitd pomoci Taylorova rozvoje. Pres-
nost jejich vypoctu (kterd zavisi na poc¢tu ¢lent rozvoje) vétsinou fidi pouzitd matema-
ticka knihovna. Vzhledem k tom, Ze pro vypocet diferencidlnich rovnic vyuzivame Tayloriv
rozvoj, je zbyteéné, aby se pouzival na dvou mistech (pfi vypo¢tu matematicky funkei a
pii vypoctu diferencidlnich rovnic). Proto provedeme transformaci funkei na diferencialni
rovnice, coz nadm zaroven volbou Ffadu umozni dynamicky ¥idit pfesnost vypoctu funkci.
Myslenku transformace znazornime na nasledujicim piikladu.

Méjme dvé funkee: sin(¢) a cos(t). Oznacme si je proménnymi y; = sin(t) a yo = cos(t).
Derivaci téchto proménnych podle ¢ dostaneme nasledujici soustavu diferencialnich rovnic:

Y1 =2 y1(to) = sin(to)
yh = —u1 y2(to) = cos(to) (4.1)
Vyssi derivace se budou ziskavat dle principu

/

yi = () =¥ (4.2)
yi'= ) = h) = - (4.3)

Dle upraveného vzorce pro Tayloriv rozvoj (5.8) muzeme funkci sin(¢ + h) prepsat do
tvaru

h? h3
sin(t + h) = sin(t) + hsin’(t) + o7 sin”(t) + 37 sin”’(t) + .-+ =
h2 ‘h3
= sin(t) + hcos(t) + 5(— sin(t)) + 5(— cos(t)) + -+ (4.4)

Spustime-li vypocet na soustavé diferencidlnich rovnic (4.1), budou se jednotlivé hod-
noty proménné y; pocitat dle vzorce

h? h3
yi(t +h) = yu(t) + by (1) + 51 () + S (6) + - (4.5)

Po dosazeni jednotlivych derivaci do rovnice (4.5) dle ptrepist ziskdvame rovnici

h? h3
1t +h) = 1 (6) + ya(t) + - (—pa(t) + S (—pa(t) + - (46)
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a tedy dostavame vztah
2 h3

sin(t 4+ h) = sin(¢t) + hcos(t) + %(— sin(t)) + 5(— cos(t)) + - - (4.7)

ktery je totozny se vztahem (4.4). Z toho plyne, Ze funkce miizeme nahradit proménnymi,
které predstavuji prepis rovnic do diferencidlnich rovnic a zpusob vypoctu takto nahraze-
nych rovnic bude stejny.

V nésledujicim textu budeme vychazet z oznaceni y; = f(z(t)) kde f je elementérni
funkce a x(ty) = x¢. Déle pfedpokladejme, ze

'(t) = p(z1(t), -+, n(t)) (4.8)

kde p je polynom. Tuto derivaci budeme nadale zkracené oznacovat pouze symbolem p.

Transformacni rovnice lze sestavit pouze pro funkce, které maji koneény derivaéni uzé-
vér, coZz znamend, ze jejich derivaéni uzavér tvori koneénou mnozinu funkci. Nicméné
ukézeme, ze vSechny bézné pouzivané funkce v technickych aplikacich konecny derivacni
uzaveér maji.

4.1 Odvozeni transformac¢nich vztahu

4.1.1 Funkce sin

sin(a(t)) = y1 y; = cos(x(t)) - p = y2 y1(0) = sin(z(0)) (4.9)
Yp = —Sln(if(t)) p= —y1 P y2(0) = cos(z(0)) '
Vz(t) € R
Deriva¢nim uzévérem funkce sin je {sin, cos}.
4.1.2 Funkce cos
cos(z(t)) =y yy = —sin(z(t)) p = —yz p y1(0) = cos(z(0))
o = cos(a(t)) - p = p(0) =sinzo))  H1Y
Vz(t) € R
Deriva¢nim uzévérem funkce cos je {sin, cos}.
4.1.3 Funkce tg
o (sin(t)\’  sin'(t)cos(t) —sin(t) cos'(t)
te () = (cos(t)) B cos?(t) B
sin? cos?
_ (Zl;(t) ® _ o2t + 1 (4.11)
tg(@®) =1 ¥i=0+17)p 31(0) =tg(x(0)) (4.12)

vz(t) € R\ {% + kn|k € N}
Deriva¢énim uzévérem funkce tg tedy je {tg}.

4.1.4 Funkce cotg

cotg(x(t)) =y1 y1 = —(1+yi)-p yi1(0) = cotg(x(0)) (4.13)
Va(t) € R\ {kr|k € N}
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4.1.5 Funkce arcsin

Y 1
arcsin(t) = Vi
!/
(VI=2)3) = S (/i-8) -2
arcsin(z(t)) =11 ¥y = 2 y1(0) = arcsin(x(0))
yh=x-p-y2-(1—a%) y2(0) = 1_1x2(0)
Va(t) € (—=1,1)
4.1.6 Funkce arccos
arccos(z(t)) =y1 ¥; = —ya y1(0) = arccos(z(0))
yh=x-p-y2-(1—2%) y(0) = #2(0)
Va(t) € (—=1,1)
4.1.7 Funkce arctg
, 1
arctg(t)’ = e
(RN L9
<(1+t2) > - _1(1 t2) 2t
arctg(z(t)) =y1 Y1 =12 y1(0) = arctg(x(0))
vo=-2y35-z-p 32(0) = o=
Va(t) € R
4.1.8 Funkce arccotg
arccotg(z(t)) =y1 Y] = —vyo y1(0) = arccotg(x(0))

vy=—2-95-2p 120) = 135

vx(t) € R

4.1.9 Funkce exp

W =y i =p-y1 y1(0) = O

Va(t) € R

4.1.10 Funkce In

Ve (t) € Ryz(t) >0
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rovnice

| Y1 pocateéni podminky |

sin(x) | y) = y2p y1(to) = sin(z(to))
Yy = —y1p y2(to) =
cos() Yp = —Y2p y1(to
Yy = y1p y2(to
tg(z) | vi=(0+yip Y1

cotg(x) |y =—-(1+yip Y1
arcsin(z) | y] = y2 Y1
vh=x-p-y2-(1—2?) |y

yy=x-p-y2-(1—2?) | yalto

1—22(to)
arctg(z) | v} =y2 y1(to) = arctg(z(to))
yé:_2'y%'$'p y2(to :1+mé(t0)
arccotg(z) | ¥1 = —y2 y1(to) = arccotg(x(to))

Yp=—2-y3-x-p Y
exp(z) |y =p -1 Y

In(z) |y =1t y

(o)
(to)
(to)
(to)
(to)
(to)
(to)
arccos(z) | y) = —y2 y1(to) = arccos(x(to))
(to) = ——
(to)
(to)
(to)
(to)
(to)
(to)

Tabulka 4.1: Transformac¢ni tabulka elementarnich funkei.?

“Funkce {/z(t) neni implementovana, jelikoz miZe byt nahrazena ekvivalentni funkci e™ In(2(t)

4.2 Algoritmus transformace

Algoritmus 2 formalné popisuje transformaci soustavy diferencidlnich rovnic v obecném
tvaru (na pravé strané se mohou vyskytovat funkce definované v tabulce 4.1) na soustavu
diferencidlnich rovnic v polynomidlnim tvaru. Druhy cyklus zajistuje nahrazeni derivaci
vzniklych pfi transformaci za vyrazy bez derivaci. Toto je mozné, jelikoz soustava rovnic
definuje vztahy pro jednotlivé derivace a pokud se mnozina W prochazi setfidéna podle toho
jak vznikala, tak postupné dostédvame vyrazy bez derivaci. Funkce byly vZdy nahrazeny
novym symbolem a tudiz ptivodni rovnice jsou jiz bez derivaci. Jediné rovnice které mohou
obsahovat derivace jsou nové zavedené rovnice a ty obsahuji derivace pouze pivodnich
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proménnych, nebo rovnic definovanych drive. K zacykleni tedy nemtze dojit.

Funkce NahradFn

Vstup: Vyraz ¢, ve kterém se maji nahradit funkce a mnozina transformovanych

rovnic ¥
Vystup: Vyraz ¢ bez funkci a mnozina aktualizovanych transformovanych rovnic ¥
begin
if ¢ obsahuje vyraz ve tvaru fn(a, ¥) then
B < NahradFn(«);
U «— ¥ U Nové rovnice podle transformacni tabulky 4.1 pro vyraz fn(3);
1 «— ¢ ve kterém vyraz fn(«) nahradime nové zavedenou proménnou
odpovidajici vyrazu fn(3);
end
end

Algoritmus 2: Algoritmus transformace rovnic do polynomiélniho tvaru

Vstup: Mnozina diferencialnich rovnic ® v obecném tvaru
Vystup: Mnozina diferencidlnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru
begin
U — (;
foreach ' = ¢“ € ® do
U« U U,y = NahradFn(¢, ¥)*;
end
foreach ' = “ € ¥ do
if 1 obsahuje derivaci then
Nahrad derivaci v ¢ za vyraz predepsany prislusnou rovnici v ¥ pro
danou proménnou;
end
end
end
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Kapitola 5

Tayloriv teorém a jeho aplikace
pri reseni diferencialnich rovnic

5.1 Taylorovy polynomy generované funkci

Pro danou funkci f hleddame takovy polynom, ktery se s touto funkci bude shodovat v
ur¢itém okoli bodu a. Predpokladejme, ze funkce f ma v bodé x = a derivace az do fadu n,
kde n > 1. Pokusme se nalézt polynom P, ktery se s funkci f shoduje v bodé a v prvnich
n derivacich. Mame tedy n + 1 podminek

P(a) = f(a),  P'(a)=f'(a), ---, P"(a)=f"(a) (5.1)
a polynom tadu n
Px)=co+ci(z—a)+e(z—a)+- +culz—a)" (5.2)

pro ktery musime dopocitat n + 1 koeficientd. Lze ukazat, Ze pro kazdou funkci f existuje
nanejvys jeden polynom P s témito vlastnostmi.

Véta 1. Je-li dana funkce f v bodé x = a se vSemi derivacemi az do fadu n, pak existuje
pravé jeden polynom P fadu < n, ktery spliiuje n + 1 podminek

P(a) = f(a),  P'(a)=f(a), ---, P"(a)=f"(a)

Tento polynom je dan predpisem

) g
Py =51 k,( )z — a)t (5.3)
k=0

Dikaz. Polynom P muzeme zapsat ve tvaru:
Px)=co+ci(z—a)+e(z—a)+- +culz—a)" (5.4)

Pokud polozime = = a, dostaneme P(a) = c¢p. Z prvni podminky tedy dostivame
P(a) = f(a). Nyni zderivujeme obé strany rovnice (5.4) a opét polozime z = a. Dostavame
P'(a) = c1 a tedy ¢1 = f'(a). Zopakujeme-li tento postup znovu, dostavame P (a) = 2c2 a
tedy ¢z = f”(a)/2. Po k derivacich dostaneme P®*)(a) = kl¢i, coz nam davé vzorec:

_ ()
TR

Ck (5.5)

O
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Rikéme, Ze polynom (5.3) je ,, Taylorovym polynomem stupné n generovanym funkci f v
bodé a*“. Tuto skutec¢nost budeme znacit 7, f. Hodnotu tohoto polynomu v bodé = budeme
znadit 1), f(x; a), nebo pouze T), f(x), pokud je a = 0.

Podrobnéji se danou problematikou zabyva [1].

5.2 Tayloruv teorém

Teorém 1 (Taylortv teorém). Za predpokladu, ze f"t1) funkce f(t) je na intervalu (to,t1)
spojitd a hodnoty t a t + h lezi také v intervalu (to,t1), pak plati

1 1
Ft+h) = ) +hf'(&) + S ")+ + A" () + Roga (56)
kde zbytek R,4+1 je roven
1
Rui1 = prtl fntD) 5.7
o= T () (5.7)

an je bod mezit at+ h.

Pokud mé funkce f definovany vSechny derivace a tyto derivace jsou na intervalu (¢, ¢1)
spojité, nazyvame ji ,nekoneéné diferencovatelnou®, a vzorec (5.6) lze pfepsat do tvaru

Ft+h) )+ Z f(’“ (5.8)

5.3 Taylortv rozvoj s reziduem

Uvazujme nyni chybu zptisobenou aproximaci. Je patrné, Ze reziduum aproximace je E,,(z) =
f(x) = Thf(x). A tedy pokud mé funkce f n prvnich derivaci, mizeme psat

ek (g
e LA LAPR LN (5.9)
k=0

Tomuto vzorci se fika ,, Tayloriv vzorec s reziduem®. Tento vzorec je uziteény, pokud
miuZzeme odhadnout velikost E,(x) a tudiz tak stanovit chybu aproximace. Nyni si funkci
E, (z) pfevedeme do integralniho tvaru.

Vé&ta 2. Piedpokladejme, Ze funkce f méa spojitou druhou derivaci f” v ur¢itém okoli bodu
a. Pak pro kazdé x v tomto okolim plati

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + Ex() (5.10)

kde .
By(z) = / (@ — ) " (t)dt (5.11)

Diikaz. Rovnici (5.10) mizeme piepsat do tvaru:

E\(z) = f(z) — f(a) — f'(z)(z — a)
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Zjevné plati, ze f(x) — f(a) = [f()]Z = [ f'(t)dt podobné z —a = [t} = [ dt a tedy
B@ = [ roa-@ [Ca- [ roa- [ rea-
- [ - s

Oznacenim u = f'(t) — f'(a) av =t —x, kde dv/dt = 1 a du/dt = f(t) a pouzitim metody
per partes dostavame vztah

[ U= @l =70 - Fae ok - [ - oo
Bi(x) = (/') ~ @) —2) - (/@) - F@)a =)~ [ (¢-2)f" 0
Bi@) = [ - or @

O

Véta 3. Predpokladejme, ze funkce f ma spojitou derivaci fadu n+ 1 v uréitém okoli bodu
a. Pak pro kazdé x v tomto okolim plati

n (k) (g
fl@)y=>" ! k,( )(:r —a)* + E,(x) (5.12)
k=0 )
kde .
En(z) = % / ( — )" F0D) (1) gt (5.13)

Dikaz. Dikaz provedeme pomoci indukce. Pro n = 1 jsme to jiz dokazali v pfedchozim
teorému. Nyni predpoklddejme, Ze to plati pro n. Je ziejmé, Ze plati

£ (a)
C (n41)!

Nyni pouzijeme integralni tvar F,(z) a vyuzijeme toho, ze

[ty [EE0) ot o

Eni1(x) = Ep(x) (x —a)" ™! (5.14)

n+1 |, n+1 n+1
(x —a)"t!
_ 1
n+1 (5.15)
Dosazenim piedpokladu (5.13) a vzorce (5.15) do vzorce (5.14) dostavame
L[ n p(n @) [ n
Bui = [ oy wa - D [
I nt p(nt1) (n41)
=7 | —@="frrE) - 1 a)]dt (5.16)

Podobné jako v pfedchozim diikazu zavedeme proménné

u= fH0(0) — F a) du _ foo g
(=)t dv "
“= n+1 dt__(:r_t)
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a integrujeme pomoci metody per partes

Enyi(z) = % ([uv]ﬁ — /am —Mf("”)(t)dt) —

n+1
x n+1
:%/(%3E;WHWW=
— ﬁ / (@ — )" LF) (1) g (5.17)

5.4 Odhad velikosti rezidua E,(z)

Teorém 2. Pokud pro vsechna t v intervalu obsahujicim a spliiuje (n+1)-ni derivace funkce
f nerovnost

m < fO@) < M (5.18)
pak pro véechna x v tomto intervalu plati ndsledujici odhad
(:E _ a)n—f—l (:E _ a)n—f—l
mm < Ep(x) < MW pro x > a (5.19)
a n+1 n+1
(e =) < (-1)"ME, () < M(a —2) pro x < a (5.20)

T < =Ty

Dikaz. Uvazujme nejprve = > a. Pak integral ve vyrazu E,(x) probihd na intervalu [a, z].
Pro kazdé t na tomto intervalu plati (x — )™ > 0. Z nerovnosti (5.18) vyplyva, ze

— +\n _+\n _\n
n! n! n!
Integraci od a do = pak dostavame
X M X
B o< B < / (w — t)"dt (5.22)
'J, 'S
a substituci u = z — t a du = —dt dostavame

x a u(a)
/(:r—t)"dt:/ (:r—t)”(—l)dt:/ W =
a x u(x)

B /m_a udu = 7($ _ a)"‘f'l
0 n -+ 1

a tudiz jsme vyraz (5.22) redukovali na vyraz (5.19).

Pro x < a budeme postupovat obdobné. Integral probiha na intervalu [z, a]. Pro kazdé ¢
na tomto intervalu plati ¢t > z, a tedy (—1)"(x—¢)" = (t—2)™ > 0. Nyni miizeme nerovnost
(5.18) prenésobit nezdpornym zlomkem (—1)"(z —¢)"/n!

m(—l)n(:llﬂ — )" - (—1)n(:1lﬂ - t)nf("+1) ) < arl 1)n7(j — t)n
it < =D oy < a2



tento vyraz integrujeme od x do a

m a

M a
— (t—z)"dt < (-1)"E,(x) < —'/ (t —z)"dt (5.23)
n! J, n! J,
Substituci v =t — z a du = dt dostavame

a a—2x _ »\n+1
/ (t—a)"dt = / udu = laza)"™"
T 0

n+1
n

a tudiz jsme vyraz (5.23) redukovali na vyraz (5.20), kde (—1)""! dostaneme z (—1)
zaménou mezi integrace tak, aby jsme ziskali vyraz E,(z). O

5.5 Konvergence Taylorovych rad

Nekonec¢nou Taylorovu fadu z rovnice (5.8) miizeme piepsat do tvaru
[e.e]
Fl@) =" ar(z —to)* (5.24)
k=0

Tato rovnice predstavuje mocninnou fadu. Ma-li fada konvergovat, musi platit nasledujici
pravidlo pro konvergenci fad

lim |an41(x —t0)" |

<1
n—oo |an(z — to)"|

Pokud tato limita existuje, 1ze pravidlo piepsat do tvaru

Cn

lz — to| < lim (5.25)

n—oo

Cn+1

Tento vztah definuje polomér konvergence, na kterém rada konverguje.

Obecné ovSem limita v rovnici (5.25) nemusi existovat. Pak je tfeba brat v ivahu vztah
(5.12). Taylorova fada konverguje, pravé kdyz hodnota E,(x) — 0 pro n — oo. Upravou
tvaru rezidua mtzeme odvodit nasledujici vétu.

Véta 4. Necht funkce f je nekoneéné derivovatelna na otevieném intervalu I = (to—r, to+r)
a necht existuje konstanta A takova, Ze plati

|F™M(z)] < A", proV¥n e NaVz € I (5.26)

pak Taylorova fada generovand funkci f v bodé ¢y konverguje k hodnoté f(x) pro vSechna
z el

Dikaz. Vyraz pro E,(x)
Bu(o) = = [ (o=t (5.27)
t

si miizeme pomoci substituce

t=xz+ (to — z)u dt = —(x — tg)du
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upravit do tvaru

_ 4 \n+1 1
E,(z)= %/ u" f [z + () — x)u]du (5.28)
. 0
kde u nabyva hodnot 0 az 1 kdyZ ¢ nabyva hodnot ty az x.
Pouzitim nerovnosti (5.26) a upraveného vztahu pro F,(z) miZeme psat

_ n+1 1 _ n+1 pAn+1 n—+1
0 < |By(z)| < wmﬂ/ widy = Z= " AT B (5.29)
n! 0 (n+1)! (n+1)!

kde B = A|z — to|. Nicméné vyraz B"/n! jde pro libovolné B k nule pfi n — oo a tak i
E,(xz) — 0 pro kazdé x € I. O

Obecné ovsem nelze predpokladat, ze Tayloriv polynom generovany funkci f konverguje
k f(x) pro kazdé x. Vhodnym protipiikladem tohoto tvrzeni je funkce

fl@) == (5.30)

Tato funkce je nekoneéné derivovatelna, v bodé 0 mé limitu a tudiz hodnota f(0) = 0, ale
Taylortv polynom generovany touto funkci bude roven 0 pro vSechna x. Taylortuv polynom
funkce f v bodé 0 se tedy shoduje s funkci f pouze v bodé 0.

Tato skute¢nost je zpusobena tim, Ze jedna z funkci deriva¢niho uzavéru funkce f
(konkrétné 1/z) neni na intervalu, pro ktery Taylortiv polynom generujeme, omezena.
Pozadujeme-li tedy, aby se Taylorav polynom s generovanou funkci f shodoval ve vSech
bodech daného intervalu, je nutné, aby vSechny funkce deriva¢niho uzévéru této funkce
byly na zvoleném intervalu omezené.

5.6 Aplikace Taylorova teorému pro reseni soustavy diferen-
cialnich rovnic

Méjme diferencialni rovnici ve tvaru

Y = o(y,t) y(a) = yo (5.31)

kde ¢ je polynom. Z kapitoly 3 vime, Zze kazdou soustavu diferencialnich rovnic, kterd ma

na pravé strané pouze polynomy a funkce s koneénym deriva¢nim uzavérem, lze prevést na

soustavu diferencidlnich rovnic, kterd mé na pravé strané pouze polynomy. Déale se tedy

budeme zabyvat pouze témito tvary diferencidlnich rovnic a soustav diferencidlnich rovnic.
Taylortiv polynom T,y miizeme vyjadrit jako

1" (n)
Tay(a:a) = y(a) + @)z~ a) + L@+ Do (s
Zderivujeme-li obé strany této rovnice, dostavame
" (n)
Tuptaial) =@+ @ -0+ @ 4o P @0 5y
a tedy
(Thy)' = To1y' = Tnh16 (5.34)
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7 predchozich vztahtl je také patrné, ze

x
Toy(z;a) = / Tn1y (t;a)dt + y(a) (5.35)
a
Zavedme nyni diferencialni operator B takto:
BTny = (Tny), = Tn—ly,

T
BT,y — / Ty ()dt + y(a) = Thsry
a

Pro ziskani koeficient polynomu 7,y tedy postaéi spocitat koeficienty polynomu 7,1y’
a doplnit je o y(a). Dale mizeme vyuzit toho, ze funkce, které maji koneény deriva¢ni uzavér
(a tudiz je lze pfevést na koneénou soustavu diferencialnich rovnic, na jejichz pravé strané
se vyskytuji pouze polynomy), maji také na svém definiénim oboru definované vsechny
derivace.

Véta 5. Pokud ma funkce f na intervalu I C D definovan deriva¢ni uzavér F, pak ma
funkce f na tomto intervalu definovany vSechny derivace. Tyto derivace jsou v polynomi-
alnim tvaru p(¢, f1,--- , fn), kde f; € F.

Diikaz. 7 definice mnoziny F vime, ze funkce f méa definovanu prvni derivaci a to konkrétné
F1(8) = plt Ai(t), - fuld)), Kede fi € P.
Necht je definovéna i-t4 derivace f&) = p(f1,--- , fn). Pak plati, ze

ap(tafla 7fm)

f(i—f—l) _ dp(ta fla t
ot

dt

7fm) :iap(tafla 7fm)

37 (5.36)

fi+
=1

ap(t7f 3T 7fm)
a o1

Je zfejmé, Ze 8p(f18,~]; oSm)

jsou polynomy. Z definice mnoziny F vime, Ze f/ je
také polynom a tedy

FOD = pt, fr, -, fr) (5.37)
[

Mame-li tedy soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

yll =01 (yla T 7ym) yl(to) =a,0
yl2 =¢2 (yla T 7ym) yg(to) =a2,0
y;n =0m (yla te 7ym) ym(to) =an,0

kde ¢; je polynom, muZeme sestavit m Taylorovych polynomi, které se s funkcemi g; budou
shodovat na urcitém okoli bodu .
Zavedme tedy polynomy:

P, = BT, ¢
Py = BT}, 9

P, =BT, én
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Hodnoty jednotlivych proménnych pak budou:

1 (t) = Pl(t) + En1 (t)
yQ(t) = P2(t) + Enz (t)

Ym(t) = Pm(t) + En,, (1)

Jelikoz vsechny funkce y; maji koneény derivaéni uzavér (podmnozina mnoziny {y1, -+ ,Ym}),
pak z Véty 5 vime, Ze maji také definovany vSechny derivace a tudiz muzeme sestavit Tay-
lortiv polynom s libovolnou piesnosti.

5.7 Ukoncovaci podminka

Spravné urceni fadu polynomu je nejobtizenéjsi ¢ast celého vypoctu. Je nutné optimali-
zovat dva protichtdné faktory a to ¢asovou a paméfovou naro¢nost vypoctu a dosazenou
presnost. Cim vétsi je fad polynomu, tim mensi je chyba vypoctu, ale zaroven se zacéne
projevovat numerickd nestabilita. V matematickych vypoctech je vétSinou upfednostiio-
véana presnost dosazenych vysledka pred rychlosti vypocétu. Pro vyuZiti v praxi muze byt v
zvolit maximalni chybu vypoétu pro mezni bod pozadovaného intervalu feSeni (¢im mensi
chyba, tim vyssi pfesnost a nizsi rychlost).

Pokud nam staci pouze numerické feseni soustavy rovnic (diskrétni vysledky pro mnozinu
bodi t), je mozné vyuzit opakované spousténi vypoctu tak, ze nejprve vypocitame P; v bodé
to a ziskdme hodnotu y;(¢1), pak vypocitdme P; v bodé ¢; a ziskdme hodnotu y;(t2), az po-
stupné dostaneme hodnotu y;(¢;). Timto postupem je okoli, na kterém musi byt aproximace
presnéd, mensi a tedy i fad polynomu muze byt mensi. Je-li pozadovano analytické feseni
pro velky interval, je zapotiebi velkého poctu ¢lenii Taylorova rozvoje.

V obou pripadech je ovSsem potfeba stanovit ukoncovaci podminku pro vypocet radu
polynomu. Chybu E,,, je obtizné stanovit, jelikoz hodnota f ("“Ll)(t) neni zndma (zavisi na
neznamych funkcich y1,- - , ¥y, ). Pro ukonceni pouzivame empiricky zjisténé vlastnosti, ze
pokud soucet tii po sobé jdoucich cleni

®),
yik—f)(tmm —a)f (5.38)

je mensi nez pozadovand presnost (pro t,,q; rovno konci pozadovaného intervalu), pak je
reziduum F;(t,q,) také mensi nez pozadovand presnost.

Tato vlastnost nicméné neni podlozena zadnou matematickou teorii a je tieba ji upies-
nit. Matematické zdtvodnéni této podminky presahuje ramec této prace. V implementaci
vypoctu koeficientt Taylorovy fady prace tedy vyuziva pouze empirického zjisténi.

5.8 Algoritmus vypoctu koeficientti Taylorova polynomu

Algoritmus 3 uvadi zékladni algoritmus pro vypocet koeficienti Taylorovy fadu. Za koefici-
(k)(to) proi € {1,--- ,n}ak e {0, - ,mazxorder}.

[

enty Taylorovy rady povazujeme hodnoty y
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7 téchto koeficientli 1ze urcit hodnotu aproximované funkce podle pfedpisu:

mazxorder (k) (tO)

wilt) = 3 F(t—to)t (5:39)
k=0 '

Algoritmus 3: Algoritmus vypoctu koeficientti Taylorovy fady pro zadanou poc¢atecni
alohu
Vstup: MnoZina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocatecni podminky a dvojice tg, timas
Vystup: Uspofddany seznam vektori C' predstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci

begin
C ()
foreach ' = “ € ¥ do
a <« vyhodnoceni ¢ v bodé tg;
v (p(y),a);
¢ — 1
while Nent splnéna ukoncovaci podminka v bod€ ty,., do
¢ «— derivace ¢ pomoci vztahu (3.3) tak, ze kazdou derivaci proménné
nahradime jejim predpisem z U;
a < vyhodnoceni ¢ v bodé tg;
v (v(),a);
end
Cly) < v
end
end

Tento algoritmus neni optimalni, jelikoZ mnoho vypoctl se provadi opakované pro stejna
¢isla. V kapitole 6 se budeme timto algoritmem blize zabyvat a navrhneme mozna urychleni.
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Kapitola 6

Optimalizace vypoctu koeficientt

V této kapitole budeme zkoumat slozitost algoritmu 3 a navrhneme rizné postupy jak tuto
slozitost snizit.

Je patrné, ze slozitost vypoctu bude velmi zéviset na tvaru rovnice v mnoziné ¥. Pro
usnadnéni vypocta a odhadt sloZitosti budeme predpokladat, ze ¥ obsahuje n rovnic, které
maji na pravé strané polynomy s m soucty, kazdy s k rtiznych nasobku y;. Prozatim budeme
uvazovat pouze polynomy, ve kterych se vyskytuji proménné s mocninou 1. Polynomy s
vys$imi mocninami lze do tohoto tvaru prevést transformaci popsanou v kapitole 3.

Analyzujme nyni pocet ¢lentt v proménné ¢. Na pocatku zde bude m soucti s k nasobky
a tedy m - k nutnych operaci pro vyhodnoceni. Zderivujeme-li ¢, dostaneme pro kazdy
nasobek k sou¢tt s k nasobky. Celkové tedy dostavame m - k% proménnych. Po nahrazeni
derivaci proménnych dle pfedpisu definovaného soustavou diferencidlnich rovnic dostaneme
misto kazdé derivované proménné m - k proménnych a celkové tedy po tomto kroku bude ¢
obsahovat m - k% - m - k = m? - k3 proménnych, z &ehoz je m? - k souéti po k? nasobcich.

Provedenim dalsi derivace ziskdme m? - k3 souétt o k? néasobcich. Po dosazeni derivo-
vanych proménnych dostdvame m? - k% souétt o k? nasobcich. Timto postupné dostaneme
pro i-tou derivaci m’ - kzé;j sou¢tit o k' nasobcich.

Jako priklad si mizeme uvést soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

y1 = ¢(y1,42) = Y192 (6.1)
Yo = Y1 + 42

Postupnym derivovanim vyrazu ¢(y,y2) dostavame

¢ = vhye + y1vh = y1ys + y1(y1 + ¥2)
0" = y1y3 + 2p1y2yh + YL (y1 + yo) + y1 (YL + yh) =
= y1ys + 2192 (y1 + y2) + v1y2(v1 + y2) + v1(v1ye + v1 + y2)

6.1 SoubéZny vypocet vSech Taylorovych polynomu

Pri blizsim pohledu na narust jednotlivych séitanci a nasobkt zjistime, Ze velky vliv méa
dosazovani vyrazu za zderivovanou proménnou. Vyhodnoceni tohoto vyrazu v bodé ty vede
vzdy ke stejnému vysledku. Je tedy mnohem efektivnéjsi si tyto mezivysledky ukladat do
paméti a misto dosazovani vyrazu pouzivat jiz vypoc¢tené hodnoty. Timto zptisobem nebude
nartstat velikost jednotlivych séitancii a tedy pro i-tou derivaci dostavame m - k*~! souctt

33



o k nasobcich. Je patrné, ze pocet souctt ve vétsiné pripadii mnohonasobné pievysuje pocet
proménnych jednotlivych séitanct. Pro tisporu paméti je tedy vhodné s¢itance se stejnymi
proménnymi seéist. Nevyhodou je, ze pfi kazdém sluc¢ovani musime provést priblizné (m -
k*=1)% porovnéni.

Budeme-li opét derivovat ¢ timto zptisobem dostavame

¢ =i = thy2 + 1195
¢" = y1" = ylys + 24195 + y1ys

4
0" =yt = yllys + 3yl + SYhul + iyl

Algoritmus 4: Optimalizovany algoritmus vypoctu koeficienttt Taylorovy fady pro
zadanou pocatecéni tlohu
Vstup: MnoZina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocatecni podminky a dvojice tg, tmaz
Vystup: Uspofddany seznam vektori C' predstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci

begin
D —();
C ()
foreach ' = “ € ¥ do
a <« vyhodnoceni ¢ v bodé tg;
C(y) < (p(y),a);
D(y) « 1
end
while Nenit splnéna ukoncovaci podminka v bod€ t,,q: pro véechny funkce y; do
foreach 5/ = “ € ¥ do
D(y) < derivace D(y) pomoci vztahu 3.3 a optimalizace vyrazu slouc¢enim
stejnych scéitanci;
a + vyhodnoceni D(y) v bodé ty s vyuzitim hodnot C(y);
Cly) — (C(y)(), a);
end
end
end

6.2 Pascalovy trojuhelniky

Postupné ziskdvani jednotliviych derivaci z derivace pfedchozi je jak Casové, tak pamétove
naroc¢ny proces. Vyuzijeme-li skutecnosti, Ze vstupem jsou pouze polynomy, kde se vyskytuji
pouze operace nasobeni, déleni, s¢itani a odecitani, tak mtzeme jednotlivé derivace ziskavat
pfimo z puvodniho polynomu. Vime, ze derivace sou¢tu/rozdilu je soucet /rozdil derivaci a
tudiz

(1 +y2)® = 4P + 4 (6.3)
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Mame-li vyraz y = y1y2 pak jeho postupné derivace budou
Yy =iy + y1ys
y” = yi’yz + 20495 + 1y
y" = y"y2 + 31y + 3Y1ys + y1yy

/

Je patrné, Ze se tento vyraz chovd podobné jako (A+ B)™ a tedy lze vyuzit rozvoje pomoci
Pascalova trojuhelniku. Obecné pro n-tou derivaci y mizeme psat vztah:

- " /n n—
y =3 (k> y (6.4)

k=0

6.3 Multidimenzionalni Pascalovy trojuhelniky

Mame-li obecny vyraz y = y1Y2- - Ym, budou se jednotlivé derivace rozvijet podle pa-
rametri m-dimenzionalniho Pascalova trojuhelniku. Pro vizualizaci libovolného multidi-
menzionalniho Pascalova trojuhelniku jsem vytvoril skript, ktery je umistén na strankach
http://taylor.mrvv.info/derivation. Multidimenzionalni Pascaltiv trojihelnik byl po-
psan v [2]. Tento ¢lanek uvadi vzorec

n i1 m—2 . .
n 11 Tm—2 o .
(y1++ym)n:§ E E ()()(m >y? Z1y§1 2, ymml
— — ) “ o\ 12 tm—1
i1=0 \i2=0 im—1=0
Prevedeme-li tento vzorec pro ucely vypoctu derivaci, dostavame:

n i1 m—2 . .
n n 1 Im— n—i i1—1 i
y=3 D (.)(?)---(i j)yg Dyl (6.6)

7 7
i1=0 \is—=0 im_1=0 N1 2

Vyjadiime-li si ndsobek binomindalnich ¢lent, dostavame:

(n) (’L1> (’im_2> . n! ’i1! ’im_Q! .
’il ’ig im—l (n — ’il)!’h! (’il — ig)!ig! (’im_g — im—l)!im—ll

n!

N (n — ’il)!(’il — ig)! s ’im_1!
Faktorialy ve jmenovateli vysledného zlomku jsou shodné s fady derivaci jednotlivych pro-

ménnych. Provedeme-li soucet téchto fadi, dostavame:
(n—id1) + (11 —i2) + -+ (lm—2 = Gm—1) + im-1 =10 (6.7)
Pro vSechna ¢; zaroven plati, ze
i1 292 > 2 lme1 (6.8)
Vsechna i; nabyvaji hodnoty od 0 do n. Vzhledem k nerovnostem mezi koeficienty i vSechny

jejich rozdily (i;_1 — i;) nabyvaji hodnot od 0 do n.
Vzhledem k témto skute¢nostem muiizeme vzorec 6.6 prepsat do tvaru:

ym= 3 II II k@vh,-$mewﬂ§é@=n (6.9)
j=1

Ep,- kmeN+ + 1071 9

Ozna¢me k = (k1,---,km). Vektor k lze generovat pomoci funkce getStartVector a
getNextVector (viz nize).
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file:///im-ij

Funkce getStartVector vraci prvni vektor k

Vstup: Pocet ¢lenti m a fad derivace n
Vystup: Vektor k
begin
k — zeros(1,m);
k(1) < n;
end

Funkce getNextVector(k,m,n) vraci nasledujici vektor k
Vstup: Pocet ¢lenti m, fad derivace n a predchozi vektor k
Vystup: Aktualizovany vektor k a logickd hodnota true/false, pokud dalsi vektor
existuje (true), nebo se jiz prosly vSechny hodnoty (false)

begin
if k(m) = n then
return false;
end
pozLast < pozici posledni nenulové hodnoty ve vektoru k;
if pozLast I= m then
k(pozLast) < k(pozLast) - 1;
k(pozLast + 1) « k(pozLast + 1) + 1;

else
pozNext «— pozice predposledni nenulové hodnoty ve vektoru k;

if pozNext + 1 = pozLast then
k(pozNext) < k(pozNext) - 1;
k(pozLast) < k(pozLast) + 1;

else
k(pozNext + 1) < k(pozLast) + 1;
k(pozNext) < k(pozNext) - 1;
k(pozLast) < 0 ;

end

end

return true;
end

6.4 Algoritmus vyuzivajici multidimenzionalni Pascalovy troj-
uhelniky
Algoritmus 4 mize byt upraven tak, aby pro ziskdvani hodnot vys$Sich derivaci pouzival

multidimenzionalni Pascalovy trojihelniky, popsané v predeslé kapitole. Tento algoritmus
zde uvadime jako Algoritmus 8. Tento algoritmus vyuziva funkci evalDerivation, ktera je

popsana nize.
Pocet ruznych vektort k pro m nasobki a i-tou derivaci, které spliuji podminku

> k=i
j=1

je

(i tme 1) (6.10)

m—1
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Funkce evalDerivation(¢,n,C,ty) vypocita hodnotu derivace ¢ v tg

Vstup: Nasobek ¢ ve tvaru y; - - - ¥, Tad derivace n, hodnoty vsech derivaci
Y1, -, Ym Niz8iho Fadu nez n ve vektoru C' a bod tg
Vystup: Hodnota s pfedstavujici n-tou derivaci ¢ v bodé tg
begin
cont <+ true;
k «— getStartVector();

s« 0;
while cont do
v — nl;
foreach k; € k do
v UC(yézl(ki) :
end
S «— s+,
cont < getNextVector(k, m, n);
end
end

Algoritmus 8: Algoritmus vypoctu koeficientti Taylorovy fady pro zadanou poc¢atecni
tlohu s vyuzitim multidimenzionédlnich Pascalovych trojihelnika

Vstup: MnoZina diferencialnich rovnic ¥ v polynomialnim tvaru, funkce p mapujici
proménné na jejich pocateéni podminky a dvojice tg, tinaz
Vystup: Uspofddany seznam vektori C' predstavujici koeficienty Taylorova
polynomu pro kazdou neznamou funkci
begin
C ()
foreach ' = “ € ¥ do
a <« vyhodnoceni ¢ v bodé tg;
C(y) < (p(y),a);
end
n «— 2;
while Nenit splnéna ukoncovaci podminka v bod€ t,,q: pro véechny funkce y; do
foreach 5/ = “ € ¥ do
a + vyhodnoceni n-té derivace ¢ v bodé tg s vyuzitim hodnot C(y) a
funkce evalDerivation pro ziskdni hodnot derivaci nasobki;
Cly) — (C(y)(), a);
end
n—n+1;
end
end
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Vypocet koeficientti Taylorova polynomu pomoci Algoritmu 8 tedy provede

ng (Z jn”iz 1) (6.11)

souctl, kde n je pocet rovnic v ¥, o je nejnizsi fad polynomu, ktery jiz splituje ukoncovaci
podminku, m je pocet nasobkt v kazdém scitanci a

men- Z(Hm_l) (6.12)

je pocet nasobeni.

6.5 Derivace mocnin

JelikoZ vstupni diferencidlni rovnice jsou v polynomialnim tvaru, jednotlivé s¢itance nejsou
pouze ve tvaru 1y - - Ym, ale jednotlivé proménné mohou byt umocnény celociselnym
koeficientem. Je tedy tfeba vytvofit algoritmus v§poctu n-té derivace vyrazu y*, kde i € Z.

Zaméime se nejprve na vyraz & = y', kde i € N. Tento vyraz lze prepsat do tvaru
yy - -y a pouzit algoritmus odvozeny v kapitole 6.4. Je ale patrné, Ze tento algoritmus
by zcela zbyteéné opakované pocital prili§ mnoho shodnych ¢leni. Pro libovolny vektor k
definovany v kapitole 6.3 plati, ze

H (k(J H (p(k @) (613)

.7_

kde p(k) je libovolna permutace vektoru k. Rovnici (6.9) mizeme upravit do tvaru

™ = Z c(k) Hy(k(J (6.14)

keV(i,n) J 1 k

kde V(i,n) je mnozina vSech vektorii z prostoru N*i, takovych, ze Yk € V(i,n) plati,
ze Z;Zl k(j) = n a pro libovolné dva vektory k,k’ € V(i,n) neexistuje permutace p
takova, aby platilo k = p(k’). ¢ : V(i,n) — N je funkce, kterd kazdému vektoru k €
V(i,n) piifazuje pocet opakovani, které by nastalo podle rovnice (6.9), ale které se pfi
tomto zptusobu vypocétu neprovadi. ¢(k) musi tedy zahrnovat pocet opakovani jednotlivych
¢iselnych kombinaci, ale nesmi zahrnovat opakovani, ktera jiz jsou vyjadiena koeficientem
v puvodni rovnici. Toho dosdhneme pouzitim nasledujicich vztaht.

Pro tcely vyjadfeni funkce ¢ je vhodné zavést dalsi funkci s : V(i,n) — N7, kterd vraci
pocet nenulovych slozek vektoru k. Funkce s muzZe byt zavedena takto:

s(k) = (1 —dko) (6.15)

kek

kde ¢ je Kroneckerova funkce definovana predpisem

) o
dij =14 prov=d (6.16)
0, proi# j
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Funkci ¢ nyni mizeme definovat vztahem:
il
. k)
(i = sA T (e 0r)!

Rovnici (6.9) tedy muZeme zapsat ve tvaru

c(k) = (6.17)

. s(k)
| |
(n) — v n: z s(k) H (k(5)) (6 18)
v > - max . y .
kvt (@ = SCTTETY (Cpen o) TES Ko o’

Nyni zbyva vysetiit pfipad z = vy~ %, kde i € N. Vyjadiime-li si jednotlivé derivace,
zjistime, Ze se oproti vztahtim (6.18) 1lisi pouze v prvnich derivacich y. Ostatni derivace
jsou jiz stejné. Vliv prvnich derivaci v ¢(k) zachycuje vztah

i!
(i — s(k))!

vvvvvv

kavame vztah .
(_1)s(k) (’L + S(k) — 1)'
(1 —1)!

Upravenim vzorce (6.18) pro zaporné mocniny dostavame

. s()
d = 3 (1 (¢ Ij((i‘) -t s(kz” (40 T y <6
keV(i,n) (i —1)! H (ZVkek 5k,j)! Hg 1 (J)' j=1

(6.19)
Funkci evalDerivation je tedy tfeba upravit tak, aby misto vypoc¢tu hodnoty derivace
funkce y; v bodé ¢y provedla vypocet derivace mocniny. V programu je tedy implementovana
pouze tato upravena funkce evalDerivation2. Tato funkce vyuziva funkce evalPowerDeri-
vation a getNextPowerVector. Tyto funkce jsou podrobné rozepsany nize.
Rozdily ve funkci Algoritmu 4 a 8 demonstruje kapitola 8.
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Funkce evalDerivation2(¢,n,C,ty) vypocita hodnotu derivace ¢ v tg

Vstup: Nasobek ¢ ve tvaru yil .-~y ¥4d derivace n, hodnoty vsech derivaci
Y1, -, Ym Niz8iho Fadu nez n ve vektoru C' a bod tg
Vystup: Hodnota s pfedstavujici n-tou derivaci ¢ v bodé tg
begin
cont <+ true;
k «— getStartVector();
s« 0;
while cont do
v — nl;
foreach k; € k do

eval Power Derivation(y;,ij,k;,C,to)

Vv ;

end
S «— s+,
cont < getNextVector(k, m, n);
end
end

Funkce evalPowerDerivation(y;,i,n,C,ty) vypocitd hodnotu derivace y; v o

Vstup: Néasobek yJi», fad derivace n, hodnoty vSech derivaci y; nizsiho fadu nez n ve
vektoru C a bod tg
Vystup: Hodnota s predstavujici n-tou derivaci y; v bodé tg
begin
if ¢ <0 then
return Vyhodnoceni rovnice (6.19) s vyuzitim getNextPowerVector.
else
return Vyhodnoceni rovnice (6.18) s vyuzitim getNextPowerVector.
end
end
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Funkce getNextPowerVector (k, m,n) vraci nasledujici vektor k pro vypocet derivaci
mocnin

Vstup: Pocet ¢lenti m, fad derivace n a predchozi vektor k
Vystup: Aktualizovany vektor k a logickd hodnota true/false, pokud dalsi vektor
existuje (true), nebo se jiz prosly vSechny hodnoty (false)
begin
if k(m) # 0 then
return false;
end
pozLast < pozici posledni nenulové hodnoty ve vektoru k;
if k(pozLast) # 1 then
k(pozLast) < k(pozLast) - 1;
k(pozLast + 1) « k(pozLast + 1) + 1;
return true;
end
pozNext «— prvni pozice nalevo od pozLast, ktera se nerovna 1;
if pozNext = 1 or k(pozNext) = k(1) then
pocet «— pozLast - pozNext;
pozNext «— pozNext + 1; nastav vSechny pozice od pozNext do pozLast v k
na 0;
while pocet > 0 do
if k(pozNext-1) < pocet then
k(pozNext) « k(pozNext-1);
pocet « pocet - k(pozNext);
else
k(pozNext) « pocet; pocet «— 0;
end
pozNext <« pozNext + 1;
end
else
k(pozNext) < k(pozNext) - 1;
pozLast < prvni pozice napravo od pozNext, kterd m4a odliSnou hodnotu od
pozNext;
k(pozLast) < k(pozLast) + 1;
end

return true;
end
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Kapitola 7

Implementace

Program je rozdélen na dvé Casti - matematické jadro a grafické rozhrani. Matematické
jadro vypoctu tvori zaklad této prace a je implementovano v jazyce C++. Podporuje pouze
komunikace pomoci parametri predavanych v prikazovém fadku. Grafické rozhrani je im-
plementovano v jazyce Java. Vyuziva knihovnu Swing a umoznuje jednoduchou praci s
matematickym jadrem.

7.1 Matematické jadro

Matematické jadro je uréeno pro: 1) nacitdni pocatecéni tlohy ve formé soustav diferenci-
alnich rovnic prvniho fddu s poc¢ateénimi podminkami, 2) pro transformaci diferencilnich
rovnic do polynomiélniho tvaru popsané v kapitole 3 a 3) pro vypocet koeficienttt Tay-
lorovy fady popsany v kapitole 6. Matematické jadro podporuje oba algoritmy vypoctu
koeficienti Taylorovy fady, jak Algoritmus 4, ktery postupné ziskava jednotlivé derivace a
ty pak vyhodnocuje, tak Algoritmus 8, ktery pocitd hodnoty jednotlivych derivaci pomoci
multidimenzionalnich Pascalovych trojihelniki. Vystup poZadovaného vypoctu vypisuje
na standardni vystup, nebo do zadaného souboru a to bud ve formé prostého textu, nebo
ve formé XML. Format XML je vhodny pro nacitani vystupu jinymi programy, které s
vysledky dale pracuji. Format XML je také nacitan grafickym rozhranim Taylor.jar.
Vstupni data musi obsahovat rovnici ve tvaru

prom’ = expr & cond;

kde prom oznacuje nazev derivované proménné (proménné maji syntaxi stejnou jako pro-
gramovaci jazyk C++), expr oznaCuje vyraz slozeny z proménnych, ¢iselnych konstant,
internich a definovanych konstant a funkci. Vyraz muze obsahovat operace séitani, odci-
tani, nasobeni, déleni a umocnéni s tim, %Ze mocniny mohou byt pouze celo¢iselné. Pokud
je zapotiebi mocnin s desetinnymi koeficienty, je nutné pouzit opisny tvar

a® = eF In(a)
Matematické jadro podporuje dvé interni konstanty E a PI a vSechny funkce popsané v
tabulce 4.1. cond miize byt vyraz jako expr s tim rozdilem, Ze tento vyraz musi byt vyhod-
notitelny pri zacatku vypoctu. Nesmi tedy obsahovat zadnou proménnou, jejiz hodnota se
pri vypoctu pocitid. MuZe obsahovat proménnou t kterd pri vyhodnoceni nabyva hodnoty
to a nebo uzivatelem definovanou konstantu.
Uzivatel dale mize definovat konstanty ve tvaru
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prom = expr;

Konstanty mohou byt pouzity jak pro definici vyrazu v deriva¢ni rovnici, tak pro definici
pocatedni podminky (pak ale musi byt vyhodnotitelné na poc¢atku vypocétu). Konstanty mo-
hou vyuzivat i jiné konstanty. Matematické jadro umi detekovat cyklus v deklaraci konstant
a uzivatele o této skuteénosti informovat.

Mezery a symboly nového fadku program pii nac¢itani dat preskakuje. Ukonceni definice
derivace ¢i konstanty se provadi znakem ; (stfednik).

Na libovolném fadku vstupnich dat muaze byt definice systémovych proménnych. Tato
definice zac¢ina klicovym slovem system nasledovanym slozenymi zavorkami. Uvniti zavorek
pak néasleduje definice systémovych proménnych, oddélenych stfednikem. Program podpo-
ruje tyto systémové proménné: tmin, tmax, order a eps. tmin nastavuje hodnotu ¢y, pro
kterou jsou uvedeny pocateéni podminky diferencialnich rovnic. eps nastavuje pozadova-
nou maximalni chybu vypoctu. tmax nastavuje velikost intervalu ([to,tmas]), na kterém
provadime aproximaci polynomu s maximalni chybou eps. order udava ¥ad generovanych
polynomii. Pokud je tato hodnota zaporné, rad se stanovi dynamicky tak, aby bylo splnéno
kritérium pro ukoncovaci podminky (definované v kapitole 5.7). Je-li néktera systémova
proménné definovana vicekrat, pouzije se posledni pouzitd definice. Standardné nastavené
(implicitni) hodnoty téchto systémovych proménnych jsou uvedeny v tabulce 7.1.

Proménnd | Implicitni hodnota
tmin 0
tmax 1
order -1
eps 10-10

Tabulka 7.1: Implicitni hodnoty systémovych proménnych

Priklady zapisu pocatecnich tiloh pro program ,taylor“ a popis parametri spousténi
jsou uvedeny v Priloze B.1.

Program standardné pouziva aritmetiku C++ (long, double), ale do budoucna umoziuje
ijejil vyménu za aritmetiku s vétsi presnosti. Toho je dosaZeno tim, Ze ¢isla jsou reprezen-
tovana abstraktni tiidou Number, se kterou program pracuje. Diky této vlastnosti muze
zbytek vypocltu pouzivat obecny typ ¢isla a nemusi rozliSovat, jestli se jedna o celé ¢islo,
nebo ¢islo desetinné. To se urcuje az pii provadéni operace. Matematické operace nad in-
stancemi tfidy Number jsou koncentrovany na jednom misté zdrojového kédu. Pfi vyméné
aritmetiky tedy sta¢i prepracovat pouze tuto malou cast. Tato vlastnost také umoznuje
dynamické pretypovani cisel ve chvili, kdy program detekuje mozné pfeteceni zptisobené
aritmetickou operaci.

Pro syntaktickou analyzu vstupnich rovnic vyuzivd matematické jadro program Bison
(verze 2.4) v kombinaci s programem flex (verze 2.5). Zdrojové kédy a zakompilovany
program jsou prilozeny na CD ve slozce taylor. Zakompilovany program je spustitelny na
Skolnim serveru Merlin, nicméné samotnou kompilaci server Merlin neumoznuje. Diivodem
je to, Ze server pouziva starou verzi programu Bison, ve které se vyskytuje nahlasena chyba,
zabranujici prekladu zdrojovych kédu. PriloZeny bindrni soubor taylor je také spustitelny
na vétsiné Linuxovych platforem.
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7.2 Grafické rozhrani

Grafické rozhrani Taylor.jar bylo vyvinuto pro usnadnéni prace s matematickym jadrem
programu. Program je psany v jazyce Java a na prilozeném CD v adresari GUI jsou jak
zdrojové kédy, tak spustitelnd verze ve formatu Java Archive.

Program umoznuje v textovém okné zapsat forméat vstupnich rovnic a vSech potfebnych
konstant, ktery lze uklddat do textového souboru. Déale lze v menu , Edit/Settings“ zvolit
umisténi matematického jadra. Jsou podporovany dva typy umisténi. Bud uZivatel program
Taylor.jar spousti v Linuxovém prostfedi a ma dostupny binarni soubor matematického
jadra. Pak miuze vyuzit vlastni vypocetni vykon a nastavit moznost ,,Use local file“. V
tomto pripadé se vypocty provadi spousténim jadra na stejném pocita¢i. Druhou mozZnosti
je vyuziti Remote Procedure Call pomoci formatu XML, ktery program také podporuje.
Tato volba je vhodnd, pokud jsme v prostredi Windows, nebo pokud nemame k dispozici
spustitelnou verzi matematického jadra. VSechny poZadavky na vypocet se pak pomoci
RPC posilaji na server, kde je umisténo matematické jadro a kde se také provedou vypocty.
V soucasné dobé je dostupny pouze jeden server na adrese http://taylor.mrvv.info/
dlouhou. Je tedy vhodné pouzivat ho pouze pro demonstracni tcely. Program Taylor.jar
si automaticky uklddad nastaveni umisténi matematického jadra a tudiz neni tfeba toto
nastaveni ménit pfi kazdém spusténi.

Hlavni funkce jsou dostupné pres menu ,, Action“. Volba , Transform“ prevede vstupni
rovnice do polynomidlniho tvaru popsaném v kapitole 3 a zobrazi je v textové podobé.
Volba ,,Show relation graph® zobrazi relacni graf zavislosti derivaci na hodnotach nezna-
mych proménnych. Relaéni graf umozinuje pfemistovani uzli pro zprehlednéni zévislosti a
grafické zobrazeni tranzitivniho uzévéru pro zvoleny uzel. Jako ptiklad je uvedena soustava
diferencialnich rovnic

Y1 =y1-y2 y1(to) =0 (7.1)
Yo = Y1 + 3 y2(to) =0 (7.2)
Y3 = Y3 y3(to) =0 (7.3)

jejiz vysledny relaéni graf zobrazen na obrazku 7.1. Z grafu je vidét, ze pro vypocet derivaci
19 potfebujeme znat hodnoty derivaci y; a y3, zatimco pro vypocet y3 nepotiebujeme znat
hodnoty Zadné jiné proménné. Relacni graf slouzi pro analyzu velkych soustav diferencial-
nich rovnic a rozvrzeni mozné paralelizace. Chceme-li fesit velké soustavy diferencidlnich
rovnic na vice procesorech s oddélenymi opera¢nimi paméfmi, je vhodné sdruzovat silné
souvislé komponenty rela¢niho grafu na jeden procesor, ¢imz se minimalizuje meziproceso-
rova komunikace. Tvofi-li graf jednu silné souvislou komponentu, pak je tfeba hledat fez
relacniho grafu tak, aby pretinal nejmensi pocet hran. Kazda hrana predstavuje nutnost
sdileni mezivysledki.

Volba, ,Show derivations“ zobrazi tvary vyssich derivaci jednotlivich proménnych. Rad
nejvyssi derivace se v tomto pripadé nastavuje pomoci systémové proménné order. Volba
»Show polynoms*“ vygeneruje Taylorovy polynomy pro zadané soustavy diferencidlnich rov-
nic a tyto polynomy textové vypiSe. Pro vypocet polynomu se interné pouziva multidimen-
zionalnich Pascalovych trojuhelniki.

Volby ,,Plot results“ a ,,Plot results using derivations“ vygeneruji Taylorovy polynomy
pro zadané diferencidlni rovnice a zobrazi grafické rozhrani pro vykreslovani téchto poly-
nomu. Pro vypocet polynomu se pouziva Algoritmus 8 respektive Algoritmus 4. Pro vy-
kreslovani vyslednych grafti pouziva program Taylor.jar knihovnu JMathPlot [7].

44


http://taylor.mrvv.info/

y2 =yl+y3&0

Obrézek 7.1: Rela¢ni graf pro soustavu rovnic (7.1) - (7.3).
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Kapitola 8

Vysledky

V této kapitole se budeme zabyvat vysledky generovanymi vytvofenym programem a je-
jich srovnanim s vysledky ziskanymi analytickym FeSenim. Budeme také srovnavat feseni
ziskana algorimem vyuzivajicim posupné ziskavani jednotlivych derivaci a algoritmem vyu-
zivajici multidimenzionalnich Pacsalovych trojuhlenikd. Vlastnosti a odlisnosti Algoritmu 4
a Algoritmu 8 budeme demonstrovat na zvolenych modelovych rovnicich. Budeme srovnavat
délku polynomt, potiebnou pro dosazeni pozadované presnosti, pamétovou a ¢asovou né-
ro¢nost vypoctu vztahujicich se k jednotlivym funkcim, a na zavér zhodnotime numerickou
nestabilitu zptsobenou velkym naristem velikosti koeficient Taylorovy fady.

8.1 Polynomialni transformace

vvvvvv

srovname ji s dosazenym vysledkem vytvoreného programu.
Méjme pocatecni tlohu ve tvaru

Y1 = Y11 + 12 y1(to) =0 8.1)
Yo = Y21 + Y22 ya(to) =0 8.2)
kde y11 az yo9 je rovno
1

Y1 = ——/— 8.3
Vi +1 53
12 = t* (8.4)
Y21 = arcsin(yz + y1) (8.5)
Yoo = e~ W) (8.6)

Zavedeme-li si nové proménné
yi1 = yi +1 (8.7)

Y112 = Yy (8.8)

muZeme vyraz (8.3) pfepsat do tvaru

Y11 = Yoo (8.9)
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Stejnym zpisobem muZeme zavést nové vyrazy
Y221 = sin(y1) (8.10)
a vyrazy (8.5) a (8.6) upravit do tvaru

Y21 = e (8.11)
Yoo =€ ¥ (8.12)

Pro nové zavedené vyrazy vytvorime diferencidlni rovnice timto zptisobem
Yin = 4y) = 4y (yn + ) yin(to) = w1 (to)* +1=1 (8.13)

1
Yo = §y111 Yy =

4
= §y111y112y:1))(y11 ) Y112 = vy (to) = 1 (8.14)
yil = _111_12211312 =
—4
= ?ylllyngyl(yll +1 ) y11(to) = 11112 = (8.15)
Yoo1 = cos(y1)yy = Y22(y11 + Y12) y221(to) =0 (8.16)
y,222 = - Sin(yl)yll = Y221 (yll + y12) yggg(to) =1 (8.17)
Yy = €' =yn yor (to) = €' (8.18)
/ — _ / —Y221 _ ( + ) (t ) =1 (8 19)
Yoo Yoo1€ Y22Y222 Y11 T Y12 Y22(lo .

Rovnice (8.1) a (8.2) spole¢né s nové zavedenymi rovnicemi (8.13) - (8.19) tvofi poc¢a-
te¢ni tlohu v polynomidlnim tvaru, ktera vede ke stejnému vysledku jako poc¢atecni tloha
puvodni. Program taylor provede transformaci podobnym zpisobem a ziské rovnice

y_1’= __vl + t74&0;

y_2’= __v2 + __vb&0;

__v1’=-1.33333 * y_17"3 __v1"2 __v7°-1 -1.33333 * t74 y_1"3 __v1 __v7"-1&1;
_v2’= __v2&1;

_v3’= __vl __v4d + t74 __v4&0;

__vd’=-1 % __vl1 __v3 -1 x t74 __v3&1;

__vbh’=-1 % __vl1 __v4d __vb -1 x t74 __v4 __vb&l;

__v7’=y_174 +1&1;

8.2 Dynamicka volba fadu polynomu

V této ¢asti se budeme zabyvat vlivem délky intervalu (volba ¢, ) a poZzadované maximalni
chyby (volba eps)na tad polynomu. Cas ty je v kazdém experimentu zvolen jako ty = 0.
Jako modelové funkce pro testovani jsme zvolili: funkei sin(¢), kterd vede na po¢ateéni ulohu
ve tvaru

y' = cos(t) y(to) =0 (8.20)

funkci e?, kterd vede na poc¢ateéni tlohu ve tvaru

Y=y y(to) =1 (8.21)
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funkci tg(t), ktera vede na pocateéni tlohu ve tvaru

y =y’ +1 y(to) =0 (8.22)
a funkci sin(t) - cos(t), kterd vede na pocatecni ulohu ve tvaru
y = cos’(t) — sin’(t) y(to) =0 (8.23)

V tabulce 8.1 a 8.2 jsou uvedené zjisténé hodnoty pro funkce sin(t) a e’. Jedna se o jedny
z nejjednodussich funkci pro aproximaci Taylorovym polynomem, jelikoz koeficienty téchto
polynomti nabyvaji pouze hodnoty 1 v p¥ipadé funkce e’ a hodnoty -1, 0, 1 v piipadé funkce
sin(¢). Numericka nestabilita se tedy pfi vypoctu téchto funkei neprojevuje. Na obrazku 8.1
a 8.2 jsou graficky znazornény naméfené hodnoty a trendy zvySovani fadu polynomu v
zavislosti na délce intervalu a zvolené maximalni chybé.

Tabulka 8.1: Pocet fadii polynomu, nutnych pro vypocet funkce sin(¢) se zadanymi para-

metry tmax a eps.

eps

tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20
1 4 11 16 24
5 16 23 31 43
10 28 36 44 60
20 56 64 72 91
30 83 92 100 120

50 136 144 > 150 > 150

eps

tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20
1 6 11 16 24
5 16 23 31 43
10 29 37 46 60
20 56 65 74 91

30 83 92 102 120
50 137 146 > 150 > 150

Tabulka 8.2: Poéet fadii polynomu, nutnych pro vypocet funkce e’ se zadanymi parametry
tmax a eps.

V tabulce 8.3 jsou uvedené zjisténé fady polynomii pro funkci tg(¢). Taylortiv polynom
aproximujici tuto funkci nabyva tvaru

2 4 16 5 272 . 7936
tg(t):t—i—gt +at 725 +T
7 grafického znazornéni naméfenych hodnot na obrazku 8.3 je vidét mirny pokles trendu
nartustu radu pti zvétsujicim se intervalu a zvysujici se pozadované presnosti. Toto je prav-
dépodobné zpusobeno numerickou nestabilitou, jelikoz jiz 13. koeficient Taylorovy fady je
automaticky konvertovan v prubéhu vypoctu na desetinné ¢islo, aby nedoslo k preteceni a
tudiz se za¢ne projevovat chyba vznikla pii pfic¢itani malych hodnot.

Tabulka 8.4 a obrézek 8.4 zachycuje zjisténé fady polynomii pro funkei sin(t) - cos(t).
Jak bude rozebrano v kapitole vénované numerické nestabilité, nestabilita vypoctu se u této
funkce projevuje velmi rychle, a tudiz nebylo mozné ovérovat zavislost na velkém intervalu.

4 (8.24)
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sin (t)
200

180
160

140
120 « —
2 100 " *1E-1

eps

50 /’/ / 1E-5
60 1E-10
/ +1E-20

40 /
20 =
0 /
0 10 20 30 40 50 60
tmax

Obrazek 8.1: Vliv délky pozadovaného intervalu a poZadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkci sin(#).

eps

tmax | 1E-1 1E-5 1E-10 1E-20 1E-50 1E-100
0,0l | 3 4 6 12 24 66
0,05 | 3 6 8 16 34 72
01 | 4 6 10 18 42 80
02 | 4 8 14 24 54 100
0,3 | 4 10 16 30 64 118
05 | 4 12 22 40 86 148

10 | 8 26 44 72 138 > 150

15 | 30 58 86 120 >150 > 150

Tabulka 8.3: Pocet fadt polynomu, nutnych pro vypocet funkce tg(t) se zadanymi parame-
try tmax a eps.

8.3 Casova a paméfova narocénost vypocti

V této Casti se zabyvame Casovou a paméfovou narocnosti vypocti koeficientd Taylorovy
fady. Pro kazdou zvolenou pocatec¢ni tlohu testujeme tyto parametry na Algoritmu 4, ktery
pro rozvoj polynomu nevyuziva Pascalovy trojuhleniky, a oznacovaném v grafech jako ,,Nor-
mal“, a na Algoritmu 8, ktery Pascalovy trojuhleniky vyuziva a je v grafech je oznacen jako
,Pascal“.

Na obrazku 8.5 a 8.6 jsou zobrazené zavislosti potfebné operacni paméti na radu Taylo-
rova polynomu pro funkce sin(t) a ef, reprezentovanymi poc¢ateéni tilohou (8.20), respektive
(8.21). Je vidét, ze pro tento tvar rovnic je paméfova naro¢nost obou algoritmi linedrni, a
ze se velikost operacni paméti, vyuzité obéma algoritmy, prilis nelisi. To je zplisobeno tim,
7e ziskavani vyssich derivaci je v tomto pripadé vypocetné nenarocné. Doba trvani vypocta
u obou pocatecnich tloh byla zanedbatelné a proto ji zde neuvadime.

Na obrazku 8.8 a 8.7 je zachycena naméfend paméfovd a Casova narocnost funkce

49



exp (t)

200
180
160 eps
140
120 o —*
2 100 . *1E-1
ofX 80 / / 1E-5
60 " % 1E-10
40 +1E-20
0| A
0 tad

0 10 20 30 40 50 60

tmax

Obrazek 8.2: Vliv délky pozadovaného intervalu a poZadované presnosti vypoctu na rad
polynomu pro funkei e.

eps
tmax | 1E-5 1E-10 1E-20 1E-50 1E-100
1 12 16 24 44 72
2 12 20 28 52 84
3 16 24 32 60 96
4 20 28 40 64 104

Tabulka 8.4: Pocet fadi polynomu, nutnych pro vypocet funkce sin(t) - cos(t) se zadanymi
parametry tmax a eps.

sin(y(t)), reprezentované pocateéni tlohou ve tvaru

y(to) =0 (8.25)

y' = sin(y)

Tato pocateéni uloha je zajimava tim, Ze se od ulohy (8.20) lisi jen minimélné, ale jeji
¢asovéa 1 pamétova slozitost je zcela jind. Z naméfenych zévislosti je patrné, ze pamétova
narocnost pro vypocet koeficienttt Taylorovy fady pomoci multidimenzionalnich Pascalo-
vych trojuhelnikt roste mirné, zatimco bez jejich vyuziti roste exponencialné. Na druhou
stranu algoritmus vyuzivajici prosty vypocet ma velmi kratkou dobu trvani vypoctu, za-
timco algoritmus vyuzivajici Pascalovy trojuhelniky mé casovou slozitost exponencialni.
Méame-li tedy dostatecné velkou operac¢ni pamét, mize byt vyhodngjsi pouzit standardni
postup pro vypocet vysSich derivaci. Pokud ovSem vycerpame dostupnou pamét a ope-
racni systém je nucen vyuzivat swap, pak se rychlost algoritmu vyrazné zpomali, jelikoZ
algoritmus vzdy vyuziva celou alokovanou pamét.

Na obrazku 8.9 a 8.10 je zobrazena ¢asova a paméfova naro¢nost funkce tg(t), reprezen-
tované pocatecni tilohou (8.22). Casova i pamétova naroénost se svym charakterem podobaji
vysledkim ziskanym pfi feSeni poc¢atecni tlohy (8.25) a tudiz i zde plati stejné zavéry jako
v predchozim pfipadé.

Totéz plati pro obrazky 8.11 a 8.12, které fesi funkeci sin(t) - cos(t), reprezentovanou
pocatecni tlohou (8.23).
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tg (t)

300
250
eps
200
o ¢1E-1
@ 150
N / 1 E-5
100 _* 1E-10

/ / +1E-20
50 | +1E-50
0

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00

tmax

Obrazek 8.3: Vliv délky pozadovaného intervalu a poZadované presnosti vypoctu na fad
polynomu pro funkei tg(t).

Na obrazku 8.13 a 8.14 je ¢asové a pamétova slozitost pocatecéni tlohy ve tvaru

Yh = Y1y293 yi1(to) =1 (8.26)
Yy = y1y3 ya(to) =1 (8.27)
Y5 = Y3 ys(to) =1 (8.28)

vvvvvv

tim se i Algoritmus 4, vyuzivajici postupné ziskavani jednotlivych derivaci, stava zcela
nepouzitelnym. Z namérenych vysledku je vidét, Ze jak Casova, tak paméfova sloZitost to-
hoto algoritmu roste exponencialné, coz nam také neumoznilo zméfit vysledky az do fadu
400, jako u ostatnich pocatecnich tloh, ale byli jsme nuceni ukond¢it métfeni pii fadu 100.
Algoritmus 8, vyuzivajici Pascalovy trojuhelniky, je v tomto pripadé velmi efektivni.

8.4 Numericka nestabilita

V této ¢asti se budeme vénovat numerické nestabilité zpisobené s¢itinim desetinnych ¢isel
s fadoveé odlisnym exponentem. Pro demonstraci korektnosti nalezeného feSeni jsme vybrali
funkce sin(t) - cos(t) a In(t), reprezentované poc¢atecni ilohou (8.23), respektive

y == y(to) =1 (5.29)
Vzhledem k tomu, ze funkce In(¢) neni definovéana v bodé 0, je tfeba posunout poc¢ateéni
bod ty do 1. Program Taylor.jar ovSem umoznuje zménit mez vypoc¢tu hodnot Taylorova
polynomu a tak mizeme zpétné dopocitat hodnoty pro interval (0;1).

Na obrazku 8.15 je zobrazeno srovnani aproximovaného feseni poc¢ate¢ni ulohy (8.23)
s jejim analytickym FeSenim. Je patrné, Ze na intervalu vyssim nez (0;3,5) je jiz aproxi-
mované Teseni nedostatecné. To je zpusobeno velikosti koeficientti Taylorova polynomu a
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sin (t) * cos (t)
120
100
eps
80
1E-5
S 60 o ¢
’ . * 1E-10
40 N - #1E-20
. .
20 +1E-50
0 1E-100
0 1 2 3 4 5
tmax

Obrazek 8.4: Vliv délky pozadovaného intervalu a poZadované presnosti vypoctu na fad
polynomu pro funkci sin(¢) - cos(t).

pouzitou aritmetikou. Koeficienty Taylorova polynomu pro poéateéni tilohu (8.23) nartistaji
pozvolna. V fadu 35 ovsem dojde k automatické konverzi na desetinné ¢islo, aby se zabrénilo
preteceni. Pokud by koeficienty naristaly rychle, tak by chyba pfi zaokrouhlovani nebyla
vysoka a interval by mohl byt vétsi. Koeficienty pro tuto pocate¢ni ilohu ovsem zustavaji
dlouho okolo hodnoty, kdy dochéazi ke konverzi. Jednotlivé s¢itance pfi vypocétu multidimen-
zionalnich Pascalovych trojihelnikt jsou tedy malé a pfi vypoctu se ¢asto zaokrouhluji. To
vede k pomérné rychlému nartistu nedetekovatelné chyby.

Na obrazku 8.16 je zobrazeno analytické feSeni poc¢atecéni tlohy (8.29) a jeji aproximace
Taylorovym polynomem. Toto feSeni ma obdobny problém jako v predchozim pfipadé a
interval, na kterém se aproximace shoduje s analytickym FeSenim, je pomérné maly.

8.5 Shrnuti vysledku

V této kapitole jsme demonstrovali rozdilné vysledky aproximaci riaznych pocatecnich tuloh.
Obecné lze konstatovat, Ze algoritmus vyuZivajici postupné ziskavani jednotlivych derivaci
muiZze byt na jednodussich typech pocéatecnich tloh rychlejsi, ale vzdy také pamétoveé narod-
néjsi, nez algoritmus ziskavani vyssich derivaci pomoci multidimenzionalnich Pascalovych
trojuhelniki. U slozitéjSich pocatecnich uloh je ¢asto prosty vypocet také netinosné casové
narocny. Proto, pokud nejsme schopni odhadnout slozitost poc¢atecni tlohy, je lepsi stan-
dardné vyuzivat algoritmus zalozeny na multidimenzionalnich Pascalovych trojtuhelnicich,
u kterého mame jistotu, Ze pii vypoctu nevycerpdme celou opera¢ni pamét poditace.
Jednim z cili této diplomové prace bylo prozkoumat vlastnosti Taylorovych polynomt
aproximujicich dané funkce. Zjistili jsme, ze tyto polynomy aproximuji funkce na pomérné
velkém okoli pocatecniho bodu, ale pokud je pozadovéno okoli vétsi nez (to; to+4), pak se jiz
u mnoha funkci projevi numericka nestabilita. Tento problém miize byt odstranén pouzitim
aritmetiky s vyssi presnosti. Obecné pri vypoctu pouzivame pouze racionalni ¢isla. VSechny
vypocCty jsou pouze déleni, nasobeni, s¢itani a odecitani, coz vede opét jen na racionalni
¢isla. Proto 1ze této vlastnosti vyuzit a vSechna c¢isla v paméti udrzovat ve tvaru podilu
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sin(t)
EEDD T T T T T T T

Mormal
Pasca

5400

2200

a0ao

4800

Yelikost wyuzite pameti [kB]

4600

44DD 1 | 1 1 1 1 1
a a0 100 150 200 Zao oo 350 400

Rad polynomu

Obrazek 8.5: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném rfadu Taylorova po-
lynomu pro funkei sin(¢).

dvou celych ¢isel dostateéné velikosti.

Druhy problém je velmi rychly nartst potifebného fadu aproximovaného polynomu pri
¢lentt Taylorova polynomu radové desitky sekund. Vétsi interval by vedl na vyssi pozada-
vek na pocet polynomi, coz by mélo za nasledek netinosny nartst doby vypoctu. Proto je
lepsi pouzit krokovou metodu a pocitat vice polynomu pro kratsi intervaly s tim, Ze poca-
te¢ni podminky vypoctu dalSich polynomt se vypocitaji jako okrajové hodnoty polynomt
predchozich.
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exp(t)
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Obrazek 8.6: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném rfadu Taylorova po-
lynomu pro funkci el.
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06r
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Fad polynomu

1
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Obrazek 8.7: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném radu Taylorova po-
lynomu pro funkei sin(y).
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Obrazek 8.8: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci
sin(y).
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Obrazek 8.9: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném rfadu Taylorova po-
lynomu pro funkei tg(¢).
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Obrazek 8.10: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci

tg(t).

w10 sin(t1*cos(t)
12 T T T T T T T
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Obrazek 8.11: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném radu Taylorova
polynomu pro funkci sin(¢) - cos(t).
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sin(t)*cos(t)
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Obrazek 8.12: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro funkci
sin(t) - cos(t).
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Obrazek 8.13: Zavislost velikosti vyuzité opera¢ni paméti na pocitaném radu Taylorova
polynomu pro pocéate¢ni tlohu (8.26).
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Obrazek 8.14: Zavislost délky vypoctu na pocitaném fadu Taylorova polynomu pro poca-
tecni ulohu (8.26).

sin(t1"cos(t)

— Aproximace
— Analyticke reseni

1.5

Obrézek 8.15: Srovnéani aproximace funkce sin(t) - cos(t) s analytickym FeSenim.
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— Aproximace : : :
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Obrazek 8.16: Srovnani aproximace funkce In(¢) s analytickym FeSenim.
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Kapitola 9
Zaver

Tato prace se zabyva feSenim diferencidlnich rovnic pomoci Taylorovy fady a transformaci
matematickych funkci na soustavy diferencidlnich rovnic, coz umoznuje nahrazenich funkci
v diferencidlnich rovnicich nové zavedenymi proménnymi a naslednou optimalizaci rovnic
pro jejich vypocet. Je zde dokazano, ze transformované soustavy diferencialnich rovnic maji
stejné Teseni, jako soustavy ptivodnich rovnic.

Pro charakteristiku funkci, které lze transformovat na soustavu diferencidlnich rovnic
prace nové zavadi pojem , derivacni uzavér funkce“ a ukazuje, Ze tento derivacni uzaveér
musi byt kone¢ény, aby funkce mohla byt transformovana. Zaroven prace matematicky do-
kazuje, ze vSechny matematické funkce bézné vyuzivané pro popis technickych systému lze
transformovat na soustavu diferencidlnich rovnic a uvadi transformac¢ni rovnice pro tyto
funkce.

Déle prace popisuje simula¢ni jazyk TKSL vyuzivany programem TKSL/386, ktery fesi
pocatecni tlohu pomoci Taylorovy fady a ukazuje, jak se daji transformované soustavy
diferencialnich rovnic prevést na specidlni systém numerickych integratori.

Prace se také zabyva aproximaci funkci pomoci Taylorovych polynomu a jejich aplikaci
pro feseni pocatec¢nich tuloh. Pro ucely efektivnich vypoctt koeficientt Taylorovych fad
predkladame upravené vztahy a algoritmy pro multidimenzionalni Pascalovy trojuhelniky
a jejich efektivni vypocet.

Soucéasti prace je implementace vSech navrZzenych algoritmt v jednom matematickém
jadre a implementace grafického rozhrani pro usnadnéni prace s matematickym jadrem.

Ze zjisténych vysledkt vyplyva, Ze se zvétsujicim se intervalem, na kterém hledame
Feseni, rychle narasta ¥ad polynomu, coz vede ke zvySené vypocetni narocnosti. Na zakladé
téchto poznatk jsme dospéli k zavéru, Ze je lepsi pro velky interval pocitat vice Taylorovych
polynomti, které budou pokryvat vzdy jen ¢ast intervalu. Tento zptsob také snizi nachylnost
k numerické nestabilité.

Zajimavou tématikou na dalsi smérovani v této problematice je konvergence Taylorovych
fad a jejich shod s aproximovanymi funkcemi, pokud se omezime pouze na funkce, které maji
koneény deriva¢ni uzavér a pro které plati, ze vSechny funkce z jejich deriva¢niho uzavéru
jsou v bodé ty omezené. Veskeré poznatky nas zatim vedou k domnénce, ze v tomto pripadé
nekonecné Taylorova fada vzdy konverguje k aproximované funkci na nejmensim intervalu
spojitosti funkci z deriva¢niho uzavéru, ktery obsahuje bod ty. Tato problematika je tizce
spojena s ukoncovaci podminkou pro vypocet koeficientt Taylorovych fad, kterou jsme
prozatim ovéfili pouze empiricky.
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Dodatek A

Obsah CD

V kofenovém adresari ptilozeného CD je uloZena PDF verze této prace. Déle je zde adresar
thesis, ktery obsahuje zdrojové kédy k preloZeni prace z formatu Latex a vSechny potfebna
obrazky a citace.

V adresafi taylor se nachézi zdrojové kddy k matematickému jadru programu spolecné
s bindrnim zakompilovanym souborem, ktery je spustitelny na vétsiné Linuxovych platfor-
méch (véetné serveru Merlin).

V adresafi GUI je umistén spustitelny Java Arichive soubor s programem Taylor.jar a
zdrojovymi soubory tohoto programu.
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Dodatek B

Manual programu taylor

Program taylor se spousti prikazem
./taylor [options] inputFile [outputFile]

Pokud neni zadan outputFile, vypise se vysledek na standardni vystup. Program taylor
podporuje tyto volby:

e h - VypisSe napovedu
e t - Provede transformaci vstupnich rovnic do polynomialniho tvaru a vysledek vypise

e x - Vypise vysledné polynomy ve formatu XML.

s - Testuje funkci softwaru. Pokud vse funguje, vypise ,,Test OK.“ (vyuziva se pro
ovéfeni spojeni v Taylor.jar)

d - Vypise derivace vstupnich rovnic az do fadu zadaném pomoci order. Pokud tad
nebyl zadan, tak vypise 5 derivaci.

e p - Vygeneruje Taylorovy polynomy pomoci metody postupné derivace.

e a - Vygeneruje Taylorovy polynomy pomoci upravenych multidimenzionalnich Pasca-
lovych trojuhelnik.

Pr{ vypoctu koeficientt Taylorovy fady se bud podcita tolik koeficienti, kolik je zaddno
pomoci systémové proménné order, nebo se fad urcuje dynamicky podle zvolené maximalni
chyby a intervalu. Maximélni fa4d dynamického urceni je 150.

B.1 Priklad zapisu vstupnich rovnic

Pocatecni tlohu (8.1) by jsme zapsaly takto:

system {

tmax = 10;

eps = le-20;

}
y_1’ = y_11 + y_12 & O;
y_2’ = y_21 + y_22 & O;
y_11 = exp(-1/3*1n(y_1"4 + 1));
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y_12 = t74;
y_21 = exp(t);
exp(-1*sin(y_1));

N
N
[\
I

Pocatecni tlohu (8.29) muzeme zapsat takto:

system {
tmin = 1;
order = 20;

}
y’ =t7-1 & 0;
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