
V Y S O K É U Č E N I T E C H N I C K E V B R N E 
BRNO UNIVERSITY O F T E C H N O L O G Y 

F A K U L T A I N F O R M A Č N Í C H T E C H N O L O G I Í 

Ú S T A V I N T E L I G E N T N Í C H S Y S T É M Ů 

FACULTY O F INFORMATION T E C H N O L O G Y 

DEPARTMENT O F INTELLIGENT S Y S T E M S 

V Ý V O J O V É P R O S T Ř E D Í N U M E R I C K Ý C H I N T E G R Á ­
T O R Ů 
NUMERICAL INTEGRATORS D E V E L O P M E N T ENVIRONMENT 

D I P L O M O V Á P R Á C E 

M A S T E R ' S THESIS 

A U T O R P R Á C E B c . V Á C L A V V O P Ě N K A 

AUTHOR 

V E D O U C Í P R Á C E d o c . I n g . J I Ř Í K U N O V S K Ý , C S c . 

S U P E R V I S O R 

BRNO 2011 



Abstrakt 
Tato p r á c e se zabývá t r ans fo rmac í soustav diferenciálních rovnic do p o l y n o m i á l n í h o tvaru. 
Takto t r a n s f o r m o v a n é soustavy diferenciálních rovnic je p o t é m o ž n o řeši t p o m o c í Taylo-
rova rozvoje. Tato metoda umožňu je p o č í t a t numer ické řešení p o č á t e č n í ú lohy dynamickou 
volbou ř á d u tak, aby byla sp lněna p o ž a d o v a n á p ře snos t . P r á c e matematicky dokazuje, že 
t r a n s f o r m o v a n é soustavy diferenciálních rovnic ma j í s te jné řešení , jako soustavy p ů v o d n í c h 
rovnic. Tato transformace je využ i t e l ná pro všechny m a t e m a t i c k é funkce b ě ž n ě použ ívané v 
t echn ických apl ikacích. P r á c e se dá le z a b ý v á op t imal izac í d a n é problematiky a implemen­
tuje j i v p ř i loženém programu taylor. P rogram umožňu je m a t e m a t i c k é a grafické zp racován í 
řešení z a d a n ý c h diferenciálních rovnic podle zvolených p a r a m e t r ů . 

Abstract 
This term project describes transformation of system of diferential equations into polyno­
mia l form. Such transformed systems of diferential equations can be subsequently solved 
using Taylor series. Th is method enables computing of in i t i a l problem's numeric solution 
using dynamical order selection i n order to achieve required accuracy. The work mathemati­
cally proves, that transformed systems of diferential equations have the same solution as the 
original systems. This transformation can be used for a l l mathematic functions commonly 
used in technical applications. The work also focuses on opt imizat ion of given problem and 
implements it i n programme taylor. This progamme enables user to solve given diferential 
equations wi th chosen parameters. 
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Kapitola 1 

Úvod 

Numer ické řešení diferenciálních rovnic je jedna z nejčastějš ích apl ikací numer i ckých metod. 
V y u ž í v á se př i s tudiu nebo simulaci fyzikálních v l a s tnos t í o b j e k t ů či p ros t ř ed í , k t e r á jsou 
p o p s á n a soustavami diferenciálních rovnic (modely pro p ř e d p o v ě ď počas í , simulace aero­
d y n a m i c k ý c h v l a s tnos t í letadel, popis e lek t ron ických o b v o d ů atd.). Tato p r á c e se z a b ý v á 
n u m e r i c k ý m řešen ím p o č á t e č n í ú lohy soustavy diferenciálních rovnic p r v n í h o ř á d u p o m o c í 
Taylorova rozvoje a matematickou t r ans fo rmac í soustavy rovnic do tvaru v h o d n é h o pro 
řešení touto metodou. 

Za p o č á t e č n í ú lohu považu jeme soustavu diferenciálních rovnic p r v n í h o ř á d u ve tvaru: 

y[ = < M y i , - - - ,Vn) yi(*o) =ai,o 

y'2 =<h{yu ••• ,Vn) V2(to) =a2,o 

; (1.1) 

y'n =4>n{yi, ••• ,yn) yn{h) =an,o 

N u m e r i c k ý m řešen ím t é t o soustavy r o z u m í m e mat ic i : 

0-1,0 0-1,1 • • • CLI,m 

O2,0 02,1 • • • 02,m 

Oinfl Oni • • • On^m 

kde dij = Viitj). 
Pro získání t ě c h t o hodnot se ča s to použ ívá Runge-Kut tova metoda. Tato metoda je 

ovšem pro n ě k t e r é typy ú loh n e v h o d n á (nap ř . stiff s y s t é m y ) . V t akových p ř í p a d e c h je vhod­
nější metoda Taylorova rozvoje. Tato metoda t a k é umožňu je dynamickou volbu ř á d u tak, 
aby byla s p l n ě n a p o ž a d o v a n á p řesnos t . 

P r á c e je rozdě lena do sedmi h lavn ích čás t í . V kapitole 2 je nejprve uveden s t r u č n ý 
p řeh led současného z p ů s o b u numer i ckého řešení p o č á t e č n í úlohy, ná s l edně je zde p o p s á n 
programem T K S L a s t r u č n ě je vysvě t leno , j a k é existuj í z p ů s o b y řešení p o č á t e č n í c h ú loh v 
p o l y n o m i á l n í m tvaru. V kapitole 3 uvedena transformace soustavy diferenciálních rovnic na 
soustavu v e l e m e n t á r n í m tvaru pro řešení p o m o c í Taylerova rozvoje, a m a t e m a t i c k ý d ů k a z 
sp rávnos t i t é t o transformace a ekvivalence p ů v o d n í soustavy rovnic se soustavou trans­
formovanou. V kapitole 4 je uvedena s o u h r n n á tabulka t r ans fo rmac í j edno t l i vých funkcí 
na ekviva len tn í soustavu diferenciálních rovnic. V kapitole 5 je rozvedena teorie popisuj ící 
aproximaci funkce p o m o c í Taylorova polynomu a její využ i t í pro řešení p o č á t e č n í c h ú loh. 

(1.2) 
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V kapitole 6 se z a b ý v á m e m o ž n o u op t imal izac í z ískávání koeficientů Taylorovy řady . Je 
zde u k á z á n o , že z ískávání vyšších der ivací po lynomiá ln í ch funkcí vede na v ý p o č t y p o m o c í 
u p r a v e n ý c h mu l t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových t r o j ú h e l n í k ů . V kapitole 7 r o z e b í r á m e im­
plementaci nav ržených a lgo r i tmů a v kapitole 8 i m p l e m e n t o v a n é algoritmy p o r o v n á v á m e . 
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Kapitola 2 

Numerické řešení počáteční úlohy 

2.1 Metody Runge-Kutta 

Soustavy diferenciálních rovnic se ve vě tš ině m a t e m a t i c k é l i teratury řeší p o m o c í j e d n é z 
metod Runge-Kut t a . Tato metoda ( p o p s a n á n a p ř . v [3]) spoč ívá v aproximaci nás ledu­
jící numer ické hodnoty p o m o c í někol ika b o d ů mezi p o č á t e č n í m a koncovou hodnotou. P r o 
v ý p o č e t diferenciální rovnice ve tvaru: 

y' = f(t,y) y(t0) = yo (2.1) 

p o m o c í Runge-Kut tovy metody č t v r t é h o ř á d u se využ ívá r e k u r e n t n í h o vzorce 

yn+1 =yn + lh(h + 2k2 + 2ks + h) (2.2) 
D 

tn+i =tn + h (2.3) 

kde h je velikost časového kroku a 

h = f(tn,yn) (2.4) 

k2 = f(tn + ^h,yn + ^hk!) (2.5) 

k3 = f(tn + ^h,yn + ^hk2) (2.6) 

ki = f(tn + h,yn + hk3) (2.7) 

Celková chyba t é t o metody je h . 

2.2 Jazyk T K S L 

T K S L / 3 8 6 by l vyvinut v jazyce Pascal . P o p r v é by l p r e z e n t o v á n v [ ]. P o m o c í jazyka T K S L , 
k t e r ý je p o d o b n ý j azyku Pascal , u m o ž ň u j e zapsat soustavu diferenciálních rovnic p r v n í h o 
ř á d u a všechny dů lež i t é konstanty pro na lezení numer i ckého řešení p o č á t e č n í úlohy. Tento 
program využ ívá Tay lo rův rozvoj p o p s a n ý v kapitole 5.2 pro získávání numer i ckého řešení 
p o č á t e č n í úlohy. Jako p ř ík l ad si m ů ž e m e uvés t p o č á t e č n í ú lohu ve tvaru: 

y[ = yw2 y i ( ío ) = o (2.8) 

y'i = y2 žMčo) = 1 
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O b r á z e k 2.1: Grafické zobrazen í numer i ckého řešení soustavy diferenciálních rovnic (2.8). 

Tuto p o č á t e č n í ú lohu (pro k o n c o v ý m č a s e m 5 s, č a s o v ý m krokem 0.2 s a p řesnos t í 10 - 2 0 ) 
m ů ž e m e v jazyce T K S L zapsat nás leduj íc ím z p ů s o b e m : 

var y l , y2; 

const 
tmax = 15, 
dt = 0.2, 
eps = le-20; 

s y s t é m 
y l ' = y l * y2 & 0; 
y2' = y2 & 1; 

sysend. 

Program T K S L / 3 8 6 t a k é umožňu je grafické zobrazen í výs ledku v ý p o č t u . Grafické zob­
razení numer i ckého řešení výše u v e d e n é soustavy diferenciálních rovnic je zobrazeno na 
o b r á z k u 2.1. 

2.3 Systém numerických in tegrá torů 

V ý h o d o u transformace soustavy diferenciálních rovnic do e l e m e n t á r n í h o tvaru je t a k é mož­
nost ses t ro jen í ana logového obvodu, řešícího danou soustavu. T ak o v ý to obvod n a z ý v á m e 
s y s t é m numer i ckých i n t e g r á t o r ů . Soustavy rovnic v e l e m e n t á r n í m tvaru neobsahuj í ž á d n é 
funkce a t u d í ž n á m pro jejich realizaci p o m o c í e lek t ron ických o b v o d ů s tač í pouze in tegračn í , 
s u m a č n í a násobíc í členy. 

Pro p ř ík l ad ses t ro jen í s y s t é m u numer i ckých i n t e g r á t o r ů zvolme diferenciální rovnici 

l / i = s i n ( y i ) yi(*o) = 0 (2.9) 
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Dle t r a n s f o r m a č n í c h v z t a h ů z tabulky 4.1 lze tuto rovnici transformovat na soustavu 

y[ = y2 yi(*o) = o (2.10) 

V2 = V3V2 ite(ío) = o (2.11) 

l/a = "2/21/2 ift(ío) = 1 (2-12) 

Nalezení numer i ckého řešení t é t o soustavy lze realizovat p o m o c í e lek t ron ického obvodu 
z n á z o r n ě n é h o na o b r á z k u 2.2. 

O b r á z e k 2.2: S c h é m a e lek t ron ického obvodu real izuj ícího v ý p o č e t soustavy rovnic (2.10) -
(2.12). 

Ses t ro jení u n i k á t n í h o e lek t ron ického obvodu pro každou soustavu diferenciálních rovnice 
je nep rak t i cké a v dnešn í d o b ě se tento postup již nepouž ívá . S y s t é m rovnic lze tedy řeši t 
b u ď p o u ž i t í m Taylorova rozvoje a m a t e m a t i c k ý c h v ý p o č t ů , nebo s imulací e lek t ron ických 
o b v o d ů v p a m ě t i p o č í t a č e a nebo h a r d w a r o v ě p o m o c í p r o g r a m o v a t e l n ý c h h r ad lových polí , 
k t e r á umožňu j í p ř e p o j e n í obvodu bez nutnosti fyzického zá sahu do s t ruktury obvodu. N a 
o b r á z k u 2.3 je z n á z o r n ě n o s c h é m a m o d e r n í h a r d w a r o v é implementace, pro řešení soustav 
l ibovolných t ř í diferenciálních rovnic. 
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PROPOJOVACÍ SÍŤ 

ŘÍDÍCÍ JEDNOTKA 

O b r á z e k 2.3: S c h é m a p r o g r a m o v a t e l n é h o e lek t ron ického obvodu real izuj ícího v ý p o č e t sou­
stavy rovnic (2.10) - (2.12). 
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Kapitola 3 

Transformace soustavy rovnic do 
elementárního tvaru 

Tato teorie vycház í z p rac í [5] a [6]. 

Nechť M označuje m n o ž i n u všech reá lných čísel. 

Definice 1. Nechť X = {t, y\,y[,y2,y'2, • • • } je konečná m n o ž i n a formálních symbolů . 

Definice 2. Nechť P je m n o ž i n a všech p o l y n o m ů p ve tvaru: 

p(Vl, •••,yn) = aiy%y% • • • C + Wpvg • ••• (3-1) 

kde CLÍ G M , y% G X a koeficienty {ii,Í2,mmm ,v}; { Í i > Í 2 r " " >is} tvoř í v z á j e m n ě odl išné 
p o d m n o ž i n y m n o ž i n y {1, • • • , n} . P o č e t č lenů na p ravé s t r a n ě je konečný. 

Definice 3. Nechť B je konečná m n o ž i n a funkcí / : R —• R , k t e r é ma j í na intervalu 
/ C l def inovány derivace všech ř á d ů a nechť d je u n á r n í o p e r á t o r mapuj íc í B na m n o ž i n u 
p o l y n o m ů s fo rmáln ími p r o m ě n n ý m i z B . P r o f(t) G B p l a t í 

df(t)=P(h(t)J2(t),--- Jr(t)) (3.2) 

kde p E P a fi(t) G B. M n o ž i n u B n a z ý v á m e „ m n o ž i n o u zák ladn ích funkcí" . 

P ř í k l a d 1. M ě j m e funkci / ( í ) = s in ( í ) . P l a t í , že: 

s in ' ( í ) = c o s ( í ) 

cos ' ( í ) = — s in( í ) 

Zvolme m n o ž i n u B = {sin(t),cos(t)}. Pak funkce / ( í ) je zák l adn í funkce. 

Definice 4. Nechť / je funkce ve tvaru / : R —• R . V y t v o ř m e m n o ž i n u FQ = { /} . Definujme 
m n o ž i n y Fi, 0 < i p ř e d p i s e m 

= {/ , /1, • • • , / n | V / G Fi-i,f'(t) = p ( / i ( í ) , • • • , / n ( ŕ ) ) , p G P } 

O z n a č m e i 7 jako: 
00 

^ = U ^ 
i=l 

Množ inu F , pokud lze sestavit, n a z ý v á m e „der ivačn í uzávěr funkce" / , což z n a č í m e / F. 
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L e m m a 1. Nechť B je m n o ž i n a zák l adn ích funkcí s n p rvky a pro l ibovolnou funkci / G B 
jsou def inovány m n o ž i n y Fi dle definice 4. Pak pro všechna i > n — 1 p l a t í že Fi = Fi+\. 

Důkaz. Bez ú jmy na obecnosti m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t že B = { / i , • • • , fn} a 

/ í = P i ( / i , i , • • • , /i,fci) 

/ n =Pn(fn,li ; fn,kn) 

Nechť / = / i , pak F 0 = {/}, F i = F 0 U { / i , i ; ' ' ' > / i , f c i j \ • • • • z definice m n o ž i n y F f c vyp lývá , 
že pokud pro nějaké k p l a t í F^ = F^+ i , pak to bude plat i t i pro všechna i > k ( m n o ž i n a 
Fk j iž obsahuje všechny funkce, k t e r é se vysky tu j í v der ivacích o s t a t n í c h funkcí z m n o ž i n y 
Ffc). K tomu dojde ne jhůř v p ř í p a d ě , že 

/ í =Pl{h),f2 =P2(h),--- , / n - l =Pn-l(fn),fn = Pn(fl) 

a t u d í ž to p l a t í v ne jhorš ím p ř í p a d ě pro k = n — 1. • 

V š i m n ě m e si, že na zák ladě lemma 1 a definice 3 vyp lývá , že k a ž d á funkce z B m á 
konečný der ivační uzávěr a naopak, pouze ty funkce, k t e r é ma j í konečný der ivačn í uzávěr , 
mohou bý t p rvky z B. 

Definice 5. Nechť $(-B, X) je m n o ž i n a v ý r a z ů 0 def inována t ě m i t o pravidly: 

(i) X C $ 

( i i ) V / G 5 , V 0 G $ : / ( 0 ) G $ 

( i i i ) Vp G P,V<fii G $ : p ( 0 i , • • • , 4>n) G $ 

Množ inu $(-B, V ) budeme n a d á l e označova t pouze symbolem <ř. 

P ř í k l a d 2. Položíme-l i m n o ž i n u S = {sin(t), cos(ť)} a m n o ž i n u X = {t, yi, 7/2, y'\, y'2} 
pak následuj íc í v ý r a z y jsou p rvky m n o ž i n y $ : yi,yiy 2 >sin(y2),cos(ť),yisin(ť) + cos(y\ + 
s i n ( í ) ) y | . 

Definice 6. P ro všechna 0 G $ definujeme |0 | t ě m i t o pravidly: 

(i)Vy e X : \y\ = l 
( i i ) V / € 5 , V 0 G < í > : | / ( 0 ) | = |0 | + 1 

(m) Vp G P , Tj G $ : |p ( r i , • • • , r „ ) | = m a x { | n | , • • • , | r „ | } 

0| n a z ý v á m e „h loubkou v ý r a z u 0". 

P ř í k l a d 3. P o l o ž m e B = {sin(t), c o n ( í ) , e'}, V = {í, y i , 1/2, ž/í, y'2} a 0j G $ jsou def inovány 
takto: 

01 = í 

02 =yiy2 

03 = s i n ( y i ) 

04 = y i y í + ž/2yiy 2 

05 = y i ^ 2 S i n M c o s ( í ) + y 2 

Pak hloubka t ě c h t o v ý r a z ů je: | 0 i | = 1, |02| = 1, |03| = 2, |04| = 1, |0s| = 3. 
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Dále p ř e d p o k l á d á m e zák ladn í pravidla pro der ivování , yi,- • • ,yn G X jsou funkcí pro­
m ě n n é t a tedy její derivace lze p ř e p s a t na -J^ = y[. Dá le pro funkci / ( 0 ) , kde f G B a 

0 <E $ lze p s á t = / ' ( ^ ) - P r o ^ = l z e P s á t ^ = / ' ( W -
Je- l i <f> G kde 

0 = P ( T I , - - - , T „ ) 

kde G <ř, pak lze zapsat 

n 

0' = P ' ( T I , - - - , r n ) = ^ P i ( r i , - - - , r n ) r - (3.3) 
i = l 

kde je pa rc iá ln í derivace polynomu p vzhledem k p r o m ě n n é Tj 

Pi(n, ••• , r „ 
<9T?; 

Definice 7. Nechť 0 ( y i , - - - £ Z p ř edchoz ího p ř e d p o k l a d u derivace lze od­
vodit , že 

4>'{yi,--- ,Vn) = -0(3/1»• • • ,yn,y'i,--- ,y'n) 

kde V e U 5', X U X ' ) , -B' = {f'\f e B} a X' = {y'\y G X } . Mís to v y t v á ř e n í m n o ž i n y 
B' m ů ž e m e každý v ý s k y t / ' ( r ) , pro T G $(-£?, F ) , nahradit polynomem p ( / i ( r ) , • • • , fn(T)), 
kde p ( / i ( í ) , • • • , fnif)) = d f {ť). Takto m ů ž e m e nadefinovat B-substituci p ř edp i sem: 

B ( 0 ' ( ž / l , - - - , y n ) ) = V K y i , " - - , í/n, í / í , ' " ,ž/n) É ^ J U l ' ) 

kde ve všech ^ G &(B, X U X ' ) n a h r a d í m e výsky t / ' ( r ) polynomem p ( / i ( r ) , • • • , / n ( r ) ) . 

P ř í k l a d 4. Nadefinujme m n o ž i n u i5 = {s in( í ) , cos ( í )} a m n o ž i n u X = -fž/i, 3/i}- P o l o ž m e 

0(3/i) = s in(yi) 

pak 

B ( 0 ' ( y i ) ) = V ( y i , y i ) = p ( r , y i ) 

kde 

r =cos(j/i) 

L e m m a 2. Nechť 0 ( y i , • • • , yn) G $ a 

B ( 0 ' ( y i , - - - , y „ ) ) = ip(yi,--- ,yn,y[,--- ,y'n) 

pak p la t í , že 

10(3/1, • • • ,3/n)| = |^(Ž/I, • • • ,yn,y[, • • • ,y'n))\ 

Důkaz. Je-l i „ h l o u b k a " t/> rovna j e d n é , to z n a m e n á , že 0 = p ( y i , • • • , yn)> pak dle pravidel 
der ivování m ů ž e m e p s á t 

p'(yi, ••• ,yn) = ^PÁyi, •••, yn)y'i 
i=l 
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Je zře jmé, že v tomto p ř í p a d ě lemma p la t í . 
Nechť je hloubka cj> rovna r > 1 a p ř e d p o k l á d e j m e , že lemma p la t í pro všechny v ý r a z y 

s výškou menš í než r. M ů ž e m e tedy p s á t (j>(yi, • • • ,yn) = P (TI , • • • , r n ) , kde Tj G Dle 
pravidel der ivování p la t í 

B ( p ' ( n , • • • , r n ) ) = ^ P Í ( T I , • • • , r n ) B ( r / ) 
;=i 

Je z ř e j m é , ž e | p ( r i , - - - , r n ) | > | P Í ( T I , - - - , r n ) |, jel ikož jsou v pí všechny členy jako v p až na Tj 
v p ř í p a d ě že se Tj v p vyskytuje pouze s p r v n í mocninou. S tač í tedy d o k á z a t , že |B(TJ')| = |TJ| 
pro v šechna T» € <&, V i € {1, • • • , n} . Z p o č á t e č n í h o p ř e d p o k l a d u to p l a t í pro \n\ < r. Pokud 
je \TÍ\ = r, pak musí plat i t n = / ( £ ) , kde / G B, £ G $ a |£| = r - 1. r[ tedy m ů ž e m e 
p ř e p s a t do tvaru / ' ( £ ) £ ' a B ( r / ) = p ( / i ( 0 , • • • , / - ( 0 ) B ( O kde /< G B , V i € {1, • • • , « } . 
Vzhledem k tomu, že |£| = r - 1, pak je = r a z p o č á t e č n í h o p ř e d p o k l a d u vyp lývá , 
že B ( £ ' ) = r - 1. Pak ovšem p la t í , že | B ( r / ) | = | p ( / i ( £ ) , • • • ,/s ( 0 ) l = r . D 

Definice 8. K o n e č n o u m n o ž i n u rovnic <3?n ve tvaru 

4>i(yi,--- ,yn) 

kde 4>i G V i G {1, • • • , n} , n a z ý v á m e „ s o u s t a v u B-rovnic nad což z n a č í m e $ n IZ <ř. 
Její h loubku definujeme p ř e d p i s e m 

| $ n | = max{|(/>i|, • • • , | 0 „ | } 

Definice 9. Nechť $ n a ^ m jsou dvě soustavy B-rovnic nad <í> ve tvaru 

(y'\ = <i>i(yi,--- ,yny 

/ / i i-

y'm •0m (ž/l, ••• ,ž/m). 

pro k t e r é p la t í , že 0 < n < m. Nechť V i G {1, • • • , n} p l a t í 

ýiivi,••• ,yn,Ti,--- ,Tm-n) = (f>i(yi, 

kde Tj(yi, ••• ,yn) G $ , V j G {!,••• , m - n} a 

,ž/n) 

B ( r j ) = C j ( y i , • • • ,yn,y'i,--- ,y'n) = 

í j ( y i , - - - ,yn,ýi(yi,--- ,ym),--- ,ipn(yi,---, 

ýn+j(yi, ••• ,ym) 

yn)) = 

Pak ř íkáme , že soustava \ ř m rozšiřuje soustavu í> r í , což z n a č í m e <3?n —• í r

x 
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P ř í k l a d 5. M ě j m e soustavu rovnic $1 C &(B,X), B = { s in ( í ) , cos ( í )} a X = {yi,y[}. 

$1 ={y'i = Mvi)} 

01 ( y i ) = s i n ( y i ) 

O z n a č m e r i ( y i ) = s in(yi) a 

^ i ( y i » i " i ( y i ) ) = r i ( y i ) 

P o l o ž m e T i (y i ) rovno nové n e z n á m é p r o m ě n n é y2 • P a k 

y 2 = B ( r í ( y i ) ) = Vi cos(yi) = y 2 cos(yi) = 1̂ 2 ( y i , y2) 

čímž d o s t á v á m e novou soustavu rovnice 

2 
y í = V ' i (y i>y2 ) 
y 2 = ifaivum) 

ýiiyuw) =y2 
faivwyi) =y2cos(yi) 

kde * 2 c $ ( 5 , X 2 ) , X 2 = { y i , y 2 , y i , y 2 } a $1 -> tf2-

L e m m a 3 (Existence rozšíření s nižší hloubkou). P ro k a ž d o u soustavu rovnic $ n E $ ve 
tvaru 

{y í = 0 i ( y i , • • • ,yn) 

y'n = 0 n ( y i , • • • , y n ) . 

kde | $ „ | = d > 1 existuje soustava rovnic Vř m C $ t aková , že $ „ —> Vř m a | $ „ | > | \ ť m | . 

Důkaz. Bez ú jmy na obecnosti m ů ž e m e p s á t 

01 ( y i , • • • ,Vn) =Pl((Tl,l, • • • ,Ol , fci , 71-1,1, • • • . T T y J 

0 n ( y i , • • • ,Vn) =Pn((Tn,l, ••• , &n,kn, 7Tn,l, ' ' ' ,^n,ln) 

kde pi • • - pn jsou polynomy a cr^j, 7Tfc,j G $ , |cxj,*| < (i, |7Tfc,j| = d, V i , j , A; € {1, • • • , n} . Jel ikož 
hloubka je | $ „ | = d, pak mus í a lespoň jedno 7Tfc,j existovat. V y t v o ř m e m n o ž i n u všech v ý r a z ů 
hloubky d 

n 
7T = |J{71-1,1, • • • ,TTi,li} 

i=l 
Vzhledem k tomu, že d > 1 pak je m n o ž i n a ir ve tvaru 

7T = { / l , l ( £ l ) , • • • , / l , r i ( C l ) ) • • • ) fk,l(£k), • • • ) /fc,r fe(£fc)} 
kde / j j G 5 , G $ a = d — 1. P ro v šechna i € {1, • • • , A;} v y t v o ř m e m n o ž i n u 

^ = { / ! / ( & ) e TT} 

a m n o ž i n u 

G 6 = U 0 : / ^ ^ 
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G^ C B tedy p ř e d s t a v u j e der ivačn í uzávěr všech funkcí z ir, k t e r é ma j í jako nezávis lou 
p r o m ě n n o u £j G Dá le pro každé £j a pro k a ž d o u funkci g G zaveďme n e z n á m o u 
p r o m ě n n o u yn+i = g(£i) tak, aby ž á d n é dvě p r o m ě n n é y nemě ly s te jné indexy. V y t v o ř m e 
novou m n o ž i n u p r o m ě n n ý c h 

X2 = X \^J{yn+i, y'n+i\y je nově zavedená p r o m ě n n á } 

Je zře jmé, že m n o ž i n u X2 lze vy jádř i t ve tvaru { y i , • • • , ym, y[, • • • , y'm}, kde n < m. 
Nyní pro všechna o G {1, • • • , n) n a h r a ď m e vý raz TTÍJ ve 4>0 

Myl,'" ,Vn) = Po(cr0,l, • • • ,(7o,k0,Ko,l,-- • ,^o,l„) 

nově zavedenou p r o m ě n n o u yQj. Takto nově v y t v o ř e n é v ý r a z y po ložme rovny ip0(yi, • • • , ym)-
Nyní pro každý vý raz ^ G $ a každou funkci g G G^ m á m e novou p r o m ě n n o u y ý Za před­
pokladu, že g'(t) = p(gi(t), • • • ,gi(t)) je derivace nově zavedené p r o m ě n n é rovna 

B ( ^ ) = B ( ^ ( 5 i f ô ) , - - - , 5 z t e ) ) 

kde gk G G^v V/s G { l , - - - ,l}- Tud íž byla pro výraz gk(£i) zavedena nová p r o m ě n n á a 
polynom p j m ů ž e m e p řevés t do tvaru Pj(yn+i, • • • , ym)-

O z n a č m e vý raz 
B(Ši)pj(yn+i, ••• ,ym) = i/>j(yi, ••• ,ym) 

Sestrojme novou soustavu Vř m C Q(B,X2) ve tvaru 

Í y'i = ýi(yi, • • • ,ym) 1 

y'm = i>m(yi, ••• ,ym)) 

Je zře jmé, že hloubka v ý r a z ů tpi, - • • ,ipn je menš í než d, jelikož všechny v ý r a z y výšky d z 
nich byly o d s t r a n ě n y . Hloubka v ý r a z u ipj, Vy G {n + 1, • • • , m} je 

iV'il = |B (£ í )Pj (yn+i , • • • ,ym)\ = m a x { | B ( £ - ) | , \pj(yn+i, • • • ,ym)\} 

Dle definice 6 je hloubka polynomu Pj(yn+i, • • • , ym) rovna 1 a dle lemma 2 p l a t í 

| B ( £ ) | = |£i| = d - l 

• 

L e m m a 4 . P ro k a ž d ý s y s t é m rovnic $ n C $ existuje konečná posloupnost m n o ž i n , • • • , $^ 
fc > 0 t akových , že p la t í 

(a) $ „ = $ ^ 

(6) $ ^ ^ ^ + +

1

1 , 0 < i < f c 

(c) K i = i 

Důkaz. D ů k a z je p ř í m ý m d ů s l e d k e m lemma 3. Dle tohoto lemma v íme , že pro l ibovolné Ql

n. 
m ů ž e m e sestavit 3 ? ^ ^ takové , že \<&l

ni\ > l^nt+J- Vzh ledem k tomu, že hloubka soustavy 
$ n | je konečná , pak i posloupnost s y s t é m ů s nižší hloubkou bude konečná . • 
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Definice 10. Nechť $ n C &(B,X) je soustava B-rovnic . M n o ž i n u $ n m ů ž e m e použ í t pro 
definování soustavy diferenciálních rovnic p r v n í h o ř á d u 

y'i =4>i (yi, ••• ,Vn) 

'•• (3-4) 

y'n =4>n(yi, ••• ,yn) 

s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i 

y i ( í 0 ) = aio, • • • ,yn(to) = an0 (3.5) 

Soustavu (3.4) spo lečně s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i (3.5) n a z ý v á m e „ p o č á t e č n í ú l o h o u " a 
označu jeme j í ent ic í ( $ n , to, a\o, • • • , ano), zk ráceně ( $ n ) nebo záp i sem 

y[ =4>i(yi, • • • ,yn) y i ( ío ) = « 1 0 

y'n =<t>n(yi, ••• ,yn) yn{h) =ano 

L e m m a 5. Nechť $ n C $(-B, X) je soustava B-rovnic a ( $ n , to, a\o, • • • , ano) je p o č á t e č n í 
ú loha , pro kterou p la t í , že | $ „ | > 1. P a k existuje p o č á t e č n í ú l o h a (\ťm, to, bio, • • • , &no) 
t aková , že $ n —• ̂ m a 

(oj | $ „ | > | * m | 

f&j pokud existuje řešení pro {^>m, to, 610, • • • , &no) ve tvaru {y"i(í), • • • ,ym(t)} na inter­
va lu / C 1 , ÍQ € / , pak existuje i řešení pro (<&„, ío, aio, • • • , a„o) na intervalu / ve 
tvaru { y i ( í ) , • • • , y n ( í ) } t akové , že yj(í) = y ^ í ) , Ví G / , V i G {1, • • • , n } . 

Důkaz. Z lemma 3 v íme , že existuje soustava B-rovnic Vř m t aková , že p la t í $ n —> Vř m a 
$ n | > l ^ m l - Z definice 9 v íme, že V i € {1, • • • ,n} p la t í 

^ i ( y i , • • • ,yn,n(yi, • • • , y „ ) , • • • , r m _ n ( y i , • • • , y „ ) ) = <t>i(yi, • • • , y „ ) (3.6) 

Z konstrukce m n o ž i n y V l / m v d ů k a z u lemma 3 vyp lývá , že p o č á t e č n í ú lohu ( \ ť m , ío, bio, • • • : &no) 
m ů ž e m e zapsat ve tvaru 

yí =ipi(yi, • • • ,yn,yn+i, • • • ,y™) yi(*o) = « i o 

=ýn{y\, • • • ,yn,yn+l, ••• ,ym) yn(ío) =On0 

y^+i = i /v i+ i (y i ; • • • ,yn,yn+i, ••• ,ym) yn+i(to) =Tn+i(aw, • • • ,an0) 

y'm =i>m(yi, • • • ,yn,yn+i, • • • ,ym) ym(to) = r m _ „ ( a i 0 , • • • , a n 0 ) 

Nechť ř e šen ím t é t o p o č á t e č n í ú lohy na intervalu / je {y1(t), • • • , y m ( í ) } . R o v n i c i (3.6) tedy 
m ů ž e m e p ř e p s a t do tvaru 

i>i{Vi, • • • ,yn,ri(yi, • • • , y „ ) , • • • ,Tm-n{yi, • • • , y j ) = MÍJÍ, ••• > y J ( 3 - 7 ) 
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Z konstrukce m n o ž i n y fym dá le v íme , že V j € {1, • • • , m — n} 

Vn+j = Tj{Vli ' ' ' > Vn) 

a derivace p r o m ě n n é yn+j podle í je 

y'n+j = B ( r j ( y 1 , - - - , y j ) = 

& ( y i » - - - ,yn,y'i,--- ,y'n) = 

C?(yi , • • • ,y~nAi{yi, • • • ,y m )> • • • ,ýn(yi, • • • , y m ) ) = 

a tedy m ů ž e m e dosadit i/Vi+j do rovnice (3.7) 

0 i ( y i , • • • > y j = ^ i ( y i , • • • >y m ) = š/i 

což dokazuje, že m n o ž i n a { y 1 ; • • • , y n } J e ř e šen ím p o č á t e č n í ú lohy ( \ ť m , ío, &io> • • • : bno). • 

L e m m a 6. K e každé p o č á t e č n í úloze ( $ „ , ío, aio, • • • ,o,no), kde $ „ C $ ( . B , F ) a | $ „ | > 1 
existuje p o č á t e č n í ú l o h a ( \ ř m , ío , &io, •"" >&mo) t aková , že $ n —• | \ ř m | = 1 a pokud 
existuje na intervalu / C M , í 0 £ ^ řešení ú lohy ( \ ť m ) ve tvaru {y~i(í),-"" j j /mW}) P a ^ 
existuje i řešení ú lohy (<£>„) na intervalu / ve tvaru { y i ( í ) , - " " , y „ ( í ) } , kde yj(í) = y~j(í), 
Ví € i" a V i € {1, - • • , n } . 

Důkaz. Z lemma 5 vyplývá , že lze sestavit konečnou posloupnost p o č á t e č n í c h ú loh 

takovou, že p la t í 

( V ( ^ n i ^ O . O l O ' " " " ' a n i o ) = ( $ n , Í O , a i O , " " " ,0-no) 

(b) ^ ^ 
f C ; i < i > K i > - - - > i ^ m i 

a zá roveň p la t í , že pokud na intervalu / C M existuje řešení ú lohy ), pak existuje 
i řešení všech o s t a t n í c h ú loh . Tato posloupnost bude tak velká, aby plati lo | $ J £ J = 1. 
Vzh ledem k tomu, že hloubka <E>n je konečná , pak i posloupnost bude konečná . • 

3.1 Př ík lad transformace počáteční úlohy 

M ě j m e soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

y i = e - c o s ( ť ) - s i n ( y 2 ) yi(*o) = yi,o (3-8) 

y'2 = V2 y2(ío) = y2,o (3.9) 

O z n a č m e 

yn = s in(y 2 ) (3.10) 

y i 2 = cos(y 2 ) (3.11) 

y i 3 = cos( í ) (3.12) 

yu = s in( í ) (3.13) 

yis = e 2 ' 1 3 (3.14) 
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pak lze rovnici (3.8) p ř e p s a t do tvaru 

y[ = yu • yn (3.15) 

Nyní se s t av íme diferenciální rovnice pro nově zavedené p r o m ě n n é . 

Vil = cos (y 2 )y 2 = yiW2 y n ( í o ) = s i n ( y 2 ( í 0 ) ) (3.16) 

y'12 = ~ s i n (y 2 )y 2 = -ž/iiž/2 yi2(ío) = c o s ( y 2 ( í 0 ) ) (3.17) 

y'is = - s i n ( * ) = -yu yi3(ío) = cos(t 0 ) (3.18) 

y í 4 = cos( í ) = 2/13 yu(to) = s i n ( í 0 ) (3.19) 

yis = e w i 3 y í 3 = - y i s y u y i s f o ) = e ^ ť ° ) (3.20) 

Rovnice (3.16) - (3.20) společně s rovnicemi 

y[=yi2-yu y i ( ío ) = yi,o (3.21) 

y 2 = y2 y2(*o) = y2,o (3.22) 

nyní tvoř í e l e m e n t á r n í tvar p o č á t e č n í ú lohy ekv iva len tn í k úloze z a d a n é rovnicemi (3.8) a 
(3.9). 
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Kapitola 4 

Transformace elementárních funkcí 

Cílem t é t o kapitoly je ses tavení t r an s fo rmačn í ch rovnic pro j edno t l ivé e l e m e n t á r n í funkce 
tak, aby se celý proces transformace da l automatizovat. 

Vě t š ina m a t e m a t i c k ý funkcí se v poč í t ač í ch p o č í t á p o m o c í Taylorova rozvoje. P ř e s ­
nost jejich v ý p o č t u (k t e r á závisí na p o č t u členů rozvoje) vě t š inou řídí p o u ž i t á matema­
t ická knihovna. Vzh ledem k tom, že pro v ý p o č e t diferenciálních rovnic v y u ž í v á m e Tay lo rův 
rozvoj, je zby tečné , aby se použ íva l na dvou mí s t ech (př i v ý p o č t u m a t e m a t i c k ý funkcí a 
př i v ý p o č t u diferenciálních rovnic). P ro to provedeme transformaci funkcí na diferenciální 
rovnice, což n á m zároveň volbou ř á d u u m o ž n í dynamicky ř íd i t p ře snos t v ý p o č t u funkcí. 
M y š l e n k u transformace z n á z o r n í m e na nás leduj íc ím p ř ík l adu . 

Mě jme dvě funkce: s in( í ) a cos ( í ) . O z n a č m e si je p r o m ě n n ý m i y\ = sin (ŕ) a yi = cos ( í ) . 
Der ivací t ě ch to p r o m ě n n ý c h podle t dostaneme následuj íc í soustavu diferenciálních rovnic: 

y'i=y2 y i ( í 0 ) = sin(ío) 

y'i = ~yi 2/2 (*o) = cos(ío) (4.1) 

Vyšší derivace se budou získávat dle pr inc ipu 

VÍ' = (VÍ)' = 1Ó (4-2) 

y'ľ = (y'ÍY = = - v í (4-3) 

Dle u p r a v e n é h o vzorce pro Tay lo rův rozvoj (5.8) m ů ž e m e funkci s in ( í + h) p ř e p s a t do 
tvaru 

h2 h3 

s in( í + h) = s in( í ) + hsm'(ť) + — s in" ( í ) + — s in ' " ( í ) H = 

h2 h3 

= s in( í ) + /ÍCOS(Í) + — ( - s in( í ) ) + — ( - cos( í ) ) + • • • (4.4) 

Spus t íme- l i v ý p o č e t na sous tavě diferenciálních rovnic (4.1), budou se j edno t l ivé hod­
noty p r o m ě n n é y\ p o č í t a t dle vzorce 

Vi(í + h)= y i ( í ) + hy[(t) + ^y'{(t) + ^ " ( í ) + • • • (4.5) 

Po dosazení j edno t l i vých der ivací do rovnice (4.5) dle p řep i sů z í skáváme rovnici 

h2 h3 

yi(t + h)= y i ( í ) + hy2(t) + 2 J - ( - y i ( í ) ) + g j - ( - l f t ( í ) ) + • • • (4.6) 
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a tedy d o s t á v á m e vztah 

h2 h3 

s in( í + h) = s in( í ) + / i cos ( í ) + — ( - s in( í ) ) + — ( - cos( í ) ) H (4.7) 
2. 3. 

k t e r ý je t o t o ž n ý se vztahem (4.4). Z toho plyne, že funkce m ů ž e m e nahradit p r o m ě n n ý m i , 
k t e r é p ředs t avu j í p řep i s rovnic do diferenciálních rovnic a z p ů s o b v ý p o č t u takto nahraze­
ných rovnic bude stejný. 

V nás leduj íc ím textu budeme vycháze t z označen í y\ = f(x(t)) kde / je e l e m e n t á r n í 
funkce a x(to) = XQ. Dá le p ř e d p o k l á d e j m e , že 

x\ť) = p ( s i ( í ) , - - - ,xn{ť)) (4.8) 

kde p je polynom. Tuto derivaci budeme n a d á l e zk ráceně označova t pouze symbolem p. 
Trans fo rmačn í rovnice lze sestavit pouze pro funkce, k t e r é ma j í konečný der ivačn í uzá­

věr, což z n a m e n á , že jejich der ivačn í uzávěr tvoř í konečnou m n o ž i n u funkcí. N icméně 
ukážeme , že všechny b ě ž n ě p o u ž í v a n é funkce v t echn ických apl ikacích konečný der ivačn í 
uzávěr maj í . 

4.1 Odvození t ransformačních vz tahů 

4.1.1 F u n k c e s in 

s in (x ( í ) ) = y i y[ = co s (x ( í ) ) -p = y 2 -p y i (0) = sin(x(0)) 
y'2 = - s i n (x ( í ) ) • p = - y i • p y 2 (0) = cos(x(0)) 

Vx(í) G R 
Der ivačn ím u z á v ě r e m funkce sin je {sin, cos}. 

4.1.2 F u n k c e cos 

cos (x ( í ) ) = y i y i = - s i n (x ( í ) ) • p = - y 2 • p y i (0) = cos(x(0)) 
y 2 = cos (x ( í ) ) •p = y1-p y 2 (0) = sin(x(0)) 

Vx(í) G M 

Der ivačn ím u z á v ě r e m funkce cos je {sin, cos}. 

4.1.3 F u n k c e tg 

t o / j Y ) / s i n ( í ) ^ ' s in ' ( í ) cos( í ) — s in( í ) cos ' ( í ) 

(4.9) 

(4.10) 

cos( í) / c o s 2 ( í ) 

t g ( s ( í ) ) = y i y i = ( l + y f ) - p y i (0) = tg(x(0)) (4.12) 

Vx(í) G R \ { § + fcvr|A; G N } 
Der ivačn ím u z á v ě r e m funkce tg tedy je {tg}. 

4.1.4 F u n k c e cotg 

c o t g ( s ( í ) ) = y i y i = - ( l + y f ) - p yi(0) = cotg(s(0)) (4.13) 

Vx(í) G M\{fc7r | fc G N} 
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4.1.5 F u n k c e arcs in 

a rc s in ( í ) ' = _ 

r ^ ) 4 ) / = - I ( v T ^ ) - l ( - 2 í ) 

a r c s i n ( z ( í ) ) = yi y[ = y2 ž/i(0) = arcsm(x(0)) 
y'2 = x-p-y2-{l-x2) y2(0) 

y/l-x^O) 

Vx(í) G ( -1 ,1 ) 

4.1.6 F u n k c e arccos 

a rccos (x ( í ) ) = yi y[ = -y2 yi(0) = arccos(x(0)) 
y'2 = x-p-y2-{l-x2) y2(0) 

\/x(t) G ( -1 ,1 ) 

4.1.7 F u n k c e arc tg 

arctg(í) 
1 + t2 

a r c t g ( x ( í ) ) = yi y[ = y2 yi(0) = arctg(x(0)) 
y'2 = - 2 • y\ -x -p y2(0) = 1 + a ! 2 ( 0 ) 

Vx(í) G 

4.1.8 F u n k c e arccotg 

a r c c o t g ( x ( í ) ) = yi y[ = -y2 yi(0) = arccotg(x(0)) 
y'2 = - 2 • y\ -x -p ž/2(0) = 1 + a ! 2 ( 0 ) 

Vx(í) G R 

4.1.9 F u n k c e exp 

e<t)=yi y[=p-y1 yi(0) = e x ( 0 ) 

Vx(í) G R 

4.1.10 F u n k c e l n 

l n ( z ( í ) ) = v i y i = | yi(0) = ln(x(0)) 

Vx(í) G R , x ( í ) > 0 
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yi rovnice p o č á t e č n í p o d m í n k y 

sin(x) y[ = y2P yi ( ío ) = s i n ( x ( í 0 ) ) 

y'2 = -yip 2/2 (í o) = c o s ( x ( í 0 ) ) 
cos(x) yí = -V2P yi ( ío ) = c o s ( x ( í 0 ) ) 

y'2 = yip 2/2 (ío) = s i n ( x ( í 0 ) ) 
tg(x) y'i = + yi ( ío ) = t g ( x ( í 0 ) ) 

cotg(x) yí = - ( l + yf)p y i ( ío ) = c o t g ( x ( í 0 ) ) 
arcsin(x) yí = y2 yi ( ío ) = a rcs in (x( ío ) ) 

y'2 = X • p • 1)2 • (1 - X2) 2/2(^0) i 
^l-x*(t0) 

arccos(x) y[ = -V2 yi ( ío ) = a rccos(x( ío ) ) 

y'2 = X • p • 1)2 • (1 - X2) 2/2(^0) _ i 
V l - x 2 ( ť 0 ) 

arctg(x) y[ 
y'2 

= y2 
= -2-yl-x-p 

yi ( ío ) 
2/2 (to) 

= a r c t g ( x ( í 0 ) ) 
i 

l +x 2 ( í 0 ) 
arccotg(x) yí = -V2 yi ( ío ) = a rcco tg (x ( ío ) ) 

y'2 = -2-yl-x-p 2/2 (to) i 
l + ^ ( ť 0 ) 

exp(x) y'i = p-yi yi ( ío ) = ex{to) 

ln(x) yí = p 
X 

yi ( ío ) = l n ( x ( í 0 ) ) 

Tabulka 4.1: T rans fo rmačn í tabulka e l emen tá rn í ch funkcí ." 

"Funkce \j1 x(í) není implementována, jelikož může být nahrazena ekvivalentní funkcí enln(-x(-t^. 

4.2 Algoritmus transformace 

Algor i tmus 2 formálně popisuje transformaci soustavy diferenciálních rovnic v o b e c n é m 
tvaru (na p ravé s t r a n ě se mohou vyskytovat funkce def inované v tabulce 4.1) na soustavu 
diferenciálních rovnic v p o l y n o m i á l n í m tvaru. D r u h ý cyklus zajišťuje n a h r a z e n í der ivací 
vznik lých př i transformaci za v ý r a z y bez der ivací . Toto je m o ž n é , jelikož soustava rovnic 
definuje vztahy pro j edno t l ivé derivace a pokud se m n o ž i n a fy p rocház í s e t ř í d ě n á podle toho 
jak vznikala, tak p o s t u p n ě d o s t á v á m e v ý r a z y bez der ivací . Funkce byly vždy nahrazeny 
n o v ý m symbolem a t u d í ž p ů v o d n í rovnice jsou již bez der ivací . J e d i n é rovnice k t e r é mohou 
obsahovat derivace jsou nově zavedené rovnice a ty obsahuj í derivace pouze p ů v o d n í c h 
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p r o m ě n n ý c h , nebo rovnic def inovaných dř íve . K zacyklení tedy n e m ů ž e doj í t . 

Funkce NahradFn  
Vstup: V ý r a z (p, ve k t e r é m se ma j í nahradit funkce a m n o ž i n a t r an s fo rmovaných 

rovnic \E' 
V ý s t u p : V ý r a z tp bez funkcí a m n o ž i n a ak tua l i zovaných t r a n s f o r m o v a n ý c h rovnic fy 
begin 

if 4> obsahuje vyraz ve tvaru fn(a, fy) then 
(3 <- Nah radFn(a ) ; 
fy <— fy L) Nové rovnice podle t r a n s f o r m a č n í tabulky 4.1 pro vý raz f n ( /3 ) ; 

í/> <— 0 ve k t e r é m vý raz fn(a) n a h r a d í m e nově zavedenou p r o m ě n n o u 
odpovída j íc í v ý r a z u fn ( /3 ) ; 

end 
end  

Algori tmus 2: Algor i tmus transformace rovnic do p o l y n o m i á l n í h o tvaru 
Vstup: M n o ž i n a diferenciálních rovnic $ v o b e c n é m tvaru 
V ý s t u p : M n o ž i n a diferenciálních rovnic fy v p o l y n o m i á l n í m tvaru 
begin 

foreach ,,y' = 0 " £ <& do 
fy i-fy Li ,,y' = N a h r a d F n ( 0 , fy)"; 

end 
foreach „y1 = tp " G fy do 

if tp obsahuje derivaci then 
N a h r a ď derivaci v tp za vý raz p ř e d e p s a n ý p ř í s lušnou rovnicí v fy pro 
danou p r o m ě n n o u ; 

end 
end 

end 

23 



Kapitola 5 

Taylorův teorém a jeho aplikace 
při řešení diferenciálních rovnic 

5.1 Taylorovy polynomy generované funkcí 

Pro danou funkci / h l e d á m e t a k o v ý polynom, k t e r ý se s touto funkcí bude shodovat v 
u r č i t é m okolí bodu a. P ř e d p o k l á d e j m e , že funkce / m á v b o d ě x = a derivace až do ř á d u n , 

kde n > 1. Pokusme se na léz t po lynom P, k t e r ý se s funkcí / shoduje v b o d ě a v p rvn í ch 
n der ivacích . M á m e tedy n + 1 p o d m í n e k 

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), P^\a) = f^\a) (5.1) 

a po lynom ř á d u n 

P(x) = c 0 + c i ( z - a) + c 2 ( x - a)2 + h c„ (x - a ) n (5.2) 

pro k t e r ý m u s í m e d o p o č í t a t n + 1 koeficientů. Lze u k á z a t , že pro k a ž d o u funkci / existuje 
nane jvýš jeden po lynom P s t ě m i t o vlastnostmi. 

V ě t a 1. Je- l i d á n a funkce / v b o d ě x = a se všemi derivacemi až do ř á d u n , pak existuje 
p rávě jeden polynom P ř á d u < n , k t e r ý splňuje n + 1 p o d m í n e k 

P ( a ) = / ( a ) , P ' (a ) = / ' ( a ) , P ( n ) ( a ) = / ^ ( a ) 

Tento po lynom je d á n p ř e d p i s e m 

P { x ) = J2f-^(x-a)k (5.3) 
fc=0 

Důkaz. P o l y n o m P m ů ž e m e zapsat ve tvaru: 

P(x) = c 0 + c i ( z - a) + c 2 ( x - a ) 2 H h c„ (x - a ) n (5.4) 

Pokud po lož íme x = a, dostaneme -P(a) = co- Z p r v n í p o d m í n k y tedy d o s t á v á m e 
P(a) = f (a). N y n í zderivujeme o b ě strany rovnice (5.4) a o p ě t po lož íme x = a. D o s t á v á m e 
P'(a) = c i a tedy c i = f (a). Zopakujeme-li tento postup znovu, d o s t á v á m e P"(a) = 2c 2 a 
tedy c 2 = f"(a)/2. P o k der ivacích dostaneme p(k\a) = k\ck, což n á m d á v á vzorec: 

• 
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Ř í k á m e , že po lynom (5.3) je „ T a y l o r o v ý m polynomem s t u p n ě n g e n e r o v a n ý m funkcí / v 
b o d ě a". Tuto sku t ečnos t budeme znač i t Tnf. Hodno tu tohoto polynomu v b o d ě x budeme 
znači t Tnf(x; a), nebo pouze Tnf(x), pokud je a = 0. 

P o d r o b n ě j i se danou problematikou z a b ý v á [1]. 

5.2 Taylorův teorém 

T e o r é m 1 (Tay lo rův t e o r é m ) . Za předpokladu, že /(n+1) funkce f(t) je na intervalu ( í o , í i ) 
spojitá a hodnoty t a t + h leží také v intervalu (to, ti), pak platí 

fit + h) = f{t) + h f{t) + \h2f"(t) + ••• + -.hnfn\t) + R n + l (5.6) 

kde zbytek Rn+i je roven 

^ n + l = r 4 w / l " + 1 / ( n + 1 ) ^ 
(n + 1)! 

a 7] je bod mezi t a t + h. 

Pokud m á funkce / definovány všechny derivace a tyto derivace jsou na intervalu (to, í i ) 
spo j i té , n a z ý v á m e jí „nekonečně diferencovatelnou", a vzorec (5.6) lze p ř e p s a t do tvaru 

OO , 
f(t + h) = f(t) + Y/1jf{k)(t) (5.8) 

k=l 

5.3 Taylorův rozvoj s reziduem 

U v a ž u j m e nyní chybu z p ů s o b e n o u ap rox imac í . Je p a t r n é , že reziduum aproximace je En(x) = 
f(x) — Tnf(x). A tedy pokud m á funkce / n p rvn ích der ivací , m ů ž e m e p s á t 

^ f{k)(a) 
= E H f c P ( * - «) + EnV) (5-9) 

fc=0 

Tomuto vzorci se ř íká „Tay lo rův vzorec s reziduem". Tento vzorec je uži tečný, pokud 
m ů ž e m e odhadnout velikost En(x) a t u d í ž tak stanovit chybu aproximace. Nyn í si funkci 
En(x) p ř e v e d e m e do in t eg rá ln ího tvaru. 

V ě t a 2. P ř e d p o k l á d e j m e , že funkce / m á spoji tou druhou derivaci / " v u r č i t é m okolí bodu 
a. Pak pro každé x v tomto okol ím p la t í 

f(x) = f (a) + f'(a)(x -a) + E^x) (5.10) 

kde 

E1(x)= / (x-t)f"(t)dt (5.11) 
J a 

Důkaz. Rovn ic i (5.10) m ů ž e m e p ř e p s a t do tvaru: 

E1(x) = f(x)-f(a)-f'(x)(x-a) 
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Zjevně p la t í , že f(x) - f (a) = [f{ť)fa = f'(ť)dt p o d o b n ě x — a [í]S = / a

x d r a tedy 

Ei(x) f'(t)dt - f {a) J dt= I f'(t)dt - I f'(a)dt 

[f'(t)-f'(a)]dt 

O z n a č e n í m u = f (ť) — f (a) a v = t — x, kde dv/dt = 1 a du/dt = / " ( í ) a p o u ž i t í m metody 
per partes d o s t á v á m e vz tah 

' [ / ' ( ŕ ) - f'(a)]dt = [ ( / ' ( í ) - f'(a))(t - x)fa - ľ (t - x)f"(t)dt 

E1(x) = {f {x) - f'(a))(x - x ) - (f (a) - / ' ( a ) ) (a - x ) - (t- x)f"(t)dt 

E^x) {x - t)f"(t)dt 

• 
V ě t a 3. P ř e d p o k l á d e j m e , že funkce / m á spoji tou derivaci ř á d u n + 1 v u r č i t é m okolí bodu 
a. Pak pro každé x v tomto okol ím p la t í 

f { x ) = J2^^(x-a)k + Ell(.r) 

kde 

£ n ( s ) 

fc=0 
Ä;! 

\x-t)nf(n+1\t)dt 

(5.12) 

(5.13) 

Důkaz. D ů k a z provedeme p o m o c í indukce. P r o n = 1 jsme to j iž dokáza l i v p ř e d c h o z í m 
t e o r é m u . N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , že to p l a t í pro n. Je zře jmé, že p la t í 

f(n+l)(n\ 

En+l(x) = En(x) - J

( n + 1

l

} / ( x - a ) " + 1 

Nyní použ i j eme in tegrá ln í tvar En{x) a využ i jeme toho, že 

(5.14) 

{x - t)ndt 
(x-t) n+l 

n + 1 

(x - a ) " + 1 

n + l 

(x — x)n+ (x — a) n+l 

n + l n + l 

(5.15) 

D o s a z e n í m p ř e d p o k l a d u (5.13) a vzorce (5.15) do vzorce (5.14) d o s t á v á m e 

-(x - í ) n [ / ( n + 1 ) ( í ) - f{n+1)(a)]dt 

P o d o b n ě jako v p ř e d c h o z í m d ů k a z u zavedeme p r o m ě n n é 

u = / ( » + i ) ( í ) (a) ^ 

(x - t)n+1 

-(x - ť)ndt 

(5.16) 

n + l 

dv 

r n + 2 \ t ) 

- ( x - t r 
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a integrujeme p o m o c í metody per partes 

\n+l 

En+i(x) 
n K H " - f - í ^ / < " + 2 , ( t ) < i í 

f{n+2\t)dt = 
1 fx(x- t)n+1 

n\ Ja n + 1 

1 f \ x _ t ) n + l f ( n + 2 ) { t ) d t ( 5 1 7 ) 

(n + 1)! J a 

• 

5.4 Odhad velikosti rezidua En{x) 

T e o r é m 2. Pokud pro všechna t v intervalu obsahujícím a splňuje {n+1)-ní derivace funkce 
f nerovnost 

m < f{n+1)(t) < M (5.18) 

pak pro všechna x v tomto intervalu platí následující odhad 

(x-a)n+1 „ , . , (x-a)n+1 

m ( n + 1 ) ! " " M (n + 1)! V™ x > a (5.19) 

a 

m \ / < (-l)n+1En(x) < M— > prox<a (5.20) 
{n + 1J! (n + l j ! 

Důkaz. U v a ž u j m e nejprve x > a. Pak in teg rá l ve v ý r a z u En{x) p r o b í h á na intervalu [a,x]. 
Pro každé t na tomto intervalu p la t í {x — ť)n > 0. Z nerovnosti (5.18) vyp lývá , že 

j z - t r < (j^pi/(„+„ ( t ) < M ( j ^ t r ( 5 2 1 ) 

n\ ~ n\ J y ' ~ n ! v ' 

In tegrac í od a do x pak d o s t á v á m e 

rn 
n 

i r M r 
- (x-t)ndt<En(x)<— (x-t)ndt (5.22) 
]- Ja n! Ja 

a subs t i t uc í u = x — t a du = —dt d o s t á v á m e 

{x-t)ndt= I (x-t)n(-l)dt= / undu 
J u(x) 

(x - a)n+1 

undu 
o n + 1 

a t u d í ž jsme vý raz (5.22) redukovali na výraz (5.19). 
P ro x < a budeme postupovat o b d o b n ě . In t eg rá l p r o b í h á na intervalu [x,a\. P ro každé t 

na tomto intervalu p la t í t > x, a tedy (—l)n{x — ť)n = {t — x)n > 0. N y n í m ů ž e m e nerovnost 
(5.18) p ř e n á s o b i t n e z á p o r n ý m zlomkem ( — l ) n ( x — t)n/n\ 

j - m x - t r < ( - i ) n ( x - t r f ( n + 1 ) ^ M ( - i ) " ( ^ - t r 
n! n ! n! 

j t - x r < ( - D " ( x - t r / ( w + 1 ) < M ( t - x r 
n! n ! n! 
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tento vý raz integrujeme od x do a 

m ľa M ľa 

- i {t-x)ndt<{-l)nEn{x)< — {t-x)ndt (5.23) 

Subs t i t uc í u = t — x a du = dt d o s t á v á m e 

(í - o)ndt = / undu =- 1 J 

n ra+ 1 

a t u d í ž jsme vý raz (5.23) redukovali na vý raz (5.20), kde ( - l ) n + 1 dostaneme z (-1)™ 
z á m ě n o u mezí integrace tak, aby jsme získali vý raz En{x). • 

5.5 Konvergence Taylorových řad 

Nekonečnou Taylorovu ř a d u z rovnice (5.8) m ů ž e m e p ř e p s a t do tvaru 

DO 
f(x) = Y/ak(x-t0)k (5.24) 

fc=0 

Tato rovnice p ř e d s t a v u j e mocninnou ř a d u . Má-l i ř a d a konvergovat, mus í plat i t následuj íc í 
pravidlo pro konvergenci ř a d 

| a » + i ( x - r 0 r + 1 | 
l i m — : — — — < 1 

ra—>oo \an[X — to)n\ 

P o k u d tato l imi t a existuje, lze pravidlo p ř e p s a t do tvaru 

la; — rol < n m 

n—>oo Cn+1 
(5.25) 

Tento vztah definuje po loměr konvergence, na k t e r é m ř a d a konverguje. 
O b e c n ě ovšem l im i t a v rovnici (5.25) nemus í existovat. P a k je t ř e b a b r á t v ú v a h u vztah 

(5.12). Taylorova ř a d a konverguje, p rávě když hodnota En(x) —> 0 pro n —> oo. Ú p r a v o u 
tvaru rezidua m ů ž e m e odvodit následuj íc í vě tu . 

V ě t a 4. Nechť funkce / je nekonečně de r ivova te lná na o t e v ř e n é m intervalu / = ( to - r , to+r) 
a nechť existuje konstanta A t aková , že p la t í 

| / ( n ) ( x ) | < An, pro V n G N a Vx G / (5.26) 

pak Taylorova ř a d a gene rovaná funkcí / v b o d ě to konverguje k h o d n o t ě f(x) pro všechna 
x G I. 

Důkaz. V ý r a z pro En(x) 

En(x) = - í\x - t0)nf(n+1\t)dt (5.27) 
n [ Jto 

si m ů ž e m e p o m o c í substituce 

í = x + (to — x)u dt = —(x — to)du 
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upravit do tvaru 

En(x) = ^ — ^ / unf{n+1)[x + ( í 0 - x)u}du (5.28) 
" ! ./d 

kde u n a b ý v á hodnot 0 až 1 když í n a b ý v á hodnot to až x. 
P o u ž i t í m nerovnosti (5.26) a u p r a v e n é h o vztahu pro En{x) m ů ž e m e p s á t 

0 < \En{x)\ < ' * 7 A n + 1 / „»du = ' * /°' f = (5.29) 
n! Jo ( n + 1 ) ! (n + 1)! 

kde B = A\x — to\. N i c m é n ě vý raz Bn/n\ jde pro l ibovolné B k nule př i n —> oo a tak i 
En{x) —• 0 pro každé x E I. • 

O b e c n ě ovšem nelze p ř e d p o k l á d a t , že Tay lo rův po lynom generovaný funkcí / konverguje 
k / ( x ) pro každé x . V h o d n ý m p r o t i p ř í k l a d e m tohoto tv rzen í je funkce 

f(x) = (5.30) 

Tato funkce je nekonečně der ivova te lná , v b o d ě 0 m á l i m i t u a tud íž hodnota /(O) = 0, ale 
Tay lo rův polynom generovaný touto funkcí bude roven 0 pro všechna x. Tay lo rův polynom 
funkce / v b o d ě 0 se tedy shoduje s funkcí / pouze v b o d ě 0. 

Tato sku t ečnos t je z p ů s o b e n a t í m , že jedna z funkcí de r ivačn ího uzávě ru funkce / 
(konkré tně 1/x) nen í na intervalu, pro k t e r ý Tay lo rův polynom generujeme, omezená . 
Požadu jeme- l i tedy, aby se Tay lo rův po lynom s generovanou funkcí / shodoval ve všech 
bodech d a n é h o intervalu, je n u t n é , aby všechny funkce de r ivačn ího uzávě ru t é t o funkce 
byly na zvo leném intervalu omezené . 

5.6 Aplikace Taylorova teorému pro řešení soustavy diferen­
ciálních rovnic 

M ě j m e diferenciální rovnici ve tvaru 

y' = 4>(y,t) y(a) = yo (5.31) 

kde (f) je polynom. Z kapitoly 3 v íme, že každou soustavu diferenciálních rovnic, k t e r á m á 
na p ravé s t r a n ě pouze polynomy a funkce s k o n e č n ý m d e r i v a č n í m uzávěrem, lze p řevés t na 
soustavu diferenciálních rovnic, k t e r á m á na p ravé s t r a n ě pouze polynomy. Dá le se tedy 
budeme z a b ý v a t pouze t ě m i t o tvary diferenciálních rovnic a soustav diferenciálních rovnic. 

Tay lo rův polynom Tny m ů ž e m e vy jádř i t jako 

Tny(x; a) = y (a) + y'(a)(x - a) + - a)2 + • • • ̂ -^{x - a)n (5.32) 
2 n! 

Zderivujeme-li obě strany t é t o rovnice, d o s t á v á m e 

(Tny(x; a))' = y'(a) + y"(a)(x - a) + ^-(x - a)2 + • • • f — ^ ( z - a ) " " 1 (5.33) 
2 (n — 1)1 

a tedy 
(Tny)' = Tn_iy' = T „ _ ! 0 (5.34) 
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Z předchoz ích v z t a h ů je t a k é p a t r n é , že 

Tny{x-a)= í Tn_iy'(t;a)dt + y(a) (5.35) 
J a 

Zaveďme nyní diferenciální o p e r á t o r B takto: 

BTny = (Tny)' = Tn_xy' 

B~xTny' = í Tny\t)dt + y (a) = Tn+1y 
J a 

Pro získání koeficientů polynomu Tny tedy pos t ač í s p o č í t a t koeficienty polynomu T n _ i y ' 
a doplnit je o y (a). Dá le m ů ž e m e využ í t toho, že funkce, k t e r é ma j í konečný der ivačn í uzávěr 
(a t u d í ž je lze p řevés t na konečnou soustavu diferenciálních rovnic, na jejichž p ravé s t r a n ě 
se vysky tu j í pouze polynomy), ma j í t a k é na svém def iničním oboru def inované všechny 
derivace. 

V ě t a 5. P o k u d m á funkce / na intervalu I C D def inován der ivační uzávěr P , pak m á 
funkce / na tomto intervalu def inovány všechny derivace. T y t o derivace jsou v polynomi­
á ln ím tvaru p(t, fi, • • • ,fn), kde f i G P . 

Důkaz. Z definice m n o ž i n y F v íme , že funkce / m á def inovánu p r v n í derivaci a to k o n k r é t n ě 
f'(t) = p(t, fi(t), • • • , fn(t)), kde fi G F. 

Nechť je def inována i- tá derivace / W = p ( / i , • • • , fm). Pak p la t í , že 

t(i+l) _ dp(t, fl, • • • , fm) _ y-v dp(t, / i , • • • , fm) ,, , dp(t, / i , - - - , fm) ( . „„. 
/ " ďt dfi h dt ( 5 ' 3 b ) 

Je zře jmé, že ^ ^ a / ' a ^ ^ % r J s o u polynomy. Z definice m n o ž i n y F v íme , že f[ je 
t a k é polynom a tedy 

r + 1 ) =p(t, fi,-" ,fk) (5-37) 

• 
Máme- l i tedy soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

y'i =4>i(yi, • • • ,ym) y i ( í o ) =ai,o 

y'i =02 ( y i , • • • , ym) y2( ío) =^2,0 

yrá = 0 m ( y i , • • • , ym) ym(ío) =an ,0 

kde 0j je polynom, m ů ž e m e sestavit m Taylorových p o l y n o m ů , k t e r é se s funkcemi yi budou 
shodovat na u r č i t é m okolí bodu ÍQ-

Zaveďme tedy polynomy: 

P i = B~ Tn.(f>i 

P 2 = B-xTn2fa 

Pm — B Tn m(f>m 
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Hodnoty j edno t l i vých p r o m ě n n ý c h pak budou: 

ž/i ( í) 

ž/2 ( í) 

P i ( í ) + £ n i ( í ) 

P2(t) + En2(t) 

ž/m ( í) P m ( í ) + £ n m ( í ) 

Jelikož všechny funkce yj maj í konečný der ivačn í uzávěr ( p o d m n o ž i n a m n o ž i n y { y i , • • • , ym}), 
pak z Vě ty 5 v íme , že ma j í t a k é def inovány všechny derivace a t u d í ž m ů ž e m e sestavit Tay-
lorův polynom s l ibovolnou přesnos t í . 

5.7 Ukončovací podmínka 

S p r á v n é u rčen í ř á d u polynomu je nejobt íženějš í čás t celého v ý p o č t u . Je n u t n é opt imal i ­
zovat dva p r o t i c h ů d n é faktory a to časovou a paměťovou n á r o č n o s t v ý p o č t u a dosaženou 
p řesnos t . Č í m větš í je ř á d polynomu, t í m menš í je chyba v ý p o č t u , ale zá roveň se začne 
projevovat numer i cká nestabilita. V m a t e m a t i c k ý c h v ý p o č t e c h je vě t š inou u p ř e d n o s t ň o ­
v á n a p řesnos t dosažených výs ledků p ř e d rychlos t í v ý p o č t u . P ro využ i t í v praxi m ů ž e bý t v 
n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h důleži tě jš í rychlost v ý p o č t ů . Implementace programu proto umožňu je 
zvolit m a x i m á l n í chybu v ý p o č t u pro mezn í bod p o ž a d o v a n é h o intervalu řešení (čím menš í 
chyba, t í m vyšší p ře snos t a nižší rychlost). 

Pokud n á m s tač í pouze numer ické řešení soustavy rovnic (d i skré tn í výs ledky pro m n o ž i n u 
b o d ů í ) , je m o ž n é využ í t opakované s p o u š t ě n í v ý p o č t u tak, že nejprve v y p o č í t á m e PÍ V b o d ě 
ío a z í skáme hodnotu y j ( í i ) , pak v y p o č í t á m e PÍ V b o d ě t\ a z í skáme hodnotu yj(Í2), až po­
s t u p n ě dostaneme hodnotu yi(ífc). T í m t o postupem je okolí, na k t e r é m mus í bý t aproximace 
p řesná , menš í a tedy i ř á d polynomu m ů ž e bý t menš í . Je-l i p o ž a d o v á n o ana ly t i cké řešení 
pro velký interval, je z a p o t ř e b í velkého p o č t u členů Taylorova rozvoje. 

V obou p ř í p a d e c h je ovšem p o t ř e b a stanovit ukončovací p o d m í n k u pro v ý p o č e t ř á d ů 
polynomu. C h y b u Eni je ob t í žné stanovit, jelikož hodnota / ( ™ i + 1 ) ( í ) nen í z n á m a (závisí na 
n e z n á m ý c h funkcích y i , • • • , y m ) . P ro ukončen í p o u ž í v á m e empiricky zj iš těné vlastnosti , že 
pokud součet t ř í po sobě jdouc ích členů 

je menš í než p o ž a d o v a n á p řesnos t (pro tmax rovno konci p o ž a d o v a n é h o intervalu), pak je 
reziduum Ei(tmax) t a k é menš í než p o ž a d o v a n á p řesnos t . 

Tato vlastnost n i c m é n ě nen í p o d l o ž e n a ž á d n o u matematickou teor i í a je t ř e b a j i up řes ­
nit . M a t e m a t i c k é z d ů v o d n ě n í t é t o p o d m í n k y p řesahu je r á m e c t é t o p r á c e . V implementaci 
v ý p o č t u koeficientů Taylorovy ř a d y p r á c e tedy využ ívá pouze empi r ického zj ištění . 

5.8 Algoritmus výpoč tu koeficientů Taylorova polynomu 

Algor i tmus 3 uvád í zák l adn í algoritmus pro v ý p o č e t koeficientů Taylorovy ř a d u . Za koefici­

enty Taylorovy ř a d y považu jeme hodnoty y f ^ ( í o ) P r o i G {1, • • • , n} a k G {0, • • • , maxorder} 

(5.38) 
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Z t ěch to koeficientů lze urč i t hodnotu a p r o x i m o v a n é funkce podle p ředp i su : 

maxorder (fc) / s 

V i ( * ) = £ ^ M ( í " í o ) f c (5.39) 
fc=0 

Algori tmus 3: Algor i tmus v ý p o č t u koeficientů Taylorovy ř a d y pro zadanou p o č á t e č n í 
ú lohu  

Vstup: M n o ž i n a diferenciálních rovnic fy v p o l y n o m i á l n í m tvaru, funkce p mapuj íc í 
p r o m ě n n é na jejich p o č á t e č n í p o d m í n k y a dvojice to,tmax 

V ý s t u p : U s p o ř á d a n ý seznam v e k t o r ů C p ředs tavu j íc í koeficienty Taylorova 
polynomu pro k a ž d o u n e z n á m o u funkci 

begin 

C < - ( ) ; 
foreach „y1 = tp " G fy do 

a <— v y h o d n o c e n í tp v b o d ě ío; 
v <- (p(y),a); 
0 < - V ' ; 

while JVera splněna ukončovací podmínka v bodě tmax do 
4> <— derivace 0 p o m o c í vztahu (3.3) tak, že k a ž d o u derivaci p r o m ě n n é 
n a h r a d í m e je j ím p ř e d p i s e m z fy; 
a <— v y h o d n o c e n í 0 v b o d ě ío; 
v <- (u(:),a); 

end 

C ( y ) -
end 

end 

Tento algoritmus nen í op t imá ln í , jel ikož mnoho v ý p o č t ů se p rovád í o p a k o v a n ě pro s t e jná 
čísla. V kapitole 6 se budeme t í m t o algoritmem blíže z a b ý v a t a navrhneme m o ž n á urychlen í . 
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Kapitola 6 

Optimalizace výpočtu koeficientů 

V t é t o kapitole budeme zkoumat s loži tost algori tmu 3 a navrhneme r ů z n é postupy jak tuto 
složitost sníži t . 

Je p a t r n é , že s loži tost v ý p o č t u bude velmi záviset na tvaru rovnice v m n o ž i n ě fy. P r o 
u s n a d n ě n í v ý p o č t ů a o d h a d ů s loži tost i budeme p ř e d p o k l á d a t , že fy obsahuje n rovnic, k t e ré 
maj í na p r a v é s t r a n ě polynomy s m součty, k a ž d ý s k r ůzných n á s o b k ů y i. P r o z a t í m budeme 
uvažova t pouze polynomy, ve k t e rých se vyskytu j í p r o m ě n n é s mocninou 1. Po lynomy s 
vyšš ími mocninami lze do tohoto tvaru převés t t r ans fo rmac í popsanou v kapitole 3. 

Analyzujme nyní poče t č lenů v p r o m ě n n é <fi. N a p o č á t k u zde bude m s ouč tů s k n á s o b k y 
a tedy m • k n u t n ý c h operac í pro v y h o d n o c e n í . Zderivujeme-li 0, dostaneme pro k a ž d ý 
n á s o b e k k s o u č t ů s k násobky . Celkově tedy d o s t á v á m e m • k2 p r o m ě n n ý c h . P o n a h r a z e n í 
der ivací p r o m ě n n ý c h dle p ř e d p i s u def inovaného soustavou diferenciálních rovnic dostaneme 
mís to každé de r ivované p r o m ě n n é m • k p r o m ě n n ý c h a celkově tedy po tomto kroku bude <p 
obsahovat m • k2 • m • k = m2 • k3 p r o m ě n n ý c h , z čehož je m2 • k s o u č t ů po k2 násobc ích . 

P r o v e d e n í m další derivace z í skáme m2 • /c 3 s o u č t ů o k2 násobc ích . P o dosazen í derivo­
vaných p r o m ě n n ý c h d o s t á v á m e m 3 • k4 s o u č t ů o A:3 násobc ích . T í m t o p o s t u p n ě dostaneme 

v—>i— 1 • 

pro i - tou derivaci m% • k2^^1 J s o u č t ů o kl násobc ích . 
Jako p ř ík l ad si m ů ž e m e uvés t soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

6.1 Souběžný výpočet všech Taylorových polynomů 

P ř i bl ižš ím pohledu na n á r ů s t j edno t l i vých sč í t anců a n á s o b k ů zj is t íme, že velký v l iv m á 
dosazování v ý r a z u za zderivovanou p r o m ě n n o u . V y h o d n o c e n í tohoto v ý r a z u v b o d ě to vede 
vždy ke s t e j n é m u výs ledku . Je tedy mnohem efektivnější si tyto mez ivýs ledky u k l á d a t do 
p a m ě t i a m í s t o dosazován í v ý r a z ů p o u ž í v a t j iž v y p o č t e n é hodnoty. T í m t o z p ů s o b e m nebude 
n a r ů s t a t velikost j edno t l i vých s č í t anců a tedy pro i - tou derivaci d o s t á v á m e m • k1-1 s ouč tů 

y'i = yi + 2/2 

P o s t u p n ý m de r ivován ím v ý r a z u (j)(yi,y2) d o s t á v á m e 

<\> = yíž/2 + yw'2 = y\y\ + y i ( y i +1/2) 

4>" = y'\y\ + 2 y i y 2 y 2 + y'iiví +1/2) + yi(y[ + y'2) = 
= y\y\ + 2 y i y 2 ( y i +1/2) +1/11/2(1/1 +1/2) +1/1(1/11/2 + 2/1 + i/2) 
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o k násobc ích . Je p a t r n é , že p o č e t s o u č t ů ve vě tš ině p ř í p a d ů m n o h o n á s o b n ě převyšu je p o č e t 
p r o m ě n n ý c h j edno t l i vých sč í t anců . P r o ú s p o r u p a m ě t i je tedy v h o d n é sč í t ance se s t e jnými 
p r o m ě n n ý m i sečíst . N e v ý h o d o u je, že př i k a ž d é m s lučování m u s í m e provés t př ib l ižně (m • 
k 1 - 1 ) 2 p o r o v n á n í . 

Budeme-l i opě t derivovat 4> t í m t o z p ů s o b e m d o s t á v á m e 

4>' = y'í = y'm + yiy2 

<P" = y"' = y"y2 + 2y[y'2 + yiy2 

f = y? = Ä + 3y>{y>2 + Hy'2 + yiy'2 

Algori tmus 4: O p t i m a l i z o v a n ý algoritmus v ý p o č t u koeficientů Taylorovy ř a d y pro 
zadanou p o č á t e č n í ú lohu 

Vstup: M n o ž i n a diferenciálních rovnic ty v p o l y n o m i á l n í m tvaru, funkce p mapuj íc í 
p r o m ě n n é na jejich p o č á t e č n í p o d m í n k y a dvojice to,tmax 

V ý s t u p : U s p o ř á d a n ý seznam v e k t o r ů C p ředs tavu j íc í koeficienty Taylorova 
polynomu pro k a ž d o u n e z n á m o u funkci 

begin 

c < - ( ) ; 
foreach ,,y' = tp " G ty do 

a <— v y h o d n o c e n í tp v b o d ě ío; 

C ( y ) < - ( p ( y ) , a ) ; 
D(y) i- V ; 

end 
while Není splněna ukončovací podmínka v bodě tmax pro všechny funkce yi do 

foreach ,,y' = tp " G ty do 
D(y) <— derivace D(y) p o m o c í vztahu 3.3 a optimalizace v ý r a z u s loučením 
s te jných sč í t anců ; 
a <— v y h o d n o c e n í D(y) v b o d ě ío s v y u ž i t í m hodnot C(y)\ 
C(y)^(C(y)(:),a); 

end 
end 

end 

6.2 Pascalovy t rojúhelníky 

P o s t u p n é z ískávání j edno t l i vých der ivací z derivace p ředchoz í je jak časově, tak paměťově 
n á r o č n ý proces. Využi jeme-l i sku tečnos t i , že vs tupem jsou pouze polynomy, kde se vysky tu j í 
pouze operace násoben í , dělení , sč í tán í a odeč í t án í , tak m ů ž e m e j edno t l ivé derivace z ískávat 
p ř í m o z p ů v o d n í h o polynomu. V í m e , že derivace s o u č t u / r o z d í l u je s o u č e t / r o z d í l der ivací a 
t u d í ž 

(yi + y 2 ) ( í ) =y? + yf (6.3) 
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Máme- l i vý raz y = y\y2 pak jeho p o s t u p n é derivace budou 

y' = y'iV2 + yiy2 

y" = y"y2 + 2y' i y 2 + yiy2 

y"' = y'{'y2 + SyW2 + ^ + yiy^ 

Je p a t r n é , že se tento vý raz chová p o d o b n ě jako (A + B)n a tedy lze využ í t rozvoje p o m o c í 
Pascalova t r o j ú h e l n í k u . O b e c n ě pro n-tou derivaci y m ů ž e m e p s á t vztah: 

„(») _ V " f n V , ( f c ) „ ( « - f c ) 

fc=0 

6.3 Mult idimenzionální Pascalovy t rojúhelníky 

Máme- l i obecný výraz y = y\y2- • -ym, budou se j edno t l ivé derivace rozvíjet podle pa­
r a m e t r ů m - d i m e n z i o n á l n í h o Pascalova t r o j ú h e l n í k u . P r o vizual izaci l ibovolného mul t id i -
menz ioná ln ího Pascalova t r o j ú h e l n í k u jsem vy tvoř i l skript, k t e r ý je u m í s t ě n na s t r á n k á c h 
h t t p : / / t a y l o r . m r v v . i n f o / d e r i v a t i o n . M u l t i d i m e n z i o n á l n í P a s c a l ů v t r o júhe ln ík by l po­
p s á n v [2]. Tento č lánek uvád í vzorec 

{ M+...+V M T. ± ( £ . . . { E (;) (*;) • • • (:::;>rs?- • • • 
«1=0 \Í2=0 \ i m _ i = 0 

(6.5) 
Převedeme- l i tento vzorec pro účely v ý p o č t u der ivací , d o s t á v á m e : 

n f i\ / ! m - 2 

y 
»1=0 \Í2=0 \im-i=0 

= £ ( £ • " ( E (,")(y • • • (:::>!-"!/?-«• • • 11 <«.•> 
Vyjádř íme- l i si n á s o b e k b inominá ln í ch členů, d o s t á v á m e : 

n \ í h \ (im-2\ n\ l\\ Ím-2]-
h)\Í2/ \im-ij {n - {h - i2)\i2\ (im-2 - Ím-l)Hm-i\ 

(n - h)\(ii - i2)\• ••im-\\ 
Fak to r i á ly ve jmenovateli výs l edného z lomku jsou s h o d n é s ř á d y der ivací j edno t l i vých pro­
m ě n n ý c h . Provedeme-li souče t t ě c h t o ř á d ů , d o s t á v á m e : 

(n - i i ) + (Ži - i2) H h {im-2 - im-l) + « m - l = " (6.7) 

P ro všechna i j zá roveň p la t í , že 

k > Í2 > • • • > im-i (6.8) 

V š e c h n a ij nabýva j í hodnoty od 0 do n. Vzh ledem k nerovnostem mezi koeficienty i všechny 
jejich rozdí ly (ij-i — ij) nabýva j í hodnot od 0 do n. 

Vzhledem k t ě m t o s k u t e č n o s t e m m ů ž e m e vzorec 6.6 p ř e p s a t do tvaru: 

y(n)= E R

N ' i., II yfo) • k d e V f c i • • • • • k ™ e N + : E % = N (6-9) 
fei,-,femGN+ [ÍJ=1 r j=l j=l 

O z n a č m e k = (&!,••• ,km). Vektor k lze generovat p o m o c í funkce getStartVector a 
getNextVector (viz n íže) . 

35 

http://taylor.mrvv.info/derivation
file:///im-ij


Funkce getStartVector v rac í p r v n í vektor k 

Vstup: P o č e t č lenů m a ř á d derivace n 
V ý s t u p : Vektor k 
begin 

k <— zeros(l,m); 
k ( l ) < - n ; 

end 

Funkce getNextVector (k, m, n) vrac í následuj íc í vektor k 

Vstup: P o č e t č lenů m, ř á d derivace n a předchoz í vektor k 
V ý s t u p : A k t u a l i z o v a n ý vektor k a logická hodnota true/false, pokud další vektor 

existuje (true), nebo se již proš ly všechny hodnoty (false) 
begin 

if k(m) = n then 
return false; 

end 
pozLast <— pozici pos lední nenulové hodnoty ve vektoru k; 
if pozLast != m then 

k(pozLast) <— k(pozLast) - 1; 
k(pozLast + 1) <— k(pozLast + 1) + 1; 

else 
pozNext <— pozice p ředpos l edn í nenulové hodnoty ve vektoru k; 
if pozNext + 1 = pozLast then 

k(pozNext) <— k(pozNext) - 1; 
k(pozLast) <— k(pozLast) + 1; 

else 
k(pozNext + 1) <— k(pozLast) + 1; 
k(pozNext) <— k(pozNext) - 1; 
k(pozLast) <— 0 ; 

end 
end 
return true; 

end 

6.4 Algoritmus využívající mult idimenzionální Pascalovy troj­
úhelníky 

Algor i tmus 4 m ů ž e bý t upraven tak, aby pro získávání hodnot vyšších der ivací použ íva l 
mu l t i d imenz ioná ln í Pascalovy t ro júhe ln íky , p o p s a n é v předeš lé kapitole. Tento algoritmus 
zde u v á d í m e jako Algor i tmus 8. Tento algoritmus využ ívá funkci evalDerivation, k t e r á je 
p o p s á n a níže. 

P o č e t r ů z n ý c h v e k t o r ů k pro m n á s o b k ů a z-tou derivaci, k t e r é splňují p o d m í n k u 

m 

je 
'i + m — 1 

, (6.10) 
m — 1 
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Funkce evalDerivat ion (0 , n , C, ÍQ) v y p o č í t á hodnotu derivace <p v to 
Vstup: N á s o b e k (p ve tvaru y\ • • • ym, ř á d derivace n, hodnoty všech der ivací 

ž/i >""" ) Vm n ižš ího ř á d u než n ve vektoru C a bod to 
V ý s t u p : Hodnota s p ředs tavu j íc í n- tou derivaci <p v b o d ě to 
begin 

cont <— true; 
k <— getStartVector(); 
s « - 0; 
while cont do 

v <— n!; 

foreach ki £ k do 

end 

s <— s + v; 
cont <— getNextVector(k, m, n); 

end 
end 

Algori tmus 8: Algor i tmus v ý p o č t u koeficientů Taylorovy ř a d y pro zadanou p o č á t e č n í 
ú lohu s v y u ž i t í m mul t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových t r o j ú h e l n í k ů 

Vstup: M n o ž i n a diferenciálních rovnic Vř v p o l y n o m i á l n í m tvaru, funkce p mapuj íc í 
p r o m ě n n é na jejich p o č á t e č n í p o d m í n k y a dvojice to,tmax 

V ý s t u p : U s p o ř á d a n ý seznam v e k t o r ů C p ředs tavu j íc í koeficienty Taylorova 
polynomu pro k a ž d o u n e z n á m o u funkci 

begin 

C < - ( ) ; 
foreach ,,y' = tp " G fy do 

a <— v y h o d n o c e n í tp v b o d ě to; 

C ( y ) < - ( p ( y ) , a ) ; 
end 
n « - 2; 
while ATem splněna ukoněovací podmínka v bodě tmax pro všechny funkce yi do 

foreach ,,y' = ip " G fy do 
a <— v y h o d n o c e n í n - t é derivace ^ v b o d ě to s v y u ž i t í m hodnot C(y) a 
funkce evalDerivat ion pro získání hodnot der ivací n á s o b k ů ; 

C ( y ) < - ( C ( y ) ( : ) , a ) ; 
end 
n <— n + 1; 

end 
end 
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V ý p o č e t koeficientů Taylorova polynomu p o m o c í A l g o r i t m u 8 tedy provede 

n • 
i=l m — 1 

souč tů , kde n je p o č e t rovnic v fy, o je nejnižší ř á d polynomu, k t e r ý j iž splňuje ukončovací 
p o d m í n k u , m je p o č e t n á s o b k ů v k a ž d é m sč í tanci a 

z + m — 1 
m • n 

=i 

je p o č e t násoben í . 

6.5 Derivace mocnin 

Jelikož v s t u p n í diferenciální rovnice jsou v p o l y n o m i á l n í m tvaru, j edno t l ivé sč í t ance nejsou 
pouze ve tvaru y\y2 • • • ym, ale j edno t l ivé p r o m ě n n é mohou bý t u m o c n ě n y celočíse lným 
koeficientem. Je tedy t ř e b a vy tvo ř i t algoritmus v ý p o č t u n - t é derivace v ý r a z u y1, kde i G Z . 

Z a m ě ř m e se nejprve na výraz x = y%, kde i G N . Tento vý raz lze p ř e p s a t do tvaru 
yy•• - y a použ í t algoritmus odvozený v kapitole 6.4. Je ale p a t r n é , že tento algoritmus 
by zcela zby tečně opakovaně p o č í t a l příliš mnoho s h o d n ý c h členů. P ro l ibovolný vektor k 
definovaný v kapitole 6.3 p la t í , že 

n l T T „ . ( k O ' ) ) _ n ! T T X k ) ( i ) ) 

kde p(k) je l ibovolná permutace vektoru k. Rovn ic i (6.9) m ů ž e m e upravit do tvaru 

^ n ; = 1 k o - ) ! n 

kde V ( i , n ) je m n o ž i n a všech v e k t o r ů z prostoru N + l , t akových , že V k G V ( i , n ) p la t í , 
že Yľj=i ^ ( i ) = n a P r o l ibovolné dva vektory k, k ' G V ( i , n ) neexistuje permutace p 
t aková , aby plat i lo k = p(k ' ) . c : V ( i , n ) —> N je funkce, k t e r á k a ž d é m u vektoru k G 
V (i, n) p ř i ř azu je p o č e t opakován í , k t e r é by nastalo podle rovnice (6.9), ale k t e r é se př i 
tomto z p ů s o b u v ý p o č t u nep rovád í . c(k) mus í tedy zahrnovat poče t opakován í j edno t l i vých 
číselných kombinac í , ale nesmí zahrnovat opakován í , k t e r á j iž jsou v y j á d ř e n a koeficientem 
v p ů v o d n í rovnici . Toho d o s á h n e m e p o u ž i t í m následuj íc ích v z t a h ů . 

Pro účely vy jádřen í funkce c je v h o d n é zavést dalš í funkci s : V ( i , n) —> N + , k t e r á vrac í 
poče t nenu lových složek vektoru k. Funkce s m ů ž e bý t zavedena takto: 

s(k) = £ ( 1 - Skfl) (6.15) 
fcek 

kde 6 je Kroneckerova funkce def inovaná p ř e d p i s e m 

(6.16) 
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Funkci c nyn í m ů ž e m e definovat vztahem: 

c(k) = ^ (6.17) 

( , - , ( k ) ) ! n r = T ( k ) ( E v f c e k ^ ) ' 

Rovnic i (6.9) tedy m ů ž e m e zapsat ve tvaru 

s(k) 

k e v ^ , „ ) ( ť - * ( k ) ) ! n ^ ( k ) ( E v f e e k ^ ) ' n - L k í k ( i ) ! 

Nyn í zbývá vyše t ř i t p ř í p a d x = y~l, kde i G N . Vyjádř íme- l i si j edno t l ivé derivace, 
zj is t íme, že se oproti v z t a h ů m (6.18) liší pouze v p rvn í ch der ivacích y. O s t a t n í derivace 
jsou již s te jné . V l i v p rvn í ch der ivací v c(k) zachycuje vztah 

( i - a ( k ) ) ! 

Složitějším p ř í p a d e m je der ivování z á p o r n ý c h mocnin . Der ivac í z á p o r n ý c h mocnin zís­
k á v á m e vztah 

, n s ( k ) ( * + * ( k ) - l ) ! 

U p r a v e n í m vzorce (6.18) pro z á p o r n é mocniny d o s t á v á m e 

x(n) = V - / ^s(k) (i + g ( k ) - l ) ! n !

 y-(i+s(k)) T T (k(j)) 

k e ^ „ ) ( ^ - i ) ! n r = T ( k ) ( E v f e e k ^ ) ! n - L k í k ( i ) ! / i 

(6.19) 
Funkci evalDerivat ion je tedy t ř e b a upravit tak, aby m í s t o v ý p o č t u hodnoty derivace 

funkce y, v b o d ě to provedla v ý p o č e t derivace mocniny. V programu je tedy i m p l e m e n t o v á n a 
pouze tato u p r a v e n á funkce evalDerivation2. Tato funkce využ ívá funkce evalPowerDeri-
vat ion a getNextPowerVector. T y t o funkce jsou p o d r o b n ě rozepsány níže. 

Rozdí ly ve funkci A lgo r i tmu 4 a 8 demonstruje kapi tola 8. 
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Funkce evalDerivation2 (0, n, C, to) v y p o č í t á hodnotu derivace (f) v to 

Vstup: N á s o b e k cf> ve tvaru y^ 1 • • • y ^ , ř á d derivace n , hodnoty všech der ivací 
yi >""" ) i/m nižš ího ř á d u než n ve vektoru C a bod to 

V ý s t u p : Hodnota s p ředs tavu j íc í n- tou derivaci 4> v b o d ě to 
begin 

cont <— true; 
k <— getStartVector(); 
s « - 0; 
while cont do 

v <— n!; 
foreach fcj G fc do 

evalPowerDerivation(yj ,ij,kj ,C,ío) 

end 
s <— s + v; 
cont <— getNextVector(k, m, n); 

end 
end 

Funkce evalPowerDerivation(yj, i, n, C, to) v y p o č í t á hodnotu derivace y* v to 

Vstup: N á s o b e k y j , ř á d derivace n , hodnoty všech der ivací y j n ižš ího ř á d u než n ve 
vektoru C a bod to 

V ý s t u p : Hodnota s p ředs tavu j íc í n- tou derivaci y* v b o d ě to 
begin 

if i < 0 then 
return V y h o d n o c e n í rovnice (6.19) s v y u ž i t í m getNextPowerVector, 

else 
return V y h o d n o c e n í rovnice (6.18) s v y u ž i t í m getNextPower Vector, 

end 
end 
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F u n k c e g e t N e x t P o w e r V e c t o r (k, m, n ) vrac í následuj íc í vektor k pro v ý p o č e t der ivací 
mocnin  

V s t u p : P o č e t č lenů m, ř á d derivace n a předchoz í vektor k 
V ý s t u p : A k t u a l i z o v a n ý vektor k a logická hodnota true/false, pokud další vektor 

existuje (true), nebo se již proš ly všechny hodnoty (false) 
b e g i n 

i f k (m) + 0 t h e n 
r e t u r n false; 

e n d 
pozLast <— pozici pos lední nenulové hodnoty ve vektoru k; 
i f \i(pozLast) Ý 1 t h e n 

k(pozLast) <— k(pozLast ) - 1; 
k(pozLas t + 1) <— k(pozLas t + 1) + 1; 
r e t u r n true; 

e n d 
pozNext <— p r v n í pozice nalevo od pozLast , k t e r á se n e r o v n á 1; 
i f pozNext = 1 or \í(pozNext) = \a(l) t h e n 

p o č e t <— pozLast - pozNext; 
pozNext <— pozNext + 1; nastav všechny pozice od pozNext do pozLast v k 
na 0; 
w h i l e počet > 0 d o 

i f k(pozNext-l) < počet t h e n 
k(pozNext) <— k ( p o z N e x t - l ) ; 
poče t <— p o č e t - k (pozNext ) ; 

else 
k(pozNext) <— poče t ; p o č e t <— 0; 

e n d 
pozNext <— pozNext + 1; 

e n d 
else 

k(pozNext) <— k(pozNext) - 1; 
pozLast <— p r v n í pozice napravo od pozNext , k t e r á m á odl i šnou hodnotu od 
pozNext; 
k(pozLast) <— k(pozLast ) + 1; 

e n d 
r e t u r n true; 

e n d 
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Kapitola 7 

Implementace 

Program je rozdě len na dvě čás t i - m a t e m a t i c k é j á d r o a grafické r o z h r a n í . M a t e m a t i c k é 
j á d r o v ý p o č t u tvoř í z ák l ad t é t o p r á c e a je i m p l e m e n t o v á n o v jazyce C + + . Podporuje pouze 
komunikace p o m o c í p a r a m e t r ů p ř e d á v a n ý c h v p ř íkazovém ř á d k u . Grafické r o z h r a n í je im­
p l e m e n t o v á n o v jazyce Java. V y u ž í v á knihovnu Swing a umožňu je jednoduchou p rác i s 
m a t e m a t i c k ý m j á d r e m . 

7.1 Matemat ické j ád ro 

M a t e m a t i c k é j á d r o je u r č e n o pro: 1) n a č í t á n í p o č á t e č n í ú lohy ve formě soustav diferenci­
álních rovnic p r v n í h o ř á d u s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i , 2) pro transformaci diferenciálních 
rovnic do p o l y n o m i á l n í h o tvaru p o p s a n é v kapitole 3 a 3) pro v ý p o č e t koeficientů Tay-
lorovy ř a d y p o p s a n ý v kapitole 6. M a t e m a t i c k é j á d r o podporuje oba algori tmy v ý p o č t u 
koeficientů Taylorovy řady, jak Algor i tmus 4, k t e r ý p o s t u p n ě získává j edno t l ivé derivace a 
ty pak vyhodnocuje, tak Algor i tmus 8, k t e r ý p o č í t á hodnoty j edno t l i vých der ivací p o m o c í 
mu l t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových t r o j ú h e l n í k ů . V ý s t u p p o ž a d o v a n é h o v ý p o č t u vypisuje 
na s t a n d a r d n í v ý s t u p , nebo do z a d a n é h o souboru a to b u ď ve formě p r o s t é h o textu, nebo 
ve formě X M L . F o r m á t X M L je v h o d n ý pro n a č í t á n í v ý s t u p u j i nými programy, k t e r é s 
výs ledky dá le pracuj í . F o r m á t X M L je t a k é n a č í t á n graf ickým r o z h r a n í m Taylor.jar. 

V s t u p n í data mus í obsahovat rovnici ve tvaru 

prom' = expr & cond; 

kde prom označuje n á z e v de r ivované p r o m ě n n é ( p r o m ě n n é ma j í syntaxi stejnou jako pro­
gramovac í jazyk C + + ) , expr označuje vý raz s ložený z p r o m ě n n ý c h , číselných konstant, 
in te rn ích a def inovaných konstant a funkcí. V ý r a z m ů ž e obsahovat operace sč í tán í , odčí­
t án í , ná soben í , dělení a u m o c n ě n í s t í m , že mocniny mohou bý t pouze celočíselné. P o k u d 
je z a p o t ř e b í mocnin s d e s e t i n n ý m i koeficienty, je n u t n é použ í t op isný tvar 

ax = exln(a) 

M a t e m a t i c k é j á d r o podporuje dvě in te rn í konstanty E a P I a všechny funkce p o p s a n é v 
tabulce 4.1. cond m ů ž e bý t vý raz jako expr s t í m rozdí lem, že tento výraz mus í bý t vyhod­
no t i t e lný př i z a č á t k u v ý p o č t u . Nesmí tedy obsahovat ž á d n o u p r o m ě n n o u , jejíž hodnota se 
př i v ý p o č t u p o č í t á . M ů ž e obsahovat p r o m ě n n o u t k t e r á p ř i v y h o d n o c e n í n a b ý v á hodnoty 
ío a nebo už iva t e l em definovanou konstantu. 

Uživa te l dá le m ů ž e definovat konstanty ve tvaru 
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prom = expr; 

Konstanty mohou bý t p o u ž i t y jak pro definici v ý r a z u v der ivačn í rovnici , tak pro definici 
p o č á t e č n í p o d m í n k y (pak ale mus í bý t v y h o d n o t i t e l n é na p o č á t k u v ý p o č t u ) . Kons tan ty mo­
hou využ íva t i j i né konstanty. M a t e m a t i c k é j á d r o u m í detekovat cyklus v deklaraci konstant 
a už iva te le o t é t o sku t ečnos t i informovat. 

Mezery a symboly nového ř á d k u program př i n a č í t á n í dat p řeskakuje . Ukončen í definice 
derivace či konstanty se p rovád í znakem ; ( s t ř edn ík ) . 

N a l ibovolném ř á d k u v s t u p n í c h dat m ů ž e bý t definice sy s t émových p r o m ě n n ý c h . Tato 
definice zač íná k l íčovým slovem s y s t é m n á s l e d o v a n ý m s loženými závorkami . U v n i t ř závorek 
pak nás leduje definice sy s t émových p r o m ě n n ý c h , oddě lených s t ř e d n í k e m . P rogram podpo­
ruje tyto sys t émové p r o m ě n n é : tmin, tmax, order a eps. tmin nastavuje hodnotu ío, pro 
kterou jsou uvedeny p o č á t e č n í p o d m í n k y diferenciálních rovnic, eps nastavuje požadova­
nou m a x i m á l n í chybu v ý p o č t u , tmax nastavuje velikost intervalu ([to,tmax]), na k t e r é m 
p r o v á d í m e aproximaci polynomu s m a x i m á l n í chybou eps. order u d á v á ř á d generovaných 
p o l y n o m ů . P o k u d je tato hodnota z á p o r n á , ř á d se s t anov í dynamicky tak, aby bylo sp lněno 
k r i t é r i u m pro ukončovac í p o d m í n k y (definované v kapitole 5.7). Je-l i n ě k t e r á s y s t é m o v á 
p r o m ě n n á def inována v ícekrá t , použi je se pos ledn í p o u ž i t á definice. S t a n d a r d n ě n a s t a v e n é 
( implic i tní ) hodnoty t ěch to sy s t émových p r o m ě n n ý c h jsou uvedeny v tabulce 7.1. 

P r o m ě n n á Impl ic i tn í hodnota 
tmin 0 
tmax 1 

order -1 
eps 1 0 - i o 

Tabulka 7.1: Impl ic i tn í hodnoty sy s t émových p r o m ě n n ý c h 

P ř í k l a d y záp i su p o č á t e č n í c h ú loh pro program „ t a y l o r " a popis p a r a m e t r ů s p o u š t ě n í 
jsou uvedeny v Př í loze B . l . 

P rogram s t a n d a r d n ě použ ívá ar i tmet iku C + + (long, double), ale do budoucna umožňu je 
i její v ý m ě n u za ar i tmet iku s větš í p řesnos t í . Toho je dosaženo t í m , že čísla jsou reprezen­
t o v á n a a b s t r a k t n í t ř í d o u Number , se kterou program pracuje. D í k y t é t o vlastnosti m ů ž e 
zbytek v ý p o č t ů p o u ž í v a t obecný typ čísla a nemus í rozl išovat , jest l i se j e d n á o celé číslo, 
nebo číslo de se t i nné . To se určuje až př i p rováděn í operace. M a t e m a t i c k é operace nad in­
stancemi t ř í d y Number jsou k o n c e n t r o v á n y na jednom m í s t ě zdro jového kódu . P ř i v ý m ě n ě 
ar i tmet iky tedy s tač í p ř e p r a c o v a t pouze tuto malou čás t . Tato vlastnost t a k é umožňu je 
d y n a m i c k é p r e t y p o v a n í čísel ve chvíli, kdy program detekuje m o ž n é p ře t ečen í z p ů s o b e n é 
ari tmetickou operac í . 

P ro syntaktickou a n a l ý z u v s t u p n í c h rovnic využ ívá m a t e m a t i c k é j á d r o program Bison 
(verze 2.4) v kombinaci s programem flex (verze 2.5). Zdrojové k ó d y a zakompi lovaný 
program jsou př i loženy na C D ve složce taylor. Zakompi lovaný program je spus t i t e lný na 
školn ím serveru M e r l i n , n i c m é n ě samotnou kompilaci server M e r l i n neumožňu je . D ů v o d e m 
je to, že server použ ívá starou verzi programu Bison , ve k t e r é se vyskytuje n a h l á š e n á chyba, 
zabraňuj íc í p ř e k l a d u zdro jových kódů . P ř i ložený b i n á r n í soubor taylor je t a k é spus t i t e lný 
na vě t š ině L inuxových platforem. 
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7.2 Grafické rozhraní 

Grafické rozh ran í Taylor.jar bylo vyvinuto pro u s n a d n ě n í p r áce s m a t e m a t i c k ý m j á d r e m 
programu. P rogram je p s a n ý v jazyce Java a na p ř i loženém C D v adresá ř i G U I jsou jak 
zdrojové kódy, tak s p u s t i t e l n á verze ve f o r m á t u Java Archive . 

Program umožňu je v t e x t o v é m okně zapsat fo rmát v s t u p n í c h rovnic a všech p o t ř e b n ý c h 
konstant, k t e r ý lze u k l á d a t do t e x t o v é h o souboru. Dá le lze v menu „ E d i t / S e t t i n g s " zvolit 
u m í s t ě n í m a t e m a t i c k é h o j á d r a . Jsou p o d p o r o v á n y dva typy umís t ěn í . B u ď už iva te l program 
Taylor. jar spouš t í v L i n u x o v é m p ros t ř ed í a m á d o s t u p n ý b i n á r n í soubor m a t e m a t i c k é h o 
j á d r a . Pak m ů ž e využ í t v la s tn í v ý p o č e t n í výkon a nastavit m o ž n o s t „Use local filé". V 
tomto p ř í p a d ě se v ý p o č t y p rovád í s p o u š t ě n í m j á d r a na s t e j ném poč í t ač i . D ruhou m o ž n o s t í 
je využ i t í Remote P r o c e d u ř e C a l l p o m o c í f o r m á t u X M L , k t e r ý program t a k é podporuje. 
Tato volba je v h o d n á , pokud jsme v p ros t ř ed í Windows, nebo pokud n e m á m e k dispozici 
spustitelnou verzi m a t e m a t i c k é h o j á d r a . Všechny p o ž a d a v k y na v ý p o č e t se pak p o m o c í 
R P C posílaj í na server, kde je u m í s t ě n o m a t e m a t i c k é j á d r o a kde se t a k é provedou výpoč ty . 
V současné d o b ě je d o s t u p n ý pouze jeden server na adrese h t t p : / / t a y l o r . m r v v . i n f o /  
rpc. Tento server nen í příl iš v ý k o n n ý a pro složitější rovnice m ů ž e v ý p o č e t trvat značně 
dlouhou. Je tedy v h o d n é p o u ž í v a t ho pouze pro d e m o n s t r a č n í účely. P rogram Taylor.jar 
si automaticky u k l á d á na s t aven í u m í s t ě n í m a t e m a t i c k é h o j á d r a a t u d í ž není t ř e b a toto 
nas t aven í m ě n i t př i k a ž d é m spuš těn í . 

Hlavní funkce jsou d o s t u p n é přes menu „ A c t i o n " . Vo lba „ T r a n s f o r m " p řevede v s t u p n í 
rovnice do p o l y n o m i á l n í h o tvaru p o p s a n é m v kapitole 3 a zobraz í je v t ex tové p o d o b ě . 
Vo lba „Show relation graph" zobraz í re lační graf závislost í der ivací na h o d n o t á c h nezná­
m ý c h p r o m ě n n ý c h . Re lačn í graf u m o ž ň u j e p řemisťován í uz lů pro zp řeh ledněn í závislost í a 
grafické zobrazen í t r a n z i t i v n í h o uzávě ru pro zvolený uzel. Jako p ř ík l ad je uvedena soustava 
diferenciálních rovnic 

y'\=y\-yi y i ( ío ) = o (7.1) 

2/2 = 2/1+2/3 2/ 2(ío) = 0 (7.2) 

2/3 = 2/3 2/3 (*o) = O (7.3) 

jejíž výs ledný re lační graf zobrazen na o b r á z k u 7.1. Z grafu je v idě t , že pro v ý p o č e t der ivací 
i/2 p o t ř e b u j e m e z n á t hodnoty der ivací y\ a 2/3, z a t í m c o pro v ý p o č e t j/3 n e p o t ř e b u j e m e z n á t 
hodnoty ž á d n é j iné p r o m ě n n é . Re lačn í graf slouží pro ana lýzu velkých soustav diferenciál­
ních rovnic a rozvržen í m o ž n é paralelizace. Chceme-l i řeši t velké soustavy diferenciálních 
rovnic na více procesorech s oddě l enými o p e r a č n í m i p a m ě ť m i , je v h o d n é sd ružova t silně 
souvislé komponenty re lačn ího grafu na jeden procesor, č ímž se minimalizuje meziproceso-
rová komunikace. Tvoří- l i graf jednu silně souvislou komponentu, pak je t ř e b a hledat řez 
re lačn ího grafu tak, aby p ř e t í n a l ne jmenš í p o č e t hran. K a ž d á hrana p ř e d s t a v u j e nutnost 
sdílení mez ivýs ledků . 

Vo lba „Show derivations" zobraz í tvary vyšš ích der ivací j edno t l i vých p r o m ě n n ý c h . R á d 
nejvyšší derivace se v tomto p ř í p a d ě nastavuje p o m o c í sys t émové p r o m ě n n é order. Vo lba 
„Show polynoms" vygeneruje Taylorovy polynomy pro z a d a n é soustavy diferenciálních rov­
nic a tyto polynomy t ex tově vypíše . P r o v ý p o č e t p o l y n o m ů se i n t e rně použ ívá mul t idimen-
zionálních Pasca lových t ro júhe ln íků . 

Volby „ P l o t results" a „ P l o t results using derivations" vygeneruj í Taylorovy polynomy 
pro z a d a n é diferenciální rovnice a zobraz í grafické r o z h r a n í pro vykres lování t ě c h t o poly­
n o m ů . P r o v ý p o č e t p o l y n o m ů se použ ívá Algor i tmus 8 respektive Algor i tmus 4. P r o vy­
kres lování výs ledných grafů použ ívá program Taylor.jar knihovnu J M a t h P l o t [7]. 
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0 

0y2' = y l + y3 & O 

O b r á z e k 7.1: Re lačn í graf pro soustavu rovnic (7.1) - (7.3). 
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Kapitola 8 

Výsledky 

V t é t o kapitole se budeme z a b ý v a t výs ledky gene rovanými v y t v o ř e n ý m programem a je­
j i ch s r o v n á n í m s výs ledky z í skanými a n a l y t i c k ý m řešen ím. Budeme t a k é s rovnáva t řešení 
z í skaná algorimem využ íva j íc ím p o s u p n é z ískávání j edno t l i vých der ivací a algori tmem vyu­
žívající mu l t i d imenz ioná ln í ch Pacsa lových t r o j ú h l e n í k u . Vlas tnos t i a odl i šnos t i A lgo r i tmu 4 
a A l g o r i t m u 8 budeme demonstrovat na zvolených mode lových rovnicích. Budeme s rovnáva t 
dé lku p o l y n o m ů , p o t ř e b n o u pro dosažení p o ž a d o v a n é p řesnos t i , paměťovou a časovou ná­
ročnos t v ý p o č t ů vz tahuj íc ích se k j e d n o t l i v ý m funkcím, a na závěr z h o d n o t í m e numerickou 
nestabil i tu z p ů s o b e n o u ve lkým n á r ů s t e m velikosti koeficientů Taylorovy řady. 

8.1 Polynomiální transformace 

V t é t o čás t i si p o p í š e m e pr incip po lynomiá ln í transformace na složitější p o č á t e č n í úloze a 
s r o v n á m e j í s d o s a ž e n ý m výs l edkem v y t v o ř e n é h o programu. 

Mě jme p o č á t e č n í ú l o h u ve tvaru 

y[ = yn + yi2 
y'l = 2/21 + i/22 

kde y u až y 22 je rovno 

1 
i/11 = 

(8.6) 

Zavedeme-li si nové p r o m ě n n é 

i/111 = y\ + 1 

i/112 = \fyřň-

m ů ž e m e výraz (8.3) p ř e p s a t do tvaru 

i/11 = i/112 
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Ste jným z p ů s o b e m m ů ž e m e zavést nové v ý r a z y 

y 2 2 i = sin(yi) (8.10) 

a v ý r a z y (8.5) a (8.6) upravit do tvaru 

i/2i = e ť (8.11) 

2/22 = e~y221 (8.12) 

P r o nově zavedené v ý r a z y v y t v o ř í m e diferenciální rovnice t í m t o z p ů s o b e m 

i / i n = ^vlvi = 4 y ? ( y i i + * 4) y n i f o ) = y i (*o) 4 + 1 = 1 (8.13) 

1/112 = ^ y i n ^ y i i i y í i i = 

4 2/1112/1122/? (2/11 + í 4 ) 2/112 = v W ( * o ) = 1 (8.14) 
3 

-4 
ž/íi — 2/1122/112 

3 2/iii2/n22/i(3/n + * ) yii(*o) = 2/112 = 1 (8-15) 

ž/221 = cos (y i )y i = 2/222(2/11 + 2/12) 2/221 (ío) = 0 (8.16) 

2/222 = - sin(2/i)2/i = 2/221(2/11 + 2/12) 2/222(ío) = 1 (8.17) 

2/ 2 i = e ť = 2/2i 2/2i(ío) = e ť o (8.18) 

2/22 = - 2 / 2 2 i e _ ? / 2 2 1 = 2/222/222(2/11 + 2/12) 2/ 2 2 ( ío) = 1 (8.19) 

Rovnice (8.1) a (8.2) spo lečně s nově zavedenými rovnicemi (8.13) - (8.19) tvoř í počá ­
tečn í ú lohu v p o l y n o m i á l n í m tvaru, k t e r á vede ke s t e j n é m u výs ledku jako p o č á t e č n í ú l o h a 
p ů v o d n í . P rogram taylor provede transformaci p o d o b n ý m z p ů s o b e m a získá rovnice 

y_l'= v l + t~4&0; 
y_2 '= v2 + v5&0; 
_ _ v l ' = - l . 3 3 3 3 3 * y_ l~3 _ _ v l ~ 2 _ _ v 7 ~ - l - 1 . 33333 * t~4 y _ l ~ 3 _ _ v l _ _ v 7 ~ - l & l ; 
__v2 '= __v2&l; 
__v3 '= v l v4 + t~4 v4&0; 

v 4 ' = - l * _ _ v l v3 -1 * t~4 v 3 & l ; 
v 5 ' = - l * v l v4 v5 -1 * t~4 v4 v 5 & l ; 

__v7 '= y_ l~4 +1&1; 

8.2 Dynamická volba řádu polynomu 

V t é t o čás t i se budeme z a b ý v a t v l ivem dé lky intervalu (volba tmax) a p o ž a d o v a n é m a x i m á l n í 
chyby (volba eps)na ř á d polynomu. Č a s ío je v k a ž d é m experimentu zvolen jako ío = 0. 

Jako mode lové funkce pro t e s tován í jsme zvol i l i : funkci s in ( í ) , k t e r á vede na p o č á t e č n í ú lohu 
ve tvaru 

2/' = cos(t) y(to) = 0 (8.20) 

funkci e*, k t e r á vede na p o č á t e č n í ú lohu ve tvaru 

y' = y y(to) = 1 (8.21) 
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funkci t g ( í ) , k t e r á vede na p o č á t e č n í ú lohu ve tvaru 

y' = y2 + 1 y(to) = 0 (8.22) 

a funkci s in( í ) • cos ( í ) , k t e r á vede na p o č á t e č n í ú lohu ve tvaru 

y ' = c o s 2 ( í ) - s i n 2 ( í ) y( ío) = 0 (8.23) 

V tabulce 8 .1a 8.2 jsou u v e d e n é zj iš těné hodnoty pro funkce s in( í ) a e ť . J e d n á se o jedny 
z ne j j ednodušš ích funkcí pro aproximaci Tay lo rovým polynomem, jelikož koeficienty t ě c h t o 
p o l y n o m ů nabýva j í pouze hodnoty 1 v p ř í p a d ě funkce e ť a hodnoty -1 , 0, 1 v p ř í p a d ě funkce 
s in ( í ) . N u m e r i c k á nestabil i ta se tedy př i v ý p o č t u t ě c h t o funkcí neprojevuje. N a o b r á z k u 8.1 
a 8.2 jsou graficky z n á z o r n ě n y n a m ě ř e n é hodnoty a trendy zvyšování ř á d u polynomu v 
závislost i na délce intervalu a zvolené m a x i m á l n í chybě . 

eps 
t max Í E - I 1E-5 1E-10 1E-20 

1 4 11 16 24 
5 16 23 31 43 
10 28 36 44 60 
20 56 64 72 91 
30 83 92 100 120 
50 136 144 > 150 > 150 

Tabulka 8.1: P o č e t ř á d ů polynomu, n u t n ý c h pro v ý p o č e t funkce s in( í ) se z a d a n ý m i para­
metry tmax a eps. 

eps 
t max Í E - I 1E-5 1E-10 1E-20 

1 6 11 16 24 
5 16 23 31 43 
10 29 37 46 60 
20 56 65 74 91 
30 83 92 102 120 
50 137 146 > 150 > 150 

Tabulka 8.2: P o č e t ř á d ů polynomu, n u t n ý c h pro v ý p o č e t funkce e ť se z a d a n ý m i parametry 
tmax a eps. 

V tabulce 8.3 jsou u v e d e n é zj iš těné ř á d y p o l y n o m ů pro funkci tg (ť ) . Tay lo rův polynom 
aproximuj íc í tuto funkci n a b ý v á tvaru 

16 272 7936 
tg(í) = t + -}ť + - ŕ + —ť + —-ť + (8.24) 

3! 5! 7! 9! 
Z grafického znázo rněn í n a m ě ř e n ý c h hodnot na o b r á z k u 8.3 je v idě t m í r n ý pokles trendu 
n á r ů s t u ř á d u př i zvětšuj íc ím se intervalu a zvyšující se p o ž a d o v a n é p řesnos t i . Toto je prav­
d ě p o d o b n ě z p ů s o b e n o numerickou nestabilitou, jelikož již 13. koeficient Taylorovy ř a d y je 
automaticky konve r tován v p r ů b ě h u v ý p o č t u na dese t i nné číslo, aby nedoš lo k p ře t ečen í a 
t u d í ž se začne projevovat chyba vznik lá př i p ř i č í t án í m a l ý c h hodnot. 

Tabulka 8.4 a ob rázek 8.4 zachycuje zj iš těné ř á d y p o l y n o m ů pro funkci s in( í ) • cos ( í ) . 
Jak bude r o z e b r á n o v kapitole věnované numer i cké nes tab i l i t ě , nestabil i ta v ý p o č t u se u t é t o 
funkce projevuje velmi rychle, a t ud íž nebylo m o ž n é ověřovat závislost na velkém intervalu. 
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O b r á z e k 8.1: V l i v dé lky p o ž a d o v a n é h o intervalu a p o ž a d o v a n é p řesnos t i v ý p o č t u na ř á d 
polynomu pro funkci s in ( í ) . 

t max Í E - I 1E-5 1E-10 
eps 

1E-20 1E-50 1E-100 
0,01 3 4 6 12 24 66 
0,05 3 6 8 16 34 72 
0,1 4 6 10 18 42 80 
0,2 4 8 14 24 54 100 
0,3 4 10 16 30 64 118 
0,5 4 12 22 40 86 148 
1,0 8 26 44 72 138 > 150 
1,5 30 58 86 120 > 150 > 150 

Tabulka 8.3: P o č e t ř á d ů polynomu, n u t n ý c h pro v ý p o č e t funkce t g ( í ) se z a d a n ý m i parame­
t ry tmax a eps. 

8.3 Časová a paměťová náročnost výpoč tů 

V t é t o čás t i se z a b ý v á m e časovou a paměťovou n á r o č n o s t í v ý p o č t ů koeficientů Taylorovy 
řady. P r o každou zvolenou p o č á t e č n í ú lohu testujeme tyto parametry na A lgo r i tmu 4, k t e r ý 
pro rozvoj polynomu nevyuž ívá Pascalovy t ro júh len íky , a o z n a č o v a n é m v grafech jako „Nor­
m á l " , a na A l g o r i t m u 8, k t e r ý Pascalovy t r o júh l en íky využ ívá a je v grafech je označen jako 
„Pasca l " . 

N a o b r á z k u 8.5 a 8.6 jsou zob razené závislost i p o t ř e b n é ope račn í p a m ě t i na ř á d u Taylo-
rova polynomu pro funkce s in( í ) a e ť , r e p r e z e n t o v a n ý m i p o č á t e č n í ú lohou (8.20), respektive 
(8.21). Je v idě t , že pro tento tvar rovnic je paměťová n á r o č n o s t obou a lg o r i tmů l ineární , a 
že se velikost ope račn í p a m ě t i , využ i t é o b ě m a algoritmy, příl iš neliší. To je z p ů s o b e n o t í m , 
že z ískávání vyšších der ivací je v tomto p ř í p a d ě v ý p o č e t n ě n e n á r o č n é . Doba t r v á n í v ý p o č t ů 
u obou p o č á t e č n í c h ú loh byla z a n e d b a t e l n á a proto j i zde n e u v á d í m e . 

N a o b r á z k u 8.8 a 8.7 je zachycena n a m ě ř e n á p a m ě ť o v á a časová n á r o č n o s t funkce 
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•c 100 
DĹ 

100 
80 
60 
40 
20 
0 

exp (t) 

10 20 30 

tmax 

40 50 60 

eps 

• 1E-1 

• 1E-5 

1E-10 

• 1E-20 

O b r á z e k 8.2: V l i v dé lky p o ž a d o v a n é h o intervalu a p o ž a d o v a n é p řesnos t i v ý p o č t u na ř á d 
polynomu pro funkci é. 

eps 
tmax 1E-5 1E-10 1E-20 1E-50 1E-100 

1 12 16 24 44 72 
2 12 20 28 52 84 
3 16 24 32 60 96 
4 20 28 40 64 104 

Tabulka 8.4: P o č e t ř á d ů polynomu, n u t n ý c h pro v ý p o č e t funkce s in( í ) • cos( í ) se z a d a n ý m i 
parametry tmax a eps. 

s i n (y ( í ) ) , r ep rezen tované p o č á t e č n í ú lohou ve tvaru 

y' = sin(y) y (to) = 0 (8.25) 

Tato p o č á t e č n í ú l o h a je z a j í m a v á t í m , že se od ú lohy (8.20) liší jen m i n i m á l n ě , ale její 
časová i p a m ě ť o v á složi tost je zcela j i ná . Z n a m ě ř e n ý c h závislost í je p a t r n é , že p a m ě ť o v á 
n á r o č n o s t pro v ý p o č e t koeficientů Taylorovy ř a d y p o m o c í mu l t i d imenz ioná ln í ch Pascalo­
vých t r o j ú h e l n í k ů roste mí rně , z a t í m c o bez jejich využ i t í roste exponenc iá lně . N a druhou 
stranu algoritmus využívaj íc í p r o s t ý v ý p o č e t m á velmi k r á t k o u dobu t r v á n í v ý p o č t u , za­
t í m c o algoritmus využívaj íc í Pascalovy t r o j ú h e l n í k y m á časovou s loži tost exponenc iá ln í . 
Máme- l i tedy d o s t a t e č n ě velkou ope račn í paměť , m ů ž e bý t výhodně j š í p o u ž í t s t a n d a r d n í 
postup pro v ý p o č e t vyšších der ivací . P o k u d ovšem v y č e r p á m e dostupnou p a m ě ť a ope­
rační s y s t é m je nucen využ íva t swap, pak se rychlost algori tmu v ý r a z n ě zpomal í , jel ikož 
algoritmus vždy využ ívá celou alokovanou paměť . 

N a o b r á z k u 8.9 a 8.10 je zobrazena časová a p a m ě ť o v á n á r o č n o s t funkce t g ( í ) , reprezen­
t o v a n é p o č á t e č n í ú lohou (8.22). Časová i paměťová n á r o č n o s t se s v ý m charakterem p o d o b a j í 
v ý s l e d k ů m z í skaným př i řešení p o č á t e č n í ú lohy (8.25) a t ud íž i zde p la t í s te jné závěry jako 
v p ř e d c h o z í m p ř í p a d ě . 

Totéž p l a t í pro o b r á z k y 8.11 a 8.12, k t e r é řeší funkci s in( í ) • cos ( í ) , reprezentovanou 
p o č á t e č n í ú lohou (8.23). 
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0,00 

tg (t) 

0,50 1,00 

tm a x 

1,50 2,00 

eps 

• 1E-1 

• 1E-5 
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• 1E-20 

• 1E-50 

1E-100 

O b r á z e k 8.3: V l i v dé lky p o ž a d o v a n é h o intervalu a p o ž a d o v a n é p řesnos t i v ý p o č t u na ř á d 
polynomu pro funkci t g ( í ) . 

N a o b r á z k u 8.13 a 8.14 je časová a p a m ě ť o v á složi tost p o č á t e č n í ú lohy ve tvaru 

y'i = V1V2V3 yi(*o) = 1 (8.26) 

i/2 = vm m(to) = i (8-27) 

Vs = 2/3 y 3 ( í o ) = i (8.28) 

Tato p o č á t e č n í ú l o h a je již složitější . P o č e t č lenů j edno t l i vých der ivací rychle n a r ů s t á a 
t í m se i Algor i tmus 4, využívaj íc í p o s t u p n é z ískávání j edno t l i vých der ivací , s t á v á zcela 
n e p o u ž i t e l n ý m . Z n a m ě ř e n ý c h výs ledků je v idě t , že jak časová, tak p a m ě ť o v á složi tost to­
hoto algori tmu roste exponenc iá lně , což n á m t a k é neumožn i lo změř i t výs ledky až do ř á d u 
400, jako u o s t a t n í c h p o č á t e č n í c h ú loh , ale by l i jsme nuceni ukonč i t měřen í př i ř á d u 100. 
Algor i tmus 8, využívaj íc í Pascalovy t ro júhe ln íky , je v tomto p ř í p a d ě velmi efekt ivní . 

8.4 Numer ická nestabilita 

V t é t o čás t i se budeme věnova t numer ické nes t ab i l i t ě z p ů s o b e n é s č í t án ím dese t inných čísel 
s ř ádově o d l i š n ý m exponentem. P r o demonstraci korektnosti na lezeného řešení jsme vybra l i 
funkce s in( í ) • cos( í ) a l n ( í ) , r ep rezen tované p o č á t e č n í ú lohou (8.23), respektive 

y' = \ Vito) = 1 (8.29) 

Vzh ledem k tomu, že funkce ln ( í ) nen í def inována v b o d ě 0, je t ř e b a posunout p o č á t e č n í 
bod to do 1. P rogram Taylor.jar ovšem umožňu je změn i t mez v ý p o č t u hodnot Taylorova 
polynomu a tak m ů ž e m e z p ě t n ě d o p o č í t a t hodnoty pro interval (0; 1). 

N a o b r á z k u 8.15 je zobrazeno s rovnán í a p r o x i m o v a n é h o řešení p o č á t e č n í ú lohy (8.23) 
s j e j ím a n a l y t i c k ý m řešen ím. Je p a t r n é , že na intervalu vyšš ím než (0; 3, 5) je j iž aproxi­
m o v a n é řešení n e d o s t a t e č n é . To je z p ů s o b e n o velikostí koeficientů Taylorova polynomu a 
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O b r á z e k 8.4: V l i v dé lky p o ž a d o v a n é h o intervalu a p o ž a d o v a n é p řesnos t i v ý p o č t u na ř á d 
polynomu pro funkci s in( í ) • cos ( í ) . 

p o u ž i t o u ari tmetikou. Koeficienty Taylorova polynomu pro p o č á t e č n í ú lohu (8.23) n a r ů s t a j í 
pozvolna. V ř á d u 35 ovšem dojde k a u t o m a t i c k é konverzi na d e s e t i n n é číslo, aby se zab rán i lo 
p ře tečen í . P o k u d by koeficienty n a r ů s t a l y rychle, tak by chyba př i zaokrouh lován í nebyla 
vysoká a interval by mohl bý t větš í . Koeficienty pro tuto p o č á t e č n í ú lohu ovšem zůs táva j í 
dlouho okolo hodnoty, kdy docház í ke konverzi. J edno t l i vé sč í t ance př i v ý p o č t u mul t idimen-
zionálních Pasca lových t r o j ú h e l n í k ů jsou tedy m a l é a př i v ý p o č t u se čas to zaokrouhlu j í . To 
vede k p o m ě r n ě rych l ému n á r ů s t u nede t ekova t e lné chyby. 

N a o b r á z k u 8.16 je zobrazeno ana ly t i cké řešení p o č á t e č n í ú lohy (8.29) a její aproximace 
Tay lo rovým polynomem. Toto řešení m á o b d o b n ý p r o b l é m jako v p ř e d c h o z í m p ř í p a d ě a 
interval, na k t e r é m se aproximace shoduje s a n a l y t i c k ý m řešením, je p o m ě r n ě malý. 

8.5 Shrnut í výsledků 

V t é t o kapitole jsme demonstrovali rozdí lné výs ledky ap rox imac í různých p o č á t e č n í c h ú loh. 
O b e c n ě lze konstatovat, že algoritmus využívaj íc í p o s t u p n é z ískávání j edno t l i vých der ivací 
m ů ž e bý t na j e d n o d u š š í c h typech p o č á t e č n í c h ú loh rychlejší , ale vždy t a k é paměťově n á r o č ­
nější, než algoritmus z ískávání vyšších der ivací p o m o c í mu l t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových 
t r o j ú h e l n í k ů . U složitějších p o č á t e č n í c h ú loh je č a s to p r o s t ý v ý p o č e t t a k é n e ú n o s n ě časově 
náročný . Proto , pokud nejsme schopni odhadnout s loži tost p o č á t e č n í úlohy, je lepší stan­
d a r d n ě využ íva t algoritmus za ložený na mu l t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových t ro júhe ln íc ích , 
u k t e r é h o m á m e j is totu, že př i v ý p o č t u n e v y č e r p á m e celou o p e r a č n í p a m ě ť poč í t ače . 

J e d n í m z cílů t é t o d ip lomové p r á c e bylo prozkoumat vlastnosti Tay lorových p o l y n o m ů 
aproximuj íc ích d a n é funkce. Zj i s t i l i jsme, že tyto polynomy aproximuj í funkce na p o m ě r n ě 
velkém okolí p o č á t e č n í h o bodu, ale pokud je p o ž a d o v á n o okolí větš í než (to; č o + 4 ) , pak se již 
u mnoha funkcí p ro jev í numer i cká nestabilita. Tento p r o b l é m m ů ž e bý t o d s t r a n ě n p o u ž i t í m 
ar i tmet iky s vyšší p ře snos t í . O b e c n ě př i v ý p o č t u p o u ž í v á m e pouze rac ioná ln í čísla. Všechny 
v ý p o č t y jsou pouze dělení , ná soben í , sč í tán í a odeč í t án í , což vede opě t jen na rac ioná ln í 
čísla. P ro to lze t é t o vlastnosti využ í t a v šechna čísla v p a m ě t i u d r ž o v a t ve tvaru p o d í l u 
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sin(t) 
5600 

4400 1 ' 1 ' ' 1 ' 1 1 
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Rad polynomu 

O b r á z e k 8.5: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova po­
lynomu pro funkci s in ( í ) . 

dvou celých čísel d o s t a t e č n é velikosti . 
D r u h ý p r o b l é m je velmi rychlý n á r ů s t p o t ř e b n é h o ř á d u a p r o x i m o v a n é h o polynomu př i 

zvětšování intervalu [to;tmax]. Je v idě t , že u složitějších funkcí m ů ž e trvat v ý p o č e t 400 
členů Taylorova polynomu řádově des í tky sekund. Větš í interval by vedl na vyšší p o ž a d a ­
vek na p o č e t p o l y n o m ů , což by mělo za nás ledek n e ú n o s n ý n á r ů s t doby v ý p o č t u . Pro to je 
lepší použ í t krokovou metodu a p o č í t a t více p o l y n o m ů pro k ra t š í intervaly s t í m , že počá ­
tečn í p o d m í n k y v ý p o č t u dalš ích p o l y n o m ů se vypoč í t a j í jako okra jové hodnoty p o l y n o m ů 
předchozích . 
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O b r á z e k 8.6: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova po­
lynomu pro funkci e ť. 

, x 10 sin(y(t)) 

150 200 250 
Rad polynomu 

400 

O b r á z e k 8.7: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova po­
lynomu pro funkci sin(y). 

54 



sin(y(t)) 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.8: Závislost dé lky v ý p o č t u na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova polynomu pro funkci 
sin(y). 

x 1 0 4 tg(t) 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.9: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova po­
lynomu pro funkci t g ( í ) . 

55 



tg(t) 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.10: Závislost dé lky v ý p o č t u na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova polynomu pro funkci 

t g ( í ) . 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.11: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova 
polynomu pro funkci s in( í ) • cos ( í ) . 
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sin(t)*cos(t) 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.12: Závislost dé lky v ý p o č t u na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova polynomu pro funkci 
s in( í ) • cos ( í ) . 

x 10 5 

Rad polynomu 

O b r á z e k 8.13: Závislost velikosti využ i t é o p e r a č n í p a m ě t i na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova 
polynomu pro p o č á t e č n í ú lohu (8.26). 
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O b r á z e k 8.14: Závislost dé lky v ý p o č t u na p o č í t a n é m ř á d u Taylorova polynomu pro počá ­
tečn í ú lohu (8.26). 

sin(t)*cos(t) 
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O b r á z e k 8.15: S rovnán í aproximace funkce s in( í ) • cos( í ) s a n a l y t i c k ý m řešen ím. 
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Kapitola 9 

Závěr 

Tato p r á c e se z a b ý v á ř e šen ím diferenciálních rovnic p o m o c í Taylorovy ř a d y a t r ans fo rmac í 
m a t e m a t i c k ý c h funkcí na soustavy diferenciálních rovnic, což umožňu je n a h r a z e n í c h funkcí 
v diferenciálních rovnicích nově zavedenými p r o m ě n n ý m i a ná s l ednou opt imal izaci rovnic 
pro jejich v ý p o č e t . Je zde d o k á z á n o , že t r a n s f o r m o v a n é soustavy diferenciálních rovnic ma j í 
s te jné řešení , jako soustavy p ů v o d n í c h rovnic. 

P ro charakterist iku funkcí, k t e r é lze transformovat na soustavu diferenciálních rovnic 
p ráce nově zavád í pojem „der ivačn í uzávěr funkce" a ukazuje, že tento der ivační uzávěr 
mus í bý t k o n e č n ý aby funkce mohla bý t t r a n s f o r m o v á n a . Zároveň p r á c e matematicky do­
kazuje, že všechny m a t e m a t i c k é funkce b ě ž n ě využ ívané pro popis t echn ických s y s t é m ů lze 
transformovat na soustavu diferenciálních rovnic a uvád í t r a n s f o r m a č n í rovnice pro tyto 
funkce. 

Dá le p r á c e popisuje s imulačn í jazyk T K S L využ ívaný programem T K S L / 3 8 6 , k t e r ý řeší 
p o č á t e č n í ú lohu p o m o c í Taylorovy ř a d y a ukazuje, jak se da j í t r a n s f o r m o v a n é soustavy 
diferenciálních rovnic převés t na speciá ln í s y s t é m numer i ckých i n t e g r á t o r ů . 

P r á c e se t a k é zabývá ap rox imac í funkcí p o m o c í Taylorových polynomu a jejich apl ikací 
pro řešení p o č á t e č n í c h ú loh . P r o účely efekt ivních v ý p o č t ů koeficientů Taylorových ř a d 
p ř e d k l á d á m e u p r a v e n é vztahy a algoritmy pro m u l t i d i m e n z i o n á l n í Pascalovy t r o júhe ln íky 
a jejich efekt ivní v ý p o č e t . 

Součás t í p r á c e je implementace všech nav ržených a lg o r i tmů v jednom m a t e m a t i c k é m 
j á d ř e a implementace grafického rozh ran í pro u s n a d n ě n í p r á c e s m a t e m a t i c k ý m j á d r e m . 

Ze zj iš těných výs ledků vyp lývá , že se zvětšuj íc ím se intervalem, na k t e r é m h l e d á m e 
řešení , rychle n a r ů s t á ř á d polynomu, což vede ke zvýšené v ý p o č e t n í n á r o č n o s t i . N a zák ladě 
t ěch to p o z n a t k ů jsme dospěl i k závěru , že je lepší pro velký interval p o č í t a t více Taylorových 
p o l y n o m ů , k t e r é budou p o k r ý v a t v ž d y jen čás t intervalu. Tento z p ů s o b t a k é sníží náchy lnos t 
k numer i cké nes tab i l i t ě . 

Za j ímavou t é m a t i k o u na dalš í směřován í v t é t o problematice je konvergence Taylorových 
ř a d a jejich shod s a p r o x i m o v a n ý m i funkcemi, pokud se omez íme pouze na funkce, k t e r é ma j í 
konečný der ivačn í uzávěr a pro k t e r é p la t í , že všechny funkce z jejich de r ivačn ího uzávě ru 
jsou v b o d ě to omezené . Veškeré poznatky n á s z a t í m vedou k d o m n ě n c e , že v tomto p ř í p a d ě 
nekonečná Taylorova ř a d a v ž d y konverguje k a p r o x i m o v a n é funkci na n e j m e n š í m intervalu 
spojitosti funkcí z de r ivačn ího uzávěru , k t e r ý obsahuje bod to- Tato problematika je úzce 
spojena s ukončovací p o d m í n k o u pro v ý p o č e t koeficientů Taylorových ř ad , kterou jsme 
p r o z a t í m ověřili pouze empiricky. 
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Dodatek A 

Obsah C D 

V kořenovém adresá ř i p ř i loženého C D je u ložena P D F verze t é t o p r áce . D á l e je zde ad re sá ř 
thesis, k t e r ý obsahuje zdro jové kódy k pře ložení p r á c e z f o r m á t u La tex a všechny p o t ř e b n á 
o b r á z k y a citace. 

V ad resá ř i taylor se nacház í zdrojové k ó d y k m a t e m a t i c k é m u j á d r u programu společně 
s b i n á r n í m z a k o m p i l o v a n ý m souborem, k t e r ý je spus t i t e lný na vě tš ině L inuxových platfor­
m á c h (vče tně serveru Mer l in ) . 

V ad resá ř i G U I je u m í s t ě n spus t i t e lný Java Ar ich ive soubor s programem Taylor. jar a 
zd ro jovými soubory tohoto programu. 
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Dodatek B 

Manuál programu taylor 

Program taylor se spouš t í p ř í k a z e m 

. / t a y l o r [ o p t i o n s ] i n p u t F i l e [ o u t p u t F i l e ] 

Pokud nen í z a d á n outputFi le , vypíše se výs ledek na s t a n d a r d n í v ý s t u p . P rogram taylor 
podporuje tyto volby: 

• h - Vyp í še n á p o v ě d u 

• t - Provede transformaci v s t u p n í c h rovnic do p o l y n o m i á l n í h o tvaru a výs ledek vypíše 

• x - Vyp í še výs ledné polynomy ve f o r m á t u X M L . 

• s - Testuje funkci softwaru. P o k u d vše funguje, vypíše „Tes t O K . " (využívá se pro 
ověření spo jen í v Taylor.jar) 

• d - Vyp í še derivace v s t u p n í c h rovnic až do ř á d u z a d a n é m p o m o c í o rde r . P o k u d ř á d 
nebyl z a d á n , tak vypíše 5 der ivací . 

• p - Vygeneruje Taylorovy polynomy p o m o c í metody p o s t u p n é derivace. 

• a - Vygeneruje Taylorovy polynomy p o m o c í u p r a v e n ý c h mu l t i d imenz ioná ln í ch Pasca­
lových t ro júhe ln íků . 

P ř í v ý p o č t u koeficientů Taylorovy ř a d y se b u ď p o č í t á tolik koeficientů, kolik je z a d á n o 
p o m o c í sys témové p r o m ě n n é o rde r , nebo se ř á d urču je dynamicky podle zvolené m a x i m á l n í 
chyby a intervalu. M a x i m á l n í ř á d d y n a m i c k é h o u rčen í je 150. 

B . l Př ík lad zápisu vs tupních rovnic 

P o č á t e č n í ú lohu (8.1) by jsme zapsaly takto: 

s y s t é m { 
tmax = 10; 
eps = l e - 2 0 ; 

} 

y _ ľ = y _ l l + y_12 & 0; 
y _ 2 ' = y_21 + y_22 & 0; 
y _ l l = e x p ( - l / 3 * l n ( y _ l ~ 4 + 1 ) ) ; 
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y_12 = t"4; 
y_21 = exp(t); 
y_22 = exp( - l*s in(y_ l ) ) ; 

P o č á t e č n í ú l o h u (8.29) m ů ž e m e zapsat takto: 

s y s t é m { 
tmin = 1; 
order = 20; 

} 

y' = t ~ - l & 0; 

G4 


