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Abstrakt

Tato prace se zabyva zkoumanim vlastnosti limity realné funkce jedné readlné proménné.
Vlastnosti jsou zpracovany do vét a nasledné dokazany. Vyznam téchto vét je ukazan na
konkrétnich prikladech limit. Dukladné rozebrani vlastnosti limit ndm pomiize pochopit,
jak se limity chovaji a jak je mizeme Tesit.

Summary

This thesis analyzes properties of limit of real function of a single real variable. The pro-
perties are formulated into theorems and these theorems are then proved. Their meaning
is shown by examples of limit. Analyzing the properties of limit will help us to understand
how limits behave and how we can deal with them.
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1 Uvod

Cilem této préce je popsat vlastnosti limity redlné funkce jedné realné proménné. Limita
je jednim ze zakladnich pojmt matematické analyzy. Zabyvat se jejimi vlastnostmi dava
smysl zejména proto, ze samotna definice limity nedava prilis efektivni navod k jejimu
reseni. Proto se k vypoctu velice ¢asto vyuziva jejich vlastnosti.

Préce je rozdélena do t¥i kapitol. Zprvu definujeme, co je to limita funkce. Nasledné
uvedeme véty o limitach, které ndm popisuji vlastnosti limit. A nakonec uvedeme sbhirku
prikladii, kde ukazeme, jak se daji véty pouzivat k vypoctu limit.

Prace by méla ¢tenari poskytnout uceleny pohled na limity, véetné veskerych detaili
a problémii, které obsahuji.
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2 Matematicky aparat

V této tvodni kapitole jsou uvedeny pojmy, definice a dalsi pomocné tvrzeni, které budeme
potfebovat a pouzivat.
Definice a tvrzeni jsou ¢erpany z [1], [2] a [3].

2.1 Realna cisla a funkce jedné realné proménné

Jesté diive, nez se dostaneme k samotné definici limity, si uvedeme par zakladnich pojm1.

Definice 2.1 Mnozinu R* = R U {—o00, 00}, ktera je tiplné uspotradana tak, ze
VzeRplati —oo < x < 00,

nazyvame rozsifenou mnozinou realnych ¢isel.

Definice 2.2 Necht M je uspofddana mnozina, A C M. Rekneme, ze s € M je supremum
(resp. infimum) mnoziny A, jestlize je nejmensi horni zavorou mnoziny A (resp. nejvétsi
dolni zavorou), tj. jestlize plati

(i) Vae A:a<s (resp. s < a),
(ii) (Vae AVbeR:a<b)=s<b (resp. b<a=0b<5s).
Definice 2.3 Necht a,b € R, a < b, pak zavedeme nasledujici oznaceni
la,b] :={x €eR:a <z <b}, (a,b) :={r €R:a <z <b}.

Mnozinu [a, b] nazyvame uzavieny interval, mnozinu (a,b) nazyvame otevieny interval.
Dale pouzivame oznaceni

(a,b] . ={z € R:a <z <b}, [a,b) :={x € R:a <z <b}.

Tyto mnoziny nazyvame polouzavienymi (polootevienymi) intervaly.
Cislo b — a pak nazyvame délkou vsech téchto intervali.
Déle klademe

la,00) :={z €eR:x >a}, (—o0,a] :={z € R:z <a},
(a,00) :={z € R: 2 > a}, (—o0,a):={zreR:z<a},
(—o00,00) :=R.

Definice 2.4 Necht z¢,0 € R, § > 0.
Pak interval

O(l‘o) = (iL‘Q — 5, Zo + 5)

nazveme okolim bodu z.
Intervaly

Ot (xg) = [wg, 20 + 9), O~ (x9) = (xg — 9, 70
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nazveme pravym (resp. levym) okolim bodu .
Mnozina

O*(x0) = O(wo) \ {20}
se nazyva ryzi (nebo téz prstencové) okoli bodu x.
Mnoziny

O (x9) = OF(20) \ {20}, O (z9) = O (w0) \ {70}

pak pravé (resp. levé) ryzi okoli bodu x.

Poznamka 2.5 Pro zo = +o00,0 € R, > 0 klademe

1
Volime ig, aby stejné jako v Definici 2.4 platilo, ze ¢im mensi §, tim mensi okoli.

Definice 2.6 Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f : R — R.
Mnozina D(f) = {x € R: 3y € R tak, ze y = f(x)} se nazyva defini¢ni obor funkce f.
Mnozina H(f) ={y € R: 3z € R tak, ze y = f(z)} se nazyva obor hodnot funkce f.

Definice 2.7 Rekneme, Ze funkce f je

(i) rostouci (resp. klesajici) na intervalu I, jestlize I C D(f) a pro libovolna zy,xs € I
plati

T < 1y = f(11) < f(22) (resp. x1 < wy = f(w1) > f(22) ),

(ii) neklesajici (resp. nerostouci) na intervalu I, jestlize I C D(f) a pro libovolna
x1,To € I plati

r1 < 2 = f(21) < f(22) (resp. 1 < za = f(z1) > f(22) ).

Funkce rostouci, nebo klesajici na intervalu se nazyva ryze monoténni na intervalu.
Funkce nerostouci, nebo neklesajici na intervalu se nazyva monoténni na intervalu.

2.2 Limita realné funkce jedné realné promeénné

Nyni mtzeme prejit k samotnym definicim limity redlné funkce jedné realné proménné.
Obecné lze uvazovat nejen limitu redlné funkce, ale mizeme ji definovat na libovol-
ném topologickém prostoru. Stejné tak lze uvazovat vice nez jednu proménnou, i pak
by vsSechna tvrzeni uvedena v této praci zustala v platnosti, pouze by byla obsahlejsi.
Problémem by ale bylo, ze pro vice proménnych neexistuje analogie L’Hospitalova pravi-
dla (viz Véta 3.23).

Limita se da definovat nékolika zptsoby. Vsechny tyto definice jsou ekvivalentni, my
si uvedeme pouze ty, které budeme pouzivat.
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Definice 2.8 Necht g, a € R*. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, limitu rovnu &slu a,
jestlize ke kazdému okoli O(a) bodu a existuje okoli O(z() bodu x, tak, ze pro vSechna
xr € O*(x) plati f(z) € O(a).

Piseme

lim f(x) = a.

T—TQ

Pomoci kvantifikatoru lze psat
VO(a) 30(xg) Vo € O () : f(x) € O(a).

Poznamka 2.9 Tato definice obecné zahrnuje rizné pripady (viz Obrazek 2.1), které
rozlisujeme podle specifikace bodu x( a a:

(i) je-li zy,a € R, hovofime o vlastni limité ve vlastnim bodeé,
(ii) je-li zg = +00,a € R, hovorime o vlastni limité v nevlastnim bodeé,
(iii) je-li zg € R,a = £o0, hovorime o nevlastni limité ve vlastnim bodé,

(iv) je-li g = £00,a = +00, hovorime o nevlastni limité v nevlastnim bodé.

Yy Yy
A A
1) ()
a+e —
a /./ ................ a+e B —
a—¢ ~ a
a—¢&
> >z
Ty — ) To Xo + ) k
(i) Vlastni limita ve vlastnim bodé. (ii) Vlastni limita v nevlastnim bodé.
Y Y
A A
f(x)

L NIk T

» » T

I0—5 Zo 130+5 kl

(iii) Nevlastni limita ve vlastnim bodé. (iv) Nevlastni limita v nevlastnim bodé.

Obréazek 2.1: Riizné druhy limit.
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Analogicky lze limitu funkce zavést pomoci ¢ — d definice*. Této definice se Casto
vyuziva pri dikazech, proto si ji také uvedeme.

Definice 2.10 Necht zy, a € R. Rekneme, Ze funkce f méa v bodé z, limitu rovnu &slu a,
jestlize
Ve>030>0VeeR: 0< |z -2 <d=|f(z) —a| <e.

Poznamka 2.11 Predchézejici definice (Definice 2.10) je definici vlastni limity ve vlast-
nim bodé. Analogicky lze zavést e — 9 definici® i pro ostatni pripady (viz Pozndmka 2.9).
Naptiklad pro vlastni limitu v nevlastnim bodé oo dostavame

Ve>03k>0VzeR: z>k=|f(zx)—a|] <e.

Definice 2.12 Je-li g € R a nahradime-li v definici limity ryzi okoli O*(z) levym ryzim
okolim O*~(zg) (resp. pravym ryzim okolim O**(z)), dostaneme definici limity zleva
(resp. limity zprava). Souhrnné se tyto limity nazyvaji jednostranné limity a znacime je

lim f(x), lim f(x).

r—xo+ T—To—

2.3 Spojitost funkce

Spojitost nam udava, zda je funkce v daném bodé spojita nebo néjakym zptisobem roztr-
zena. Je to pojem tzce spjaty s pojmem limita, nebot spojitost je definovana pravé pomoci
limity.

Definice 2.13 Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé zy € R, jestlize

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0
Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé zy € R zprava (resp. zleva), jestlize

lim () = flzn)  (cesp. lim () = Flxo) ).

T—x0+
Definice 2.14 Rekneme, e funkce f je spojitd na intervalu I C D(f), jestlize
(i) f je spojitd v kazdém vnitinim bodé intervalu I,

(ii) patri-li levy (resp. pravy) krajni bod intervalu I do tohoto intervalu, pak je v ném
funkce f spojita zprava (resp. zleva).

Piseme f € C(I) a je-li I = [a,b], pak f € C[a,b].

Véta 2.15 Nechf f je spojita a ryze monoténni na intervalu I a zobrazuje tento interval
na interval J. Pak f~! je spojitd na intervalu .J.

Diikaz. Dikaz nebudeme uvadét, da se dohledat v [2]. O
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2.4 Derivace funkce

Jak uvidime, velmi u¢innym ndstrojem k feseni limit je tzv. L'Hospitalovo pravidlo (viz
Véta 3.23), které zahrnuje derivovani. Proto si uvedeme, co to derivace funkce je a jaké
ma zakladni vlastnosti.

Navic, stejné jako spojitost funkce, je derivace funkce definovana pomoci limity.

Definice 2.16 Necht f je funkce a g € R. Existuje-li vlastni limita

L T~ f)
T—T0 T — X

nazveme ji derivaci funkce f v bodé zy a oznac¢ujeme ji f'(xo).
Je-li tato limita nevlastni, fekneme, ze f ma v bodé x( nevlastni derivaci.
Neexistuje-li tato limita, rekneme, ze funkce f nemad derivaci v bodé x,.

Poznamka 2.17 Uvedeme si par zakladnich vlastnosti derivace.
(i) Derivace je definovana pouze v z € R. Nelze ji definovat v £oc.

(ii) Ma-li funkce f derivaci v bodé xg, pak je v tomto bodé a né&jakém jeho okoli defi-
novana.

(iii) Funkce f méa v libovolném bodé xzy € D(f) nejvySe jednu derivaci (to vyplyne
z Véty 3.1).
2.5 Pomocné definice a tvrzeni

Na zavér této kapitoly si uvedeme pomocné pojmy a véty, které budeme v prabéhu celé
prace casto pouzivat.

Jako prvni to budou vlastnosti absolutni hodnoty, které budeme pouzivat pti dokazo-
vani vét o limitach, ale i pfi samotném pocitani limit.

Véta 2.18 Absolutni hodnota ma néasledujici vlastnosti (z,y € R):

(vi) [fz] = [yll < |z £y <[z + [yl

Diikaz. Dukaz budeme provadét pouze pro bod (vi), nebot ostatni vlastnosti absolutni
hodnoty (vcetné jejich dikazi) jsou ziejmé.
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(vi) Tato vlastnost se nazyva trojihelnikova nerovnost.
Chceme tedy nyni dokéazat, ze V x,y € R plati

| =yl <z £ y| < |x] + [yl.
Protoze plati z < |z| a |zy| = |z| - |y|, lze psét
=2 [z] -y < 22y <2 [2] - Jyl.
KdyZ nyni v pfedchozi nerovnosti pficteme vyraz |z|? + |y|* = 2% + 3, dostaneme
o =2 fal ol +[of? < 2 + 2y -+ 42 < [ 42+ o] -]+
Déle vime, ze 2% < y* <= |z| < |y|, proto dostdvdme
2] = yll < |z +yl| < ||+ |yl
Dosazenim —y za y, bychom dostali zbytek tvrzeni.

]

Jako dalsi si uvedeme definici posloupnosti a limity posloupnosti. To hlavné z toho
divodu, abychom si mohli definovat Eulerovo ¢islo.

Definice 2.19 Posloupnosti rozumime zobrazeni f : N — R, pticemz D(f) = N.

Namisto f,, := f(n) piSeme obvykle a,. Posloupnost se pak znaci {a,}, , , struéné {a,} .

Definice 2.20 Necht a € R. Rekneme, Ze posloupnost {a,},2, mé limitu a, jestlize
Ve>03nyeN: Vn <ngplati |a, —a| <e.
Piseme

lim a, = a.
n—oo

Definice 2.21 Limitu posloupnosti

1 n
e:= lim (1 + —)
n—o0 n

nazyvame Eulerovo ¢islo.
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3 Veéty o limitach realné funkce
jedné realné proménné

V této kapitole, ktera tvori hlavni ¢ast prace, uvedeme véty o limitach. Nékteré véty nam
pouze tikaji, za jakych podminek limita existuje (popf. jaké ma vlastnosti), jiné véty se
daji pfimo pouzit k vypoctu slozitéjsich limit, které nejsme schopni primo fesit. Proto je
kapitola rozdélena na ctyti c¢asti.

Tvrzeni a ideje dukazi jsou ¢erpany z [1-8].

3.1 Vlastnosti limit

Véta 3.1 Funkce f ma v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme tedy, ze

lim f(r) = ai, lim f(r) = ag, ay # az, ai,az, 9 € R*.
T—T0 T—T0

Protoze ay # as, existuji O(a;) a O(ay) tak, ze O(ar) N O(ag) = 0.
Dle definice limity (Definice 2.8) plati
JO1 () tak, ze Vo € Of(zo) : f(z) € O(ay),
3 Oy(x0) tak, ze Vo € O5(zo) : f(x) € O(as).

Déle plati, ze O1(xo) N Oa(xg) = O(xg) (tzn. Ze priunikem dvou okoli bodu xy dostavame
nové okoli téhoz bodu).
Pak tedy musi platit, ze

Vae O (xg): flx) € Oar) NO(ay),
coZ je zrejmé spor. [
Véta 3.2 Ma-li funkce f v bodé xy € R* vlastni limitu a € R, pak existuje O(zg) takové,
ze f je na O(xg) ohranicena.

Diikaz. Necht tedy

lim f(z) = a.
T—T0
Chceme najit m,n € R tak, aby
m < f(z) <mn, Ve O(x).

Pouzijeme ,, ¢ — ¢ definici® limity (viz Definice 2.10 a Poznamka 2.11).
K éislu e := 1 existuje O(xg) takové, Ze

Ve Of(x) plati |f(z) —a| < 1, tedy a — 1 < f(x) <a+ 1.
Zvolme tedy, pokud f(zg) existuje,
m :=min{a — 1, f(z0)} a n:=max{a + 1, f(z0)}.
Nebo, pokud f(xq) neexistuje,
m:=a—1 a n:=a-+ 1.

Viz Obrazek 3.1 a Obrazek 3.2. O]
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A
f(z)
a coplfeccccccdeccccccccccccane
a—1 ’/
» T

ZL‘O—5 Zo ZL‘0+5

Obréazek 3.1: Ohranic¢enost funkce f na okoli bodu, v kterém mé limitu. Dolni hranici je
m:=a—1ahorni n:=a+ 1.

Y
A ;
e
a+1 e
a /
a—1 ~
¢
: > T
x0—5 LL:O l‘o—i‘(g

Obréazek 3.2: Ohranic¢enost funkce f na okoli bodu, v kterém mé limitu. Dolni hranici je
m = f(x¢) a horni n :=a + 1.

Véta 3.3 Funkce f ma v bodé xg € R limitu a € R* pravé tehdy kdyz ma v tomto bodé
limitu zprava i zleva a plati

lim f(z)= lim f(z)=a.

r—x0+ T—x0—
Diikaz. Dokazujeme dva sméry.

=: Toto tvrzeni je trividlni, plyne piimo z definice limity (Definice 2.8), jednostrannych
limit (Definice 2.12) a z faktu, ze O*(xy) = O* (x9) U O*F (z0).

«: Necht
lim f(x)=a A lim f(z)=a.

T—x0+ T—T0—
K libovolnému ¢ > 0 existuji tedy 6; > 0 takové, ze

V€ (xg, 0+ 1) je f(x) € Ofa),
a 09 > 0 takové, ze

V€ (xg— o, 10) je f(x) € Ola).
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Zvolime-li § := min(dy, d3), pak
Ve (xg—0,20+9) je f(x) € Oa),
¢imz je véta dokazana.
O

Lemma 3.4 Bud z( € R a necht je funkce f monotonni v néjakém O*~(x(). Pak existuje

lim f(z)=a, a € R".

T—To—
Obdobné tvrzeni plati i pro limitu zprava.

Diikaz. Necht je f napriklad neklesajici na O*(x¢) = (z¢ — d, zo), pak plati (viz Obra-
zek 3.3), ze
lim f(z) =sup{f(x); x € O (x9)} =: a.

T—To—

Dokazeme to pomoci vlastnosti suprema (Definice 2.2) a ;e — ¢ definice* limity (Defi-
nice 2.10 a Poznamka 2.11).
Dle definice suprema k libovolnému ¢ > 0 existuje ¢ < xg, ¢ € O* (zy) tak, ze

a—e < f(c).
Vzhledem k monotomii pak staci polozit 0 := xg — ¢ a dostavame

a—e< fle)< f(x) <a<a+e,

tedy
Ve O (x) plati |f(z) — a] < e.
Tvrzeni pro limitu zprava by se dokazalo obdobné. [
Y
A
a—+e¢e
a
a—¢

JZO—(S Zo

Obrézek 3.3: Funkce f monoténni v néjakém O*~ (zg), kterd ma jednostrannou limitu

a = sup{f(z); x € O* (x0)}.
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3.2 Algebraické vlastnosti limit
Véta 3.5 Bud zy € R*. Potom jestlize

lim f(z) = oo,

T—T0
pak
li ! 0
im —— =0.
2 T
Diikaz. Uvazujme, ze lim f(x) = oo. Zvolme pevné k > 0.

T—T0

Pak dle predpokladu véty existuje O(xg) takové, ze
1
Ve O (x) je 7 < f(x),

z ¢ehoz upravou dostaneme

¢imz je véta dokazana.
Pripad pro lim f(x) = —oo by se dokazal obdobné.
T—T0
Poznamka 3.6 Predchozi véta se da vyjadrit nasledujicim heslem

1 —_
+oo

Véta 3.7 Bud zp € R* a necht existuje O(zy) takové, ze

Vae O (xo) je f(z) #0 (resp. f(z) >0, resp. f(x) <0).

Potom jestlize

lim f(z) =0,
T—T0
pak
lim . =0 (resp. lim —— = oo, resp. lim —— = —00).
a0 | f ()| w0 f(2) v f(2)

Diikaz. Uvazujme, Ze f(x) # 0. Zvolme ¢ := 1,k > 0.
Pak dle predpokladu véty plati, ze existuje O(z) takové, ze

Vae O (xo) je f(z) #0

a 01 > 0 takové, ze
. 1 1
Vo € Of(ao) o /() ~ 0] < 2 = 1. tedy |F(2)] < +
Polozme 05 := min(4, §;), Pak plati ze

VaeO(xg) je 0 £ |f(z)| < %7
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upravou tedy dostaneme, ze

1
k< ——,
|f ()]
¢imz je véta dokazana.
Ptipad pro f(x) > 0 (resp. f(z) < 0) by se dokdzal obdobné. O

Poznamka 3.8 Predchozi véta se da vyjadrit nasledujicim heslem

1

=~ 400,
t0 7

Véta 3.9 Bud zp,a € R* a necht lim f(z) = a. Pak plati

T—T0
lim [f(x)] = |a .
Tr—xQ

Diikaz. K libovolnému € > 0 existuje O(zy) takové, ze

V€ O x) plati | f(z) —a| < e, tedy a —e < f(x) < a+e.

Protoze
(@) = lal| < |f(z) —al,
plati Ze
o] —e < flz) <la] +e¢,
coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 3.10 Bud zy € R* a necht

lim f(z) = 0.

T—TQ

Jestlize k funkci g existuje O(xg) takové, ze je v ném ohranicend, pak

lim (£(x) - g(x)) = 0.

T—T0

Diikaz. Podle predpokladu je g ohranicend, tedy existuje k > 0 tak, ze
Ve O(xo) je |g(z)| < k.
Protoze ma funkce f limitu, k &1 > 0 (které ale ur¢ime az pozdéji) existuje Oy () tak, ze
Ve Of(xg) plati |f(z) — 0] < e;.
Polozme Os(xg) := O1(z9) N O(xp). Potom
V€ O3(xo) plati |f(x) - g(x) — 0] = [f(z)] - [g(z)| <e1-k = e
Polozime-li g1 := ¢ je véta dokazéana. [
Véta 3.11 (o pocetnich operacich s limitami) Bud a,b € R, zq € R* a necht existuji
obé limity

lim f(z) = a, lim g(x) = 0.
Tr—T0 T—T0

Pak plati
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(i) lim (f(z) £ g(x)) = a+b,

T—T0

(i) Tim (f(z) - g(x)) = ab,

T—T0

(iii) je-li b # 0, pak lim L& =2

20 glz) — b
Dikaz. Budeme dokazovat tfi tvrzeni.

(i) Chceme dokazat, ze k libovolnému ¢ > 0 existuje O(xy) takové, ze
Va e Of(xo) plati |f(x) + g(z) — (a +b)| < e.

Necht je tedy ddno € > 0, k &1 > 0 (které ale uréime az pozdéji) existuji O;(xg) tak,
ze

Va € 01 (x) je [f(z) —af <en,
a Os(xg) tak, ze

Ve Os*(xg) je |g(x) —b| < 1.
Polozme O(zg) := O1(x0) N Oz(xp). Pak Vx € O*(xy) plati

|f(x) +g(x) = (a+b)] =[f(z) —a+g(x) —b| < [f(z) —al +[g(z) — b|
<€ +e =2 =c¢.

Polozime-li nyni &, := 5, bude tato podminka splnéna a tvrzeni je dokdzano.
Diikaz pro rozdil funkei by se provadél analogicky.

(ii) Chceme dokézat, ze k libovolnému € > 0 existuje O(xzg) takové, ze
Ve O x) plati |f(z) - g(x) — ab] < e.

Funkce ¢ ma v bodé zy vlastni limitu a proto podle Véty 3.2 existuje Og(zy), kde
je ohranic¢ena, tzn. ze existuje k > 0 tak, Ze

V€ Oy(xg) je |g(x)| < k.

Bud ¢ > 0 libovolné. Protoze maji obé funkce f a ¢ limitu, plati, ze pro ¢; > 0
(které ale urc¢ime az pozdé&ji) existuje Oq(xg) tak, ze

Ve Of(x) je | f(x) —al <e,
a pro g5 > 0 (které ale také uréime az pozdéji) existuje Oq(zo) tak, ze

Ve Oi(x) je |g(x) —b] < ea.
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Polozme nyni O(z) := Og(xo) N O1(zg) N Os2(xp). Pak Vo € O*(xy) je

F(2) - glw) — ab| = | f(2) - g(x) — ab + glx)a — gla)al
= lg(a) - (f(x) —a) +a- (g(z) — b)
< lg(@)] - 1£(x) — al + la] - |g(a) =B < k-1 + |a] -e2 = &.

Nyni staci zvolit €1 := 5 a g9 1= ﬁ a tvrzeni je dokézano.

(iii) Chceme dokézat, ze k libovolnému e > 0 existuje O(zy) takové, ze

YV € O*(xg) plati ‘% — il <e.

Funkce f mé v bodé z( vlastni limitu a proto podle Véty 3.2 existuje O;(xg), kde
je ohranicena, tzn. ze existuje k > 0 tak, ze

Ve O1(x) je | f(z)| < k.

Déle podle definice limity (Definice 2.10) k ¢islu % > 0 existuje Oq(x) takové, ze

V€ O%(xo) plati [g(x) — b| < % tj. |g(1x)| < ﬁ
Nyni k £; > 0 (které ale ur¢ime az pozdéji) existuje Os(zo) tak, ze
Ve O3 (xg) je | f(x) —al <ey,
a pro g5 > 0 (které ale uréime opét az pozdéji) existuje O4(xg) tak, ze

Ve Of(x) je |g(x) —b] < eq.

Polozme nyni O(zg) := O1(x¢) N O2(xo) N O3(x0) N Ou(xp). Pak Vo € O (o) je
(

f) o _\fl@) oy 1 ooy 1 a
R R A C e
) (1) g —a
<@ |- = 3|+ ) -l
@l 1 o
B2
ol Tl "ol

, N . b 2 s s
Nyni staci zvolit 1 := ¢ - % acgi=¢- 4b—k a tvrzeni je dokazéano.
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Poznamka 3.12 Mohlo by se zdat, ze bod (iii) v pfedchozi vété je zbyteény, nebot lze
psat

a pouzit bod (ii).
Ukazeme, ze to tak opravdu plati.
Vime, ze

lim f(x)=a, lim g(x) =0, a,b e R, b+#0,x5 € R".

T—T0 T—rT0

Pak staci dokazat, ze

I 1 1
im =
w0 g(x) b
Ziejmé lze psat
1 1 1
- = . — . gx _b ,
o) b g b Y
dostavame tedy
1 ) 1 1 1 Véta 3.11 1 1
1 =1 - —b =" lim - —1 - —b
mggclo g(x) mggclo b g(x) b (g(x) ) T—x0 xggzlo glx) b (g(x) )
Nyni budeme fesit jednotlivé limity.
Z prvni limity dostavame
lim 1 veaar 1
T—rT0 b b '

Na druhou limitu budeme chtit pouzit Vétu 3.10, proto si limitu rozdélime na dalsi dveé
casti,

1 1 éta 3. . 1 . 1
lim {— 5 (g(x) — b)} VO3 iy —— . lim [5 (g(z) — b)} :
g

T—rxT0 g(l‘) T—T0

Pak

) 1 Véta 3.11 ;. 1 ) ) Veta 4.1 1

lim E-(g(x)—b) =" lim - ( lim g(z) — lim b | "= 5~(b—b):0

T—T0 T—rT0 T—T0

a protoze vime, ze

lim g(z) =0,

T—rT0

znamena to, ze k libovolnému ¢ > 0 existuje O(zy) tak, ze
Ve O (x) je |lg(z) —b] <e, tedy b—e < g(z) <b+e,

odkud dostavame, ze
1 1 1

< <
b—e g(x) b+e’

coZ znamena, ze funkce ﬁ je ohrani¢ena.

Dostavame tedy

) 1 1 Véta 3.10
lim |—— - )| Vs,
dm ey W) =)
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Celkem mame

1 1 1 1 1
IEBO g(m) ILIBO b xlﬁnzlo g(l’) b (g(x) ) b b’

coz jsme chtéli dokazat.

Nyni si zavedeme analogii Véty 3.11 (o pocetnich operacich s limitami). V této vété
se uvazovalo, ze pracujeme s vlastnimi limitami. Proto si nyni uvedeme, jak by to vypa-
dalo s nevlastnimi limitami. Tuto variantu rozdélime na dvé c¢asti, podle toho, jestli ma
nevlastni limitu jedna funkce (Véta 3.13), nebo obé (Véta 3.16).

Véta 3.13 Bud a € R, zy € R* a necht existuji obé limity

;rligrlo f(z) =a, mll)r;lo g(x) = oo.
Pak plati
() lim (/(2) % g(a)) = o0,

(i) je-li @ > 0, pak lim (f(x) - g(z)) = oo,

T—T0

1 f@)

(iii) xligglo o = 0,

(iv) je-li @ > 0, pak lim 22 = oo.
T—x0 f(z)

Diikaz. Budeme dokazovat ¢tyti tvrzeni.
(i) Chceme dokazat, ze lim (f(z) + g(z)) = a + 0o = 0.
K € :=1 existuje Olfx_;ggotak, ze
Ve O (x)je|f(x)—al<e=1tedya—1< f(z) <a-+1.
Zvolme pevné k > 0, pak existuje Oz(xg) tak, ze
Vae Oy (xg) jeglx) >k—a+e=k—a+1.

Polozme O(zg) := O1(x) N Oz(xp). Pak Vx € O*(xg) plati

a—1+k—a+1< f(x)+g(z),

k< fx)+g(x)

a tim je véta dokazana.
Diikaz pro rozdil funkei by se provadél analogicky.
(ii) Chceme dokazat, ze lim (f(z) - g(x)) =a - 0o = oo pro a > 0.

Tr—x0
K ¢ := § existuje O1(z) tak, ze

Vae O (x)je |flx) —al <e= g,
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(iii)

tedy

g<f<x)<3§.

Zvolme pevné k > 0, pak existuje Oz(xp) tak, ze
2k
Ve Oy (xg) je < g(x).

Polozme O(z) := O1(x¢) N Os(x0). Pak Va € O*(xy) plati

2k

S < f@)-gla),
k< f(z)- g(z)

a tim je véta dokazana.

Chceme dokazat, ze lim &) — o —
a0 9(z) o0

Funkce f mé v bodé z( vlastni limitu a proto podle Véty 3.2 existuje O1(xg), kde
je ohranicend, tzn. Ze existuje k > 0 tak, ze

Ve Ol(xo) je |f(£L‘)| < k2.
Déle existuje Oy(xy) tak, ze

Ve Oy(xg) je k < g(x),

lze tedy upravou dostat

1 < 1
g(z) Kk
Polozme O(z) := O1(x¢) N Os(x0). Pak Vx € O*(xy) plati
1 1
T) —— < k?- =,
) 9(x) k
@ _,
g(x)
a tim je véta dokazana.
Chceme dokéazat, ze lim % = % = o0.
T—rT0

Funkce f mé v bodé x vlastni limitu a proto podle Véty 3.2 existuje Oq(zy), kde
je ohranic¢ena, tzn. ze existuje k > 0 tak, ze

V€ Oi(w) je |f(z)| <k,

lze tedy upravou dostat

Déle existuje Oy(xy) tak, ze



V€ Oy*(z0) je k* < g(x).

Polozme O(z) := O1(x¢) N O2(x0). Pak Vx € O*(zy) plati

1, 1
E'k’ <m'9(1’)7
iC))

(x)
a tim je véta dokazana.

O]

Poznamka 3.14 Bod (iii) v predchézejici vété plyne piimo z Véty 3.5, Véty 3.11 a
Pozndmky 3.12, nemuseli bychom ho tedy viibec dokazovat.

Poznamka 3.15 Analogicka pravidla plati i pro dalsi volby limit funkei f a g ve
Véte 3.13, kde jedna limita je vlastni a druhd nevlastni.
Dostavame tak pravidla pro poc¢itani s +o00,a € R,a > 0,

+a + 0o = o0, +a— 00 =—00,
+a - 00 = +o0, ta-(—o0) = Foo,
2::':007 ﬁ::‘:OC%
+a +a
+a
— =0.
+o0

Véta 3.16 Bud xg € R* a necht existuji obé limity

Jim, £(2) o0, Jim ofe) = oc.
Pak plati
(i) lim (f(x) + g(x)) = o0,
(i) lim (£(z) - g(z)) = oo.

Dukaz. Budeme dokazovat dvé tvrzeni.

(i) Chceme dokazat, ze lim (f(z) + g(z)) = 0o + 00 = oc.
T—rT0
Zvolme pevné k > 0, pak existuji O;(xo) tak, ze

Vo€ 01*(ZL’0) je k< f(l‘)
a Os(xg) tak, ze

Ve O*(x) je k < g(x).
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Polozme O(zg) := O1(z0) N Oz(xp). Pak Vx € O*(xy) plati

kot k< f(x)+g(2),
2k < f(x) + g(2)

a tim je véta dokazana.

(ii) Chceme dokazat, ze lim (f(x) - g(x)) = 00 - 00 = 0.
Tr—T0

Zvolme pevné k > 0, pak existuji Oy (zy) tak, ze

Ve O (xg) je k < f(x)
a Oq(x0) tak, ze

Ve Oy (xg) je k < g(x).
Polozme O(z) := O1(x0) N Oz(xp). Pak Vx € O*(xy) plati

kok < f(z)-g(x),
k< f(z) - g(=)
a tim je véta dokazana.

]

Poznamka 3.17 Analogickd pravidla plati i pro dalsi volby limit funkci f a g ve
Véteé 3.16, kde jsou obé limity nevlastni.
Dostavame tak pravidla pro pocitani s +oo.

00 + 00 = 00, —00 — 00 = —0Q,
00+ 00 = 00, 00 - (—00) = —00, (—00) - (—00) = oc.

Poznamka 3.18 Plati, ze limity typu

00 — 00, 0- o0, —_—

ol o

jsou nejednoznacné (viz Piiklad 1 v ¢asti 4.2).

3.3 Porovnavani limit

Véta 3.19 Bud a,zy € R* a necht existuje O(zy) takové, ze
Ve O (z) je f(z) = g().

Pak

lim f(z) =a <= lim g(z) =a.

Tr—xT0 T—T0
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Diikaz. Predpokladejme, ze
lim f(x)=a.

T—TQ
Dle predpokladu véty plati, ze existuje O(z) takové, ze
Vo € O%(x) je f(z) = g().

Chceme dokazat, ze plati také

lim g(z) = a.
Tr—xQ

Zvolime tedy libovolné O(a), z definice limity (Definice 2.8) k nému pak existuje O;(x),
takové, ze

Ve O (x) je f(x) € O(a).
Zvolme Oy(xo) := O(x) N O4(xp). Pak
V€ Oy (xg) plati f(z) = g(z) € O(a),

coz jsme chtéli dokazat. [
Veéta 3.20 Bud a,b, zy € R* a necht
o =0 o =b

Jestlize a < b, pak existuje O(xy) takové, ze

Ve O (x) je f(z) < g(x).
Naopak, jestlize existuje O(zg) takové, ze

Ve O%(x) je f(z) < g(x),
pak je a <b.

Diikaz. Tvrzeni ma dveé ¢asti.
Nejprve dokédzeme prvni ¢ést tvrzeni. Dikaz rozdélime podle toho, jaké mame a a b.

(i) Uvazujme nyni a,b € R, podle predpokladu je a < b.
Zvolme ¢ := ¢ Dle definice limity (Definice 2.10) k tomuto ¢ > 0 existuji O ()
tak, ze

Vae O (x)je |f(x) —a|l <e, tedy a —e < f(z) <a-+e
a Os(xg) tak, ze
Ve Os*(xg) je |g(x) —b] < e, tedy b—e < g(z) < b+e.

Zvolime-li O(xg) := O1(zg) N Oa(xp), pak Vo € O*(xq) plati

b—a a+b
flz)<a+e=a+ 7 = 5
b—a a+b
glr) >b—ec=b— 5=
Odtud plyne, ze
a+b
flx) < < g(x),

2
coz jsme chtéli dokéazat.
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(ii) Nyni uvazujme a € R, b = oo (pro ostatni pripady by se dikaz provedl analogicky).
Pro € := 1 existuji z definice limity (Definice 2.10) O;(zy) tak, ze

Ve O (x)je |f(x) —al <e tedya—e < f(z) <a+e
a Os(xg) tak, ze
Ve Oy (x) je g(x) > a+e.
Zvolime-li opét O(z) := O1(xg) N Oa(x0), pak vidime, ze Vo € O*(zy) plati
fle)<a+e=a+1

gx) >a+e=a+1.
Odtud plyne, ze

f(z) <a+1<g(x),
¢imz je tvrzeni dokazano.

Nyni zbyva dokazat druhou ¢ast tvrzeni, to ale neni potieba. Kdyby bylo a > b, dostali
bychom piimo spor s prvni ¢asti tohoto tvrzeni. [

Poznamka 3.21 Je-li v druhé éasti predchozi véty f(z) < g(z),Vx € O*(xo) nemusi
byt a < b.
Méjme napriklad

Pak
lim f(2) = lim g(z) =0,
coz znamena, ze a = b = 0.
Véta 3.22 (o trfech limitach) Bud a,z, € R* a necht existuje O(z) takové, ze

Ve O (o) je f(z) < g(z) < h(z).

Jestlize
lim f(x) = lim h(z) = a,
T—T0 Tr—xQ
pak
lim g(z) = a.
T—TQ

Diikaz. Diikaz rozdélime na dvé ¢asti podle toho, jaké mame a.

(i) Nejprve uvazujme a € R.
K libovolnému e > 0 existuje O;(zo) tak, ze

Ve O (xg) je |f(x) —al <e,
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a Oy(zo) tak, ze
Ve Oy (xg) je |h(x) —al| <e.

Z predpokladu vime, ze existuje O*(xg) v némz plati

f(x) < g(x) < h(x).

Polozme nyni O3(xg) := O1(x9) N Og(x0) N O(xp). Pak Vx € Of(xg) plati

a—e< f(z) <g(z) <h(z) <ate,
a—e<g(x)<a+te,
tedy
Jim o) =
Nyni vétu dokdzeme pro a = oo (pro a = —oo by se véta dokazovala analogicky).

K libovolnému £ > 0 existuje Oy (zo) tak, ze
Vo e O (x) je k < f(x).
Z predpokladu opét vime, zZe existuje O*(xy) v némz plati
f(@) < g(x) < h(x).
Polozme nyni Oy(xg) := O1(z9) N O(z0). Pak Vx € OF(x) plati

k< f(x) <g(x) < h(z),
k<g(x),

tedy

25, 9 = oo

3.4 Ostatni vlastnosti limit

Pri pocitani limity podilu dvou funkci se ¢asto dostaneme k vyrazu, ktery nema smysl

nebo je nejednoznacény. V takovém piipadé lze casto (ale ne vzdycky) k vyfeSeni pouzit
tzv. L'Hospitalovo pravidlo.

Véta 3.23 (L’Hospitalovo pravidlo) Bud z; € R* a necht je splnéna jedna z podminek

(i) lim f(z) = lim g(z) =0,

T—T0

() Jim |£(x)| = Jim lg(x)| = oc.
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Existuje-li
f'(z)

=0 g'(x)

Y

pak existuje také

lim /(@)

=0 g(x)

a plati /
lim J@) = lim J'w)

s glz) v g(z)

Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

Diikaz. Dtkaz nebudeme uvadét, nebot je k nému zapotiebi mnoha vlastnosti derivace,

ale derivace nejsou naplni této prace. Dukaz muzeme najit napt. v [1]. ]
Poznamka 3.24 Limita lim % nemusi existovat. To ale nutné neznamena, ze neexis-
T—rT0
tuje také lim 2% (viz P¥iklad 2 v Casti 4.2).
T—T0 g(x)

Poznamka 3.25 Limity vedouci k neurcitym vyrazim
00 — 00, 000
lze také Tesit pomoci L’Hospitalova pravidla. Je vSsak nutné vyrazy upravit.
(i) Pro vyraz typu co — 0o, tedy pro

lim f(x) = lim g(z) = oo,

T—rT0 T—T0
piseme
Véta 3.11
1 1 Pozn. 3.15
. . 1 1 . 9(@) ~ flx) Pozn. 3.17 0
:guwww:g<z—zyﬁg@%éﬂ =)
’ "\7@ 9@ '\ T@)-9@)
(ii) Pro vyraz 0 - oo, tedy pro
lim f(z) =0, lim g(z) = +o0,
T—ITQ Tr—T0
piseme
Véta 3.11
li f(SE) Poezs. 3.15 {0}
im —— = —1.
T—TQ 0

g(x)

Véta 3.26 (o limité slozené funkce) Bud a, a, zp € R* a necht

lim p(z) = a, lim f(y) =a
T—x0 y—a

a existuje O(z) takové, ze

Ve O*xo) je p(z) # a.
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Pak
lim f(p(z)) = a.

Tr—TQ

Diikaz. Chceme dokézat, ze k libovolnému O(a) existuje O1(xg) takové, ze Vx € O (x0)

je fp(x)) € O(a).

Zvolme O(a). K nému pak existuje O(a) takové, ze

Vy € O (a)je f(y) € Oa).
Déle k okoli O(a) existuje O(xp) tak, ze

Ve Ok (xo) je p(x) € Oa).
Polozme nyni O;(zg) := O(xg) N Os(xy). Pak

Ve Of(xg) je p(x) € O ().
Tedy

f(e(x)) € O(a).
O

Poznamka 3.27 Nasledujici poznamky ndm pomohou pii pouzivani predchozi véty.

(i) Podminka existence O(zg) dle predpokladu véty je velice dilezita.
Mé¢jme napriklad

p(r) =0,
_J 0, y#0,
Pak
lim p(z) =0,  lim f(y) =0,
T—x0 y—0
ale

V xo € R* plati lim f(p(z)) = 1.

T—T0

To znamend, ze Véta 3.26 neplati (pravé proto, ze neni splnén jeden z jejich pred-
pokladu).

(ii) Je-li @ = £o00, pak je posledni predpoklad Véty 3.26 splnén automaticky.

(iii) Na prikladu v bodé (i) této pozndmky muzeme vidét, ze problém je pravé v tom,
ze funkce f neni v bodé a spojita.
Lze tedy zavést jinou formulaci véty o limité slozené funkce (kterda by byla k té
puvodni ekvivalentni) a to nahrazenim posledniho predpokladu ptvodni véty pod-
minkou

lim f(y) = a = f(a),

Yy—a

tedy pozadavkem spojitosti f v bodé a (viz Definice 2.13).
Tato nova véta by se dokazovala podobné jako ta ptvodni.
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4 LA A4
4 Pocetni cast
V této kapitole se budeme vénovat samotnému vypoctu limit a popisu postupt, které
muzeme pii jejich feseni pouzit.

4.1 Zakladni limity

Nejprve si uvedeme par casto pouzivanych zakladnich limit a to véetné dikazu.
Vétsina zakladnich limit je Cerpana z [2] a dukazy z [8].

Véta 4.1 Necht f(x) = c € R, Vz € R, pak pro libovolné g € R* je

lim f(z) = f(zo) =c.

T—TQ
Diikaz. Dikaz je ztejmy. O

Véta 4.2 Necht f(z) =z, Vx € R, pak pro libovolné z, € R je

lim f(z) = f(zo) = .

T—T0

Diikaz. Necht je |x — zo| < 0.
Pak ma platit, ze |f(z) — xo| = |x — zo| < €. Staci tedy zvolit € := § a dle Definice 2.10
je tvrzeni dokazano. O

Véta 4.3 Necht P je polynom, pak pro libovolné xzy € R je

lim P(z) = P(xy).

T—T0

Diikaz. Polynom je funkce tvaru
P(z) = ap2™ + ap12™ 4+ -+ a2+ ag n € Ny, ag, a1, ...,a, € R.

Za pouziti Véty 3.11 (o pocetnich operacich s limitami) dostdvame pozadované tvrzeni.
]

Véta 4.4 Necht R je racionalni lomena funkce a zy € D(R), pak

lim R(z) = R(x).

Tr—xQ

Diikaz. Racionalni lomena funkce je funkce tvaru

kde P a @ jsou nenulové polynomy.
Tento pripad se da za pouziti Véty 3.11 prevést na predchazejici tvrzeni (Véta 4.3). O

Véta 4.5 Necht f(z) = 2% a > 0,29 € D(f), pak

lim % = zj.
T—T0
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Diikaz. Pro a # 1 dokdzeme tvrzeni primo z ;e — 6“ definice limity (Definice 2.10).
Budeme se tedy snazit dokazat, ze k libovolnému e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

VeeR: 0< |z —xo| <d = |2z% — ]| <e.
Z prvni nerovnosti dostavame
—0<x—x9 <.

Druhou nerovnost si rozepiseme
|z® — xp| < €,

—e <2 —x5<e,
a a a
Ty —e<x <z +E,

(:168—5)é <x<(:c8+€)%,

Q=

(x§ —¢€) —x0<x—x0<(x8+€)%—x0.

1
a

Zvolime-li nyn{ 0 := min (xo — (xd — 5)é (zd+e)a — x0> , pak je tvrzeni dokazéno.
Pro a =1 je tvrzeni zfejmé (véta prejde na Vétu 4.2).
Véta 4.6 Pro libovolné zy € R plati

lim sinz = sin xy, lim cosx = cos x.
T—T0 T—T0

Diikaz. Necht je |x — zo| < 0.

Plati, ze
. . . T — X T+ Xy
sinx —sinzg = 2 - sin - COS
2 2

Protoze

|sinz| < |z, |cosz| <1, Vr € R,
lze psat

T — 2o

|sinz — sinxg| < 2- 1= |x— x|

Nyni staci zvolit € := 0 a dle Definice 2.10 je tvrzeni dokazano.
Dtikaz pro pripad lim cosx = coszy by byl analogicky.

T—T0

Véta 4.7 Plati, ze
sin x
lim =1.
z—0 X

]

Diikaz. Na Obrazku 4.1 je na jednotkové kruznici vidét, ze obsah trojuhelniku OAB je

mensi nez obsah kruhové vysece OAB a ten je mensi nez obsah trojuhelniku OAC.
Lze tedy psat

1 - 1 - 1 ; 1 sinz
— - S1n — . — . — — . .
25$2x2g$2008x
Upravou pak dostévame
sinx
cosx < < 1.
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Chceme pouzit Vétu 3.22 (vétu o tfech limitach), proto si vyfesime limitu na pravé a na

levé straneé,
Véta 4.6

limcosz =" cos0 =1,
z—0
. Véta 4.1
liml =" 1.
z—0

Pak dle véty o trech limitach dostavame

SIN T Veta 3.22

lim 1.

z—0 X
]

t JJA

.g B C
S x

x »

O A

Obrézek 4.1: Nerovnost % ssina < % cx < % -tg z na jednotkové kruznici.

Véta 4.8 Necht f(z) =e”, z9 € D(f), pak

lim e* = e™ .
T—T0
Diikaz. Nejprve dokazeme, ze
lime® =e’ = 1.
z—0

Vyjdeme z nerovnosti (viz Obrazek 4.2)
0<|e"=1| <2z, Vze(—1,1).

Budeme chtit pouzit Vétu 3.22 (vétu o tiech limitach), proto si vyfesime limitu na levé a
na pravé strané.

Dostavame
. Véta 4.1
im0 =

z—0

0,

Véta 3.11
Véta 3.26
Véta 4.1

. Véta 4.2
lim(2 - [z]) —="0.

Za pouziti véty o trech limitach tedy dostavame

: Véta 3.22
lim |[e” —1] "=""70,
z—0
z ¢ehoz (za pouziti Véty 3.9) dostaneme
: Véta 3.9
lime” "=""1.
z—0
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Nyni tvrzeni rozsifime na x — xg, 29 € D(f). Dostavame

. . _zy) Véta 3.1 .. . 2 Véta 4.1 . _
lim e® = lim e®0t(@=20) YL iy g0 Jim e®T%0 VTR g0 iy 0,

T—T0 T—T0 T—rT0 T—rT0 T—rT0
kde zbylou limitu budeme fesit pomoci substituce

Yy=x— Xo,

y — 0.
Ulohu tak pievedeme na vypocet limity slozené funkce f(y) (dle Véty 3.26), kde

SO(:E) =T — Xo,

fly) =¢".

Zbyvajici predpoklad véty o limité slozené funkce nahradime, dle Poznamky 3.27 (iii),
pozadavkem spojitosti €V v bodé a = 0, ktery je také splnén.
Dostavame limitu, kterou jsme si jiz tesili na poc¢atku tohoto ditkazu, mame tedy

limeY = 1.
y—0

Celkem dostavame

lim e®* = e - lim e "% = "0 .1 = ¢e"0 .
T—T0 T—T0

Obrazek 4.2: Nerovnost 0 < |e* —1| <2 |z|, Vz € (—1,1).

Véta 4.9 Necht lim ¢g(z) = a, a € R*, 27 € R*, pak

T—T0

(i) pro o # oo plati lim e9®) = e,

Tr—xQ

(ii) pro a = oo plati lim e9®) = oo,
Tr—T0

(iii) pro a = —oo plati lim 9@ = 0.
Tr—xQ

Dukaz. Dukaz rozdélime na tii ¢asti.
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(i) Dukaz budeme provadét pomoci Véty 3.26 (o limité slozené funkce.) Polozime

o(r) = g(x),

a overime predpoklady véty, tzn.

2,9l = e

lim e¥ Véta 4.8 e
y—a ’

Zbyvajici predpoklad véty o limité slozené funkce nahradime, dle Poznamky 3.27 (iii),
pozadavkem spojitosti €Y v bodé «, ktery je splnén.
Pak dle véty o limité slozené funkce musi platit

Veta3.26 o _ ezlggo 9(z) ‘

lim f(e(z)) = lim 9@

T—o z—rao
(ii) Chceme ukézat, ze k libovolnému ky > 0 existuje Oy (xg) tak, ze
V€ O (xo) plati k; < e9@.
Dle predpokladu existuje ks > 0 a k nému Oy(xg) tak, ze
Ve O5(xo) je ko < g(x),

z ¢ehoz upravou dostaneme
6k2 < eg(r)'

Polozime-li O;(xg) := Oa(x0) a ko := Ink;, je tvrzeni dokdzano.
(iii) Chceme ukazat, ze k libovolnému e, > 0 existuje Oy () tak, ze
Va € O () plati [e9®) — 0] = |e9@)] < €.
Dle predpokladu existuje ks > 0 a k nému Os () tak, ze
Ve Of(x) je glx) < —ks,
z ¢ehoz tpravou dostaneme

7]{2 —

9(x)
e <e o

Polozime-li Oy () := Oa(g) a ky := In -, je tvrzeni dokazano.

Véta 4.10 Necht f(x) = a”,a > 0,29 € D(f), pak

lim a® = a™.
T—xQ
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Diikaz. Pro a # 1 lze psat a® = e Dostdvame tedy

Véta 3.11
. Véta 4.1
lim o = lim e*ne Ve&4? ezgngoxlna Veéta 42 zolna _ o0
T—rT0 T—T0
Pro a =1 je tvrzeni zfejmé (véta prejde na Vétu 4.1). O

Véta 4.11 Necht f(z) =Inz,zo € D(f), pak

lim Inz = In xg.
T—T0

Diikaz. Tato véta vlastné ikd, ze je funkce spojité (dle Definice 2.13), proto plyne piimo
z Véty 2.15 (nebot e je spojitd, ryze monoténni funkce na celém R a inverzni k Inz) a
Véty 4.8. O

Poznamka 4.12 Vety 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.8, 4.10 a 4.11 nam vlastné tikaji, ze
jsou tyto funkce spojité (viz Definice 2.13).

Véta 4.13 Necht lim g(z) = o, a € (0,00), 2o € R*, pak

Tr—rx0

lim Ing(z) =Ina.
Tr—rxTQ

Diikaz. Dukaz budeme provadét pomoci Véty 3.26 (o limité slozené funkce.) Polozime

p(r) = g(x),
fly) =1Iny,

a oveérime predpoklady véty, tzn.

2, 9lw) =,

. Véta 4.11
limlny =""1
Yy—o

no

a zbyvajici predpoklad véty o limité slozené funkce opét nahradime, dle Pozndamky 3.27 (iii),
pozadavkem spojitosti Iny v bodé «, ktery je také splnén.
Pak dle véty o limité slozené funkce musi platit

lim f(p(z)) = lim Ing(z) VL3201 o = In lim g(x).

r—x0 T—x0 T—x0
[
Poznamka 4.14 Lze dokazat, Zze predchozi véta se da rozsitit i pro dalsi hodnoty a.

(i) Necht lim g(x) = 00, zo € R*, pak

T—rT0

lim Ing(z) = oco.
T—T0
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(ii) Necht lim g(z) =0, 2o € R* a existuje O(z) tak, ze Vo € O(zy) je g(z) > 0, pak

Tr—T0

lim Ing(z) = —oc.
Tr—T0

Poznamka 4.15 Plati i opacna implikace obou tvrzeni z predchozi Poznamky 4.14.

(i) Necht lim Ing(x) = 0o, zg € R*, pak

Tr—xTQ

xli)rgo g(x) = oo.
Diikaz. Oznacme In g(x) =: h(x).
Vime tedy, ze
lim Ing(x) = lim h(z) = oco.

7 tohoto vyrazu dostavame pomoci Véty 4.9

lim e"®
T—T0

= Q.

Kdyz nyni dosadime za h(z) dostavame

lim ™9 = oo,
T—T0

tedy

lim g(x) = oo,
Tr—xQ

coz jsme chtéli dokazat.

(ii)) Necht lim Ing(x) = —o0, zg € R*, pak

Tr—IT0

lim g(z) = 0.

T—T0

Diikaz. Dukaz provadét nebudeme, postupuje se analogicky jako v pripadé (i).

Véta 4.16 Necht lim f(z) =a, lim g(z) =0, a >0, b € R*, pak

T—IT0 T—TQ

(i) je-lia € (0,00), b € R, pak lim f(z)/® = a’,

Tr—xTQ

ﬁﬂﬁﬁaemﬂ@\ﬂhbzaxmkhmf@Mm:{ 0, O<a<l,
T—TQ

00, a>1,

(iii) je-li a € (0,00) \ {1}, b = —o0, pak lim f(g;)g(m) —

T—T0

0, 0<a<l,
0, a>1,

(iv) je-lia =0, b # 0 a existuje O(xy) tak, ze Vo € O(xg) je f(x) > 0,

. g(x) _ oo, b < 0,
pak lim f(z) 0, b>0,
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0, b <0,
0, b> 0.

(v) je-lia = o0, b# 0, pak lim f(x)9®) = {
T—TQ
Diikaz. Dukaz provedeme postupneé.
(i) Chceme ukdzat, ze pro a € (0,00), b € R plati

lim f(z)?@ = a’.

T—TQ
Lze psat
lim In f(2)'® = lim [g(z) - In f(x)] Vel pip g(x) - lim In f(x)
T—rT0 T—T0 T—T0 T—T0
Vet i g(x)-In lim f(x)=1In hm f(x )HIOQ(I)
T—T0 T—rT0

a také
lim In f(z)9® Vet lim f(z)9@

T—T0 x—)af()

V tomto bodé by mohl vzniknout problém, kdyby vyraz uvniti logaritmu
(lim f (x)g(""’)) byl zaporny nebo roven nule. To ale nikdy nemtize nastat, nebof
T—T0

lim f(z) = a > 0 a dle definice limity (Definice 2.10)

T—T0
3 O(x) takové, ze |f(x) —a| < a.

Z toho pfimo plyne, ze na O(xg) je f(x) > 0.
Dostavame tedy

In lim f(z)?® =In lim f(z )Hrgog(x),
T—T0 T—rT0
z ¢ehoz odlogaritmovanim mame
lim g(x
lim ()7 = lim f(a) """
T—To T—x0

(ii) Chceme ukazat, ze pro a € (0,00) \ {1}, b = oo, plati

lim f(I)g(x) _ { 0, O<a<l,

T—T0 oQ, a> 1.
Lze psat
9@ _ _ Véta 3.13 . T
Jim In f(2)" = lim [g(z) - In f(2)] Jim g(z) - lim In f(z)
. Pozn. 3.15 | —00, O<a<l,
o xlggo I f(z) = { 00, a> 1.

Mame tedy

. g(z) _ Q, 0<a<l,
M I () { o, 0> 1,

a dle Poznamky 4.15 dostavame

lim f(z)?® =

Tr—x0

0, 0<a<l,
00, a> 1.
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(ili) Chceme ukézat, ze pro a € (0,00) \ {1}, b = —oo, plati

lim f(l‘)g(x) _ { o0, O<a<l,

Tr—x0

0, a> 1.
Dikaz provadét nebudeme, postupuje se analogicky jako v pripadé (ii).

(iv) Chceme ukézat, Ze pro a = 0, b # 0 a n&jaké O(zg) takové, ze Vz € O(xg) je
f(z) > 0, plati
lim f(z)9® =

T—T0

00, b <0,
0, b > 0.
Diikaz provedeme pouze pro a =0 a b € (—o0,0) U (0,00).
Pro a = 0 a b = £oo by ditkkaz vypadal analogicky, jen bychom misto Poznamky 3.15
museli pouzit Poznamku 3.17.

Lze psat
. g(x): . . Véta:3.13 . BT
Jim In f(z) Jim [g(z) - In f(2)] lim g(z) - lim In f(z)
Pozn. 4.14 [ ;. Pozn. 3.15 0, b <0,
S i g(o)] (-o0) "0 DS
Mame tedy

. g(z) _ o0, b <0,
i sy = {5 S0
a dle Poznamky 4.15 dostavame

lim f(z)g(x) =

T—T0

0, b <0,
0, b > 0.

(v) Chceme ukézat, Ze pro a = oo, b # 0, plati

0 b<0
. g(z) _ ) 5
i J(@)7 = { o, >0,

Diikaz provedeme pouze pro a = 0o a b € (—o00,0) U (0, 00).
Pro a = o0 a b = 400 by dikaz vypadal analogicky, jen bychom misto Po-
znamky 3.15 museli pouzit Poznamku 3.17.

Lze psat
. g(x) _ 1: Véta 3.13 ;. .
lim In f(2)?"* = lim [g(z) - In f(z)] " =" lim g(x) - lim In f(x)
Tr—T0 T—T0 T—T0 T—T0
Pozn. 4.14 [hm (I)] .50 Pozn. 3.15 —0Q, b < O,
a T—T0 g N oo, b > 0.
Mame tedy

. g(z) _ —0Q, b <0,
lim In f(z)%% = { o, b0

T—T0
a dle Poznamky 4.15 dostavame

i g(x)
1)

0, b <0,
0, b> 0.
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Poznamka 4.17 7 Véty 4.16 dostavame pravidla pro poéitani lim f(x)9®),
Tr—T0
Necht lim f(z) = a a lim g(x) = b, pak pro lim f(2)9®) plati nasledujici tabulka
T—T0 T—T0

T—T0

(Tabulka 4.1).

a\b_| {—oo} (—00,0) {0} (0,00) {oo}
{0} 00 00 — 0 0
(0,1) 00 a® 1 a® 0
(1} - 1 1 1

(1,00) 0 a® 1 ab 00
{0} 0 0 - 00 00

Tabulka 4.1: Pravidla pro poc¢itani lim f(z)9®), kde lim f(z) = a a lim g(z) = b.

T—T0 T—T0 T—rxT0

Poznamka 4.18 Plati, ze limity typu

1ioo 0 00

jsou nejednoznacné.

Méjme napriklad Priklad 11 a Priklad 12. Obé limity jsou typu 1°°, ale kazd4d ma uplné
jiny vysledek.

Stejné jako u jinych nejednoznac¢nych limit, i zde mizeme k feseni pouzit L’Hospitalovo
pravidlo (Véta 3.23). Pokud limity upravime,

(9(z)-In f(z))

)

. 9(@) _ 5 (9(x)In f(z)) Veta 4.9  lim
Jim (f@)” = Jim e e

dostavame vnitin{ limitu typu 0 - oo (dle Véty 4.1 a Véty 4.11), kterou déle upravujeme
podle Poznamky 3.25.

Poznamka 4.19 K Vété 4.16 lze analogicky definovat vétu, ktera plati pro a < 0.

Piedpoklady ziistanou stejné, pouze se piidd pozadavek existence lim (—1)9(®). Pak plati
T—TQ

lim f(x)?® = {lim (—1)9(:”)1 -a’.
T—T0 T—T0
Diikaz této véty spociva v prevedeni problému pravé na Vétu 4.16. Pro a < 0 1ze psat

lim f(2)?® = lim [(—1) - | f(2)[]9®)

T—T0 T—T0

Véta:3.11 lim (_1)9(3;) . lim |f(x)|g(a:) Véta:4.16 |:hm (_l)g(x):| . ab.

Tr—T0 T—T0 T—T0

) 1"
lim (1 + —) =e.
T—00 x

Diikaz. Ukézeme si dva zpusoby, kterymi lze tuto limitu vyrtesit.

Véta 4.20 Plati, ze
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(i) Ztejmeé plati
lz] <z < |z]+1, VaxeR.
Lze tedy psat

1 <1< 1
lz] +1 = = |z|’
1+ 1 <1+1<1+1
lz] +1 — x = |z’

(1+ ijlel)m < <1+é)$§ (1+ﬁ)mﬂ.

Budeme chtit pouzit Vétu 3.22 (vétu o trech limitach), proto si vyfresim limitu na
pravé a na levé strané.
Tyto limity si nejprve rozepiseme

1 =) eta 311 [2]+1 1 -1
li 14+ ——- RE i 14+ —- -l 14+ ——
rir?o(ﬂxm) mir?o(ﬂxm) wir?o(ﬂxm) ’

1 [z]+1 1 L] 1
lim 1+ — Ve 3l i (1 4+ — < lim (14 .
22500 |z T—500 | z] 2—00 lz] +1
Drive, nez se dostaneme k jejich Teseni, si uvedeme dvé pomocné limity.
Ziejmeé plati, ze

r—1<|z] <z+1, VreR

Kdyz nyni pouzijeme Vétu 3.22 (vétu o tfech limitéch), dostavame

Po%n. 3.15
lim (z — 1) Vet 4.2 00,
T—00
Po%n. 3.15
lim (x 4+ 1) veta 4.2 00,
T—00
a tedy
T—00
Pak také
T—00

Nyni uz mtzeme fesit limity z ptivodni nerovnosti, které jsme si rozepsali, abychom
je dokazali 1épe Tesit. ,, Druhé® limity vyresime jednoduse

Véta 3.11
—1 Pozn. 3.15

1 .
im 1 + Veta:3.26 17
Véta 3.11

]- ozn. .
lim (14 Pom. 315 ¢

Nyni budeme fesit ,, prvni* limity. Oznacime-li
n = |z, m:=|z] + 1,
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miizeme prevést vypocet limity funkce na vypocet limity posloupnosti.
Za pouziti pomocnych limit, které jsme si dokazali, lze psat

1 lz|+1 1 |z]+1 1\™
lim {1+ = lim 1+ = lim (14 —
T—00 lz] +1 (lz]+1)—o0 lz] +1 m—00 m

1 L] 1 lz] 1 n .
lim (14 — = lim (14— =lim (14— Def. 221

Dostavame tedy

a dle véty o trech limitach

1 ’ éta
lim (1 + —) vensa
T—00 X

Jelikoz mame proménou x v exponentu, potfebujeme ji né¢jakym zplisobem dostat
,dolti*. K tomu nam poslouzi logaritmus, ktery umoznuje prevést umocnovani na
nasobeni.

Tedy

1IN\ veta 1\* 1
In (lim (1 + —) > Vel i <ln (1 + —) > = lim <x -In (1 + —)) ,
T—r00 e T—r00 e T—r00 xr

coz je limita typu 0o-0 (dle Véty 3.5, Véty 3.11, Véty 4.2 a Véty 4.11) kterou mizeme
fesit L'Hospitalovym pravidlem, pouze je tfeba ji upravit (viz Poznamka 3.25),

—1
1 o In (14 1) v oY 1
lim (m -In (1 + —)) Porn 325 14 M Vera s i ﬁ = lim
x

T—r00 T—00 l
x

Véta 3.5
Véta 3.11

vetad2 1 _ 1
1+0

ln(lim <1—i—l> ):1.
Tr—r0o0 xr

Kdyz se zbavime logaritmu, dostavame

1 xr
lim (1+—> =ecl =e.
T—00 X

Celkem tedy mame

47



4.2 Priklady

Nyni prejdeme k samotnému pocitani limit. Budeme vyuzivat jak tzv. zakladnich limit,
které jsme uvedli v predchazejici ¢asti, tak samotnych vét, kterym se vénuje cela pred-
chézejici kapitola.

Pokud lze limitu vypocitat vice zpusoby, uvedeme je, aby bylo mozné porovnat vypo-
¢tovou narocnost jednotlivych postupi.

Priklad 1 Na konkrétnich prikladech limit ukazte, ze limita typu 0- oo je nejednoznacna.

ReSeni Mgéjme napiiklad

f(x) = o x # 0,
g9(z) =z,
pak
1 Po%n. 3.15 ) )
lim (f(z) - g(x)) = lim (— : 1‘) Veta 4.2 [0 - o] Vetad.19 4. q Vetadl
Tr—r00 T—r00 :L' Tr—r00
Ale pro
1
f(l‘) = ;7 T ?é 0’
g(x) = 2,
dostavame
Pozn. 3.15
1 V{eta 4.2 ) ]
lim (f(x) - g(x)) = lim (—-:ﬁ) VRS () o) VEILBD [y g VEIRAZ o
T—r 00 XTr—r00 x Tr—r00

Piiklad 2 Na konkrétnich pifkladech limit ukaiite, Ze pokud neexistuje lim £ g; ne-
Tr—xT0
znamena to, ze neexistuje také lim fz)
T—T0 9(z)

ReSeni Mgéjme napiiklad
f(x) =z +sinz,
g(x) = x + cos .

Pak (pokud vyuzijeme toho, ze plati, ze |sinz| <1 a |cosz| <1, Vz € R)

Pozn. 3.15
Véta 4.2
lim f(z) = lim (z 4 sinx) Vet o
T—00 T—00
Pozn. 3.15
Véta 4.2
lim g(z) = lim (z + cosz) ="

T—00 T—00
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Jsou tedy splnény predpoklady pro pouziti L’Hospitalova pravidla (viz Véta 3.23), ale
pravidlo pouzit nelze, nebot

. f(x) . 1l+cosz
lim = lim —
T—00 g'(,’jj) z—oo 1 —sinx

a tato limita podilu derivaci neexistuje.

Ale dané limita existuje,

Véta 3.11
Pozn. 3.15
. i i Véta 4.2
T +sinx oo (T4 easne . 1+ i
lim —— = lim ———2¢ = lim T cosz = 1.
z—oo L +cosx r—ooog (14 Cosm) ac—>001—‘r-T
X
Priklad 3 -
. X =
lim , m,n € N

z—=1 " — 1]

ReSeni Pimym dosazenim bychom (dle Véty 4.4) dostali limitu typu %, ktera je ovsem
nejednoznacna. Tuto limitu lze tedy Tesit ipravou nebo L'Hospitalovym pravidlem.

(i) Vyraz se snazime upravit tak, abychom se zbavili neurcitého vyrazu. Pokud z ¢itatele
i jmenovatele vytkneme vyraz (x — 1) a upravime, dostdvame

oam—=1 . (z—D@™ a2 b+ 1)
lim —— = lim
aolat =1 sl (-1 a2 4 a1
Véta 3.19 .
Véta 311 ;. L +z + .-+ ax+1

1im
1 xn71+xn72+,,_+x+1
Vetada 1" 124 4141 m-1 m

Inlyin24...4141 n-1 n’

(ii) ReSeni pomoci L’Hospitalova pravidla je vyrazné rychlejsf a elegantnéjsi, dostavame

-1 -1
x™ =1 vetazas ;. M- vetaaa m- 1™ m
lim =" lim— = — =
a—1 " — 1 a—1 n - gL n-1n-1 n
Priklad 4
_x+zi+ " —n
lim , n €N

rz—1 ,j(;—l

ReSeni Pi{mym dosazenim bychom (dle Véty 4.4) opét dostali limitu typu 8, ktera je
ovsem nejednoznacna. Mame tedy stejné moznosti, jako v predchézejicim pripadeé.

(i) Vyraz se snazime upravit tak, abychom se zbavili neurcitého vyrazu. Budeme upra-
vovat Citatele
n

:U+x2+---+x"—n:imi—n:Z(:ci—l).
i=1

i=1

Dostavame tedy

2 n n i n 7

T+ etz —n 2 (2t —1) vata 3. =1
lim T + = limM Veta 3.1l lim .
r—1 .T—l r—1 ;L’—l - :1:~>1$—1

=1




Tuto limitu budeme Fesit vytknutim vyrazu (x—1) z ¢itatele a naslednym zkrécenim,
dostavame tedy

: . , Véta 3.19

i1 -1 i—1 =24 ... 41 ta . .
i & i (="t 2724+ 1) v W3 il g g2 )
z—1 ¢ — 1 z—1 r—1 1

Pak celkové dostavame

T4+ tat—n O
glcl—>Hi x—1 _Z

(ii) Reseni pomoci L'Hospitalova pravidla je opét vyrazné rychlejsi, dostdvame

w42+ 2" = vewsas,. 1+2z+--- 02!

lim =" lim

z—1 r—1 z—1 1
:1L1q1+2x+---+n.xn—1Vé@4~31+2+...+n
_n(n+1)
= —

Priklad 5
lim\/i_\/ajL x—ay a>0,r>a
r—a 1/1-2_a2

Reseni Pfimym dosazenim bychom (dle Véty 3.11, Véty 3.26, Véty 4.2 a Véty 4.5) opét
dostali limitu typu 87 kterd je nejednoznacnd.

(i) Vyraz se tedy snazime upravit tak, abychom se zbavili neurcitého vyrazu,

Vi—vat+vr—a it+va _z—az+ Ja(e —a)+ax —a+ /a(z —a)
72 — a? Vr+/a VaZ —a? - (z + +/a)
Vi (i atVE+Va)
Vr—a-Vata (Vr++/a)
_ Vr—atVatya
Vr+a-(Va+y/a)

Dostavame tedy

Véta 3.11
Véta 3.26

pg VETVAE VT VT —at It Va vends Va—atyata

e V= e ot a- (Va+/a) Vata-(Va+a)
 2ya 1 W2
V2a-2-a V2a 20
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(ii) Nyni budeme fesit L'Hospitalovym pravidlem,

1 Vr—at\z
lim \/_ - \/a +vVr—a Véta 3.23 lim 2v/T t 3= 2\/33 ¢ _ {im 2\/x(x—a)
- 2x - T
r—a xr2 — g2 r—a W r—a T

_ lim Va2 —a?(Vr —a++/x)
wra 2ay/a(e —a)

. V(z—a)(x—a)(z+a)+/z(x —a)(z +a)
wa 2e\/a(x —a)

Véta 3.19
Véta 311 . Va2 — a4+ /z(z +a)
=" lim
r—a 21‘\/5
Véta 3.11
Véta 3.26
Veéta 4.2

Véta 4.5 \/a2_a2+\/a(a+a) \/§a B \/§ _\/%

2a+/a C 2ava  2ya 2

Priklad 6

lim (v/(z + a)(z + b) — z), a,b e R

T—r00

ReSeni Piimym dosazenim bychom (dle Pozndmky 3.15, Poznamky 3.17, Véty 3.26 a
Véty 4.2) dostali limitu typu oo — oo, kterd je nejednoznac¢na.

(i) Vyraz se tedy snazime upravit,

—x= x+a)x —r .\/<x+a(x—|—b)+x
VE+a)(z+b) —z=(/(z+a)(z+b) —2) JE+a)(z+b)+a
)

(

)
)
_ (x +a)(x +b) — 22 _ (a+b)x + ab
Victa)(r+b)+z  lzta)(r+d) +a

Protoze  — oo, snazime se dostat 2 do jmenovatele, protoze = = 0, a € R (dle
Pozndmky 3.15),

(a+b)z +ab (a+b)x + ab i
Cta@tb+ae a2+ a—i—bx—i—ab—l—x 1
(a+0b)+

(a+b) ab .
Pak dostavame

Véta 3.11
Pozn. 3.15
Véta 3.26

lim (v/(z + a)(z + b) — 2) = lim (a+b)+ 2 vetad2 (a+b)+0

z—300 z—+00 /1+(“;”)+;—2+1 V1404041

a+b
5
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(ii) L’Hospitalovo pravidlo by slo také pouzit, ale bylo by nutné limitu upravit na limitu
typu % (viz Pozndmka 3.25). To by bylo v tomto pfipadé dosti zdlouhavé, proto se
spokojime jen s feSenim pomoci Gpravy.

Priklad 7
vi4+z—1

lim ————— neN
z—0 x

ReSeni Pifmjm dosazenim bychom (dle Véty 3.11, Véty 3.26 a Véty 4.2) dostali limitu
typu g, kterd je nejednoznacna.

(i) Prvni moZznosti, jak limitu fesit, je pouzit substituci

y=V1+uz,
r=y"—1,
y— 1.

Ulohu tak pfevedeme na vipocet limity slozené funkce f() (dle Véty 3.26), kde
p(r) = V1+w,

_y—1
f(y)—yn_1

a lze jednoduse ukéazat, ze vSechny predpoklady jsou splnény.
Dostavame tedy

o V14 z-—1 oy —1
lim —— = lim .
z—0 T y—>1y”—1

Nyni z jmenovatele vytkneme vyraz y — 1, abychom mohli kratit, dostavame tedy

Véta 3.19
. y—1 . y—1 Véta 3.11 1. 1
1m = 11m = 11m
Slyt =1 vl (y =D Ay ey ) polyt Ty ey
Véta 4.4 1 1
14 1n24...41+1 n-1 n

(ii) Pokud pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo, dostdvame

Véta 3.11
1_ Véta 3.26
. V1+2—1 vetasos .. %'(1+$)}L ! 1 1] Vetado
lim —— =" lim =lim [—- (14 2)» ats -
z—0 €T z—0 1 z—=0 | n n
Priiklad 8 ok
lim sin( :10)7 ke N
z—0 x

ReSeni Pifmym dosazenim bychom (dle Véty 3.11, Véty 3.26, Véty 4.2 a Véty 4.6) dostali
limitu typu %, ktera je nejednoznacna. Uvedeme si dvé moznosti, jak lze tuto limitu Tesit.
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(i) Vime, Ze lim &z

LR = 1 (viz Véta 4.7). Proto se budeme snazit tento vztah vyuzit,
r—r
dostavame tedy
Véta 3.11
sin(k k - sin(k 2 sin(k
li SR _ gy kosin(kz) vewar o, sin(kz)
=0 =0 kx

=0 kx
KdyZ nyni pouzijeme substituci

y = kuz,
y — 0,

tlohu prevedeme na vypocet limity slozené funkce f(¢) (dle Véty 3.26), kde

p(z) = ke,
siny
f() y

a lze jednoduse ukazat, ze vSechny predpoklady jsou splnény.
Dostavame tedy

— ko lim oY Ve AT g
z—0 kx y—0 gy

(ii) Dalsi moznosti je pouzit L'Hospitalovo pravidlo,

Véta 3.11
Véta 3.26
) Véta 4.1
. sin(kx) vetas.23,. k-cos(kx ) Véta 4.6
hmg = hm#:hmk-cos(lﬂx) =" k-cos0=k.
z—0 T z—0 1 z—0
Priklad 9 _
arcsin x

lim

x—0 x

Reseni Piimym dosazenim bychom (dle Definice 2.15, Véty 3.11, Véty 4.1 a Véty 4.6)
dostali limitu typu %, kterd je nejednoznacné.

(i) Prvni moZnosti, jak limitu fesit, je pouzit substituci

Yy = arcsin x,
T = siny,
y — 0.

Ulohu tak pievedeme na vipocet limity slozené funkce f() (dle Véty 3.26), kde

(x) = arcsin z,
_ Y

fly) = Sy

a lze jednoduse ukazat, ze vSechny predpoklady jsou splnény.
Dostavame tedy

. arcsinz _ Y
lim = lim ——.
z—0 x y—0 sy
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Nyni vyuzijeme faktu, ze lir% % =1 (viz Véta 4.7), dostavame tedy
Yy—r
Véta 3.11
Véta 4.1
.y 1 vemar 1
lim — = lim — = —=1.
y=0siny  y—0 32Y 1
y
Celkem tedy
. arcsinz
lim — =
z—0 €T

(ii) Druhou moznosti je pouzit L'Hospitalovo pravidlo,

Véta 3.11
. 1 1 Véta 3.26 1
. aICSINT Veta 3.23 ;. V1—z2 . Véta 4.5
lim =1 T = lim = =" -=1

— 1m —_— = =
z—0 X z—0 1 z—0 /1 — 2 1

Priklad 10 . .
. sinz —sina
lim ———, a€R

r—a xr—a

ReSeni P#mym dosazenim bychom (dle Véty 3.11, Véty 4.1, Véty 4.2 a Véty 4.6) dostali
limitu typu 8, ktera je nejednoznacnd. Ukazeme si tii postupy, kterym lze tuto limitu resit.

(1) Prvni moznosti je pouzit goniometricky vzorec sinz — sina = 2 - cos %32 - sin %52,
Dostavame
sinz —sina  2-cos % -sin 25 cos 2 - sin 254
T —a T —a e ’
tedy
Y sinz —sina | cos T - sin T30 v 301 y x+a y sin £5¢
im ——— = lim — =""" lim cos im ——
T—a r—a T—a = r—a T—a =5
Prvni limitu mtzeme tesit primo dosazenim, tedy
. T+ a veta 4.6 a+a
lim cos =" cos = cosa.
T—a 2

V druhé limité pouzijeme substituci

pl(z) = ——,
_ siny
fly) = y



a lze jednoduse ukazat, ze vSechny predpoklady jsou splnény.
Dostavame

o I—a :
S == . SINY Véta 4.7
— = lim =

y—0 Yy

1.

Celkem tedy mame

. sinx —sina
lim ————— =cosa-1 = cosa.
xr—ra Tr — Qa

(ii) Druhou moznosti je pouzit L’Hospitalovo pravidlo,

. SINX —SINa Véta 323 ,. COST . Véta 4.6
lim — =" lim = limcosx =" cosa.
z—a T —a z—a 1 z—a

(iii) Treti moznosti je si uvédomit, ze tato limita je piimo definici derivace (viz Defi-
nice 2.16).

Lze tedy psat
. sinz — sina pef. 2.16
lim —— =
T—a r—a

(sina)’ = cosa.

Priklad 11

lim (sinz)'®”
T

sinx )
cosx

ReSeni Pifmym dosazenim bychom (dle Véty 4.6, Véty 4.16 a rozepsanim tgz =
dostali limitu typu 1°°, ktera je nejednoznacna.
Protoze mame proménou x v exponentu, potiebujeme ji néjakym zptisobem dostat ,,doli”.
K tomu nam pomuze logaritmus, ktery prevadi umocnovani na nasobeni.
Tedy

In (lim (sin x)tgx) Vera s gy (In(sin2)®*) = lim (tgz - In(sinx)),
coz je limita typu oo-0, kterou, kdyz upravime (viz Poznamka 3.25), muzeme fesit L' Hospi-
talovym pravidlem, tedy

. 1

: . Pozn. 3.25 .. INSINT veta3.23 .. oo COST

lim (tgz -In(sinz)) =" lim —— =" lim **&——

=7 =% = =T ——
tgx sin“ x
. —sin®x - coszx . .
= lim _ = lim (—sinx - cosx).
TG sinx x5

Nyni vyuZijeme goniometricky vzorec sin 2z = 2-sinz - cosz (tedy 1 -sin2z = sinz - cos z)
a dostavame

Véta 3.11
1 Véta 4.1 1
éta 4. . 71—
lim (—sinz - cosz) = lim | —= - sin 2z VAt _Z gin <2 : —) = 0.

Celkem tedy mame

In <lim (sin Jc)tgz> =0.

jus
27—)2

Kdyz se zbavime logaritmu, dostavame

lim (sinz)®® =¢® = 1.

us
=7
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Priklad 12
lim {/cos+/z
z—0

ReSeni PHmyjm dosazenim bychom (dle Véty 3.26, Véty 4.10, Véty 4.5, Véty 4.6, Véty
4.16 a rozepsanim {/cos/x = (cos \/x)= ) dostali limitu typu 1°°, kterd je nejednoznaéna.
Protoze mame proménou x v exponentu, budeme postupovat podobné, jako v prechaze-
jicim pripadé.

Tedy

In <lim \/ cos \/E) =In <lim (cos \/E)%> Vera 13 1 (ln (cos f)%)
z—0 z—0

~ lim (1 In (cos \/_)>

z—0

coz je limita typu co-0, kterou, kdyz upravime (viz Poznamka 3.25), muzeme fesit L"Hospi-
talovym pravidlem,

_ —siny/x
1 ozn. 3. 1 &ta 3. . z =t
lim < n (cos \/—)) Pozn. 3.25 lim M Véta 3.23 lipy 2V/Eeos vV 2.\/zcos\/T ﬂ

z—0 z—0 x z—0 1 z—0 2\/5

Dostali jsme ale limitu typu %, opét tedy pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo,

Véta 3.11
Véta 3.26
Véta 4.1
1 Véta 4.5
. —tg /T veta 323 ., 2V/z-cos? \/z . 1 Véta 4.6 1 1
lim —=== ""="" lim 5 = lim |~ = =
=0 24/x a0 2.5 o= =0\ 2-cos?\/x 2 - cos?0 2

Celkem tedy méame

1
In (lim \/ cos \/5) =-3

z—0

Kdyz se zbavime logaritmu, dostavame
lim {/cos vz = T = .
z—0

Priklad 13

oa®—1
lim
x—0 x

, aeR

f{eéeni Primym dosazenim bychom dostali (dle Véty 3.11, Véty 4.2 a Véty 4.10) limitu
typu , ktera je nejednoznacné. Ukazeme si dva postupy, kterym Ize tuto limitu resit.

(i) Prvni moznosti, jak limitu fesit, je pouzit substituci

y:az_17

In(y + 1)
~ Ina
y — 0.
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Ulohu tak prevedeme na vypocet limity slozené funkce f(¢) (dle Véty 3.26), kde

(p(l’) =a" -1,
fly) = In(y+1)

Ina

Q
<

a lze jednoduse ukazat, ze vSechny predpoklady jsou splnény.
Dostavame

a® —1 ) Y ) Ina ) Ina

_ —— = Il ———+——— = lIm
lim — y=0 MWEL 0 Lo In(y + 1) w0 In(y 4 1)

Ina

Y

< =

kde limitu vyrazu In(y+ 1)% urc¢ime pomoci substituce (tedy Véty 3.26) a Véty 4.20.

Mame tedy
Véta 3.11
Véta 3.26
) Ina Véta 420 .. 1ma .. lna Véta 4.1
lim —— =" lim— =lim— =limlna =" Ina
y—0 ln(y + 1)5 y—0 Ine y—0 1 y—0
Celkem
oat—1
lim =Ina.
z—0 x

(ii) Druhou moZnosti je pouzit L'Hospitalovo pravidlo,

Véta 3.11
Véta 4.1
. 0" =1 veasos, a®-lna Véta 4.10
lim =" lim =lim(a®-Ina)  =""a -lna=Ina.
z—0 €T z—0 z—0

Priklad 14

|
lim e

T—00 \/E

ReSeni Pokud bychom pfimo dosadili, nedokédZeme odhadnout, co jde rychleji do neko-
necna. Proto pouzijeme vétu o tfech limitach (viz Véta 3.22).
Vyjdeme z toho, ze plati (jak muzeme vidét na Obrazku 4.3)

Inz <z, Vo >0.

Nyni budeme tuto nerovnost upravovat,

Nyni mtzeme psat




Obrazek 4.3: Nerovnost Inx < z, Va > 0.

Protoze budeme chtit pouzit Vétu 3.22 (véta o trech limitach), vyTresime si limitu na levé
a na pravé strané,

. Veéta 4.1
lim 0 =
T—r00
Pozn. 3.15
Véta 4.1
) 4 Veta as
lim — =

Z—00 \4/5

0,

0.

Dle véty o trech limitach pak plati

. InT veta 3.22
lim =

=

. ( 1 )
lim [ z - sin —
x—0 x

Reseni Dle Véty 3.11 limitu sou¢inu rozdélime na soudin limit, tedy

0.

Priklad 15

. . 1Y\ vetasit . o1
lim | z - sin — =" limzx - lim sin —.
x—0 € r—0 z—0 x
Vytesime prvni limitu
. Véta 4.2
limz ="70.
x—0

Druh4 limita neexistuje (nebot sinus je periodicka funkce), plati vsak, ze

Proto nyni vyuzijeme Vétu 3.10. Pak dostavame

) .1 veta .10
lim ( z - sin — ="0.
x—0 x

Priklad 16
4]
lim
z—4 r —4
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ReSeni Pifmjm dosazenim bychom dostali (dle Véty 3.11, Véty 3.26 a Véty 4.3) limitu
typu %, kterd je nejednoznacna.

Budeme se snazit pouzit Vétu 3.3. Vyresime tedy nasledujici jednostranné limity

Véta 3.11
Véta 3.26
. |4 —x| veta4s
lim —— =" 1,
=4+ x —4
Véta 3.11

Véta 3.26
. |4—x| vetaas
lim =
z—4— 1 — 4

—1.

Protoze

4 — 4 —
i A= gy, Bl
r—4+ 33—4 r—4— ,jlj‘—4

tak dle Véty 3.3 plati, Ze neexistuje limita

. |4 — x|
lim )
z—4 —4
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L4 A4
5 Zaver
Cilem této prace bylo popsat vlastnosti limity realné funkce jedné realné proménné.

Mnoho definic a tvrzeni vypada na prvni pohled slozité a terpve ilustrace na obrazku
nam pomuze danou problematiku pochopit. Proto je prace doplnéna mnoha obrazky.

Prakticky vyznam uvedenych tvrzeni o vlastnostech limit byl nasledné ukazan na pii-
kladech. Nejsou to pouze vyresené priklady, ale v kazdém kroku je detailné popsano, pro¢
to lze takto udélat. Casto si pii bézném pocitani limit ani neuvédomujeme, ¢eho vieho
vyuzivame. Neovérujeme, zda-li jsou splnény vsechny predpoklady, které splnény maji
byt. A uz viibec se nezamyslime, pro¢ co plati.

Je vidét, ze mezi nejpouzivanéjsi patii véta o pocetnich operacich s limitami (Véta 3.11,
Véta 3.13, Véta 3.16), o tiech limitach (Véta 3.22) ¢i o limité slozené funkce (Véta 3.26).

Jako nejmocnéjsi nastroj se vsak ukazalo L’Hospitalovo pravidlo (Véta 3.23). Za spl-
néni danych predpokladii nam toto pravidlo prevede vysSetrovani limity podilu funkci na
vysettovani limity podilu derivaci téchto funkci. Uleh¢i nam to tedy praci, ale je nutné
umét derivovat. Pravé v derivaci, kterd je definovdna pomoci limity (viz Definice 2.16), se
skryva mnoho vypoctenych limit, které my jiz pocitat nemusime.

Prace je rozsahla, protoze byla snaha nic nevynechavat, poskytnout opravdu kom-
plexni pohled na tuto problematiku. Literatura, z které bylo cerpano, se zabyva celou
matematickou analyzou, proto je limitdm vénovan pouze omezeny prostor. Casto zde nenf
problematika rozebirdna do tiplnych detaili nebo pro plné vSechny mozné varianty (napf.
Véta 4.16 se obvykle dokazuje pouze pro a € (0,00) a b € R).

60



Literatura

[1]

2]

DOSLA, Zuzana a Jaromir KUBEN. Diferencidind pocet funkci jedné promeénné. Brno:
Masarykova univerzita, 2003. ISBN 80-210-3121-2.

MATEMATIKA online [online]. Brno: Ustav matematiky FSI VUT Brno,
2005 [cit. 2020-06-06]. Dostupné z: https://mathonline.fme.vutbr.cz/
Matematicka-analyzanbspl/sc-1225-sr-1-a-265/default.aspx

VESELY, Jif{. Matematickd analjza pro ucitele: proni di. Druhé. Praha: MATFY-
ZPRESS, 2001. ISBN 80-85863-62-6.

BRABEC, Jif{, Zdentk ROZENSKY a FrantiSek MARTAN. Matematickd analyza:
vysokoskolska ucebnice pro elektrotechnické fakulty vysokych skol technickych. 2. upr.
vyd. Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1989. ISBN 80-030-0044-0.

Introduction to Analysis [online]. Davis: Department of Mathematics, University of
California at Davis, 2014 [cit. 2020-06-06]. Dostupné z: https://www.math.ucdavis.
edu/~hunter/intro_analysis_pdf/intro_analysis.html

Limita a spojitost [online|. Praha: Katedra didaktiky matematiky, Matema-
ticko-fyzikdlni fakulta, Univerzita Karlova v Praze, 2011 [cit. 2020-06-06].
Dostupné z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/limita_a_spojitost/
limita.php7kapitola=vety

SUCHOMEL, Jaromir, Jifina PLACKOVA a Jaromir KRIZ. Diferencidlni pocet.
Brno: Rektorat VUT v Brné, 1978.

NEUBRUNN, Tibor a Jozef VENCKO. Uvod do matematickej analjzy. Piate nezme-
nené vydanie. Bratislava: Univerzita Komenského v Bratislave, 1981.

61


https://mathonline.fme.vutbr.cz/Matematicka-analyzanbspI/sc-1225-sr-1-a-265/default.aspx
https://mathonline.fme.vutbr.cz/Matematicka-analyzanbspI/sc-1225-sr-1-a-265/default.aspx
https://www.math.ucdavis.edu/~hunter/intro_analysis_pdf/intro_analysis.html
https://www.math.ucdavis.edu/~hunter/intro_analysis_pdf/intro_analysis.html
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/limita_a_spojitost/limita.php?kapitola=vety
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/limita_a_spojitost/limita.php?kapitola=vety

Pouzité zkratky a symboly
N  mnozina viech piirozenych sel

R mnozina vsech realnych c¢isel

0  prézdni mnozina

|z] dolni celd ¢ast ¢isla z
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