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Uvod

Predlozena prace se zabyva historii ¢isla, tj. popisuje stru¢né vyvoj, kterym
matematika prosla nez se dospélo k soucasnému pojmu realného cisla. Protoze
historie ¢isla je spjata s celkovou historii matematiky, bylo pfihlédnuto k Sirsim
souvislostem s ostatnimi obory matematiky.

Prace ma dvé hlavni ¢asti. Prvni ¢ast je vénovana historii. Rekneme si jak
lidé v riznych kulturach pocitali, jaké pouzivali ¢iselné soustavy nebo jaké méli
pismo. Zminime dilezitd jména, dila a skoly. Druhé c¢éast je odborné zamérena
na soucasny pojem realného cisla. Zabyva se dvojim pohledem na realna c¢isla.
Predevsim se zamétfime na konstrukci readlného cisla pomoci Dedekindovy teorie
fezi a Cauchyho fundamentélnich posloupnosti. Podrobnéji provedeme diikazy
konstrukce souctu a soucinu realnych cisel pomoci Dedekindovych fezt.

Protoze teorie redlnych ¢isel izce souvisi s jinymi védnimi obory matematiky
(teorie cisel, teoretickd aritmetika, teorie mnozin, matematickd analyza, atd.),
bylo nutno pracovat s celou fadou pojmi, které v této praci nejsou definovany
(ordinalni ¢isla, kardinalni ¢isla, algebraické struktury, teorie posloupnosti a fad,
aj.). Zahrnutim definic téchto pojmu a pfislusnych matematickych vét do textu,
by se prace netimérné rozrostla. Proto predpokladame znalost téchto pojmi, pii-
padné pouzivame odkazti na prislusnou literaturu, jejiz seznam je v zavéru prace

uveden.



1. Prurez historii ¢isla

1.1. Praveék

Jaké myslenkové pochody méli pravéci lidé miizeme jen odhadovat. Vzhledem
k tomu, Ze neuméli psat, nedochovaly se o jejich myslenkach ani jejich osudech
zadné pisemné zaznamy. Pfesto miizeme predpokladat, Ze se zabyvali né¢im abs-
traktnéjsim, co se nedalo ulovit, sebrat ani vidét. Byly to nabozenské, kulturni,
kmenové aj. zvyky, ale také zarodky matematického mysleni. Lidé si dlouho ne-
uvédomovali, Ze mysli pravé ,matematicky”, nicméné pokusy mérit nebo zazna-
menat mnozstvi vznikaly uz v kulturach hodné primitivnich.

Z obdobi pravéku se dochovalo jen méalo hmotnych pamatek. Za nejstarsi
uméle vyrobené predmeéty spojené s poc¢itanim jsou povazovany vyrezavané kosti,
jejichz nalezy se datuji az do doby 35000 let pf.n.l. Pravdépodobné alespon v
nékterych pripadech byly pouzivany jako tzv. lunarni kalendare. Kazdy zafez vy-
jadroval jeden vychod mésice. Podobné priklady pocitani pomoci jednoznacného
prifazeni jsou znamy z obdobi nékterych prvobytné pospolnych spolecnosti a k
dalsim néleztim stale dochazi. V roce 1936 nasel Karel Absolon u Dolnich Vésto-
nic na Jizni Moravé asi 18 cm lytkovou kost mladého vlka. Jeji stari se odhaduje
na 25 az 28 tisic let. Kost sama o sobé by nebyla nic zvlastniho. Tahle je vyji-
mecna tim, ze do ni byla vyryta fada pricnych zarezi, které se daji rozdélit do
dvou skupin oddéleny od sebe dvojici delsich ¢ar. V prvni skupin€ jich je 20, ve
druhé 25. Jediné ¢eho si miizeme vSimnout je, Zze obé skupiny jsou nasobky péti.

Z obdobi 9 az 6,5 tisic let pred nasim letopoc¢tem, byla v roce 1960 v nalezisti
u osady ISango na bfehu jezera Zaire, nalezena kost paviana s hlubokymi zatezy.
Tyto zafezy byly organizovany mnohem slozitéji a tvorily skupiny oddélené me-
zerami. Je zajimavé, Ze se zde v hojném poctu objevuji prvoéislal. D4 se néco
takového predpokladat nékdy pred deseti tisici lety? Mohly se prvocisla uz tehdy
pravékym lidem hodit? Bylo potvrzeno, Ze tyto zafezy byly vytvoreny 39 rtz-

nymi nastroji. Jestli to byly postupné zadznamy nebo si jen kontrolovali kvalitu

IPrvoéisla predstavuji mnozstvi, které uz nelze rozdélit. Pro tplnost to jsou pfirozena &isla
délitelna jenom jednotkou nebo sama sebou.



pazourkovych bfitd se uz nedovime.

Nepochybné uzivali pravéci lidé k vyjadieni urc¢itého mnozstvi i jinych pted-
meéti nez kosti; jako pocitadla mohly slouzit i zafezy do dieva, oblazky, skeble
nebo plody zemédélské trody, které se nam vsak z pochopitelnych divodi nedo-
chovaly. Soubor takovychto pfedmétti (nebo zéfezi) sice vyjadiuje mnozstvi, ale
nefika nic o druhu pocitanych polozek a také jej nelze ve vétsiné pripadi pouzit
pro uchovani informace na delsi dobu.

Béhem 70. a 80. let 20. stoleti vypracovala antropolozka Denise Schmandtova
- Besseratova z Texaské univerzity v Austinu podrobnou studii hlinénych arte-
faktt nalezenych pti archeologickych vykopavkach na rtznych mistech Stfedniho
vychodu. Kromé obvyklych hlinénych nadob, cihel a soSek se vSude nachézely
malé, peclivé vytvarované hlinéné predmeéty zhruba centimetrové velikosti: koule,
disky, kuzely, Sestihrany, valce, trojuhelniky, obdélniky aj. Nejstarsi pochazeji
podle odhadu asi z 8. tisicileti pt.n.l., tedy z doby, kdy se lidé zacali vénovat
zemédélstvi a potiebovali planovat sklizné a skladovat tirodu.
vzdalenostech a smérech. Zprvu geometrii moc nepotiebovali. Pole mélo takovy
tvar, aby se dalo dobfe obdélat, stavby byly stavény bez planti a vymeétovani,
tvar byl pfizptisoben vlastnosti stavebniho materialu. S postupujicim vyvojem
nartistal pocet zemédélskych osad a bylo nutné postupovat pfi stavbach pres-
néji a planovitéji. Zejména pti stavbé zavlazovacich kanali a terénnich tpravach.
Vznikaly osady tak velké, ze se jim dalo fikat mésta, budovdm chramy nebo
palace, a v té dobé koncil praveék a zacinal staroveék. Z tohoto obdobi jsou pre-
devsim znamé megalitické stavby. Typickym prikladem je Stonehenge - v Anglii,
postupné vztycena mezi lety 1 900 a 1 400 pred nasim letopoctem.

Jestli pravéci lidé provadeéli elementarni pocetni operace se dnes uz miizeme
jenom dohadovat. Mozna c¢as od casu spojili dvé hromadky diivek a dostali zase
hromadku drivek. Také je pravdépodobné, ze uméli porovnavat, ktera ze dvou

hromédek je vétsi nebo kterd ze dvou fad zarezi je delsi.



1.2. Starovék
1.2.1. Mezopotamie

Prvni pisemné doklady o matematice mizeme najit v povodi fek Eufrat a
Tigris, na Gzemi dnesniho Irdku. V této oblasti se utvarely prvni méstské ci-
vilizace. Teplé podnebi a trodna ptuda zde podporily vznik zemédélstvi. Byly
budovany zavlahové systémy a k jejich stavbé a Tizeni vznikaly potfebné organi-
zace a instituce. S tim bylo spojeno vybirdni naturalnich dani a budovéni skladist
na urodu. To se neobeslo bez vymérovani a pocitani.

Do roku 6000 pt.n.l. se rozsitilo pouzivani hlinénych predmétii - jakych si ,,ze-
tonu“, které slouzily k vyjadfeni urc¢itého mnozstvi, k uzavirani smluv, k zazna-
mum o vlastnictvi, k planovani a také - diky své sménné hodnoté - k vyménnému
obchodu. Vzhled Zetonti se v podstaté nezménil az do roku 3000 pt.n.l., kdy pod-
tem mést, vznikem nabozenskych instituci a vyvojem organizované vlady - vedla
k vypracovani mnohem propracovanéjsich forem téchto zetoni. Kromé rozmani-
tych tvart téchto zetoni byly na nich vyryvany urc¢ité znacky. V zemédélstvi se
pravdépodobné oznacovaly druh vyrabénych predmétii, napt. tkaniny, vyrobky z
kovu, nadoby s olejem apod.). Jednoduché zetony vkladali do hlinénych nadob
a aby je nemuseli stale ,prepocitavat®, zacali na povrchu nadob zaznamenavat
kolik a jakych Zetonti v nadobach je. AZ po nékolika staletich si lidé uvédomili,
7e samotné zetony jsou tam nadbytecné, protoze pocet je jiz uveden na povrchu
nadob.

A tak béhem nasledujicich generaci zetony zmizely tplné. Nakonec se zacaly
pouzivat hlinéné tabulky s vyrytymi symboly. Sumersti Gcetni tedy nahradili fy-
zicka pocitadla psanymi ¢islicemi. Piechod od fyzickych prostfedki k abstraktnim
symboliim miiZzeme povazovat za skutecny pokrok v poznani.

Se zavadénim symbold tizce souvisi uzivani prvniho pisma, které se datuje
kolem roku 3300 ptf.n.l.. V Uru, Uruku a Kisi se uzivaly tzv. piktografické znaky,
které byly vyryvany do vlhké hliny. Mezi nejstarsimi zapisy byly i znaky pro
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¢isla. Z piktografickych znakt se vytvorilo klinové pismo, které se vytlacovalo
sefiznutym stéblem rakosu.

Vedle Sumert v pocitani proslapavali dosud neznamou cestu i Asyfané a Ba-
bylonané. S¢itani a od¢itani zvladali pomérné zrucéné, a tyto operace provadéli
zpaméti nebo pomoci jednoduchych pocetnich postupi. Pro pocetni ikony, které
nezvladali zpaméti, pouzivali tabulky. Pritom usilovali o pfehlednost, a proto se
omezili na co nejmensi pocet tabulek. PTi pocitani zpaméti se Casto pouzivalo
prsti na rukou (i nohou). To vedlo postupné k vyjadfovani ¢isel pomoci urcitého
zékladu, ktery téz poméhal pti vytvareni vétsich cisel. Nejprve to byl zaklad 5,
potom 10 i 20 (pocet prsti na jedné ruce, na dvou a soucdet prsti na rukou i
nohou). Vznikala primitivni aritmetika. Nap¥. ¢trnact se vyjadiovalo jako 10+ 4,
ale také 15 — 1. Operace nasobeni zacalo vznikat tehdy, kdyz se ¢islo 20 zacalo
vyjadfovat jako 10+ 10, tj. 2-10. Operace zdvojnasobovani se pouzivalo po tisici-
leti zvlasté v Egypté a Indii. Zacatky déleni pak muzeme sledovat jako ,polovina
téla“ (rozdéleni prsti ruce-nohy). Nelze vSak hovofit o vytvareni zlomki. Ty se
zacaly uzivat mnohem pozdéji a skoro ve vsech pripadech to byla % (vyjiméené
se vyskytly téZ 3 nebo 7).

Bylo také tfeba mérit délky a objemy rtiznych predmétt. Také zde poslouzilo
k odvozeni lidské télo a jeho ¢asti (odtud byly odvozeny i nazvy jednotek, které
pretrvavaly dlouhou dobu napt. palce, stopy, hrsti, lokty, sdhy apod.).

Meéreni délek a objemi souviselo tzce s rozvojem geometrickych predstav. Za-
aly se tak vytvafet prvni geometrické pojmy spojené s lidskou ¢innosti.? Jiz u
neolitického Clovéka existovalo Zivé citéni pro geometrickou ornamentiku (paleni
a zdobeni hrnéifskych vyrobku, splétani rohozi, proplétani kosi apod.). Roz-
voj geometrickych predstav tizce souvisel se zdokonalovanim pocetnich praktik
a ovlivnoval je. Mimo to jesté jeden obor lidské ¢innosti prispival ke zdokona-
lovani matematickych dovednosti souvisejicich s praxi. Byla to astronomie. Jiz

u primitivnich kmenti se setkavame s urcitym délenim casu spojenym s pocita-

2 Pravdépodobné prvni predstavy geometrickych Gtvart ziskal Elovék pozorovanim oblohy.
Slunce a mésic inspirovaly c¢loveéka k ,sestrojovani“ kruhu a snad to byl prvni geometricky
obrazec, ktery se ¢lovék naucil zobrazovat.



nim dnt, s pohybem slunce, mésice a hvézd. Uzivani lunarniho kalendatre pochazi
z pradavného obdobi lidské historie, kdy se zacaly spojovat vegetacni zmény s
periodickymi zménami mésice. Primitivni narody také pozorovaly slunovraty a
vychody souhvézdi pfi stmivani. Z astronomie také pramenily nékteré znalosti o

vlastnostech koule, kruhu, thlech a s tim spojené vypocty a méteni.

1.2.2. Egypt

Matematika vznikala jako praktickd véda, kterda méla usnadnit Fizeni sklizni,
organizaci verejnych staveb nebo také vybirani dani. Egyptskd matematika se
vyvijela v zavislosti na sezénnich zaplavach Nilu. Diky tomu byla tato oblast
velmi irodna a bylo nutné mit fungujici administrativu, ktera souvisela s evidenci
a vybiranim dani a kazdoro¢nim vymeérovanim policek. Budovaly se zde hraze,
zpeviovaly brehy a zakladaly vodni nadrze. Bez pocitani a méfeni by se neobesli.
Geometrie byla zatim fazena do stavitelstvi. Vznikala specializovana povolani
jako umeélci, valecnici, obchodnici, knézi. Knézi zaujimali vyznamné postaveni
jako nositelé védeckych poznatki. Pouzivali hieroglyfické pismo. Slavnostni hie-
roglyfické napisy byly tesany do kamene a pro béznou pottebu jim slouzil papyrus
nebo levnéjsi materialy - stfepy a kameny, na které se psalo rakosovym stéblem.

Zmnalosti o egyptské matematice ¢erpame ze dvou papyri. Oba jsou zhruba
stejné staré, vznikly kolem roku 1850 pf.n.l. Prvni se nazyva Rhindiv papyrus,
ktery obsahuje 87 matematickych tloh. Jeho autorem je Ahmes a objeven byl
anglicanem Rhindem v roce 1858. Nyni je ulozen v britském statnim muzeu v
Londyné®. Druhy papyrus tzv. Moskevsky byl objeveny rusem Goleniséevem v
roce 1893*.

Z téchto papyri se dovidame o egyptské matematice, ktera zahrnovala aritme-
tiku prevazné aditivniho charakteru. Napt. nasobeni bylo prevadéno na opakovani

s¢itani dvojnasobku ¢isel podle nasledujiciho prikladu.

3 Nezachoval se v ptivodni verzi, opis je asi o dvé stoleti mladsi, tedy z roku kolem 1650
pr.n.l. Rukopisu se Castéji fikd Ahmesuv. Je to svitek dlouhy asi 6 metri a Siroky 35 cm.

4Tento papyrus daroval rusky sbératel v roce 1912 moskevskému Muzeu uméni. Je psany v
hieratickém pismu s pfepisy do hieroglyft.



Soucin 13 - 11 = 143 byl pocitan takto:

*1 11
2 22
x4 44
*8  88.

V levém sloupci po secteni ¢isel s hvézdickou dostaneme cislo 13 a vysledky v
pravém sloupci v tfadcich oznacovanych hvézdickou se také sectou a obdrzime
vysledek soucinu.

Mnoho fesenych problémti bylo velmi jednoduchych a nepiekracovalo feseni
linearni rovnice o jedné neznamé (tim se netika, Ze rovnici fesili v dnesnim slova

smyslu pomoci ekvivalentnich tprav). Problémy byly formulovany slovné napf.

takto: ,, PFicti k veli¢ing jeji 2, 5 a 2, obdrzis 83. Jaka je to veli¢ina? *

Pro egyptskou matematiku bylo typickym znakem pocitani se zlomky. VSechny
zlomky se prevadély na soucty tzv. kmenovych zlomkii, tj. zlomk s ¢itatelem rov-
nym 1. Toto pfevadéni usnadnovaly tabulky, které uvadély rozklady zlomku tvaru
%. Ahmestv papyrus obsahuje tabulku, ktera udava pro vsechna licha n od 5 do

331 rozklady zlomku %, na kmenové zlomky, napr.

2_1 1.2 1 .1 1
7 4 28797 56 679 776

Praktické vyuziti vypoctid dokladaji ilohy zabyvajici se obsahem zrna v chlebu,
krmenim dobytka a skladovanim obili. Tento zptisob pocitani se zlomky vsak
vtiskl egyptské matematice komplikovany a tézkopadny raz, ktery trvale zabranil
jejimu dalsimu zdokonaleni.

Egyptané pouzivali desitkovou ¢iselnou soustavu, kterd ale nebyla pozicni.
Cislice proto bylo mozné zpiehizet, aniz by se zménila hodnota é&isla. Znaki
pro hieroglyfické ¢islovky bylo 7 a odpovidaji nasim mocnindm deseti, od ¢isla
1 = 10° az po milion 10°%. Cisla mezi nimi se vyjadfovala opakovanim, napiiklad

80 se zapsalo osminasobnym opakovanim symbolu pro ¢islo 10 nebo napft. ¢islo 56
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bylo mozné zapsat pétkrat po sobé symbolem pro ¢islo 10 a Sestkrat symbolem
pro ¢islo 1.

Narozdil od Egyptant ¢iselnd soustava Sumert a Babylonant vypadala sloZi-
téji a byla i pozi¢ni. Jeji zaklad byl kombinovany, coz znamena, Zze do hodnoty
59 byla soustava desitkova a pak prechazela na sedesatkovou, kde byly jednotlivé
pozice vyhrazeny ¢&islim 60' = 60,60% = 3600,60° = 216000... Vyhodou bylo,
ze Cislo 60 je délitelné mnoha ¢isly (2,3,4,5,6,10,12,15,30). Pozi¢ni nulu jako
prvni uzivali v Mezopotamii. Mysleli si, ze vynechany fad poznaji ze souvislosti a
nakonec vymysleli skute¢nou pozi¢ni nulu. Jeji grafickd podoba se lisi v zavislosti
na dobé a teritoriu - uzivali pro ni bud dvojity Sikmy klin nebo dva $ikmé kliny.

Protoze tesani do kamene byla namahava prace, pouzivali Babyloniané hliné-
nych desticek a egyptsti pisari pro praktické potieby vyvinuli rukopisnou verzi
hieroglyfii pro psani na papyrus. Sklada se z tecek, rovnych i obloukovych c¢arek.

Praveé zaznamy z babylénskych hlinénych desticek a egyptskych papyrusi jsou
prvni dochovalé pocetni zaznamy, které shrnuji doposud objevené poznatky arit-
metického, geometrického a algebraického charakteru i fadu pocetnich pravidel.
Tato pravidla vsak maji charakter pouhych recept® a navod jak postupovat a
nejsou podlozena zatim zadnymi diikazy. Také neexistovala ani zadna obecna te-
orie, z niz by se tyto poznatky daly odvodit. Teprve Rekové z téchto pocatecnich
védomosti dokazali vytvorit, i v souvislosti s ivahami filozofickjmi, z matematiky

a zejména z geometrie pomérné dokonaly védecky systém.

1.2.3. Recko

Obdobi existence antického Recka trvalo asi dva tisice let, zhruba od 18.
nebo 17. stoleti pred nasim letopoctem. V této dobé se predpoklada prichod
Achdji, po nich prisli v 15. stoleti pfed nasim letopoctem Jonové a ve 12. stoleti
Dorové. Déle se rozlisuje obdobi mykénské zhruba do roku 1100 pf.n.l., doba
upadku po dérském vpadu se nazyva homérskou dobou (1100 az 800 pi.n.l),
archaickou dobu (800-500 pf.n.l.), ktera je spojovana s rozkvétem antické kultury,

klasickou dobu, ktera vyvrcholila fecko - perskymi valkami a doznivala az do vlady
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Alexandra Makedonského a do doby helénistické. Na konci této éry pieslo Recko
pod nadvladu Rimant.

Matematické poznatky ziskané lidstvem béhem ptfedchoziho obdobi se dosta-
valy z Egypta a zemi Stfedniho vychodu do Recka, kde byly dale rozsifovany.
Rekové zac¢inali uvazovat mnohem racionalnéji o podstaté navodi zapisovanych
na papyrech a o obecné platnosti nékterych z nich zacinali pochybovat. Tyto po-
chybnosti je pfivedly k myslence diikazu, prostifednictvim néhoz miizeme urcit,
ktera tvrzeni jsou nebo nejsou pravdiva. Prvni, kdo vyslovil myslenku, ze mate-
matické tvzeni lze urc¢itym metodickym postupem dokézat, byl Thales z Miletu.
Byli to tedy pravé Rekové, ktefi postavili matematiku na védecky zaklad a tr-
valo to témeér 2000 let, nez studium struktury logického uvazovani udélalo dalsi
vyznamny pokrok (predikdtova logika).

Rekové zavedli a postupné obmétiovali éiselnou soustavu, ktera jako u Eyptani
nebyla pozic¢ni. V archaické dobé pouzivali svoji vlastni akrofonickou soustavu
cislic, ve které byla ¢isla oznacena pismenem, jimz zacinalo jejich ¢teni. Pozdéji
byla nahrazena alfabetickou soustavou. Symbolem I se znacilo ¢islo 1, symbol
[' byl uréen pro ¢islo 5 (Pente), A pro ¢islo 10 (Deka), pismenem H bylo za-
stoupeno ¢islo 100 (Hekaton), X pro ¢islo 1000 (Chilioi) a znak M urcovalo ¢islo
10000 (Mytion). Cisla, kterd lezela ,mezi“ napt. 4 nebo 8 se doplnila opakovanim.
Napriklad ¢islo 4 se zapsalo ¢tyrnasobnym opakovanim znaku pro ¢islo 1 - IIII,
8 se zapsalo jako I'IIl. Pozd&ji Rekové doplnili znaky pro 50,500, 5000 a 50000.
Jak se vyvyjely pismena v alfabeté, dostavaly i ¢iselné vyznamy. Pro 1,2,3,4,5
byly symboly «, 3,7, 9, €, nebo také A, B, I', A,E. Pro ¢isla 6,7 a 8 méla stara
feCtina tfi pismena, kterd se dnes uZ neuzivaji (digamma, koppa a san). Pismeno
pro 9 bylo 6 nebo také ©. Dalsi pismena po © vyjadfovala nasobky deseti, napf.
10, 20, 30, ..., 80 se zapisovaly ¢, k, A ...m nebo také I, K, A, ..., II. Pro ¢islo 90 bylo
uzivané pismeno koppa. Dalsi pismena byla pro nasobky sta, ¢islo 100 se zapsalo
jako p nebo P, ¢islo 200 jako o nebo ¥, nasledné 300, 400, 500, ...., 800 se zapsalo
jako T, v, ¢, x, v, w pripadné T, Y, &, X, ¥, ) a pro 900 jiz neexistujici pismeno

san. Dalsi ¢isla ,mezi“ se zapisovala sc¢itaci metodou, napiiklad 13 se zapsalo
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jako 1y a 333 bylo TAI'. Soustava nebyla poziéni a nepotfebovala tedy ani po-
ziéni nulu. Rekové neznali ani ,mnozstevni nulu“ - ktera vyjadfovala ,nic“. Pro
zapsani velkych ¢isel vyuzivali mista kolem ¢islic, a zacali psat do levych rohi
nahoru malé pismeno jota, ¢. Existoval i druhy zpitisob, kde se jota psala vlevo
dolti. Desetitisice se zapisovaly pomoci M a cifry se zapisovaly nahoru.

Tato soustava byla velice slozitd a matematici se ji snazili zjednodusit, ale
jesté vice to celou soustavu komplikovalo. Pii snaze o zjednoduSeni zacali fecti
matematici pocetni ulohy ftesit geometricky. Tehdy geometrie zacala patfiit do
matematiky. Geometrie jim poskytla vizualni predstavu o tom, co chtéli pocitat. I
kdyz konstrukce byly slozité, poc¢itani vétsinou jednoduché a rychlé. Geometrické
pocitani meélo i své nevyhody. Geometrické konstrukce byly zavislé na presnosti
rysovani, z dlouhodobéjsiho hlediska to byla hlavni nevyhoda. Cislo byla tisecka,
soucin dvou ¢isel obdelnik (plocha), soucin t¥i ¢isel byl kvadr (objem), pfi dalsim
nasobeni se ale ztracela opora v realité. Nebyla zde potieba zapornych dcisel,
protoze zapornou tsecku nebo zapornou plochu nikdo z Rekti nepfedpokladal.
Dalsi nevyhodou pri vypoctech bylo, Ze jeden vztah se zapsal z riznych mocnin.

Tteba vztah, ktery porovnava tsecku a c¢tverec, ktery dnes zapisujeme rovnosti

P —4=x+2,

chapali jako nedorozumeéni. Tento vyraz upravili do tvaru
z-(r—1) =06,

ktery uz byl obdélnik s néjakym pomérem délek stran a k tomu piislusnym ob-
sahem.

Rekové, po vzoru Egyptanti, pouzivali na rysovani papyrus, ale byl drahy,
takze slouzil k vyznamnéjsim zapistim, které chtéli néjakou dobu uchovat. Pouhé
nacrtky kreslili do pisku, ktery meéli na dvore svého domu, nebo c¢astéji v mise za-
plnéné vlhkym piskem, kde se snadno nacrtky daly smazat. Mozna prave skutec-
nost, ze presnost rysovani nebyla prilis velka, nutila matematiky logicky dokézat,
Ze pfi idealnim rysovani vysledek presny a spravny byt musel. Nejspis to udélalo

z matematiky onu logickou, pfesnou a spolehlivou védu, kterou zname dnes.
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Recka matematika je prvni, ve které zndme jména jejich tviircii. Matematika
se zacala rozvijet ruku v ruce s filozofii. Recké filozofické skoly jsou déleny na
predsokratovské, ty po Sokratovi a aristotelské. Na zacatcich filozofie narazime na
jména ucencu z Milétské skoly : jiz shora jmenovany Thales z Milétu (narozen
mezi roky 620 a 625, zemfel 546 pf.n.l.) a jeho zaci Anazimander a Anazimenes.

Thales byl jmenovan mezi ,sedm mudrcti®, coz bylo pojmenovani pro sedm
nejmoudfej$ich antickych Rekfi, mezi které se zaradil vyrokem: , Poznej sdm
sebe“. Méli pro né€j oznaceni ,otec védy“. V geometrii se zaslouzil o Thaletovu
véetu, podle které jsou vSechny thly nad primérem pravé a vsechny thly nad
kazdou tétivou kruhu stejné velké. Spocital podle délky stinu vysku pyramid,
ale také drahu Slunce, dobu rovnodennosti a ptedpovédél prvni dolozené zatméni
Slunce. Po maljch Gpravach pouzivame dodnes kalendar, ktery sestavil s 365 dny.
Thales spolu se svymi zaky zkoumal, ktera latka tvofi podstatu svéta.

Dalsim, kdo se pokousel poznat podstatu, ktera tvoii zaklad svéta, byl Py-
thagoras ze Samu ( pfiblizné 590 - 500 pi.n.l.). Pouzival k tomu teorii ¢isel a
vztahtl mezi nimi. Pravé Pythagoras jako prvni zacal pouzivat slova filozof a filo-
zofie. Zalozil skolu ,,pythagorejcii®, ktera se z velké ¢asti zabyvala matematikou.
Mezi sebe piijimali i Zeny®, které brali jako rovnocenné partnerky.

Mezi nejvyznamnéjsi objevy patii Pythagorova véta. V geometrii zacali stu-
dovat télesa. Kromé znamych tii pravidelnych mnohostént (¢tytstén, krychle a
osmistén) objevili posledni dva pravidelné mnohostény - dvanéctistén a dvace-
tistén. Propracovali teorii ¢isel a nasli vysledky, které dodnes tvoii jeji zaklad.
Zajimali se o pfirozena ¢isla, pfi vyzkumu délitelnosti narazili na prvocisla, udélali
pfehled v pramérech (aritmetickém, geometrickém, harmonickém) a v tmérach.
Byli to pravé pythagorejci, kdo povysil dikaz (logicky, pfesny a tGplny), na za-
kladni kdmen matematiky.

V roce 387 zalozil Platén® (427 - 347) slavnou Akademii, kterd byla vlastné

5Bylo jich mezi nimi 17 a Theano, kterd byla manZelka Pythagorase, patfi dodnes mezi
nejvyznamnéjsi matematicky historie.

6Platén byl Sokratiiv zak, jeho zésluhou je vypracovani piesného zptisobu matematického
mysleni, byly zavedeny definice a vypracovan systematicky postup pro feseni konstruktivnich
uloh. O cilech a hodnoté metematiky mluvi Platén zejména ve spise ,,O staté“. Sdm se zabyval
pravidelnymi mnohostény a délitelnosti ¢isel.
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prvni univerzitou v déjinach. Ve spojeni s touto Akademii jmenujme alespon tii
velké matematiky tohoto obdobi: Archytas, Theaitetos a Eudoxos’. Nejzndméjsim
byl Eudoxos, ktery jako prvni pfisel s teorii proporci. Eudoxos navrhl, aby se
vzajemné proporce dvou délek x a y popsaly tak, zZe nalezneme néjaké treti ¢islo
(délku) t a cela ¢isla m a n takova, ze (pomoci dnesniho zpusobu zépisu - on to
viechno vyjadfoval slovy a vétami) dostaneme rovnice z = mt a y = nt . Cisla m
a n pak vyjadiuji proporci mezi x a y. Eudoxos ale zjistil, Ze na néjaké dvojice
tiseCek jeho metoda nefunguje - napf. na ésla 1 a /2.

S podobnym problémem se setkali Pythagorejci. Pfi aplikaci pythagorovy véty
prisli do styku s ¢isly, kterd dnes nazyvame iraciondlni (napf. pfi vypoctu délky
piepony rovnoramenného trojthelnika a odvésnach délky 1 dospéli k v/2). Pro-
toze nespravné predpokladali, ze kazda délka je racionalni, nedovedli si vysvét-
lit, pro¢ nedojdou pfi pocitani nékterych odmocnin ke konecnému vysledku. Po
pracném hledani, pocitani a filozofovani prohlasili kazdé takové cislo za ,nevy-
slovitelné“ a nazvali je ,,alogos“.® Bohuzel tento objev iracionalnich ¢isel nepod-
nitil feckou matematiku k hledani bohatsiho ¢iselného systému, obsahujiciho i
jin& nez raciondlni ¢isla vyjadfend ve tvaru zlomku. Hippastv objev byl chdpan
jako diskreditace pocetniho systému. Presto vSak nelze pominout ohromny pii-
nos antického Recka pro rozvoj matematiky, filozofie a logiky, ktery je spojen
se slavnymi jmény - Aristoteles ze Stageiry (384 - 322 pi.n.l.). Byl vycho-
vatelem Alexandra Makedonského. Jeho spisy a poznamky byly shrnuty v knize
Organon(Néstroj), kterd se nadlouho stala zékladnim textem pro studium logiky.
O metodéach dikazu a usuzovani se mizeme docist v jeho nejslavnéjsim spise -
Metafyzice. Zalozil vlastni skolu Lykeion, kde vyucoval filozofii. Je povazovan za
nejvétsiho filozofa starovéku.

V obdobi, kdy se Alexandrie stala centrem vzdélanosti, Ptolemaios® zalozil

museion - sidlo muz, v podstaté to byla druhé univerzita na svété. Soucasti byla i

7 Eudoxos se pry matematiku uéil v fecké kolonii Tarentum v Itélii, pravé od Archytase.
Naucil se od néj teorii ¢isel nebo také Ciselné zakonitosti v hudbé.

80bjev iracionalnich &isel je pfipisovan mladému matematikovi Hippasovi, ktery byl podle
povésti svrzen z lodi a utopen, aby jeho objev nepronikl na vefejnost.
9 Alexandrtv general. V roce 305 pi.n.l. p¥ijal titul faraona.
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slavné alexandrijska knihovna. Vedoucim matematické ¢asti knihovny byl Euk-
leides z Alexandrie (325 - 265 pt.n.l.). Do matematiky ptispél tim, ze dokézal,
7e prvodisel je nekoneéné mnoho a také tim, Zze v/2 nemtize byt racionalni. Jeho
nejslavnéjsim matematickym dilem jsou Zaklady latinsky ptfeklad - Principia. Je
to soubor 13 knih, z toho v prvnich Sesti knihach se zabyval problematikou rovinné
geometrie - trojuhelnika, ¢tvercli, obdélniki, rovnobézek, kruznic. Nasledujici tii
knihy vénoval teorii ¢isel a soucasné obsahuji i algoritmus pro vypocet nejvétsiho
spolecného délitele dvou cisel. V desaté knize jako prvni zpracoval iracionalni
c¢isla. Posledni tii knihy jsou o geometrii v prostoru.

Eukleidovy Zdklady jsou vlastné prvni matematickou encyklopedii a svym
vyznamem daleko presahly tehdejsi dobu. I v dnesni moderni dobé se na sko-
lach vyucuji zdklady eukleidovské geometrie v podstaté v nezménéném pojeti. V
ramci této prace a vzhledem k jejimu zaméfeni neni mozné popsat a vystihnout

komplexnéjsim zptisobem vyznam a pfinos fecké matematiky pro lidstvo.

1.3. Stredovék

1.3.1. Evropa ve stredovéku

VSeobecné je povazovan rok 476 n.l. za zanik starovekych civilizaci, kdyz se
fimské imperium zhroutilo pod naporem narodt pronikajicich na kontinent z
vychodu. Je to také rozhranni, kterym kon¢i starovék a zacina stfedovek (i kdyz
tuto hranici nemizeme povazovat za ostrou a striktni). Pro Evropu to znamena
krok zpét a navrat k primitivnimu zptsobu zivota, v némz prevlada feudalni
zpusob zemédélského hospodareni. Anticka kultura byla opomenuta a v této dobé
byla zakazana.

V této dobé byla zakdzana vSechna naboZenstvi kromé kiestanstvi. Hlavnim
centrem kiestanstvi byla Alexandrie. Ve tfetim stoleti naseho letopoctu byla ale-
xandrijskd knihovna zni¢ena nasledkem rozport mezi kfestanstvim a antickym
odkazem. Jen diky poslednimu predstaviteli alexandrijské knihovny Theonu z
Alexandrie (335-405) se dochovaly néktera dila antické matematiky. Nechal na-
priklad komplexné opsat Euklidovy Zaklady. Toto dilo bylo pouzivano jako za-
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kladni zdroj pro vyklad matematiky. Za nositelku matematického vzdélani evrop-
ského stfedovéku je povazovana jeho dcera Hypatie z Alexandrie (370-415).
Dalsi obrat k lepSimu ve vyvoji matematiky nastal az po velmi dlouhé dobé
ve 12., 13. a 14. stol., kdy zacala vznikat mésta. V té dobé v Italii vysel z fad
kupci prvni matematik Leonardo Pisansky, nazyvany také Fibonacci (1170
- 1250). Ovladal arabské ¢islice a naucil se pouzivat nulu - jak pozi¢ni, tak i tu
symbolizujici ,nic“. Jeho kniha Liber abaci (Kniha o po¢itani) se stala na nékolik
set let zakladem pro uceni algebry a aritmetiky. Zabyval se rovnéz problematikou
zlatého fezu, tj. z estetického hlediska nejvhodnéjsiho poméru délek dvou tsecek.
Slavny némecky hvézdar Johannes Kepler (1571-1630) napsal v prvnim dilu
svych sebranych spisii:,, Geometrie mé dva poklady. Jeden z nich je Pythagorova
véta a druhy zlaty fez. Prvni mé cenu zlata; druhy pripomina spise drahocenny
kamen. “ Pythagorova véta je vSeobecné znama zatimco pojem zlatého fezu ustou-

pil ponékud do pozadi. V dobé minulé vsak sehral vyznamnou tlohu.

1.3.2. Zakladatelé symbolické algebry

Prvni krok udélal Jordanus Nemorarius (1225-1260), ktery misto slov zacal
psat pismena pii pojmenovani proménnych. Johann Widmann z Chebu (1462-
1498) jako prvni zac¢al pouzivat symboly pro s¢itani + a odecitani —. Je povaZovan
za jednoho ze zakladatell symbolické algebry. Znacku pro odmocninu, ktera byla
podobna té dnesni pouzil ve svych knihadch o matematice Christof Rudolff z

Javora (1490-1549). Robert Recorde (1510-1558) jako prvni pouzil znaménko

Presuneme se ze stfedoveéké Evropy na dalny vychod k Arabum a Indtm. Z
arabu se zminime o Muhamadovi ibn Musa al Chwarizmi (780-850), ktery
vytvofil postupy pro pocitani (séitéani, od¢itani, ndsobeni, déleni), které pouzi-
vame i my dnes. Bylo to velké usnadnéni, vime, ze napt. Babylonané na pocitani
potfebovali jesté tabulky, které zdaleka nebyly tak prehledné. Také vypracoval
postupy pro FeSeni rovnic a zlomkt v Sedesdtkové soustavé. Omar Chajjam

(1048-1131) se po dlouhé dobé zabyval iraciondlnimi ¢isly véetné jejich aproxi-
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mace Cisly racionalnimi. Pravé on priblizil vyvoj k pojmu realného cisla.

Za nejvétsiho indického matematika stredoveku byl povazovan Brahmagupta.
Jako prvni pfisel s pravou nulou, ktera znamenala ,nic“. Pravidla, ktera pro poci-
tani s nulou vymyslel, jsou uzivana dodnes.

S koncem stfedoveku se matematika rozvijela rychleji, objevovaly se nové
obory a podobory. Renesance méla ozivit antickou tradici, ale nestacilo jen napo-
dobovat a prejimat, bylo tfeba i tvorit a objevovat véci nové. To bylo zakladem
v osvicenstvi nejen v rozvoji matematiky, ale také v ostatnich odvétvich lidské
¢innosti. Stale se zde objevovalo dédictvi feckého geometrického pocitani, kde
lidé chapali ¢islo nebo soucet ¢isel jako délku, soucin dvou ¢isel jako plochu, sou-
¢in tiech cisel jako objem. Nula a zaporna cisla, i pies jejich prijeti, byla stale
chapana jako absurdni.

Zménu piinesl az René Descartes (1596 - 1650), pro né¢hoz uz sou¢in dvou
¢isel nebo druha mocnina neni plocha, ale jen ¢islo. Nic uz nebranilo k pocitani se
¢tvrtou, patou atd. mocninou, bylo to zase jen ¢islo. Ani zaporné ¢islo uz nebylo
tak absurdni, bylo to opét cislo, tedy vysledek aritmetického rozdilu dvou cisel.

Déle vymyslel dodnes pouzivany systém souradnic, nazvany po ném kartéz-
sky.10 Zavedl vitbec poprvé pojem funkce a proménné veli¢iny. Objasnil také, ze
druhd odmocnina kladného ¢isla mtze byt kladna a zaporné, ze koren rovnice
2? = a miiZze byt kladny i zdporny, tedy /a i —+/a.

Diky nému méame dnes vic matematickych symbold. Od jeho dob nemusime
psat - x ani x-x -z, ale 22 a 23, pro koeficienty pouZivime pismena a, b, ¢ a pro
neznamé veli¢iny pouzivame z,y, z.

Ke konci 15. stl. na bolognské univerzité, ktera pattila mezi nejvétsi a nejpro-
slulejsi v Evropé, se zabyvali matematikové problémem obecného feseni kubické
rovnice (Cardanovy vzorce). Dalsim podstatnym zlepSenim poctérskych metod
byl objev logaritmi, k némuz vyznamnym zptsobem pfisp€l v roce 1644 skot-
sky zeman John Neper. Tim se dostala do rukou matematiki metoda, ktera nejen

ulehcovala vypocty, ale umoznovala vypocitat vyrazy, diivéjsimi metodami nevy-

10Jako ucenec uzival latinskou podobu svého jména Cartesius.
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pocitatelné. To uz se vsak dostavame v historickém vyvoji matematiky do obdobi,

které zahrnuje 17. a 18. stoleti.

1.3.3. Matematika proménnych veli¢in

Ptedchozi obdobi sttedovéku do 17. stoleti mtizeme charakterizovat jako ma-
tematiku konstantnich veli¢in. Zasadni prelom ve vyvoji matematiky nastal s
objevenim infinitezimalniho poctu. Toto obdobi mizeme pravem nazvat jako ma-
tematiku proménnych veli¢in. Tento objev znamenal jeden z nejvétsich mezniki
ve vyvoji lidstva a mél na nas zivot stejné revoluc¢ni dopad jako vynélez kola nebo
knihtisku.

Jiz staroveéky fecky filozof Zenon svymi ,dréazdivymi paradoxy“ (Achiles a
zelva, letici 8ip apod.) ukazal, Ze ,zkroceni“ nekone¢na je klicem k porozuméni
podstaté pohybu a zmény.

Diferencialni a integralni pocet vyvinuli nezavisle na sobé dva matematici.
Jednim z nich byl anglican Isaac Newton a druhym némec Gottfried Wilhelm
Leibniz. Ackoliv vznikaly urc¢ité spory o prvenstvi tohoto objevu, pfinos obou
védcl je natolik vyznamny, Ze dnes historie pfisuzuje spravedlivé a rovnomérné
stejné zasluhy obéma a povazuje je za ,,otce” této vynikajici a prevratné pocetni
metody.

Vedle objevu infinitezimalniho poc¢tu se v 17. a 18. stl. matematika rozvijela
i v dalsich smérech. Podnéty k tomu nebyly jen vnitfni, motivované snahou za-
celit mezery mezi staroveékymi poznatky, ale téz vnéjsi. Dtivodem byly zmény v
ekonomice, vznik prvnich manufaktur a v nich prvni stroje. Systematické uzi-
vani stroju prineslo dalsi poznatky v mechanice, ktera se snazila zvladnout tyto
problémy matematiky. Dale to byly podnéty z namotnich cest, z kartografie a ho-
dinafstvi. Mechanika a optika vyuzivaji matematickych prostiedkt k formulaci
zédkonti pohybu planet (Kepler), volného padu (Galilei), pfitazlivosti téles (New-
ton), konstrukce dalekohledi (Galilei, Kepler) a vlnové teorie (Huggens, Hooke).
Tyto podnéty vedly ke kvantitativnimu ujasnéni funkéni zavislosti a k rozvoji

algebry, jejiz symbolika poskytovala prostiedky k jednoduchym zapistim. Doslo
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ke sblizeni algebraickych a geometrickych metod (Descartesova metoda analy-
tické geometrie). Zacala se vyvijet teorie diferencidlnich rovnic, varia¢ni pocet,
algebraické rovnice a s tim spojené otazky poctu realnych kofent i jejich pii-
blizné vypocty. Predmétem matematiky se také staly geometrické transformace,
klasifikace kiivek na algebraické a transcendentni, hledani tecen ke kiivkam, ma-
ximum, minimum apod. Byly zkoumdany také vlastnosti nekonecnych fad (Hu-
ygens, Leibniz, Bernoulli). Pracovalo se jiz také s ne zcela vyjasnénymi pojmy
limita a konvergence. Rozviji se Desargnova projektivni geometrie.
18. stoleti je stoletim maximalniho rozvinuti nalezeného infinitezimalniho poctu

a jeho aplikace na jiné oblasti védéni, nejen v matematice. Rada zvuénych jmen
se zaslouzila o jeho dal$i rozsifeni a prohloubeni (Bernoulli, Laplace, Laqrange,
Legendre, D “Alembert, Fourier, Monge a zvlasté Euler, ktery svymi podnéty za-
sahl snad do vSech oblasti tehdejsi matematiky). Objevuji se i nové obory, napf.
pocet pravdépodobnosti, diferencidlni geometrie a ke konci 18. stol. také Monge-

ova deskriptivni geometrie.

1.4. Moderni matematika

Obdobi od pocatku 19. stl. az do dnesnich dnii lze nazvat obdobim moderni
matematiky. Je velmi obtizné ve zkratce podat vystizny piehled rozvoje matema-
tiky v tomto obdobi. Strucné lze Tici, ze matematika se stala ,védou o vztazich“
matiky. Matematika se rozrostla do nebyvalé site a hloubky. Doslo ke zpfesnovani
a precizovani pojmui. Matematika zacala zasahovat takika do vSech odvétvi lidské
¢innosti i tam, kde by se na prvni pohled zdalo, Ze néktera odvétvi s matematikou
viibec nesouvisi.

S hlediska zaméreni této prace si proto povsSimneme jen nékterych stranek
tohoto bourlivého rozvoje matematiky, zvlasté téch, které souviseji s pojmem
realného cisla.

Nejprve poznamenejme, ze objev infinitezimalniho poctu zahrnuje v sobé

predpoklad aktuéalniho nekonecna. K feseni téchto otazek byl zalozen novy mate-
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maticky obor - teorie mnozin. Zasadni podnéty k jejimu zalozeni pfinesl Bernard
Bolzano (1781 - 1848), prazsky matematik a filosof. Bolzano ukéazal, Ze o neko-
necnu lze hovorit pouze v souvislosti s nekoneénym mnozstvim (tj. s nekoneénymi
mnozinami a nikoli napf. s ,nekone¢nymi ¢isly ) a objevil také zasadni vlastnost
nekone¢nych mnozin - totiz to, ze je lze vzajemné jednoznacné zobrazit na jejich
vlastni nekoneénou podmnozinu (tento vysledek Bolzano povazoval za jeden z
hlavnich paradoxt nekoneéna).

Tyto Bolzanovy myslenky rozvinul ve své teorii Georg Cantor (1845 - 1918),
némecky matematik a vlastni zakladatel teorie mnozin. Je to prave teorie mnozin,
na niz je mozno vybudovat matematiku a vyjasnit smysl téch nejobecnéjsich po-
jm1, jakym je napi. pojem ,cislo“. Je to pojem slozity, jak doklada parafrazovana
slavna pasaz filozofa Augustina, ktery fekl: ,Dokud se mne nikdo neptéa, co je
¢islo, vim to. Pokud se mne vSak nékdo zepta, nevim nic. “ Filozofickymi aspekty
této problematiky se zabyval Gottlob Frege, ktery se stal na poli matematiky
distojnym pokracovatelem Leibnize - ovSsem az o dveé stoleti pozdéji. Témito filo-
zofickymi problémy se zabyvat nebudeme a obratime v dalsi ¢asti prace pozornost
k souc¢asnému pohledu na realna cisla.

Tato kapitola vznikla na zékladé knih [1][2][3][4][5].

2. Soucasny pohled na realna cisla

2.1. Prirozena ¢isla

Vymezeni pojmu ,,pfirozeného ¢isla“ ndm umoznuje propracovany aparat te-
orie mnozin. Opirame se zejména o kardinalni ¢isla (mohutnosti mnozin) resp. o
ordindlni ¢isla (pofadkovy typ uspofddané mnoziny). Pfirozeny zptisob spo¢iva v
tom, Ze nékterd kardinalni (ordinalni) ¢isla prohlasime za ¢isla ptirozend. Abychom
vsak tuto definici mohli vyslovit musime definovat, které mnoziny jsou konecné
a musime zajistit jejich existenci. Provadime to tak, ze definujeme tzv. Peanovu

mnozinu.
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Definice 2.1.1. Mnozina P se nazyva Peanova, ma-li nasledujici vlastnosti:

1. Ke kazdému prvku a mnoziny P existuje pravé jeden prvek a’ této mnoziny,

ktery se nazyva nasledovnik prvku a.

2. V mnoziné P existuje prvek e, ktery neni nasledovnikem zadného prvku

této mnoziny.
3. Rlzné prvky mnoziny P maji rizné nasledovniky.

4. Princip matematické indukce. Necht mnoZina M ma tyto vlastnosti:
(i) - obsahuje prvek e,

(ii) - s kazdym prvkem mnoziny P, ktery obsahuje, obsahuje i jeho néasle-

dovnika.

Potom mnozina M obsahuje vSechny prvky mnoziny P.

Na mnoziné P pak definujeme jeji dalsi vlastnosti (pojem tseku, predchidce
apod.) a dokazujeme nékteré véty (vlastnosti nésledovnika, predchidce tseku
apod.). Po vymezeni potfebnych pojmu a vlastnosti vztahujicich se k Peanové
mnoziné muzeme definovat koneéné mnoziny a na jejich zakladé zavést pojem

prirozeného disla.

Definice 2.1.2. Mnozina se nazyva konecné (finitni), je-li ekvivalentni s nékte-
rym usekem Peanovy mnoziny. Mnozina ktera neni konec¢na se nazyva nekonecna

(transfinitni).

Definice 2.1.3. Kardinalni ¢isla neprazdnych kone¢nych mnozin se nazyvaji pri-

rozené Cisla.

Definice 2.1.4. Ordindlni ¢isla (dobfe) usporddanych nepréazdnych koneénych

mnozin se nazyvaji prirozena ¢isla.

Poznamka 2.1.1. Tento zpiisob zavedeni pfirozenych ¢isel (budeme znacit N)
je dosti abstraktni a z didaktickych divodid neni vhodny pro nizsi stupné skol.
Na nejnizsim stupni se zaci s prirozenymi Cisly setkavaji od pocatku a pocitaji
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s nimi, ackoliv pfedstavu o nich ziskavaji spise intuitivné ve spojeni s poctem
prvkil v uréité mnoziné (napf. kolik jablek na stromé vyrostlo, kolik zaku je ve

tridé apod.)

S pfirozenymi ¢isly provadime operace, zjistujeme jakymi zakony se tyto ope-
race Tidi a zda je tato mnozina vzhledem k témto operacim uzaviend (s¢itani a

néasobeni, zakony asociativni, komutativni a distributivni).[§]

2.2. Cela cisla

Zavedeni nové operace (od¢itani) spojené s neomezenou proveditelnosti vy-
zaduje dalsi rozsifeni ¢iselného oboru. Timto rozsifenim je mnozina celych ¢i-
sel (budeme znacit Z) zahrnujici nulu (kardinélni nebo ordindlni ¢islo prazdné

mnoziny) a zaporna celd ¢isla. Presnéji definujeme celé ¢isla takto:

Definice 2.2.1. Oborem celych ¢isel rozumime kazdy obor Z, ktery ma tyto

vlastnosti:

1. Z je o obor s neomezené proveditelnym odéitanim (tj. je to komutativni

okruh).

2. Obor Z obsahuje podobor N, ktery je izomorfni s oborem N pfirozenych
Cisel.

3. Kazdy prvek z oboru Z se da vyjadrit jako rozdil dvou prvki z podoboru

N.

Prvky oboru Z se nazyvaji cela cisla.

Tato definice jesté nezarucuje, ze definovany obor existuje. Je proto nutné
dokazat jeho existenci a jednozna¢nost (unicitu). Postupujeme tak, Ze tento obor
zkonstruujeme, pricemz ,stavebnimi kameny“ budou prirozena cisla. Vyjdeme
proto z mnoziny N vSech pfirozenych ¢isel a vytvorime vsechny mozné usporadané

dvojice [a, b] kde a,b jsou pfirozend ¢isla. Definujeme ekvivalenci dvojice

[a,b] ~[c,d] <= a+d=0b+c
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Z reflexivnosti, symetri¢nosti a tranzitivnosti této relace plyne rozklad na mnoziné
vSech usporadanych dvojic prirozenych ¢isel. Dale definujeme sc¢itani a nasobeni
tfid tohoto rozkladu takto:

Jsou-li A, B dvé tfidy rozkladu, pak v t¥idé A vezmeme libovolné dvojici
la,b] € A avtiidé B libovolné dvojici [¢, d] € B. Z prvku téchto dvojic vytvofime
novou dvojici [a + ¢, b + d], kterou nazveme souc¢tem dvojic [a, 0] , [¢, d] a oznacime
ji [a, b] + [c, d].

Praveé sestrojena dvojice [a + ¢, b+ d] padne do jisté t¥idy C, kterou prohla-
sime za soucet tiid A, B a piSeme C = A + B.

Podobné definujeme nasobeni tiid vztahem
[a,b] - [¢,d] = [ac + bd, ad + bc] .

Tfidu D do niz patii dvojice [ac + bd, ad + be| prohlasime za soucin t¥id A, B a
piSeme D = A - B.

Takto definované operace jsou asociativni a komutativni a operace nasobeni
je distributivni vzhledem ke sc¢itani. Dale je tfeba provést usporadani mnoziny

(13

Z (kladné prvky, zaporné prvky, nula, vztahy ,<,> =“ a jejich vlastnosti) a
dokéazat, ze obor celych ¢isel 1ze usporadat pouze jednim zpiisobem.

Sestrojenim vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni f mnoziny N na mnozinu Z
podle tabulky

Pfirozené ¢islon |1 |2 | 3 |4 | 5 |6 | 7
Celé ¢islo f(n) |01 ]-12]-2|3]-3

se presvédéime, Ze mnozina 7Z ma stejnou mohutnost (kardinalni ¢islo) jako

mnozina N. Je tedy mnozina vSech celych ¢isel spocetna. [8]

2.3. Racionalni ¢isla

Zavedenim celych cisel jsme dosahli toho, Ze odc¢itani je neomezené prove-
ditelné, avsak déleni (beze zbytku) je proveditelné jen v nékterych pfipadech.
Chceme-li odstranit i toto omezeni, musime opét zavést Sirsi c¢iselny obor, tj.

obor raciondlnich cisel, ktery budeme znacit Q.
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Obor racionalnich ¢isel vybudujeme z oboru celych ¢isel v podstaté stejné
jako jsme vybudovali obor celych ¢isel z oboru ¢isel pfirozenych. Jen misto poza-
davku neomezené proveditelnosti od¢itani vyzadujeme neomezitelnou proveditel-
nost déleni (s vyjimkou déleni nulou).

Stejné jako c¢isla cela zavedeme i ¢isla racionalni definici:

Definice 2.3.1. Oborem raciondlnich ¢isel rozumime kazdy obor Q, ktery ma

tyto vlastnosti:
1. Q je obor s neomezené proveditelnym odéitanim a délenim (tj. téleso).

2. Obor Q obsahuje podobor integrity Z, ktery je izomorfni s oborem Z celjch

Cisel.

3. Kazdy prvek z oboru Q se da vyjadrit jako podil dvou prvki z podoboru

Z. Prvky oboru Q se nazyvaji racionalni ¢isla.

Dale dokazujeme existenci a unicitu definovaného oboru. Vymezime pravidla
pro pocitani s racionalnimi ¢isly (tj. v podstaté stanovime algoritmy pro podi-
tani se zlomky - rovnost, s¢itani, ndsobeni) a uvédomime si, Ze racionélni ¢islo
vyjadiené zlomkem, je v podstaté naznacené déleni. Citatel a jmenovatel zlomku
jsou z oboru Z s omezenim, ze ve jmenovateli nesmi byt nula. Jestlize vyjadiime
raciondlni ¢islo jednim z moznych zptisobti jako zlomek 3,b # 0, poslouzi ndm
opét ¢isla a, b jako stavebni kameny ke konstrukci oboru racionélnich ¢isel. Cisla
a,b budou prvky usporfddané dvojice [a,b] v nichz druhé slozka b je nenulova.
Vezmeme v tivahu vSechny mozné uspoiradané dvojice a definujeme na nich relaci
ekvivalence vztahem:

[a,b] ~ [c,d] <= ad = bc

Tato reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace indukuje rozklad mnoziny vsech
dvojic na ekvivalentni t¥idy. Jsou-li A, B tfidy tohoto rozkladu vezmeme v prvni
z nich libovolné dvojici [a, b] € A a ve druhé dvojici [c, d] € B. Definujeme sc¢itani

a nasobeni téchto trid takto:
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Scitant: [a,b]+[c,d] = [ad + be, bd], kde [ad + be, bd) € C. T¥{du C prohlasime
za soucet tfid A, B a piseme C' = A + B.

Nasobeni: [a,b] € A, [c,d] € B;|a,b]-[c,d] = [ac,bd] € D. Tfidu D prohlasime
za soucin tfid A, B a piSeme D = A- B
Scitani a nasobeni tiid je asociativni a komutativni, nasobeni t¥id je distributivni
vzhledem ke sc¢itani.

Obor Q racionalnich ¢isel se d& usporadat pravé jednim zptisobem. Pritom
racionélni ¢sla z podoboru Z jsou kladnéa ve smyslu uspofadani oboru racional-
nich ¢isel tehdy a jen tehdy, jsou-li kladna ve smyslu usporadani oboru celych
¢isel. Usporadani charakterizované vztahy ,<,>,=* je trichotomické a tranzi-
tivni. Mnozina vSech racionalnich ¢isel je relaci ,,<“ husté usporadana.

Mnozina vSech racionalnich ¢isel mé stejnou mohutnost jako mnozina pfiro-
zenych Cisel, tj. spocetna. [8,9]

Nyni podrobnéji nadefinujeme usporadani mnoziny racionélnich ¢isel spolu se
s¢itani a nasobeni, ve zkratce se zminime i o od¢itani a déleni. Nadefinujeme to

pro samotné ¢isla z mnoziny racionalnich cisel:

2.3.1. Usporadani mnoziny Q

Vztah mezi ¢isly mnoziny Q urcuji znaky ,,=¢ pro rovnost a ,,>* znazornuje
veétsi nez. Zavedeme i znak pro mensi nez ,,<“. Potom pro znaky ,,>“a ,,<“ plati

ekvivalence ¢ < b < b > a.
Necht a, b, c € Q, pak plati vlastnosti:

1. zakon trichotomie, kde pro kazdé a,b € Q plati pravé jeden ze vztahu
a=>ba>bb>a.
nebo prepsany pomoci znaku ,<“:a=b,a <b,b < a.
2. zékon tranzitivni : (a > b) A (b > ¢) = (a > ¢).
Dokazeme pro znak ,<“:
(a<b)ANb<c)<= (b>a)AN(c>b) <= (c>bAb>a) = c>a<=a<c.
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3. Hustota mnoziny Q:a >b=—=dc€ Q:a>cAc>b.

2.3.2. Soucet a rozdil v mnozZiné Q

Pro kazda ¢isla a, b € Q existuje ¢islo (a+b) € Q, které se nazyva soucet Cisel

a,b. Necht a,b, c € Q, pak pro operaci s¢itani plati:
1. zakon komutativni: a + b = b + a,
2. zékon asociativni: (a +b) +c=a+ (b+ ¢),
3. pricteme-li k ¢islu a nulu, dostaneme totéz ¢isloa:a+0=04+a = a,

4. ke kazdému ¢islu a existuje ¢islo opa¢né, budeme znaéit (—a) z mnoZiny

raciondlnich ¢isel takové, ze plati : a + (—a) = 0,
5. plati implikace a > b= a+c > b+ c.

Rozdilem ¢isel a, b nazveme cislo ¢ takové, ze ¢ + b = a. Budeme znacit a — b.

Pro rozdil ¢isel neplati zakon komutativni ani zakon asociativni.

2.3.3. Soudin a podil v mnozZiné Q

Nejprve si definujme soucin ¢isel. Pro kazda a,b € Q existuje ¢islo ab € Q,
které se nazyva soucin ¢isel a, b. Znadi se také a-b nebo ab. Necht a, b, c € Q, pak

plati axiomy:
1. zakon komutativni ab = ba
2. zékon asociativni (ab)c = a(bc).

3. Nésobime-li jakékoliv ¢islo a jednickou, dostaneme zase cislo a.

ZapiSeme :a-1=1-a =a.
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4. Pro vsechna nenulova a existuje podil % z mnoziny racionalnich ¢isel pro
ktera plati, Ze soucin ¢isla a a podilu é se rovna ¢islu 1. Zapiseme pomoci

symboliky:

1 1
Va#03d- €Q:a-—- =1
a a

5. Dale plati implikace: a > b,c¢ > 0 = ac > bc.

Pro operaci s¢itani a nasobeni plati zékon distributivni, tj. : (a + b)c = ac + be.

Podil ¢isel a, b, kde je podminkou, ze b # 0, se nazyva ¢islo ¢ takové, ze cb = a,
znaci se ¢,a : b. Pro podil ¢isel plati stejné vlastnosti jako u soucinu s vyjimkou
dvou zakont - komutativniho a asociativniho.

Kromé zminénych axiomi je tfeba také uvést tzv. Archimediiv axiom

VeeQ ¢>0dneN : n>c.

2.4. Realna disla

2.4.1. PfedbézZna tivaha

V predchozim textu prace jsme postupné rozsirovali ¢iselné obory od pfiro-
zenych c¢isel pres ¢isla cela az k ¢islim racionalnim pomoci usporadanych dvojic
¢isel. Vznika tedy otazka, jestli miizeme od c¢isel raciondlnich pfejit k ¢islim re-
alnym podobnym zptsobem. Ukazuje se vSak, ze tomu tak neni a ze k zavedeni
¢isel readlnych musime pouzit jiny aparat. Nejprve se presvédcime, ze i kdyz je
mnozina racionalnich ¢isel husté usporadané, nezapliuji obrazy jejich prvki zcela
¢iselnou osu (populdrné fedeno - na ¢iselné ose zlistavaji jesté urcité ,mezery*).
Presvédcime se o tom nasledujici ivahou, kterd ukéaze, ze na ¢iselné ose existuji

body, které nejsou obrazy zadného racionalniho ¢isla.
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Obrazek 1:

T

Diikaz: Abychom to dokazali, sestrojime ¢tverec, jehoz dva sousedni vrcholy jsou
obrazy ¢isel 0 a 1 na ciselné ose (obr.1). Z geometrie vime, Ze délka thlopficky
¢tverce o strané délky 1 je v/2. Uhlopficku preneseme od pocatku 0 na kladnou
¢ast ¢iselné osy a dostaneme obraz ¢isla v/2, o némz dokazeme, Ze neni obrazem
zaddného racionalniho ¢isla. Dikaz provedeme nepiimo.

Piedpokladejme, ze v/2 je racionalni ¢islo. To znamen4, Ze by méla existovat
piirozena cisla a, b takova, ze § = V2, piitemz predpokladame, Ze dand é&sla a, b

jsou nesoudélna.

a a2

Umocnénim obou stran § = V2 dostaneme 97 = 2, po upravé dostaneme
a® = 2b%. 7 ptredchoziho vyplyva, Ze a? je sudé &islo. Navic vime, ze druhd mocnina
sudého c¢isla je opét cislo sudé. Tedy cislo a je mozné vyjadrit jako a = 2r, kde
r je libovolné piirozené &islo. Dosadime-li @ = 2r do vztahu a? = 2b%, dostaneme
47?2 = 2b?, coz lze upravit na 272 = b2. Podle posledniho vztahu je éislo b také
sudé. Mocnina ¢isla b je opét sudé cislo.

Obe ¢isla a i b jsou suda a tedy délitelnd dvéma. To je spor s predpokladem,

Ze Cisla a, b jsou nesoudélna. Predpoklad o existenci takovych prirozenych cisel
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a,b neplati a ¢slo v/2 nelze vyjadiit ve tvaru zlomku, coz znamen4, ze ¢islo /2

neni raciondlni.
O

D4 se ukéazat, ze kromé obrazu cisla V2 existuje na ciselné ose nekonecné
mnoho dalsich bodti, které nejsou obrazy zadného racionalniho ¢isla a které tedy
tvofl v mnozin€ obrazl dalsi ,mezery“. Nasim cilem bude rozsirit obor racional-
nich cisel tak, abychom vsSechny tyto ,mezery“ zaplnily, tj. dosdhnout toho, aby

kazdy bod ¢iselné osy bez jakékoli vyjimky byl obrazem néjakého ¢isla.[8][11]

2.5. Konstrukce realnych ¢isel pomoci Dedekindovy teorie
rezu
2.5.1. Definice rezu

Necht bod M je obrazem dcisla V2 na ¢iselné ose a viimnéme si vlastnosti
bodu M podrobnéji.

Ozna¢me A mnozinu vSech racionalnich ¢isel, jejichz obrazy lezi nalevo od
bodu M a A’ mnozinu vsech racionélnich ¢isel, jejichZz obrazy lezi napravo od
bodu M. Do mnoziny A patii vSechna zaporna racionalni ¢isla, nula a vSechna

2 < 2; do mnoziny A’ pat¥i vsechna

kladna racionalni ¢isla a, pro néz plati a
kladna raciondlni &isla o', pro néz plati (a')? > 2.

Z4dné z mnozin A, A’ neni prazdna, kazdé racionalni ¢islo patii pravé do jedné
z mnozin A, A" a zvolime-li libovolné raciondlni ¢isla a,a’ tak, ze a € A,a’ € A’
pak a < a’. Dale v mnoziné A neexistuje nejvétsi ¢islo a v mnoziné A’ neexistuje
nejmensi ¢islo. Podrobnéjisi rozbor a dikaz viz [§].

Podrobnou tivahu jako pro mnoziny A, A" miZeme provést pro mnoziny B, B’
resp. pro mnoziny C, C’, pfi¢em# misto bodu M (obrazu &isla v/2) zvolime libo-
volny jiny bod, ktery je obrazem urcitého racionéalniho ¢isla, napt. ¢isla 1. VSechna
raciondlni ¢isla nyni rozdélime do dvou mnozin takto: B={b€ B:b< 1} ,B =
{VeB 0 >1},resp. C = {ceC:c<1},C" = {deC:¢>1}. Kazdd z

mnozin B, B’,C, C" ma podobné vlastnosti jako mnoziny A, A’ pfi¢emz mnoZiny
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B, B’ se 1isi od mnozin C, C’ pouze zafazenim ¢isla 1. Obsahuje tedy mnozina B’
nejmensi ¢islo 1 a v mnoziné B neexistuje nejvétsi ¢islo; v mnoziné C' existuje
nejvétsi ¢islo 1 a mnozina C’ neobsahuje nejmensi ¢islo. Nyni definujeme pojem

fezu v mnoziné Q.[8][9]

Definice 2.5.1. Dvojice mnozin A, A’ C Q se nazyva Fez v mnoziné Q, ktery

budeme znacit A/A’, jestlize plati:
1L A0, A #0,
2. kazdé racionélni ¢islo patii pravé do jedné z mnozin A, A’,
3.aceA deA=a<d.

Mnozina A se nazyva dolni skupina fezu A/A’ a mnozinu A’ nazveme horni
y

skupinou fezu A/A’.
Poznamka 2.5.1. Z definice fezu A/A’ plyne:

1. Vezmeme-li libovolné a z mnoziny A, pak pro vSechna racionélni x splnujici:

x < a, bude platit, Ze z je také z mnoziny A
a€EA=VreQ, x<a:x €A,
2. Obdobné to plati i pro horni skupinu fezu A/A’ : je-li @’ z mnoziny A’, pak

vezmeme-li néjaké raciondlni 2, které bude spliiovat nerovnost ' > a, bude

platit, ze 2’ patfi také do mnoziny A’
ad e A =Vr'eQ v/>d:2 €A
Definice 2.5.2. Necht M je usporddana mnozina. Jestlize existuje prvek m* € M
tak, ze pro kazdé x € M plati x < m*, pak se m* nazyva nejvétsi prvek mnoziny

M a znaci se max M. Jestlize existuje prvek m € M tak, ze pro kazdé x € M

plati x > m, pak se m nazyva nejmensi prvek mnozimy M a znaci se min M.

Véta 2.5.1. V mnoziné Q neexistuje fez A/A’ tak, aby A méla nejvétsi a A’ méla

nejmensi prvek.
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Dukaz: (sporem) Necht A/A’ je fez v Q. Budeme predpokladat, Ze mnozina A
ma nejvétsi prvek, tj. ap = max A, a mnozina A’ ma nejmensi prvek, a;, = min A".
Protoze ay, aj, € Q, pak podle axiomu o hustoté (viz. 2.3.1 usporadéani 3.) mnoziny
Q existuje ¢ € Q tak, ze ap < ¢ < aj, coz je spor s predpokladem 2. v definici

2.5.1.
OJ
Poznamka 2.5.2. 7 véty 2.5.1 plyne, Ze existuji pouze tfi druhy fezti A/A’ v Q:
1. druh - A nemé nejvétsi prvek, A’ mé nejmensi prvek;

2. druh - A mé& nejvétsi prvek, A’ nema nejmensi prvek.
Tyto dva pfipady miizeme chapat tak, ze fezu A/A’ je pfifazeno racionalni
¢islo 7, které se znaci r = (A/A’). Cislo r se nazyva ,hraniénim* prvkem
fezu A/A’. Coz znamend, Ze je bud nejvétsim prvkem mnoziny A nebo

nejmensim prvkem mnoziny A’.

3. druh - A nemé nejvétsi prvek, A’ nema nejmensi prvek.
Tento ptipad lze chapat nasledovné: fezu A/A’ je pfifazeno ¢islo a, které
neni raciondlni se nazyva iracionalni, nebo ze fez A/A’ definuje iracionélni
¢islo a; znadi se a = (A/A"). Toto ¢islo o ur¢itym zptsobem hraje roli hra-
ni¢nich prvki fezi 1. a 2. druhu. MizZeme Tict, Ze je vlozeno mezi racionalni

¢isla mnoziny A a racionalni ¢isla mnoziny A’.[6]
Priklad 2.5.1. Mé&jme definované mnoziny A a A’ takto:
A={a€eQ a<0V(a>0na’<2)}

A'={d €eQd >0A(d)>2}.
Nejprve dokazeme, ze A nemé nejvétsi prvek. Zvolime libovolné racionalni ¢islo
a € A. Je-li a < 0 neni to nejvétsi ¢islo této mnoziny, nebot ¢islo 1 je vétsi a
také patii do A vzhledem k tomu, Ze 12 < 2. Proto se omezime na pfipad a > 0.

Dokézeme sporem, Ze mnozina A nema nejvétsi prvek.
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Budeme predpokladat, Ze mnozina A ma nejvétsi prvek, tedy a € A aa >0 a
také, Ze a® < 2. DokaZeme, Ze existuje kladné racionalni ¢islo z, pro které plati
a < x a 22 < 2. Toto raciondlni ¢islo x budeme hledat ve tvaru a + % ,n €N,
pro které bude platit a + % € A a zaroven (a + %)2 < 2. Upravou dostaneme
a® + 27“ + nl—g < 2. Jestlize bude takové raciondlni ¢islo x existovat, a neni nejvetsi
prvek. Tedy staci najit n € N takové, aby a + + € A.

Ze zadani mnoziny A vyplyva pro racionalni ¢islo x nasledujici:

1 1 1 1\2
a+—€A<=—=a+—-—<0V a+—>0/\<a+—> <2
n n n n

Rekli jsme, Ze se omezime jen na piipad, kdy a > 0, tedy a + % € A praveé tehdy
kdyz (a+ 1)? < 2.

RozepfSeme (a + )2 =a? + 22 + L <+ 22 4 1

Tedy pokud a? + 27“ + % < 2, paki (a+ %)2 < 2.

Upravou dostaneme:

9 1
a”+ —+ - <2
n o n
2 1
2 a+ 9
n

20 +1

n

<@2-a’)  /on/:(2-d%),

2

protoze a® < 2, v zavorce budeme mit kladné cislo, znaménko nerovnosti se

nezméni

2a + 1

n > .
2 —a?

Z Archimedova axiomu plyne, Ze existuje ng € N tak, Ze ng > g‘i—t%
: S22 1 . 12 ool .
Z nerovnosti plyne, Ze a® + = 4 -~ < 2 pak i (a + n—o) < 2. Dokazali jsme, Ze
a+ L € A. Protoze a + - > a = a neni nejvétsi prvek mnoziny A.
no no
Podobné dokézeme, Ze mnozina A’ nemd nejmensi prvek. Zvolime libovolné

racionalni @’ € A’ a spliiuje nerovnost a’ > 2. Opét to dokdzeme sporem, tedy
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budeme predpokladat, ze A’ ma nejmensi prvek, tedy o' € A" a ' > 0 a také,
ze (a')? > 2. DokéaZzeme, 7e existuje kladné raciondlni ¢islo y pro které plati
@ >y ay? > 2. Toto raciondlni ¢slo y budeme hledat ve tvaru a’ — 1, n € N,

pro které bude platit o’ — % € A atedy (a — %)2 > 2, Upravou dostaneme

(a')? — %“l + 2 > 2. Jestlize bude takové racionalni ¢slo y existovat, o’ neni
nejmensi prvek. Tedy stac¢i najit n € N takové, aby a’ — % € A'. Prod — % ¢ A,
atedya’—%>0.

Tedy o' — % € A’ pravé tehdy kdyz (a’ — %)2 > 2.

Rozepiseme: (a’ — %)2 = (a')? — 27“/ + nl_g > (a')? — 27"/ + %

Piedpokladdme, Ze (a/)? — 22 + 1 > 2 paki (o’ — 1)2 > 2.

Upravou dostaneme:

2/ 1
N2
_ 2y
(a') -
2 + 1
(a')Q— a + 9
n
2’ + 1
0 @)? Jem
n

—(2d' +1)>n(2-()) /(2-())

Jelikoz (a')? > 2 v zévorce dostaneme zaporné ¢islo, a tudiz se ndm zméni zna-

ménko nerovnosti.

2a’ +1 -
———<n
2 — (a')?
Z Archimedova axiomu plyne, Ze existuje néjaké ng € N tak, ze ng > —3‘5:,21

: s 2 1 C 12 ST .
Z nerovnosti plyne, Ze ™ — 2t + - > 2 pak i (@' — n—o) > 2. Dokézali jsme, ze
a — nio e A'. Protoze a’' — nio < da’ tedy existuje v mnoziné A’ ¢islo mensi, a proto

v mnoziné A’ neexistuje nejmensi ¢islo.

Poznamka 2.5.3. Rez uvedeny v piikladu 2.5.1 (dikaz véty 2.5.2) definuje ¢&islo

V2.
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Z existence fezu v prikladu 2.5.1 plyne néasledujici véta:
Véta 2.5.2. V mnoziné Q existuje aspon jeden fez 3. druhu.
Poznamka 2.5.4. Véta 2.5.2 nam 1ika, Ze existuje alespon jedno iracionélni ¢islo.

Poznamka 2.5.5. Také pro kazdé racionalni ¢islo existuji dva fezy (tj. fez 1. a
2. druhu), které ho definuji. Protoze se tyto Fezy lisi jen zafazenim hrani¢niho
prvku budeme dale uvazovat jen fezy 2. druhu, tj. ¢isla patiici do dolni skupiny

fezu.

Definice 2.5.3. Racionalni a iraciondlni ¢isla se spolec¢né nazyvaji realna cisla.
Mnozina vSech realnych ¢isel se znac¢i R. Oznaceni v = (A/A’) znamend, Ze fez
A/A’ definuje redlné ¢islo .

2.5.2. Usporadani mnoziny R

Vztahy mezi raciondlnimi ¢isly jsme jiz definovali v odstavci 2.3.1. Nyni si je

definujeme pro ¢isla iracionalni.

1. Rovnost ,=*

Dvé iraciondlni ¢isla o = (A/A"), B = (B/B’) jsou si rovna, pravé kdyz fezy
A/A" a B/B’ jsou shodné. Ke shodnosti fezui sta¢i rovnost dolnich skupin

nebo rovnost hornich skupin fezi.

2. VEtsi nez >

- Necht r € Q, aw = (A/A’) je iracionalni ¢islo, pak
r>a<s=rcA, a>r<rcA
- Necht oo = (A/A’), B = (B/B’) jsou dvé iracionélni ¢isla, pak

a>f<=BCAANB#A nebo a>p< A CBNA#B. (1)

Poznamka 2.5.6. Vztah (1) lze definovat i v ptipadé, ze fezy A/A’, B/ B’ definuji

racionalni ¢isla nebo jedno raciondalni a jedno iracionalni.
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Definice 2.5.4. Necht o, € R,a = (A/A"), 5 = (B/B’). Pak
a=p<= A=B,
a>f<+= BCANDB#A.
Véta 2.5.3. Necht «a, 5,7 € R. Pak plati
1. Pro kazdé «, 8 € R plati praveé jeden ze vztahti a = 5,a > 5,8 > «;
2.a>pBAB>y= a>".

Dukaz:
Necht o = (A/A"), B = (B/B’),v = (C/C").

1. Pro mnoziny A, B nastane pravé jedna z moznosti A = B,

A#4#BANBCA, A#BANACB.
2. BCANCCB=CCA,plicemz B#ANC#B=—=C#A
U

Poznamka 2.5.7. Pro znak mensi nez ,,<*“ plati ekvivalence a < <= ( > «.

Véta 2.5.4. Necht o, € R, a > . Pak existuje r € Q, pro které plati

a>r>f.

Duikaz: Necht a = (A/A"), 8= (B/B'),a > (. Z ptedpokladu B C ANB # A
plyne, zZe existuje ' € Q tak, ze 5 < r’ < « ( rovnost by nastala v pfipadé, ze
a € Q). Je ziejmé, ze ' € B', a protoze B’ nemé nejmensi prvek (viz. pozn.
2.5.5), existuje r € Q tak,zere Bafg<r<r tedyip<r<r <a.

O

Dusledek 2.5.1. Necht o, 5 € R,a > 3. Pak existuje nekoneéné mnoho racio-

nalnich cisel r tak, ze a > r > [3.

Definice 2.5.5. Rekneme, Ze mnozina A je hustd v mnoZiné B, jestlize A C B

a mezi kazdymi dvéma prvky mnoziny B lezi alespon jeden prvek z mnoziny A.
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Poznamka 2.5.8. Z véty 2.5.4 plyne, Ze mnozina Q je husta v R. Naopak to ale

neplati.

Lemma 2.5.1. Necht o, 5 € R a pro kazdé e € Q,e > 0, existuji s,s € Q,

0<s —s<e tak,ze s<a<s,s<f<s. Pak a=p.

Dukaz: (sporem) Necht napiiklad o« > (. Podle dusledku véty 2.5.4 existuji
ri,r9 € Q, pro kterd o > ry > ro > . Pak pro libovolné s, s’ € Q, ktera splnuji

predpoklady lemmatu, plati
S>a>ri>rm>8>s=s>r>rmn>s=5 —s>r —1ry >0,

a tedy rozdil s’ — s neni mensi nez libovolné e > 0, napf. e = r; — ry. To je ale

spor s predpokladem lemmatu.
O

Poznamka 2.5.9. Z lemmatu vyplyva, ze kazdé realné ¢islo lze s libovolnou pres-

nosti aproximovat racionalnimi ¢isly, tj. je-li mozné ¢isla «, 8 soucasné ,uzaviit“

mezi raciondlni ¢isla, jejichz vzdalenost je libovolné mald, pak je nutné a = .
Podobné jako jsme definovali fez v mnoziné QQ racionalnich ¢isel, definujeme

také fez v mnoziné R realnych cisel.

Definice 2.5.6. Dvojice mnozin A, A’ C R se nazyva fez v mnoziné R, znadi se

A/ A jestlize plati:
1. A£Q,A #0,
2. kazdé realné cislo patii pravé do jedné z mnozin A, A',
3.aeA ded = a<d.

Mnozina A se nazyva dolni skupina fezu A/A’, mnozina A’ horni skupina
fezu A/ A’
Naésledujici véta ndm poskytne odpovéd, jestli v R existuji také ,,mezery“ jako
v Q.
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Véta 2.5.5. (Dedekindova) Ke kazdému fezu A/ A" v mnoziné R existuje vzdy
realné ¢islo v, které je timto fezem definovano. Pfitom je v bud nejvétsi prvek

mnoziny A nebo nejmensi prvek mnoziny A’.

Dukaz: Necht A/ A’ je fez v R. Ozna¢me A mnozinu vSech racionalnich ¢isel v A
a A’ mnozinu v8ech raciondlnich éisel v A’. Pak A/A’ je fez v () a definuje néjaké
realné ¢islo «. Podle definice 2.5.6 fezu A/ A’ musi 7 lezet v jedné z mnozin A/ A’
Predpokladejme, ze v € A, a dokazeme, 7e v = max A.
Dokéazeme sporem. Necht v # max A, pak existuje ag € A, ag > . Podle véty
2.5.4 existuje r € Q tak, ze v < r < . Z toho plyne, ze r € A a tedy i r € A,
coz je ale spor s tim, ze fez A/A" definuje ¢islo +, nebof musi platit, ze r < .
Analogicky se dokéaze, ze je-li v € A’, pak v = min A'.

Podle véty 2.5.4 neni mozné, aby méla mnozina A nejvétsi prvek a mnozina
A’ nejmensi prvek, protoze by existovalo r € Q tak, ze max A < r < min A, coz

je ve sporu s definici feztt A/ A" 1 A/A’.

Véta 2.5.6. V mnoziné R neexistuje fez 3. druhu.

Poznamka 2.5.10. Véta 2.5.6 bezprostiedné plyne z véty 2.5.5. Je pouze jinak
formulovana. Vlastnost mnoziny R, kterd je dokdzana Dedekindovou vétou se

nazyva uplnost mnoziny R.

V zavéru tohoto odstavce pripomeneme dva znamé pojmy, které budeme v

dalsim pottfebovat.

Definice 2.5.7. Necht M je neprazdné shora omezend mnozina realnych ¢isel.
Cislo G € R se nazyva supremum mnoziny M, znad se G = sup M, jestlize ma

nasledujici vlastnosti:

1.VeeM:x <G,

2. VG' e R,G' < G, 3" e M : 2/ > G
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Necht M je neprazdné zdola omezen4 mnozina realnych éisel. Cislo g € R se

nazyva infimum mnoziny M, znacise g = inf M, jestlize ma nasledujici vlastnosti:
1.VreM:x>g,

2. V¢ eR,g >g, ' e M :2' <.

2.5.3. Soucet realnych cisel

Na Q mame definovanou operaci s¢itani. Dokazeme, ze ma smysl definovat

soucet redlnych &isel. Cislo v v nésledujici vété je vlastné &islo o + 3.

Véta 2.5.7. Necht «, § € R. Definujme mnoziny

M={a+b:a,beQAra<anb<}
N={d+V:dbeQ AN a<d N <V}
Pak existuje prave jedno v takové, ze
Vee MVl e N: ec<y<d. (2)

Dukaz: (a) Nejprve dokazeme existenci ¢isla 7.

Uvazujme mnozinu vSech souc¢ti M. Vezmeme-li libovolné ¢islo ¢ € M, pak
existujea € Q, a < a, be Q, b < tak, ze c=a+ 0.

Pro libovolné ¢islo ¢ € N existuje a’ € Q, @’ > «a, I € Q, b’ > [ tak, Ze plati
d=d+V.

Z toho vyplyva, ze ¢ < . To plyne z faktu, Ze je-li a,b,d’,b' € Q tak, ze

a<a<aab< <V pak plati
a+b<dad+V.

Tedy mnozina M je omezené shora, napf. libovolnym ¢ € N, tedy mé supre-

mum. Toto supremum oznac¢me . Z definice suprema pro ~ plati :
1. Vee M :c <,

2.V <ydee M :c>7.
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Dokéazeme, ze pro vSechna ¢ € N plati v < ¢/. Dokédzeme to sporem. Predpokla-
dejme, Ze existuje ¢ € N tak, Ze ¢ < ~. Zvolme 7 = . Tedy existuje ¢ € M
pro které plati ¢ > ¢’. Potom vezmeme @ < a < da' ab< <V = ¢ < ¢, tim
dostavame spor. Z toho plyne, ze v < ¢ pro vSechny ¢ € N a ziejmé pro vSechny

c € M plati

c<y</{. (3)
Nyni dokéZeme, Ze M nemé nejvétsi prvek. Vezmeme ¢ € M tzn. ¢=a+b, a €
Q a<a, beQ, b<p.
Z véty 2.5.4 plyne, ze

1. existuje a; € Q:a < a; < a,
2. existuje by € Q: b<b <p.

Pak ¢ < ¢y, kde ¢ = ay + b; a zaroven c¢; € M, tedy ¢ nemiize byt nejvétsim
prvkem mnoziny M.
Stejné tak mnozina sou¢td N nema nejmensi prvek. Vezmeme ¢ € N tzn.

t=a+bacQ a>a beQ, b> [.7Z véty 2.5.4 plyne, ze
1. existuje @) € Q:a > a] > a,
2. existuje b, € Q: b > b > 3.

Pak ¢ > ¢}, kde ¢| = a} + V| a zéroven ¢ € N. Tedy ¢ nemize byt nejmensim
prvkem mnoziny N.
V nerovnostech (3) nemiize nastat rovnost. Jsou tedy dokdzany nerovnosti v
(2).
(b) Nyni dokéZeme jednoznacnost.
Zvolme libovolné e € Q, kde e > 0. K nému existuji a,ad’,b, v’ € Q spliujici
nerovnosti:
a<a<ad,b<p<V (4)
tak,ze 0 <a'—a<§ a 0<bV —b<§.
Odtud (a'+V)—(a+b) = (a'—a)+(b'—b) < % = e. Protoze jsme e volili libovolng,
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je rozdil (@’ + V') — (a + b) libovolné maly. Podle véty o lemmatu existuje pravé
jediné v € R, které lezi mezi ¢isly (a+b) a (a’+0) tj. vyhovuje (a+b) < v < (a'+V)
pro kazdé a,d’, b, b' € Q) vyhovujici (4).

O

Definice 2.5.8. Cislo v z véty 2.5.7 se nazyva soucet ¢isel a a (3 a znadi se

a+ B.

Poznamka 2.5.11. Ke kazdym dvéma ¢islim «, f v mnoziné R existuje ¢islo &
v mnoziné R, ze ¢islo a je souctem &isel B a &. Cislo € je rozdilem ¢isel «, 3, tj.
¢ = a— . Je-li cislo § rovno ¢islu « vznika jejich odec¢tenim nulové cislo. Jeho
hrani¢nim prvkem je ¢islo 0. Je-li ¢islo a nulové, je ¢islo £ opacnym cislem k ¢islu
B. Jeho dolni skupina X obsahuje vSechna ¢isla opacné k ¢islim o' € B’ a horni
skupina X’ vSechna ¢isla opacné k ¢islim b € B (nepfihlizime-li k hrani¢nimu

prvku).[6][8]

2.5.4. Soucin realnych cisel

Poznamka 2.5.12. V nésledujici vété dokazeme, ze mé smysl definovat soucin
realnych ¢isel a to tak, ze definujeme ¢islo 7, které nazveme soucinem ¢isel a a 3,
a budeme ho znacit « - 5. Sou¢in dvou realnych ¢isel budeme definovat obdobné
jako soucet dvou realnych cisel. Zde je nutné rozlisit ¢isla kladné, zaporna a nulu.
Jsou-li a, B € R, a0 # 0, B # 0 libovolna, vyuzijeme pro soucin absolutni hodnoty:

jsou-li @ a 3 stejného znaménka
Oé5:|06||/8|,
jsou-li o, B rliznych znamének

a-f=—(laf-[8]).

Definici soucinu a3 pak pfevedeme na pripad soucinu kladnych ¢isel. Postac¢i nam
tedy definovat pouze soucin dvou kladnych realnych cisel. Definitoricky zavedeme

v-0=0-7v=0 pro libovolné v € R.
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Véta 2.5.8. Necht o, 5 € R,a > 0, 5 > 0. Definujeme mnoziny
X={a-b:a,beQN0<a<aN0<b<f}

Y={d-V:d,VeQra<d AB<}.

Pak existuje praveé jedno v takové, ze

Vee XVdeY: ec<y<d. (5)

Dukaz: (a) Nejprve dokazeme existenci ¢isla 7.

Uvazujme mnozinu vSech soucintt X. Vezmeme-li libovolny ¢ € X, pak existuje
a€eQ0<a<abeQ0<b<ptak, 7ec=a-b. Existujeid € Q, a’ > «, V' €
Q, vV > ptak,ze d =d' -V aplatia-b < a'-b'. Tedy mnozina X je omezena shora,
napi. libovolnym ¢ € Y, tedy mnozina X méa supremum, ozna¢me ho symbolem

~v. Z definice suprema pro ~ plati:

1.Vee X:c<yxy
2. Vv <~y3Ade X >7.

Dokazeme, Ze pro vSechna ¢ € Y plati v < ¢. DokaZeme to sporem. Pred-
pokladejme, Ze existuje ¢ € Y tak, ze ¢ < . Zvolme 7 = ¢, z toho plyne, Ze
existuje ¢ € X : ¢ = a- b a plati, ze ¢ > . Potom vezmeme @ < a < d’ a
b < B <V, tedy ¢ < ¢. Dostavame spor, musi tedy platit v < ¢ pro vSechna

¢ € X a pro vSechna ¢ € Y a zfejmé
c<y<C/. (6)

Nyni dokézeme, ze X nemiize mit nejvétsi prvek. Vezmeme ¢ € X, tzn.¢c = a-b,

aecQ, a<abeQ,b< (. Zvéty 2.5.4 plyne, Ze
1. da, € Q pro které plati @ < a; < «

2. 3b, € Q pro které plati b < b; < .
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Pak ¢ < ¢, kde ¢; = ay - by a zaroven ¢; € X, tedy ¢ nemtze byt nejvétsim
prvkem mnoziny X. Stejné tak dokazeme, ze Y nema nejmensi prvek. Vezmeme

ceYtmc=a-bapro acQ: a>a, beQ: b> [. Z véty 2.5.4 plyne, Ze
1. daf € Q:a>a) > q,

2. W €Q:b>V > B

Pak ¢ > ¢}, kde ¢] = a} - U] a zaroven ¢| € Y, tedy ¢ nemize byt nejmensim
prvkem mnoziny Y.

V nerovnostech (6) nemuze nastat rovnost. Jsou tedy dokazany nerovnosti v
(5).

(b) Nyni dokdZeme jednoznacnost.
Zvolme libovolné e € Q, kde e > 0. K nému existuji a, ¢, b,0',a,b € Q, kde @ > «

a b> (3, tak aby spliiovali nerovnosti:

O<a<a<d<a a 0<b<fB<lt <b (7)

Y / e / e
tak, ze 0 < a —a<gg @ 0<b _b<(a+5)'

1 I I / I / — e 7_e
Odtud a't/ —ab = a'V/ —a’b+ad'b—ab = ' (' —b)+b(a'—a) < a(ﬂg)—i-b(ﬂz) =e

Protoze jsme e volili libovolné, je rozdil a’b’ — ab libovolné maly. Podle véty o
lemmatu existuje pravé jediné v € R, které lezi mezi ¢isly ab a a’t’ tj. vyhovuje

ab < v < a'b pro kazdé a,d’,b,b" € Q vyhovujici (7).
]

Definice 2.5.9. Cislo 7y z véty 2.5.8 se nazyva soucin ¢isel o a 3 a znadi se a- 3.[6]

Poznamka 2.5.13. Ke kazdym dvéma redlnym ¢islim « a [ existuje ¢islo £ € R
tak, ze a = (- €. Cislo € se nazyva podil ¢isel % pro 3 # 0.

Jestlize a = (3 plyne z toho, 7e £ = 1 (jednotkovy prvek). Jestlize o = 1 pak
&= %, B # 0 je pfevraceny prvek k prvku 3.[8]
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Kromé v/2 pro niz jsme dokazovali iracionalitu v odstavci 2.4.1, existuje ne-
konecné mnoho dalsich iracionalnich ¢isel, napt. vSechny druhé odmocniny pfi-
rozenych ¢isel, které nejsou ¢tvercem (tj. druhou mocninou) pfirozeného ¢isla,
vétsina logaritmt (dekadickych i pfirozenych), vétsina hodnot goniometrickych
funkci, ¢isla 7, e, ¢ a dalsi.

Fakt, ze kazdé realné c¢islo ma praveé jeden obraz na c¢iselné ose a obracené
kazdy bod ¢iselné osy je obrazem pravé jednoho redlného ¢isla (vzhledem k tomu,
ze téleso redlnych Cisel neobsahuje mezery) znamend, ze zavedenim redlnych ¢isel
je ¢iselné osa zcela ,zaplnéna“. Z realnych ¢isel nemiizeme metodou fez jiz zadna
nova ¢isla dostat, nebof mnozina vsech Fezi v télese realnych ¢isel je s timto
télesem izomorfni.

Protoze neni mozné vsechna realné cisla ,ocislovat® pfirozenymi cisly tak,
aby zadné realné ¢islo neziistalo ,neocislované“ mizeme popularné fici, ze ackoli
je celych a racionalnich ¢isel ,,praveé tolik“ jako pfirozenych c¢isel, je redlnych cisel
,mnohem vice“. Presnéji tuto skutecnost muzeme formulovat tak, Ze mnozina
vSech redlnych cisel ma vétsi kardinalni ¢islo nez mnozina pfirozenych, celych
i racionalnich ¢isel. Neni proto mnozina realnych é&isel spocetna. Rikdme, ze je

spojita (tj. husté uspofadand mnozina bez mezer).[8][12][13]

2.6. Jiny zpusob zavedeni realnych dcisel

Jiny zptsob zavedeni realnych cisel pochazi od George Cantora. Ten misto
fezul pracoval s tzv. Cauchyho posloupnostmi racionalnich ¢isel. Tyto posloup-
nosti jsou konvergentni a jejich limity mohou, ale nemusi byt vzdy racionalni
¢isla. Limity téch Cauchyho posloupnosti, které nejsou racionalni nazveme iraci-
onalnimi ¢isly. Kazda cauchyovskd posloupnost {a,} mé tu vlastnost, Ze spliuje
tzv. Bolzano-Cauchyovu podminku, tj. kdyz ke kazdému kladnému ¢islu € existuje
prirozené ¢islo ng tak, Ze pro kazda ¢isla m, n vétsi nebo rovna ng je |a,, — a,| < €.
Mizeme tict, ze s rostoucimi indexy m,n se vzdalenost ¢lent a,,,a, v této po-

sloupnosti blizi k nule.
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2.6.1. Predbézné uvahy

V odstavci 2.4.1 jsme dokézali iracionalitu &sla /2. Toto &slo jsme ziskali
vypoétem délky uhlop¥icky ve étverci o strané délky 1. K &slu v/2 viak miizeme
dojit i jinym zptusobem, uzijeme-li metod matematické analyzy, specialné teorie

posloupnosti a s nimi spojené teorie limit. Dolozime to nasledujicim prikladem.
Piiklad 2.6.1. Urcete limitu posloupnosti {a, } dané rekurentné takto:

1 2
ap = 2,0p41 = E(an + a_)

Reseni: Z podminky a; = 2 > 0 a z rekurentniho vztahu je vidét, ze jde o

posloupnost kladnych cisel. Dale plati

a tedy
4

1 2
ai+1—2:z<ai+4+a—2)—2:—<an—a—> ZO

Je proto aZ,, > 2, takze an41 > V2. Ukézeme, 7e {a,.1} je nerostouci posloup-
nost. Plati
1

An+1 — Qn+2 = Qp41 — 5 <@n+1 + ) =35 <@n+1 - ) =-;—— 20,
2 Apy1 2 Apt1 2 app

protoze a2, > 2

Plati tedy pro vSechna n € N vztah a,1 > a,,2 a posloupnost je nerostouci.
Existuje tedy konecna

lim a, = a.
n—aoo

Tuto limitu zjistime pfechodem k limité na levé i pravé strané rekurentniho vzorce

. o1 2
lim a,.; = lim —<an + —>
n—:oo

n—> o0 2 Qp,
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Protoze

. .1 2 1
lim a4+ =a, lim —(an+—> :—(a+—>,
—00 2 2

n n—>o0 an a

plati a = 1(a + 2) odkud a* = 2, takze a = /2.

Poznamka 2.6.1. Tato posloupnost konverguje k v/2 velmi rychle, jiz hodnota
&lenu az = 1,4166667 . ..=v/2.

Tento priklad ukazuje, Ze existuji posloupnosti, jejichz ¢leny jsou racionalni
¢isla, ale jejich limity jsou iracionalni. Témito posloupnostmi se zabyval George

Cantor, ktery na prelomu 19. a 20. stoleti poprvé zpracoval teorii redlnych ¢isel.

2.6.2. Fundamentalni (Cauchyho) posloupnosti

Je ziejmé, ze ne kazda posloupnost racionalnich cisel je vhodna pro budovani
oboru realnych ¢isel. Cantor pouzil posloupnosti specialniho typu, tzn. Cauchyho
posloupnosti, které nazyvame také fundamentalni. Definujeme je nasledujicim

zpusobem:

Definice 2.6.1. Posloupnost {a,, } racionalnich ¢isel nazveme fundamentalni (Cau-

chyho), jestlize
Ve>0,ecQ, IngeN, Vm,n e N: m >ngAn>ny = |a, — a,| <€

Poznamka 2.6.2. Nazornéji s ohlédnutim od obvyklé symboliky miZeme definici
2.6.1 slovné vyjadrit takto: Kazda Cauchyho posloupnost ma tu vlastnost, ze ke
kazdému (sebe mensimu) kladnému ¢islu € 1ze najit ur¢ity index ng (v zévislosti na
volbé ¢isla €) tak, ze pro kazdé indexy m,n vétsi nebo rovna ¢islu ng je absolutni
hodnota rozdil a,, — a,, mensi nez €. Tedy s rostoucimi indexy m, n se vzdalenost

¢lentt a,y,, a,, v posloupnosti {a,} blizi k nule.

Véta 2.6.1. Kazda fundamentalni posloupnost je ohranicena.
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Dukaz: Protoze pro pocitani s absolutnimi hodnotami plati, Ze absolutni hod-
nota rozdilu je vétsi nebo rovna rozdilu absolutnich hodnot mtzeme psat |a,, — a,| >
|| — |an], odkud |ap| < |a,| + |am — a,|. K obéma strandm nerovnosti

|am — a,| < € z definice 2.6.1 pficteme ¢islo |a,| takze mame

@ — an| + |a,| < €lay|. Z pfedchoziho déle plyne
lam| < |an| + |am — an] < |an| + €
Pro n = ng 4+ 1 odtud dale plyne pro kazdé m > nq
|am| < an| + |am — an| <langia] + €=M,

kde jsme polozili |a,,.1| + € = M. Je tedy kazdd fundamentélni posloupnost

omezené shora i zdola.

2.6.3. Soucet a soucin posloupnosti

Pro konstrukci oboru realnych ¢isel pomoci fundamentalnich posloupnosti mu-
sime definovat jejich soucet a soucin a ovérit, jestli vysledkem téchto operaci jsou

opét fundamentalni posloupnosti.

Definice 2.6.2. Sou¢tem posloupnosti racionalnach ¢isel {a,},{b,} rozumime

posloupnost {c,}, kde ¢, = a, + b,.

Poznamka 2.6.3. V definici 2.6.2 se fika, ze posloupnosti sC¢itdme tak, Ze s¢itame
jejich ¢leny se stejnymi indexy, tj. soucet posloupnosti {ay, as, as, - -}, {b1, b2, b3, -}

je posloupnost {a; + by, ag + by, az + b, - - }.

Véta 2.6.2. Souc¢tem dvou fundamentalnich posloupnosti {a,} , {b,} je opét fun-

damentalni posloupnost.

Diukaz: Predevsim je zfejmé, Ze vSechny séitance ¢, = a, + b, jsou racionalni
¢isla, nebot a, € Q a b, € Q. Déle pro kazdé kladné ¢ € Q existuji pfirozené

¢isla ny, ny takova, ze
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U — Q| < 3¢ pro vSechna m > nj, n > nq,

1 .
|br, — b| < 3¢ pro vSechna m > ng, n > no,

nebot obé posloupnosti {a, } , {b,} jsou fundamentalni. Zvolime tedy ny = max(ny, ns)
a pak plati |(ay, + by) — (@, 4+ b,)| < € pro vSechna m > ng,n > ny. Je tedy i

soucet {c,} fundamentalni posloupnost (podle definice 2.6.1).
0

Definice 2.6.3. Sou¢inem posloupnosti racionalnich ¢isel {a,},{b,} rozumime

posloupnost {d,}, kde d,, = a,, - b,,.

Poznamka 2.6.4. V definici 2.6.3. se fika, Ze posloupnosti {a, as, a3 -},
{b1,b2,b5 - - - }, nédsobime tak, Ze spolu nasobime jejich ¢leny se stejnymi indexy.

Souc¢inem je tedy posloupnost {a1by, asbs, agbs, - }.

Véta 2.6.3. Soucin dvou fundamentalnich posloupnosti {a,}, {b,} je opét fun-

damentalni posloupnost.

Dikaz: Protoze a, € Q a b, € Q, plyne odtud, Ze i soucin a, - b, € Q. Z
ohranicenosti fundamentalni posloupnosti plyne existence kladnych prvka M; €
Q7 M2 € @7 ze

la,| < M pro vSechna n > nq,
|br| < My pro vSechna m > no,

pro vhodné pfirozena ¢isla nq, ny. Budiz nyni € € Q libovolny kladny prvek.

Pak do Q patii také prvky 7 a5, & Jsou kladné. Podle definice fundamentalni

posloupnosti existuji k nim pfirozena ¢isla n’ > ngy, n” > ny takova, ze

6 v
|, — an| < — pro véechna m >n', n >n/,
My
€
M,

"

by, — by | < pro véechna m > n", n >n".
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Prvni z predchozich nerovnosti vynasobime spolu se shora uvedenou nerov-
nosti |b,,| < Ms, druhou vynésobime s nerovnosti |a,| < M; (nasobime spolu
souhlasné strany nerovnosti mezi kladnymi ¢isly). S pouZitim zndmého pravi-
dla o néasobeni absolutnich hodnot (absolutni hodnota sou¢inu se rovna souc¢inu

absolutnich hodnot) dostédvame
b b < = Sech / '
|amm—anm|<§ pro vSechna m >n', n >n/,

E v
| @by, — anby| < 3 pro véechna m > n", n >n".

Zvolime-li nyni ny = max(n’, n”), pak se¢tenim obou souhlasnych stran nerov-
nosti a s pouzitim trojihelnikové nerovnosti (absolutni hodnota souctu je mensi

nebo rovna souc¢tu absolutnich hodnot) dostavame
|@mbm — anby| < € pro vSechna m > ng, n > ng

coz podle definice 2.6.1. znamena, Ze sou¢in {d,} je fundamentalni posloupnost.
O

Snadno nahlédneme, Ze mnozina vSech fundamentalnich posloupnosti racio-
nonalnich ¢isel Q vzhledem ke shora definovanému scéitani resp. nasobeni tvori
komutativni okruh s jednotkovym prvkem bez déliteld nuly, tj. obor integrity.
Jednotkovym prvkem pro operaci s¢itani je posloupnost {0}, tj. posloupnost, je-
jiz vSechny cleny jsou nulové a jednotkovym prvkem pro nasobeni je posloupnost
{1} obsahujici samé jednicky (posloupnost {0} je neutralni vzhledem ke sé¢itani

a posloupnost {1} vzhledem k nasobenti).

Definice 2.6.4. Jestlize plati, Ze soucet fundamentélnich posloupnosti {b,} , {x,}
se rovna posloupnosti {a, }, pak posloupnost {x,, } nazveme rozdilem posloupnosti

{a,},{b,} (v tomto poradi).

Poznamka 2.6.5. V definice 2.6.4. je posloupnost {a,} mensencem a {b,} me-
nsitelem tohoto rozdilu a pro ¢leny posloupnosti {z,} plati z, = a, — by, tj.
odcitame cleny se stejnymi indexy.
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Poznamka 2.6.6. Definice rozdilu fundamentéalnich posloupnosti nam umoznuje
zavést pojem opa¢né fundamentalni posloupnosti k posloupnosti {a,}. Je to po-

sloupnost {—a,} = {—a1, —as, —as, .. .}.
Véta 2.6.4. Kazda konvergentni posloupnost je fundamentalni.

Dikaz: Jeli lima, = a, pak pro kazdé e € QQ, € > 0, existuje prirozené cislo ng
tak, ze
|y —a| < = pro kazdé m > ny,

6 7
la, —al < 5 pro kazdé n > ny.

Se¢tenim souhlasnych stran téchto nerovnosti mame |a,, — a| + |a, — a| < €.
Protoze |ay, — an| = |am —a+a — ay| < |ay, —al + |a, —a| <€
pro vSechna m > ng, n > ng spliuje Cauchyho podminku o konvergenci a je

tedy fundamentalni.

Poznamka 2.6.7. Prvek a se nazyva limita posloupnosti {a, }, zapisujeme

lim a, =a nebo jen lima, = a.
n—aoo

Jinak rikame, ze posloupnost diverguje.

Poznamka 2.6.8. Obracené véta k vété 2.6.4. neplati. Napf. posloupnost

{1 + % + % + #} je fundamentalni nad Q a pfi tom je v Q divergentni.
(viz [7])

2.6.4. Ekvivalence na mnoziné fundamentalnich posloupnosti, bloky

Na mnoziné Fy vSech fundamentélnich posloupnosti racionalnich ¢isel definu-

jeme relaci ~ takto

{a,} ~{b,}, jestlize lim(a, —b,) = 0.
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Poznamka 2.6.9. Podminka lim(a,, — b,) = 0 nemusi znamenat lim a,, = lim b,

nebot kazd4 z posloupnosti {a,}, {b,} mize byt divergentni v Q.

Relace ~ je reflexivni (nebot lim(a,, —b,) = lim 0 = 0); je i symetrickd (nebot
lim(a, —b,) = 0 = —0 = lim(b, — a,)); je také tranzitivni (jestlize {a,} ~
{on} A A{b,} ~ {cn}, pak lim(a,, — b,) = 0 = lim(b,, — ¢,), odkud lim(a,, — ¢,) =
lim(a,, — b,) + lim(b, —¢,) =040 =0, tedy {a,} ~ {c.} ). Je tedy ~ relace

ekvivalence.

Definice 2.6.5. Mnozinu [a,] = {{z,} € Fg; {z,} ~ {a,}} nazgvame blok prvka

z Fg urCeny posloupnosti {a,}.

Poznamka 2.6.10. Oznacime-li R rozklad na Fy pfislusny k ekvivalenci ~, pak
prvky tohoto rozkladu jsou jednotlivé bloky a {a,} je reprezentat bloku [a,].

S bloky mizeme provadét po¢etné vykony. Rovnost mezi bloky [a,] = [b,] zna-
mend, Ze posloupnost rozdilu reprezentantt {a, — b, } konverguje k nule. Kazdou
posloupnost {b,} z libovolného bloku [a,| € R lze napsat jako soucet posloupnosti
{an} s vhodnou posloupnosti {¢,}, kde lim¢,, = 0, nebot je {b,} ~ {a,}, a tedy
lim(b, —a,) = 0. Polozime-li ¢,, = b, —a,,, pak {b,} = {a,}+{c.}, kde lim ¢, = 0.

Scitani a nasobeni blokl definujeme jako sc¢itani a nasobeni jejich reprezentantii:
[an] @ [bn] = [an + by

[an] © [bs] = [ay, - by

Plati, ze R = (R,®,®) je pole, do néhoz je puvodni pole Q = (Q,+,")
vnofeno (Q — R : a +— [a,a, -] = [a]). Proto polozime a = [a], takze Q C R.
V podstaté tedy plati, ze a = [a,] jestlize limita a, = a. Specialné je tedy
nulovy blok tvoren pravé vSemi posloupnostmi konvergujicimi k nule a jednotkovy
blok 1 = [1] pravé vSemi posloupnostmi, kde lima, = 1. Bloky |a,],[—a,] jsou
navzajem opacné, tj. — [a,] = [—ay].

Déle se da dokéazat, ze pro kazdy nenulovy blok [a,] € R existuje v R blok

inverzni (tj. Ze v poli Q existuji k prvkiim a, # 0 inverzni prvky a;' pro kazdé
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pfirozené n, a tedy existuje i posloupnost raciondlnich ¢isel {a; '}, kterd je fun-
damentalni. Posloupnost {a,'} je inverzni k posloupnosti {a,}. Pro prvky v R

tedy plati [a,] " = {a;'}).(viz [7])

2.6.5. Usporadani v Fy

Definice 2.6.6. Fundamentalni posloupnost racionalnich ¢isel {a,} nazyvame

kladnou, jestlize existuji € > 0,e € Q a ng € N takové, ze
A, > € pro kazdé m > ng.

Poznamka 2.6.11. Je zfejmé, Ze napf. posloupnost {1} je kladnd, a Ze soucet
i souc¢in kladnych fundamentalnich posloupnosti je opét kladna fundamentalni
posloupnost.

Kladné fundamentalni posloupnosti nevytvareji ani trichotomickou, tedy ani
kladnou ¢ast v oboru integrity [y a tedy nelze pomoci nich Fy usporadat. Proto

pouzijeme k usporadani pole racionalnich cisel R.

Véta 2.6.5. Soucet libovolné kladné fundamentéalni posloupnosti racionéalnich
¢isel {a,} s libovolnou fundamentalni posloupnosti racionédlnich ¢isel {b,} kon-

vergujici k nule je opét kladna fundamentalni posloupnost.
Diikaz: Protoze existuje € > 0,e € Q a ng € N tak, ze plati soucasné
A > 2€ pro kazdé m > ng,
|bim| < € pro kazdé m > no,
plyne odtud, Ze a,, + b,, > €.
O

Jestlize je tedy v nékterém bloku z R aspon jedna posloupnost kladna, pak
jsou vSechny posloupnosti tohoto bloku kladné. Takovy blok nazveme kladny.

Protoze kladné bloky vytvareji v R kladnou ¢ast je pomoci téchto kladnych
blokt pole R uspofddéno. Vnoreni Q — R : a — [a] zobrazuje kladné prvky
z Q na kladné prvky R. V R lze tedy obvyklym zpisobem zavést usporadani:
la,] > [b,] pravé kdyz blok [a,, — b,] je kladny.
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Véta 2.6.6. Jestlize existuje prirozené c¢islo ng takové, ze je a,, > b,, pro kazdé

m > ng, pak v IR je [an] > [bn}

Dukaz: Provedeme nepiimo. Kdyby platilo [a,] < [by], tj.[bn — a,] > 0, pak by
pro vhodné ¢ > 0 a vhodné prirozené c¢islo mq platilo b,, — a,, > € pro kazdé
m > my. Zvolime-li vsak m = mg + ng dostavame spor s predpokladem a,, > b,,

pro kazdé m > ny.
O

Samoziejmé miizeme pro mnozinu R zavést pojmy absolutni hodnota, fun-
damentalni posloupnost a limita posloupnosti. Fundamentalni posloupnosti raci-
onalnich ¢isel mtizeme povazovat za fundamentalni posloupnosti redlnych cisel.
Po zavedeni téchto pojmt muzeme dokazat, ze kazda fundamentalni posloupnost
raciondlnich ¢isel {a,} ma v mnoziné R limitu a jeji limitou je ten prvek z R,
ktery je pomoci ni urcen, tj. lima, = [a,]| a déle, Ze mnozina redlnych ¢isel R je
uplnd, tj. spliiuje Cauchyho podminku pro konvergenci.(viz[7])

Konstrukce popsana v kapitole 2.6 prifazuje ke kazdé usporadané mnoziné Q
uplnou usporddanou mnozinu R. Podle Cantora je tedy redlné cislo definovano
jako mnozina vSech takovych fundamentalnich posloupnosti racionalnich ¢isel, ze

rozdil libovolnych posloupnosti této mnoziny konverguje k nule.

Poznamka 2.6.12. Nejcastéji byva realné ¢islo zadavano pomoci nekonecéného

desetinného rozvoje
o0
— § ’ —Jj
S =ap+ a;
j=1

kde ag, a; jsou celd ¢isla a 0 < a; < 10, tedy jako limita fundamentalni posloup-

nosti racionalnich ¢isel

Informace k této kapitole jsem cerpala v knihach [7][12][13].
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2.7. Dodatek

2.7.1. Srovnani alternativnich konstrukci realnych cisel

V kapitole 2.5 a 2.6 byly popsany dva rtizné pristupy k vytvoreni oboru real-
nych c¢isel. Dedekindova metoda fezl v mnoziné€ racionalnich ¢isel pouziva metod
teoretické aritmetiky zatim co Cantorova metoda se opird o metody matematické
analyzy. V obou pripadech vSak tvori fundamentalni zaklad téchto ptistupi teorie
mnozin a algebra.

Otéazky a problémy vztahujici se ke struktufe prostoru a ¢asu zaméstnavaly
lidstvo od nepaméti a od samotnych pocatkit védy mély mimoradny vyznam.
Prakticky cely védecky a matematicky vyzkum od doby starovékych Rekt az
do konce 19. stol. vychazel z predpokladu spojitosti téchto veli¢in. Pohlizenim
na cas a prostor jako na kontinuum se matematici chtéli vyvarovat Zenonovym
paradoxtim.

Do c¢astt Newtona a Leibnize bylo fyzikalni kontinuum c¢asu a prostoru zto-
tozfiovano s kontinuem realnych ¢isel. Ciselnd méfeni ¢asu a fyzikalnich veli¢in
(délky, teploty, hmotnosti, rychlosti apod.) byla povazovana za body tohoto kon-
tinua. Infinitezimalni pocet vyuzival funkce, jejichz proménné nabyvaly hodnot
realnych cisel. V 70. letech 19. stol. Cauchy, Weierstrass, Dedekind a dalsi védci
se museli pii vyvoji teorie limit ponofit hluboko do vyzkumu redlnych ¢isel. Je-
jich pivodni pfedstava ztotoznovala toto kontinuum s mnozinou bodi - redlnych
cisel - lezicich na pfimce, kterd probiha v obou smérech do nekonecna. Klicovym
prvkem, jimz se odlisuji realna cisla od racionalnich je axiom z néhoz vychéazi
teorie limit. Formuloval ji Cauchy (kdyz si uvédomil, Ze raciondlni ¢isla netvori
vhodnou mnozinu pro teorii limit): ,, Necht je aq,as, as, - -+ nekoneéna posloup-
nost redlnych ¢isel, ktera se stale vice k sobé piiblizuji (v tom smyslu, Ze jak
postupujeme po poslupnosti, vzdy se mtizeme dostat tak daleko, ze rozdil mezi
kazdymi dvéma vzdalenéjsimi ¢isly je libovolné blizky nule). Pak tedy musi exis-
tovat realné ¢islo (oznaéime ho L) takové, Ze ¢isla v posloupnosti se k nému stéle
priblizuji (opét v tom smyslu, Ze pro dostatecné vysoké ng je rozdil mezi ¢isly a,

a C¢islem L libovolné blizky nule).
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Cauchy tedy takto charakterizoval limitu L posloupnosti {a,}.

Cauchyho axiom je znadm jako axiom tuplnosti. Prace, kterou zapocal Cauchy,
Dedekind, Weierstrass a dalsi, stala u zrodu nového oboru - matematické ana-
Iyzy. Alternativni metodu konstrukce redlnych ¢isel z ¢isel raciondlnich predlozil

Richard Dedekind.[1][10][12]

2.7.2. Vyznamna realna d¢isla

Mezi realnymi ¢isly hraji v matematice vyznamnou ulohu ¢isla 7, e a ¢.

Cislo 7 = 3,14159. .. je snad nejznaméjsi matematickou konstantou. Ode-
davna pritahoval pozornost lidstva pomeér obvodu kruhu k jeho priameéru, ktery
se jevil konstantni nezavisle na volbé polomeéru. Jeden z ptistupii spoc¢iva v tom,
Ze se setrojuji pravidelné n-tthelniky do téze kruznice vepsané a této kruznice
opsané. Stredoskolskymi pocetnimi metodami se urci délka a,, strany n-tthelniku
vepsaného a délka a/, strany n-tthelniku opsaného. Z nich pfislusné obvody jsou
Op =n-a, a o, =n-al, zpraktickych divodi volime ¢islo n sudé. Posloupnost
{0,} obvodi n-thelnikt vepsanych je rostouci a omezend, posloupnost {0, } ob-
vodu n-thelnikt opsanych je klesajici a omezena. Je-li o délka obvodu kruznice,

pak
on <0< 0, pro kazdé n € N

tj. obé posloupnosti konverguji k ¢islu o. Je tedy

lim o, = lim o, =o.

/
On
2r

(kde r je

Urcime-li pro ilustraci nékterd n € N hodnoty podilu 3* resp.

polomér prislusné kruznice) dostaneme néasledujici tabulku
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n Op:2r | o :2r

6 3 3,46410
12 3,10583 | 3,21539
24 3,13263 | 3,15966
48 3,13935 | 3,14609
96 3,14103 | 3,14271

1536 | 3,14159 | 3,14160
3072 | 3,14159 | 3,14159

Odtud je vidét, jak se hodnoty 2= % k sobé priblizuji a konverguji k limite¢,

2r 2r
kterou oznac¢ujeme 7w a nazyvame Ludolfovym ¢islem.

Naznaceného postupu pouzil jiz starovéky fecky matematik a fyzik Archime-

des, ktery ukazal, ze pro ¢islo 7 plati nerovnosti

223 22
<< .

1 7

vvvvvv

hodnota ¢isla 7 z praktickych diivodl ¢asto nahrazovana racionalnim ¢islem
2 =3,1428571 ...

S mensi presnosti urc¢il pomér obvodu kruhu a jeho piiméru egyptsky Ahmes,
ktery stanovil hodnotu (%6)2 = 3,1605. Koncem 16. stl. Vieta a jini vypocitali
tento pomeér na deset, dvacet i vice desetinnych mist. Jeho urceni i pojmenovani
je uzce spjato se jménem holandského metematika a vojenského stavitele Lu-
dolfa van Ceulen (téz Keulen), ktery sam vypocetl toto ¢islo na 35 desetinnych
mist. Vypocet Ludolfiv i jiné udavaji ¢islo m s presnosti pro praktické potieby
az zbytec¢nou (uzijeme-li pouze prvnich 5 desetinnych mist, dopustime se chyby
pfi vypoctu obvodu kruznice s polomérem 1 km pouze asi 5 mm). Celé generace
lidi se uéily 35 desetinnym misttiim ¢isla 7 zpaméti (uzivalo se mnoha pomticek
- fikanek se slovy, kterd zac¢inaji stejnou hlaskou jako pfislusné ¢islice apod.).
Dikladnéjsi poznatky o ¢isle 7 byly ziskany az hlubsimi teoretickymi tivahami.
Lambert (1770) ukézal, Ze ¢islo 7 je iraciondlni, totéz pro 7% odvodil Legendre

(1794). Lindeman koncem 19 stl. ukazal, Ze 7 nemize byt kofenem zadné alge-

braické rovnice, jejiz koeficienty jsou cela ¢isla a ze tedy m je ¢islo franscendentni
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(tim byl vlastné vynesen rozsudek nad domélou spréavnosti nékterych laickych
konstrukei rektifikace kruznice i kvadratury kruhu).

Moderni doba vsSak dala pfece jen v né¢em starsim myslitelim za pravdu, totiz
v tom, Ze nikoliv kruh samotny, ale pomér jeho obvodu k priimeéru je podivuhod-
nym c¢islem, objevujicim se v mnohych matematickych tvahéach. Je vyjadieno

fadami i soucty se zajimavou vnitini stavbou, napft.:

1 1 1
% =1- 3 + i + - (fada Leibnizova)

nebo z této rady plynouci

U
g§ 1-3 5-7 9-11

Dalsi fady jsou
2 1 1

A
6 22 32

4_1+<1)2+(1'3)2+(1'3'5)2+
T 2 2.4 2.4-6

Nakonec uvedmé i zajimavy Wallisiv nekonecny soucin

-3
2

1 7
2. 6

3:-5 5
4-4 6-

2
m

kych konstant. Je zakladem pfirozenych logaritmii a ¢asto se s nim setkdvame
v souvislosti s exponencialni funkci o zakladu e. Eulerovo ¢islo definujeme jako
limitu posloupnosti {a,};a, = (1+ )", resp.{b,},b, = (1 + 2)"*',n € N. Po-
sloupnost {a,} je roztouci a {b,} klesajici a plati b, = a,(1 + 1) > a,, takze
a; < a, < b, < by a proto jsou obé posloupnosti omezené a maji konec¢nou
limitu. Pritom

1
lim b, = lim a, - lim (1+—)= lim a,.

Dale plati (1 + )" < e < (1+ =)™ kde m,n jsou libovolné pfirozena &isla.
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Exponenciani funkci definujeme jako zobrazeni R — R vzorcem

2 133 IL‘4

1._ :'C DY
6—1+$+§+§+I+ 5

kde fada na pravé strané konverguje pro kazdé x € R. Pro x = 1 dostavame
odtude:1+1+%+%+ﬁ+---.

Inverzni funkce k e* se oznacuje In nebo lg a nazyva se prirozena logaritmicka
funkce. Je-li a > 0,a € R, pak ¢islo Ina se nazyva prirozeny logaritmus ¢isla a
(téz Napiertuv logaritmus). Logaritmicka i exponencidlni funkce hraji dilezitou
ulohu v matematické analyze.

Cislo ¢ = 1,61803... souvisi s historii zlatého fezu a s osobnosti italského
matematika Leonarda Pisana zvaného Fibonacci. Zlatym fezem rozumime takové
rozdéleni isecky AB bodem C' na dvé ¢asti tak, aby pomér velikosti mensi ¢asti
k casti vétsi byl stejny jak pomeér velikosti vétsi ¢asti k velikosti celé tsecky.
Matematické vyjadieni téchto vztahii vede k rovnici ¢? — ¢ — 1 = 0 jejiz FeSeni je
o= #g Fibonacci byl motivovan slovni ilohou z praxe a sestavil z pfirozenych
¢isel posloupnost

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . . .,

v niz kazdy nasledujici ¢len je souc¢tem dvou ¢lent predchazejicich, tj. posloupnost

je dana rekurentnim vzorcem ay; = 1,a, = 1,a, = a,_2 + a,_1 kden € Nyn > 2.
Cleny této posloupnosti se nazyvaji Fibonacciho ¢isla a maji zajimavé vlast-

nosti; napf. podil “2** konverguje k ¢islu ¢ = 1,61803... .;

. — =1 = 0,61803...; (CLZ—:l)Z = 2,61803.... Kterdkoli dvojice sousednich

An+1

¢lentt x = a,,y = a,_1 vyhovuje jedné z rovnic

22 —ay—y? =1

22 —ay —y? = —1.

Fibonacciho posloupnost je znama nejen matematikiim, ale i prirodovédcim.
Vyristaji-li listy z vétve jednotlive, jsou rozlozeny kolem dokola jeji osy po Srou-

bovici tak, ze kazdy list vyristda nad listem pfedeslym, ale stranou od ného.
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Pritom kazdy rostlinny druh ma sviij charakteristicky thel o néjz jsou listy od
sebe odchyleny; tento tihel byva obvykle vyjadfovan zlomkem, ktery udava jakou
¢ast obvodu predstihuje. Naptiklad u lipy a jilmu jsou listové rapiky od sebe od-

chyleny o % obvodu, u buku o % obvodu, u dubu a visné o % obvodu, u topolu

a hrusné o g obvodu, u vrby o 1% obvodu atd. O stejny thel jsou u urcitého

druhu rostlin od sebe odchyleny i vétve, pupeny, Supiny uvnitt pupent a kvéty.
Nejcastéji se u rostlin vyskytuji tyto thly (ve zlomcich obvodu)

5 8
137217

(G231 \)
ool w

1
737

Y

N =

Citatelé i jmenovatelé jsou Fibonacciova ¢isla, pti ¢emz kazdy ze zlomkt (t¥etim
pocinaje) lze ziskat tak, Zze sectem citatele i jmenovatele dvou zlomku predché-
zejicich:

2 1+1 142

3
— T ST
5 2+3 8 3+5

Mohli bychom uvadét dalsi zajimavé vlastnosti Fibonacciho ¢isla a zlatého
fezu. Uvedme jen to, Ze i umélci povazovali pomér ¢ za vrchol estetické dokona-

losti a Fidili se jim ve své tvorbé.[1][9][11][12]
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Zavér

Problematika bakalarské prace je natolik obsahla, ze tato prace je jen struc-
nym piehledem historie a soucasného pohledu na redlna cisla. Protoze se nevy-
skytuje v tomto pojeti v jedné publikaci, bylo nutno ptihlédnout k vice pracim
a tuto tématiku sjednotit a v odborné ¢asti prace pouzit jednotné symboliky.
Protoze prvni ¢ast je vénovana historii, bylo i v zavéru prace uvedeno nékolik za-
jimavosti vztahujicich se k iracionalnim ¢islim 7, e, ¢. Zajimavost této tématiky
inspiruje ke studiu dalsi a hlubsi literatury.

Tato prace byla zpracovana pomoci matematického software - TeX.
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