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Anotace:

Ćılem bakalářské práce Konstrukce pomoćı skládáńı paṕıru je popsat základńı

pravidla, která při skládáńı použ́ıváme, a předvést některé geometrické kon-

strukce, které se skládáńım daj́ı provést. Část práce je věnována problémům

neřešitelným pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka, jako např́ıklad trisekce úhlu, je ukázáno

řešeńı za použit́ı skládáńı.

Annotation:

The aim of the bachelor thesis Constructions using paper folding is to look at

basic folding principles and to show geometric constructions that can be done by

folding. Part of the thesis is dedicated to problems such as angle trisection, which

can not be solved with straightedge and compass, their solutions using paper

folding is described.
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Kapitola 1

Úvod

Pod pojmem skládáńı paṕıru nebo origami si toho lze mnoho představit. Může

to být zábavná činnost pro děti, jakou je třeba skládáńı a házeńı paṕırových

letadel, nebo forma uměńı, při které autoři děl dokáž́ı z paṕıru vytvořit jak

neuvěřitelně realistické modely zv́ı̌rat nebo budov, tak i abstraktńı tvarově zaj́ımavé

kompozice. V posledńıch letech se objevilo daľśı odvětv́ı, vědecké, které se zabývá

postupy a operacemi použitými při skládáńı (nejen) paṕıru, jejich analýzou a tvor-

bou na nich založených řešeńıch pro r̊uzné technické problémy.

Pod́ıváme se na počátky skládáńı paṕıru, uvid́ıme, že se nejedná z historického

hlediska o čistě japonskou záležitost, skládalo se i v Evropě. V daľśı kapitole si

představ́ıme takzvané Huzita-Justinovy axiomy, což je popis přehyb̊u v origami

konstrukćıch, které budeme v daľśıch částech práce použ́ıvat. Pod́ıváme se na

děleńı úsečky na stejné části, tečnu paraboly a některé pravidelné mnohoúhelńıky.

Nakonec pomoćı origami vyřeš́ıme antické problémy neřešitelné pomoćı prav́ıtka

a kruž́ıtka.

Práce byla zpracována v typografickém prostřed́ı LATEX, obrázky jsou bud’to

vytvořené v programu GeoGebra nebo převzaty z citovaných pramen̊u.
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Kapitola 2

Origami

2.1 Historie

Ačkoliv nejstarš́ı objevený kus paṕıru pocháźı z Č́ıny z poloviny 2. stolet́ı

před naš́ım letopočtem, nejstarš́ı záznamy o origami, jakožto skládáńı paṕıru jak

ho známe dnes, jsou staré pouze několik stovek let. Origami nav́ıc nepocháźı

pouze z Japonska, ale vyv́ıjelo se nezávisle i v Evropě, což lze ukázat na rozd́ılech

v paṕırových modelech, které vznikly ve stejném obdob́ı. Mezi evropské patř́ı

např́ıklad šipka (paṕırové letadlo), čepice nebo ptáček pajarita ze Španělska (Obr.

2.1).

Obrázek 2.1: Př́ıklady tradičńıch evropských model̊u, ptáček pajarita ve 2. řádku,

3. sloupci [8]

Za p̊uvod evropského skládáńı jsou považovány křestńı listy z 16. stolet́ı,

které měly přeloženy vněǰśı rohy ke středu, což bylo zopakováno ještě jednou na

vzniklém menš́ım čtverečku (Obr. 2.2). Paṕır použitý pro evropské skládanky

měl většinou tvar čtverce nebo obdélńıku, stř́ıhán byl zř́ıdkakdy a překládán

byl většinou po př́ımkách tvoř́ıćıch čtvercovou śıt’ nebo úhlopř́ıčky. O rozš́ı̌reńı

skládáńı v Evropě se zasloužil také německý pedagog Friedrich Fröbel, který

tvorbu paṕırových model̊u začlenil do svého programu pro předškolńı výchovu.
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Obrázek 2.2: Německý křestńı list z 18. stolet́ı [8]

Za počátek origami v Japonsku jsou považovány obřadńı obaly a obálky ze

14. stolet́ı, které byly složeny specifickým zp̊usobem podle toho, jaká věc v nich

měla být zabalena. Japonské modely vytvořené před polovinou 19. stolet́ı byly

vytvářeny z mnoha tvar̊u paṕıru: čtverc̊u, obdélńık̊u, šesti a osmiúhelńık̊u nebo

z r̊uzných nepravidelných tvar̊u. Byly většinou barveny a při tvorbě bylo často

použito stř́ıháńı. Pro Japonsko nyńı typický jeřáb orizuru se objevuje až později.

Obrázek 2.3: Př́ıklady tradičńıch japonských model̊u z počátku 19. stolet́ı [8]

V polovině 19. stolet́ı došlo d́ıky otevřeńı japonských hranic ke sjednoceńı

japonského a evropského stylu skládáńı paṕıru, následně vzniká dnešńı origami,

pro které se stává pravidlem, že modely se skládaj́ı z paṕır̊u ve tvaru čtverce, bez

použit́ı n̊užek nebo lepidla [8].

2.2 Origami a matematika

Při skládáńı se během postupu často objevuje určitý tvar, tzv. základ, který je

pro několik r̊uzných model̊u společný. Např́ıklad z ptač́ıho základu lze složit jak

jeřába, tak několik daľśıch druh̊u ptáčk̊u nebo drak̊u. Tento základ nám např́ıklad

předurčuje, kolik bude mı́t výsledný výtvor končetin nebo jestli bude mı́t kř́ıdla.

Tvorba nových skládanek tedy záviśı na výběru již ověřeného základu.

Když však základ slož́ıme a následně rozlož́ıme, dostaneme paṕır se vzorem
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určeným přehyby. Dı́ky geometrické analýze těchto vzor̊u, která začala v 80. letech

20. stolet́ı, byla zjǐstěna pravidla, která muśı každý vzor splňovat, d́ıky čemuž se

objevila možnost vytvořit si pomoćı poč́ıtače základ přesně podle specifických

požadavk̊u (Obr. 2.4) [7].

Obrázek 2.4: Vzor, základ a konečná podoba hřebce, z [16]

2.3 Moderńı origami

Origami můžeme rozdělit na dva typy: moderńı a tradičńı. V tradičńım ori-

gami se jedná o postupy skládáńı, které jsou předávány daľśım generaćım bez

znalosti p̊uvodńıho autora skládanky. Moderńı origami, které vzniká ve 20. sto-

let́ı, je založeno na tom, že
”
návrhář origami“ vytvoř́ı postup a vzor, d́ıky kterému

pak může kdokoliv určitý model poskládat. Uznáńı za hotové d́ılo pak nálež́ı jak

tomu, kdo je autorem vzoru, tak tomu, kdo model skutečně sestavil. Je d̊uležité,

aby všechny výtvory složené z jednoho vzoru měly stejnou finálńı podobu a aby

byl postup skládáńı srozumitelný a dobře proveditelný. Z tohoto d̊uvodu docháźı

v polovině 20. stolet́ı ke standardizaci zápis̊u skládaćıch sekvenćı, takzvaných di-

agram̊u, pomoćı šipek a daľśıch jednoduchých symbol̊u. Zároveň je v této době

slovo origami vybráno jako mezinárodńı označeńı pro skládáńı paṕıru [7].
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Kapitola 3

Základńı operace při skládáńı

3.1 Huzita-Justinovy axiomy

V 70. letech 20. stolet́ı začalo metodické zkoumáńı možných kombinaćı přehyb̊u

a také toho, jaké délky úseček pomoćı nich můžeme sestrojit. Prvńı systematickou

studii učinil Humiaki Huzita, který popsal šest základńıch zp̊usob̊u, jak přehyb

provést. Těmto šesti konstrukćım se dostalo pojmenováńı Huzitovy axiomy.

V roce 2003 pak Koshiro Hatori objevil daľśı, sedmý axiom, který neodpov́ıdal

žádným z Huzitova šesti. Později se ukázalo, že všech sedm jich již dř́ıve identi-

fikoval Jacques Justin, a to dokonce ve stejném sborńıku, ve kterém je p̊uvodńı

Huzitova práce. Justin̊uv článek byl však dlouhou dobu přehĺıžen, možná proto,

že byl vydán pouze ve francouzském jazyce. Soubor těchto sedmi axiomů byl

následně označen jako
”
Huzita-Justinovy axiomy“ (HJA) [17].

Bylo zjǐstěno, že k sestrojeńı všech možných obrazc̊u pomoćı HJA je postačuj́ıćı

použit́ı pouze jednoho z nich, Huzitova šestého axiomu ((O6) v tabulce 3.1), spolu

s definićı bodu jako pr̊useč́ıku dvou přehyb̊u [18]. Proto je název axiomy mı́rně

zaváděj́ıćı, jedná se sṕı̌se o operace, které využ́ıvaj́ı již dané body a př́ımky k vy-

tvořeńı nových př́ımek (přehyby) a bod̊u (pr̊useč́ık dvou př́ımek). Mohou také na-

stat situace, ve kterých můžeme přehyb realizovat v́ıce zp̊usoby nebo nám provést

v̊ubec nep̊ujde. Detailńı analýzu těchto operaćı najdeme v [5]. Pojmenováńı Hu-

zitovy axiomy se však použ́ıvá již od jejich publikace a stalo se tradičńım názvem.

Bylo dokázáno, že výčet těchto sedmi HJA obsahuje všechny možné přehyby,

které lze provést pomoćı jednoho přeložeńı bod̊u nebo př́ımek na jiné body

a př́ımky [2].
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3.2 Popis axiomů

(O1) Jsou-li dány dva body P1

a P2, můžeme vytvořit přehyb, který

oběma body procháźı.

(O2) Jsou-li dány dva body P1 a P2,

můžeme přehnout P1 na P2.

(O3) Jsou-li dány dvě př́ımky l1 a l2,

můžeme přehnout l1 na l2.

(O4) Jsou-li dány bod P1 a př́ımka l1,

můžeme vytvořit přehyb kolmý k l1,

který zároveň procháźı bodem P1.

(O5) Jsou-li dány body P1, P2

a př́ımka l1, můžeme vytvořit

přehyb, který umı́st́ı P1 na l1

a zároveň procháźı bodem P2.
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(O6) Jsou-li dány body P1, P2

a př́ımky l1, l2, můžeme vytvořit

přehyb, který umı́st́ı P1 na l1

a zároveň i P2 na l2.

(O7) Je-li dán bod P1 a př́ımky l1, l2,

můžeme vytvořit přehyb kolmý k l2,

který umı́st́ı bod P1 na l1.

Tabulka 3.1: Huzita-Justinovy Axiomy

3.3 Vlastnosti axiomů

• (O1) nám umožňuje vytvořit př́ımku jdoućı dvěma známýmy body,

• pomoćı (O2) dokážeme sestrojit osu úsečky dané dvěma body,

• d́ıky (O3) umı́me sestrojit osu libovolného úhlu nebo v př́ıpadě rovnoběžek

osu jimi daného rovinného pásu.

• (O4) slouž́ı ke spuštěńı kolmice z daného bodu k př́ımce, př́ımku přehneme

samu na sebe tak, aby přehyb zárověň procházel bodem.

• (O5) a (O7) odpov́ıdaj́ı konstrukćım tečnny k parabole (viz sekce 4.2),

• přehyb (O6) je společnou tečnou dvou parabol, jeho použit́ı bude kĺıčové

u postup̊u v kapitole 5.
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Kapitola 4

Origami konstrukce

Při origami konstrukćıch postupujeme tak, že opakovaně použ́ıváme HJA na

předem danou množinu nějakých objekt̊u - většinou vrcholy a strany čtverce

paṕıru. Nové body a př́ımky které t́ımto zp̊usobem dostaneme, pak můžeme

použ́ıt v daľśıch kroćıch.

Bylo ukázáno, že všechny standardńı konstrukce, proveditelné pomoćı prav́ıtka

a kruž́ıtka v klasické Eukleidovské geometrii, lze provést pomoćı p̊uvodńıch 6ti

Huzitových axiomů [1].

4.1 Děleńı úsečky na stejné části

V praxi se při skládáńı velice často objevuje problém, jak pomoćı origami

konstrukćı rozdělit úsečku na určitý počet stejných část́ı. Můžeme to provést

hned několika r̊uznými zp̊usoby, podle toho, jaký počet část́ı potřebujeme [17].

4.1.1 Děleńı pomoćı p̊uleńı

Nejjednodušš́ı zp̊usob děleńı využ́ıvá Huzitovy operace (O2), pomoćı které

dokážeme zkonstruovat osu úsečky dané dvěma body a naj́ıt tak jej́ı střed. Pro-

vedeńım (O2) na jednu ze stran počátečńıho čtverce j́ı rozděĺıme na dvě poloviny.

Polovinu můžeme pak rozdělit stejným zp̊usobem na dvě čtvrtiny a postup opa-

kovat až do dosažeńı požadované délky 1
2n

(viz Obr. 4.1).

Použit́ı tohoto děleńı je velmi výhodné, nebot’ na našem kousku paṕıru netvoř́ı

žádné pomocné přehyby (tj. při daľśım skládáńı nepotřebné přehnut́ı paṕıru).

Nav́ıc nemuśıme vždy překládat celý paṕır, stač́ı, když si uděláme značku na té

straně, kterou chceme dělit. Toto nejjednodušš́ı děleńı budeme využ́ıvat i v daľśıch

konstrukćıch.
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Obrázek 4.1: Děleńı strany čtverce na poloviny, čtvrtiny a osminy

4.1.2 Kř́ıž́ıćı se diagonály

Při sestavováńı komplikovaněǰśıch origami model̊u je třeba rozdělit stranu

p̊uvodńıho čtverce na části jako jsou třeba třetiny nebo pětiny. K tomu můžeme

využ́ıt konstrukci podle obrázku 4.2.

Obrázek 4.2: Děleńı strany čtverce pomoćı kř́ıž́ıćıch se diagonál

Předpokládejme, že strana daného čtverce má velikost 1. Je vidět, že trojúhelńık

4ABC je podobný 4XBW a zároveň je 4ABD podobný 4AXW , nebot’ CA ‖
WX ‖ DB. Potom muśı platit následuj́ıćı poměry délek stran:

y

x+ 1− x
=

w

1− x
a zároveň

z

x+ 1− x
=
w

x

po vyjádřeńı w z obou rovnic a srovnáńı dostaneme

(1− x) · y = x · z
1− x
x

=
z

y
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za x dosad́ıme p
q
; p, q ∈ N, p < q, podle toho na jaké části chceme stranu rozdělit

1− p
q

p
q

=
z

y

a po úpravě dostaneme (
q

p
− 1

)
=
z

y
. (4.1)

Např́ıklad pro konstrukci 1
3

bychom po dosazeńı p = 1 a q = 3 do (4.1) dostali

2 =
z

y

Následně voĺıme z a y tak, aby vyhovovaly rovnici a zároveň nebyly větš́ı než 1,

což je velikost strany čtverce. Pokud je to možné, je vhodné dosazovat č́ısla ve

tvaru k
2n
, k ∈ N, k ≤ 2n snadno sestrojitelné pomoćı p̊uleńı strany. V př́ıpadě 1

3

tedy třeba z = 1 a y = 1
2
.

Pokud chceme vytvořit n-tiny, můžeme uvažovat p = 1 a q = n, pokud nav́ıc

vezmeme z = 1, tak po dosazeńı do (4.1) dostaneme y = 1
n−1 . Opakovaným

použit́ım tohoto postupu jsme tedy schopni provést děleńı na libovolný počet

část́ı.

4.1.3 Děleńı pomoćı Hagovy věty

Kazuo Haga je japonským profesorem biologie, který objevil daľśı možnost

děleńı úsečky na části, tato konstrukce je dnes známá jako Hagova věta.

Věta 1 (Hagova věta [6]). Mějme paṕır tvaru čtverce o straně velikosti 1. Přehneme-

li jeden z roh̊u k polovině protěǰśı strany, vzniknou nám dva pravoúhlé pythago-

rejské trojúhelńıky 4ABC a 4CDE (viz Obr. 4.3). Pak pro délku vzniklé úsečky

DE plat́ı, že |DE| = 2
3
.

Obrázek 4.3: Děleńı strany čtverce s použit́ım Hagovy věty
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D̊ukaz. Pokud označ́ıme |AB| = y a |BC| = x = 1
2
, tak pro velikost přepony

v 4ABC plat́ı: |AC| = 1− y. Z pythagorovy věty źıskáme vztah(
1

2

)2

+ y2 = (1− y)2

po úpravě pak:

y =
3

8
.

Součet velikost́ı úhl̊u α a β u vrcholu C je 90◦, trojúhelńıky 4ABC a 4CDE
maj́ı d́ıky tomu stejné velikosti úhl̊u, jsou si tedy podobné a jejich strany jsou ve

stejném poměru:
|CD|
|DE|

=
|AB|
|BC|

.

Po dosazeńı za |CD| = |BC| = 1
2

a |AB| = y = 3
8

dostáváme, že |DE| = 2
3
.

k

Tato věta slouž́ı k rozděleńı strany čtverce na třetiny, dá se však zobec-

nit pro děleńı na libovolný počet část́ı. Postup je pak obdobný jako u d̊ukazu

věty 1, akorát uvažujeme, že |BC| = x a |CD| = x− 1. Z pythagorovy věty pro

trojúhelńık 4ABC dostaneme

y =
1− x2

2
,

z podobnosti pak
x

y
=

z

x− 1
,

po dosazeńı za y, vyjádřeńı z a úpravě

z =
2x

1 + x
.

Polovinu z označme jako w, pak muśı platit

w =
x

1 + x

Za w pak dosad́ıme p
q
; p, q ∈ N, p < q, podle toho na jaké části chceme stranu

rozdělit a po úpravě vyjde

x =
p

q − p
. (4.2)

Z rovnice 4.2 je pak vidět, že k sestrojeńı úseku délky p
q

= 1
n
, nám stač́ı znát ve-

likost x = 1
n−1 , postup tedy můžene opakovat, dokud se nedostaneme k libovolné

n-tině strany.

Poznámka. Při děleńı na n-tiny se konstrukce 4.1.2 a 4.1.3 často lǐśı v tom, kolik

pomocných přehyb̊u je k jejich provedeńı třeba sestrojit. Je výhodněǰśı volit po-

stup, pro který je třeba pomocných přehyb̊u méně, ulehč́ı nám to př́ıpadné daľśı

skládáńı paṕıru [17].
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4.2 Konstrukce tečen k parabole

Věta 2. Mějme př́ımku l, bod Q ∈ l a bod P /∈ l. Potom př́ımka f , vytvořená

přehybem P na Q podle operace (O2) je tečnou k parabole p, dané ohniskem P

a ř́ıd́ıćı př́ımkou l.

Obrázek 4.4: Tečna k parabole sestrojená přeložeńım

D̊ukaz. Zvolme soustavu souřadnic tak, že l = y a P ∈ x (viz Obr. 4.4).

Souřadnice bod̊u pak budou P = [d, 0] a Q = [0, e]. O př́ımce f v́ıme, že muśı mı́t

rovnici ve tvaru ax+ by+ c = 0, je osou úsečky PQ a lež́ı na ńı střed této úsečky,

bod S = [d
2
, e
2
]. Jej́ım normálovým vektorem je ~n = P −Q = (d,−e), tedy

f : dx− ey + c = 0,

po dosazeńı souřadnic bodu S do rovnice f dostaneme

c =
e2 − d2

2
,

rovnice př́ımky f po dosazeńı za c vypadá následně:

f : dx− ey +
e2 − d2

2
= 0 (4.3)

Pro každý bod X = [x, y] nálež́ıćı parabole p plat́ı, že |PX| = |lX|. Zároveň

|PX| =
√
y2 + (x− d)2 a |lX| = |yX| = |x|, tedy

|PX| = |lX|√
y2 + (x− d)2 = |x|

y2 + (x− d)2 = x2

a po úpravě dostaneme:

p : y2 − 2dx+ d2 = 0. (4.4)

Vyřešeńım soustavy rovnic 4.3 a 4.4 pro neznámé x a y, źıskáme společné body

f a p. Z 4.4 dostáváme

dx =
y2 + d2

2
,
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dosad́ıme do 4.3:

y2 + d2

2
− ey +

e2 − d2

2
= 0

a po úpravě źıskáme kvadratickou rovnici:

y2 − 2ey + e2 = 0. (4.5)

Diskriminant rovnice 4.5 je D = 4e2 − 4e2 = 0, soustava má tedy jediné řešeńı

x =
e2 + d2

2d
, y = e.

Jelikož má př́ımka f s parabolou p dvojnásobný pr̊useč́ık T =
[
e2+d2

2d
, e
]
, můžeme

f označit za tečnu p. [20].

k

Tečny k parabole tedy pomoćı skládáńı paṕıru dokážeme sestrojit velice snadno,

stač́ı nám např́ıklad označit si za l hranu paṕıru a za P jakýkoliv bod uvnitř

paṕıru. Následně přeložeńım P na jakýkoliv z bod̊u Q ∈ l źıskáme tečnu (Obr.

4.5).

Pomoćı Huziovy (O5) tedy dokážeme jedńım přehybem sestrojit z daného

bodu tečnu k parabole, pomoćı (O7) pak tečnu kolmou na danou př́ımku. Nej-

zaj́ımavěǰśı z operaćı, (O7), nám dokonce umožňuje vytvořit společnou tečnu

dvou parabol.

Obrázek 4.5: Tečny vytvořené opakovaným překládáńım P k l

4.3 Konstrukce pravidelných N-úhelńık̊u pomoćı

skládáńı

Rakouský matematik Robert Geretschläger zjistil, že pomoćı origami kon-

strukćı jsme schopni složit pravidelné N -úhelńıky pro N = 2j3k(2n3m + 1),
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kde j, k, n,m jsou přirozená č́ısla nebo nula a výraz v závorce je prvoč́ıslo [17].

Z této formule lze zjistit, že pro N ≤ 20 nedokážeme složit pouze pravidelný

jedenáctiúhelńık. Na postupy pro sestrojeńı někderých z nich se pod́ıváme, daľśı

konstrukce jsou popsány např́ıklad v [4].

4.3.1 Konstrukce rovnostranného trojúhelńıku

Nejjednodušš́ım pravidelným mnohoúhelńıkem je rovnostranný trojúhelńık,

postup pro jeho konstrukci vypadá následovně (viz Obr. 4.6):

1. Přehneme stranu AD k BC, č́ımž vytvoř́ıme úsečku EF v polovině čtverce.

Následně přelož́ıme vrchol B k EF tak, aby přehyb procházel bodem A.

2. Na vzniklou př́ımku spust́ıme z B kolmici a jej́ı pr̊useč́ık s EF označ́ıme

jako bod G.

3. 4ABG je pak rovnostranný, nebot’ jeho výška z bodu G p̊uĺı AB a zároveň

výška z A p̊uĺı BG.

Obrázek 4.6: Postup při skládáńı rovnostranného trojúhelńıku

4.3.2 Konstrukce pravidelného šestiúhelńıku

Pravidelný šestiúhelńık složený podle následuj́ıćıho postupu je t́ım největš́ım,

jaký lze ze čtverce paṕıru źıskat [4]. Ř́ıd́ıme se obrázkem 4.7.

1. PřeložeńımA k C źıskáme úhlopř́ıčkuBD. Poté stejně jako u rovnostranného

trojúhelńıku vytvoř́ıme přehnut́ım AD k BC úsečku v polovině čtverce

a přelož́ıme k ńı vrchol B tak, aby přehyb procházel bodem A. Pr̊useč́ık

tohoto přehybu s BD označ́ıme E.

2. Konstrukćı osy úsečky DE źıskáme na hranách čtverce body F a G, dva

z vrchol̊u šestiúhelńıku.
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3. Přehybem D k B dostaneme úhlopř́ıčku AC, na kterou spust́ıme z bod̊u F

a G kolmice, č́ımž najdeme vrcholy H a I.

4. Vytvořime přehyb GI, z F a H k němu sestroj́ıme kolmice. Pr̊useč́ıky kol-

mic s BD jsou posledńı hledané vrcholy J a K. Dostáváme šestiúhelńık

HJIFKG. Ze třet́ıho kroku d́ıky osové souměrnosti vid́ıme, že |GH| =

|FI|, ze čtvrtého pak, že |GH| = |GK|, |FI| = |IJ |, |GK| = |FK|
a |IJ | = |HJ |, všechny strany jsou tedy stejně dlouhé.

Obrázek 4.7: Postup při skládáńı pravidelného šestiúhelńıku

4.3.3 Konstrukce pravidelného sedmiúhelńıku

Vytvořit pravidelný sedmiúhelńık pomoćı klasických konstrukćı prav́ıtkem

a kruž́ıtkem nelze, pomoćı skládáńı paṕıru však ano. Následuj́ıćı postup popsal

Humiaki Huzita [13]. Použ́ıvá se při něm přehyb (O6), který je na přesné prove-

deńı poměrně obt́ıžný, je lepš́ı použ́ıt větš́ı kus paṕıru a při skládáńı si pomoci

třeba jeho prosv́ıceńım proti světlu.

1. Čtverec paṕıru přehnut́ım protěǰśıch stran k sobě rozděĺıme na čtvrtiny,

úsečky označ́ıme a a b podle obrázku 4.8.
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2. Uvažujeme souřadný systém, kde má levý dolńı roh souřadnice [0, 0] a pravý

horńı [1, 1], najdeme body A =
[
1
4
, 1
2

]
a B =

[
5
8
, 1
4

]
.

3. Nyńı použijeme (O6), jehož použit́ım umı́st́ıme A na a a zároveň B na b.

Tento přehyb provedeme všemi třemi možnými zp̊usoby ( 2© I., 2© II. a 2©
III. na obrázku 4.8).

4. Kolmice z bodu A k těmto přehyb̊um a svislá úsečka a se protnou v bodech

A1, A2 a A3 (což jsou body osově souměrné s bodem A podle přehyb̊u). Na

každé z př́ımek a1, a2, a3 kolmých k a a jdoućıch body A1, A2, A3 budou

ležet dva vrcholy sedmiúhelńıku. S =
[
1
2
, 1
2

]
bude jeho střed, bod K =

[
1
2
, 1
]

jeho prvńı vrchol.

5. Přehyby procházej́ıćımi bodem S umı́st́ıme K na a1. Jako pr̊useč́ıky s a3 do-

staneme vrcholy sedmiúhelńıku N a O. Osově souměrné s K podle přehyb̊u

jsou pak L a Q, které lež́ı na a1.

6. Pro nalezeńı posledńıch vrchol̊u přelož́ıme, opět skrz S, N k L a O ke Q.

Vrcholy jsou pr̊useč́ıky s a2, označ́ıme je M a P .

7. Spojeńım vrchol̊u vznikne pravidelný sedmiúhelńık KLMNOPQ.
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Obrázek 4.8: Postup při konstrukci pravidelného sedmiúhelńıku pomoćı skládáńı
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Kapitola 5

”
Nemožné úlohy“

Od dob antického Řecka jsou známy tři problémy, které tehdeǰśı matematici

nedokázali klasickými konstrukcemi pomoćı (neoznačeného) prav́ıtka a kruž́ıtka

vyřešit:

• Zdvojnásobeńı krychle, kde je třeba nalézt hranu krychle o dvojnásobném

objemu, než je krychle zadaná.

• Trisekce úhlu, kde se jedná o rozděleńı libovolného daného úhlu na třetiny.

• Kvadratura kruhu, kde chceme sestrojit stranu čtverce, jehož obsah bude

stejný jako obsah zadaného kruhu.

V 19. stolet́ı bylo pak dokázáno, že vyřešit tyto problémy pouze s použit́ım

prav́ıtka a kruž́ıtka nelze. Známe však postupy jak úlohy vyřešit, když použijeme

konstrukce pomoćı skládáńı paṕıru. Důležitou roli zde hraje Huzitova operace

(O6) [9].

Prvńı, kdo odhalil možnosti použit́ı skládáńı paṕıru jako nástroje pro geo-

metrické konstrukce, byla ve 30. letech 20. stolet́ı italská profesorka matematiky

Margharita Piazolla Beloch, která jako prvńı ukázala, že d́ıky (O6) jsme schopni

naj́ıt řešeńı libovolné rovnice třet́ıho stupně a pomoćı toho vyřešit problémy

zdvojnásobeńı krychle a trisekce úhlu [12].

5.1 Kubická rovnice

Rozd́ıl mezi konstrukcemi pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka a origami konstrukcemi,

kde využ́ıváme operaćı daných HJA, spoč́ıvá v č́ıslech, která v daném systému

dokážeme sestrojit. Sestrojitelným č́ıslem rozumı́me takové komplexńı č́ıslo, ke

kterému jsme schopni naj́ıt jemu odpov́ıdaj́ıćı bod v souřadném systému, daném

v rovině osami x a y. Použ́ıváme přitom vždy jen určité operace a vycháźıme
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z počátečńı množiny bod̊u, většinou [0, 0] a [1, 0]. Všechna č́ısla, sestrojitelná po-

moćı prav́ıtka a kruž́ıtka mohou být zapsány jako řešeńı určité kvadratické rovnice

[17]. Pomoćı origami konstrukćı dokážeme naj́ıt reálné kořeny jak kvadratické tak

i kubické rovnice s danými sestrojitelnými reálnými koeficienty.

Pokud máme dvě paraboly dané předpisy

p1 : y =
1

2
x2, p2 :

(
y − 1

2
a

)2

= 2bx,

tak pro dané a a b dokážeme pomoćı (O6) naj́ıt jejich společnou tečnu. Ta bude

mı́t směrnici k, která je kořenem rovnice k3 + ak + b = 0 [1].

Vezměme např́ıklad a = 0 a b = −5. Paraboly budou určeny ohnisky P1, P2

a ř́ıd́ıćımi př́ımkami l1, l2 následovně:

p1 : P1 =

[
0,

1

2

]
, l1 : y = −1

2
, p2 : P2 =

[
−5

2
, 0

]
, l2 : x =

5

2
.

Z kubické rovnice dostaneme směrnici společné tečny f : k = 3
√

5 a d́ıky znalosti

jednotkové vzdálenosti pak můžeme úsečku o velikosti 3
√

5 sestrojit (Obr. 5.1).

Obrázek 5.1: f je společná tečna parabol p1 a p2, pomoćı (O6) ji umı́me naj́ıt

5.2 Zdvojnásobeńı krychle

Pokud má zadaná krychle hranu délky a, jej́ı objem je V1 = a3. Potřebovali

bychom zjistit délku hrany b jiné krychle, která má objem V2 = b3 = 2V1. Plat́ı

tedy, že b3 = 2a3, nebo po odmocněńı b = a · 3
√

2. Délku a známe, kdyby se

nám podařilo sestrojit úsečku o délce 3
√

2, mohli bychom je spolu geometricky

vynásobit a výsledek by byla úsečka o délce b, č́ımž bychom problém vyřešili.
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5.2.1 Konstrukce 3
√

2

3
√

2 je možné sestrojit postupem ze sekce 5.1. Pod́ıvejme se však na p̊uvodńı

Belochové konstrukci, ke které využila čtverec se stranou XY a daľśımi stranami

na polopř́ımkách XA a Y B, přičemž X lež́ı na r a Y na s (viz Obr. 5.2) [12].

V rovinné soustavě souřadnic s počátkem O označ́ıme osu y jako r, osu x jako

s. Najdeme body A = [−1, 0] a B = [0,−2], poté sestroj́ıme př́ımky r′ : x = 1

a s′ : y = 2. Přehnut́ım A k r′ a zároveň B k s′ podle (O6) vytvoř́ıme přehyb,

který protne r v bodě X a zároveň s v bodě Y podle obrázku 5.2. Pravoúhlé

rojúhelńıky 4OAX, 4OXY a 4OBY jsou si navzájem podobné, nebot’ AA′

a BB′ jsou obě kolmé k XY . Plat́ı tedy, že

|OX|
|OA|

=
|OY |
|OX|

=
|OB|
|OY |

.

Dosazeńım |OA| = 1 a |OB| = 2 dostáváme

|OX| = |OY |
|OX|

=
2

|OY |
,

muśı tedy platit

|OX|2 = |OY | a zároveň |OX| · |OY | = 2,

tedy

|OX|3 = 2.

Dostáváme, že |OX| = 3
√

2, problém zdvojnásobeńı krychle tedy pomoćı této

konstrukce dokážeme vyřešit. Martin v [18] ukázal, že pokud v tomto postupu

zvoĺıme B = [0,−k] a s′ : y = k, délka úsečky |OX| bude 3
√
k.

Obrázek 5.2: Konstrukce 3
√

2 pomoćı skládáńı paṕıru podle Belochové [12]
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5.3 Trisekce Úhlu

K tomu abychom rozdělili daný úhel θ = 3φ na třetiny by nám stačilo naj́ıt

cos(φ). Můžeme použ́ıt součtové vzorce pro goniometrické funkce:

cos(θ) = cos(φ+ 2φ) = cos(φ) cos(2φ)− sin(φ) sin(2φ).

Dál v́ıme, že

cos(2φ) = cos2(φ)− sin2(φ),

sin(2φ) = 2 sin(φ) cos(φ)

a

sin2(φ) = 1− cos2(φ).

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice dostaneme

cos(3φ) = 4 cos(φ)3 − 3 cos(φ).

Označ́ıme x = cos(φ) a dostáváme rovnici třet́ıho stupně

x3 − 3

4
x− cos(3φ) = 0,

kde cos(3φ) d́ıky zadanému úhlu θ = 3φ známe. Problém tedy opět vyřeš́ıme,

pokud najdeme kořen určité rovnice třet́ıho stupně.

5.3.1 Konstrukce podle Abeho

Pro rozděleńı úhlu na třetiny je známo několik postup̊u, jeden z nich vypra-

coval japonský matematik a origamista Hisashi Abe pro trisekci ostrého úhlu

daného přehybem na čtverci paṕıru [17].

Postupujeme podle obrázku 5.3:

1. Označ́ıme si úhel ∠CBP určený pro trisekci.

2. Vytvoř́ıme libovolný přehyb EF , rovnoběžný s BC.

3. Přelož́ıme BC k EF , abychom dostali GH.

4. Nyńı nastává chv́ıle pro (O6), která nám umı́st́ı B na GH a zároveň E na

BP .

5. Přeložeńım podél již existuj́ıćıho přehybu jdoućıho bodem G najdeme bod

J na straně AD.

6. Prodlouž́ıme přehyb z J až do bodu B
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Obrázek 5.3: Postup při Abeho trisekci ostrého úhlu [17]

7. trisekci dokonč́ıme přeložeńım vrcholu C k BJ tak, aby přehyb procházel

bodem B.

Podle obrázku 5.4 ukážeme, že se opravdu jedná o trisekci.

Chceme ověřit, jestli α = β = γ. Pod́ıvejme se na trojúhelńık 4EBB′, v́ıme,

že |EG| = |GB| a GB′ ⊥ EB. GB′ je tedy výškou, která zároveň p̊uĺı stranu

trojúhelńıku, 4EBB′ je tedy rovnoramenný.

4EBB′ je osově souměrný s 4E ′B′B podle čárkovaně vyznačeného přehybu

ze 4. kroku, takže je rovněž rovnoramenný. Výška trojúhelńıku4E ′B′B spuštěná

z bodu B je osou úhlu ∠E ′BB′, čili α = β. Dı́ky osové souměrnosti je nav́ıc β = δ

a jelikož je GH ‖ BC, dostáváme, že γ = δ, tedy α = β = δ = γ.

Obrázek 5.4: Důkaz trisekce
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5.4 Kvadratura kruhu

Chceme sestrojit stranu čtverce, jehož obsah bude stejný jako obsah zadaného

kruhu. Pokud bude mı́t kruh poloměr r, jeho obsah bude S = πr2. Strana čtverce

stejného obsahu by potom měla být dlouhá r
√
π. Pokud se pod́ıváme na pravoúhlý

trojúhelńık s odvěsnou délky π−1
2

a přeponou π+1
2

, zjist́ıme, že délka druhé odvěsny

bude √(
π + 1

2

)2

−
(
π − 1

2

)2

=
√
π,

stačila by nám tedy úsečku délky π. Bylo však dokázáno, že π je transcen-

dentńı č́ıslo, které neńı kořenem žádného polynomu s racionálńımi koeficienty.

Nedokážeme ho tedy sestrojit prav́ıtkem a kruž́ıtkem ani pomoćı origami.

Pokud bychom však při skládáńı paṕıru byli schopni vytvořit zahnutý přehyb,

π bychom sestrojit dokázali. Provedeńı této operace je však při skutečném skládáńı

velmi obt́ıžné, většina lid́ı při něm využ́ıvá r̊uzných nástroj̊u jako třeba kruž́ıtko,

kterým se v paṕıru vytvoř́ı kružnicová rýha podél které se pak paṕır ohne [11].

5.4.1 Konstrukce π

V daľśım postupu budeme předpokládat, že umı́me nějakým zp̊usobem vy-

tvořit kružnicový přehyb. Pruh paṕıru budeme skládat podle vzoru na obrázku

5.5.

Obrázek 5.5: Vzor pro konstrukci π [11]

Nejdř́ıv vytvoř́ıme kružńıcovým přehybem p̊ulkružnici se středem v bodě

A. Pak provedeme standardńı přehyb podél čárkované úsečky, která sv́ırá se

spodńı stranou úhel 45◦. Poté přehneme paṕır tak, aby se pomoćı p̊ulkružnicového

přehnut́ı vytvořila část kužele s vrcholem A, jako na obrázku 5.6. Část paṕıru,

přeloženou podél čárkované úsečky, následně na kružnicový přehyb nasuneme

tak, aby hrana paṕıru ležela př́ımo na kružnici. Označ́ıme mı́sto, kde hrana

kružnicový přehyb opust́ı jako bod C. T́ım jsme vlastně část́ı paṕıru změřili

obvod p̊ulkružnice. Rozlož́ıme do roviny. Pokud měl poloměr p̊ulkružnice délku

1, tak úsečka BC bude mı́t délku π.
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Obrázek 5.6: Konstrukce π pomoćı kružnicového přehybu [11]
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Kapitola 6

Závěr

Jak je vidět z názvu nyńı již pravidelně konaných mezinárovńıch konferenćı

OSME (Origami Science, Mathematics and Education), zájem o studium skládáńı

je jak ve vědě, tak i v matematice a vzděláváńı.

Znalosti z origami konstrukćı lze využ́ıt např́ıklad pro tvorbu algoritmů simu-

luj́ıćıch skládáńı airbag̊u [15] nebo pro návrh vesmı́rných solárńıch panel̊u, které

je třeba ve skladné formě dopravit na mı́sto a následně rozložit [19].

Ve školńım prostřed́ı můžeme skládáńı paṕıru použ́ıt ke zpestřeńı hodin mate-

matiky, kde pomoćı něj snadno předvedeme děleńı celku na části (zlomky), kon-

strukci tečny k parabole nebo podobnost a s ńı spojené vlastnosti trojúhelńık̊u.

Možná atraktivněǰśım typem skládanek z paṕıru jsou prostorové modely, při je-

jichž tvorbě se procvič́ı prostorová představivost a tvořivost [14]. Badatelsky ori-

entované origami aktivity pro pokročileǰśı studenty, které zasahuj́ı do odvětv́ı jako

teorie graf̊u nebo matematická analýza, můžeme naj́ıt v knize profesora Hulla [10].

Motivačńı aspekt origami při výuce bychom však neměli př́ılǐs přeceňovat [3].
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29

from: http://mars.wne.edu/~thull/papers/constpi.pdf
from: http://mars.wne.edu/~thull/papers/constpi.pdf
http://www.langorigami.com/article/airbag-folding
http://www.langorigami.com/article/airbag-folding
http://www.langorigami.com/files/articles/origami_constructions.pdf
http://www.langorigami.com/files/articles/origami_constructions.pdf


Seznam obrázk̊u
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