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Anotace:

Cilem bakalarské prace Konstrukce pomoci skladani papiru je popsat zakladni
pravidla, ktera pii skladani pouzivame, a predvést nékteré geometrické kon-
strukce, které se skldddnim daji provést. Cdst prace je vénovéna problémum
neresitelnym pomoci pravitka a kruzitka, jako naptiklad trisekce ihlu, je ukazano

feSeni za pouziti skladani.

Annotation:

The aim of the bachelor thesis Constructions using paper folding is to look at
basic folding principles and to show geometric constructions that can be done by
folding. Part of the thesis is dedicated to problems such as angle trisection, which
can not be solved with straightedge and compass, their solutions using paper

folding is described.
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Kapitola 1
Uvod

Pod pojmem sklddani papiru nebo origami si toho lze mnoho predstavit. Muze
to byt zabavna c¢innost pro déti, jakou je tieba skladani a héazeni papirovych
letadel, nebo forma uméni, pii které autori dél dokazi z papiru vytvorit jak
neuveéritelné realistické modely zvitat nebo budov, tak i abstraktni tvarové zajimavé
kompozice. V poslednich letech se objevilo dalsi odvétvi, védecké, které se zabyva
postupy a operacemi pouzitymi pii skladani (nejen) papiru, jejich analyzou a tvor-
bou na nich zalozenych tesenich pro ruzné technické problémy.

Podivame se na pocatky skladani papiru, uvidime, ze se nejedna z historického
hlediska o ¢isté japonskou zdalezitost, skladalo se i v Evropé. V dalsi kapitole si
predstavime takzvané Huzita-Justinovy axiomy, coz je popis prehybu v origami
konstrukcich, které budeme v dalsich ¢astech prace pouzivat. Podivame se na
déleni usecky na stejné ¢asti, tecnu paraboly a nékteré pravidelné mnohotihelniky.
Nakonec pomoci origami vyfesime antické problémy nefesitelné pomoci pravitka

a kruzitka.

Price byla zpracovadna v typografickém prostiedi IATjX, obrazky jsou budto

vytvorené v programu GeoGebra nebo prevzaty z citovanych pramenu.



Kapitola 2

Origami

2.1 Historie

Ackoliv nejstarsi objeveny kus papiru pochézi z Ciny z poloviny 2. stoleti
pred nasim letopoctem, nejstarsi zaznamy o origami, jakozto skladani papiru jak
ho zname dnes, jsou staré pouze nékolik stovek let. Origami navic nepochézi
pouze z Japonska, ale vyvijelo se nezavisle i v Evropé, coz lze ukazat na rozdilech
v papirovych modelech, které vznikly ve stejném obdobi. Mezi evropské patii

napiiklad Sipka (papirové letadlo), éepice nebo ptacek pajarita ze Spanélska (Obr.

21).

Obrazek 2.1: Priklady tradi¢nich evropskych modelu, ptacek pajarita ve 2. fadku,
3. sloupci [§]

Za puvod evropského skladani jsou povazovany krestni listy z 16. stoleti,
které mély prelozeny vnéjsi rohy ke stfedu, coz bylo zopakovano jesté jednou na
vzniklém mensim ¢tverecku (Obr. 2.2). Papir pouzity pro evropské sklédanky
mél vétsinou tvar ¢tverce nebo obdélniku, stithan byl ziidkakdy a prekladan
byl vétsinou po pifmkach tvoiicich ¢tvercovou sit nebo thlopiicky. O rozsifeni
skladani v Evropé se zaslouzil také némecky pedagog Friedrich Frobel, ktery

tvorbu papirovych modelu zaclenil do svého programu pro predskolni vychovu.



Obrazek 2.2: Némecky kiestni list z 18. stoleti [§]

Za pocatek origami v Japonsku jsou povazovany obiadni obaly a obdlky ze
14. stoleti, které byly slozeny specifickym zpusobem podle toho, jaka véc v nich
meéla byt zabalena. Japonské modely vytvorené pred polovinou 19. stoleti byly
vytvareny z mnoha tvaru papiru: ¢tvercu, obdélniki, Sesti a osmithelniku nebo
z ruznych nepravidelnych tvaru. Byly vétsinou barveny a pii tvorbé bylo casto

pouzito stithani. Pro Japonsko nyni typicky jefdb orizuru se objevuje az pozdéji.

Obrazek 2.3: Piiklady tradi¢nich japonskych modela z pocatku 19. stoleti [§]

V poloviné 19. stoleti doslo diky otevieni japonskych hranic ke sjednoceni
japonského a evropského stylu sklddani papiru, nasledné vznika dnesni origami,
pro které se stava pravidlem, ze modely se skladaji z papiru ve tvaru ¢tverce, bez

pouziti nuzek nebo lepidla [§].

2.2 Origami a matematika

Pti sklddani se béhem postupu casto objevuje urcity tvar, tzv. zdklad, ktery je
pro nékolik ruznych modelu spoleény. Naptiklad z ptaciho zdkladu lze slozit jak
jefdba, tak nekolik dalsich druhu ptacku nebo draku. Tento zdklad ndm napiiklad
predurcuje, kolik bude mit vysledny vytvor konéetin nebo jestli bude mit kridla.
Tvorba novych skladanek tedy zavisi na vybéru jiz ovéteného zdkladu.

Kdyz vsak zdklad slozime a nasledné rozlozime, dostaneme papir se vzorem



urcenym prehyby. Diky geometrické analyze téchto vzoru, ktera zacala v 80. letech
20. stoleti, byla zjisténa pravidla, kterda musi kazdy vzor spliiovat, diky ¢emuz se
objevila moznost vytvorit si pomoci pocitace zdklad presné podle specifickych

pozadavku (Obr. [7.

Obrazek 2.4: Vzor, zdklad a konecnd podoba hiebce, z [10]

2.3 Moderni origami

Origami muzeme rozdélit na dva typy: moderni a tradiéni. V tradiénim ori-
gami se jedna o postupy skladani, které jsou predavany dalsim generacim bez
znalosti puivodniho autora sklddanky. Moderni origami, které vznika ve 20. sto-
leti, je zalozeno na tom, ze ,navrhar origami“ vytvori postup a vzor, diky kterému
pak muze kdokoliv ur¢ity model poskladat. Uznéani za hotové dilo pak nélezi jak
tomu, kdo je autorem vzoru, tak tomu, kdo model skutecné sestavil. Je dulezité,
aby vSechny vytvory slozené z jednoho vzoru mély stejnou findlni podobu a aby
byl postup sklddani srozumitelny a dobie proveditelny. Z tohoto duvodu dochazi
v poloviné 20. stoleti ke standardizaci zapisu skladacich sekvenci, takzvanych di-
agramu, pomoci Sipek a dalsich jednoduchych symbolu. Zaroven je v této dobé

slovo origami vybréano jako mezindrodni oznaceni pro skladani papiru [7].


http://www.langorigami.com/article/crease-patterns-art

Kapitola 3

Zakladni operace pri skladani

3.1 Huzita-Justinovy axiomy

V 70. letech 20. stoleti zac¢alo metodické zkoumani moznych kombinaci prehybt
a také toho, jaké délky tsecek pomoci nich muzeme sestrojit. Prvni systematickou
studii uc¢inil Humiaki Huzita, ktery popsal Sest zakladnich zpusobu, jak prehyb
provést. Témto Sesti konstrukeim se dostalo pojmenovani Huzitovy aziomy.

V roce 2003 pak Koshiro Hatori objevil dalsi, sedmy axiom, ktery neodpovidal
zadnym z Huzitova Sesti. Pozdéji se ukéazalo, ze vSech sedm jich jiz diive identi-
fikoval Jacques Justin, a to dokonce ve stejném sborniku, ve kterém je puvodni
Huzitova prace. Justinuv ¢lanek byl vsak dlouhou dobu prehlizen, mozna proto,
ze byl vydan pouze ve francouzském jazyce. Soubor téchto sedmi axiomu byl
nésledné oznacen jako ,Huzita-Justinovy axiomy“ (HJA) [17].

Bylo zjisténo, ze k sestrojeni vSech moznych obrazcu pomoci HJA je postacujici
pouzit{ pouze jednoho z nich, Huzitova Sestého axiomu ((O6) v tabulce[3.1]), spolu
s definici bodu jako prusec¢iku dvou prehybu [I8]. Proto je ndzev aziomy mirné
tvoreni novych primek (pfehyby) a bodu (prusecik dvou piimek). Mohou také na-
stat situace, ve kterych muzeme piehyb realizovat vice zpusoby nebo nam provést
vubec nepujde. Detailni analyzu téchto operaci najdeme v [5]. Pojmenovani Hu-
zitovy axtomy se vSak pouziva jiz od jejich publikace a stalo se tradi¢nim nazvem.

Bylo dokazano, ze vycet téchto sedmi HJA obsahuje vSechny mozné prehyby,
které lze provést pomoci jednoho prelozeni bodu nebo pifimek na jiné body

a piimky [2].



3.2 Popis axiomu

(0O1) Jsou-li dény dva body P, P’2., -
a P, muzeme vytvorit prehyb, ktery P, - -
obéma body prochazi. - -

\

v

\ P,
(02) Jsou-li ddny dva body P a P, /\‘0

\

muzeme prehnout P; na Ps. Pie \

(03) Jsou-li dany dveé piimky [; a ls,

muzeme pirehnout /; na [s.

(04) Jsou-li dany bod P; a piimka [y,

|
|
|
o . . , P.®
muzeme vytvorit prehyb kolmy k [y, Y
ktery zaroven prochézi bodem P;. X :
|
(O5) Jsou-li dédny body P, P I _
a pifmka [;, muZeme vytvorit N
prehyb, ktery umisti P, na [y P, _ -7 i
‘/
a zaroven prochazi bodem Ps. fo- ° P,




(06) Jsou-li dény body P, P,
a piimky [y, [, muzeme vytvorit
prehyb, ktery umisti P na [y

a zaroven 1 P, na [s.

(07) Je-li dan bod P1 a pf‘fl’ﬂky ll, lg, p1/—|—\
|

muzeme vytvorit prehyb kolmy k Io,

ktery umisti bod P; na ;. )

Tabulka 3.1: Huzita-Justinovy Axiomy

3.3 Vlastnosti axiomu

(O1) ndm umoznuje vytvorit piimku jdouci dvéma zndmymy body,
pomoci (O2) dokézeme sestrojit osu usecky dané dvéma body,

diky (O3) umime sestrojit osu libovolného tihlu nebo v ptipadé rovnobézek

osu jimi daného rovinného pasu.

(O4) slouzi ke spusténi kolmice z daného bodu k piimce, primku prehneme

samu na sebe tak, aby prehyb zarovén prochazel bodem.
(05) a (O7) odpovidaji konstrukeim teénny k parabole (viz sekce |4.2)),

prehyb (O6) je spoleénou tecnou dvou parabol, jeho pouziti bude klicové

u postupu v kapitole [5]



Kapitola 4
Origami konstrukce

Pti origami konstrukcich postupujeme tak, ze opakované pouzivame HJA na
predem danou mnozinu néjakych objektu - vétSinou vrcholy a strany ¢tverce
papiru. Nové body a primky které timto zpusobem dostaneme, pak muzeme
pouzit v dalsich krocich.

Bylo ukazano, ze vSechny standardni konstrukce, proveditelné pomoci pravitka
a kruzitka v klasické Eukleidovské geometrii, 1ze provést pomoci puvodnich 6ti

Huzitovych axiomu [I].

4.1 Déleni tsecky na stejné casti

V praxi se pii skladani velice ¢asto objevuje problém, jak pomoci origami
konstrukei rozdélit tsecku na ur¢ity pocet stejnych casti. Muzeme to provést

hned nékolika ruznymi zpusoby, podle toho, jaky pocet ¢asti potiebujeme [17].

4.1.1 Deéleni pomoci pileni

Nejjednodussi zpusob déleni vyuziva Huzitovy operace (02), pomoci které
dokazeme zkonstruovat osu usecky dané dvéma body a najit tak jeji stfed. Pro-
vedenim (O2) na jednu ze stran pocatecniho ¢tverce ji rozdélime na dvé poloviny.
Polovinu muzeme pak rozdélit stejnym zpusobem na dvé étvrtiny a postup opa-
kovat az do dosazen{ pozadované délky o (viz Obr. .

Pouziti tohoto délen{ je velmi vyhodné, nebot na nasem kousku papiru netvori
zadné pomocné piehyby (tj. pri dalsim sklddani nepotiebné prehnuti papiru).
Navic nemusime vzdy ptrekladat cely papir, staci, kdyz si udélame znacku na té
strané, kterou chceme délit. Toto nejjednodussi déleni budeme vyuzivat i v dalsich

konstrukeich.

10
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) — — — —— ]

P B

Obrazek 4.1: Déleni strany ¢tverce na poloviny, ¢tvrtiny a osminy

4.1.2 Krtizici se diagonaly

Pii sestavovani komplikovanéjsich origami modelu je tfeba rozdélit stranu
puvodniho Ctverce na casti jako jsou tfeba tretiny nebo pétiny. K tomu muzeme
vyuzit konstrukei podle obrazku [4.2]

Obréazek 4.2: Déleni strany ¢tverce pomoci kiizicich se diagondl

Predpokladejme, ze strana daného ctverce ma velikost 1. Je vidét, Ze trojuhelnik
AABC je podobny AX BW a zaroven je AABD podobny AAXW , nebot C'A ||
WX || DB. Potom musi platit ndsledujici poméry délek stran:

= a zarovel ——— =
r+1—=x 11—z r+1—2x

Y w z w
x

po vyjadieni w z obou rovnic a srovnani dostaneme

(1-2z)-y=
1—=x

T

< lae 8

11



za x dosadime g; p,q € N, p < q, podle toho na jaké ¢asti chceme stranu rozdélit

a po upravé dostaneme

(% - 1) - ; (4.1)

Napiiklad pro konstrukei 5 bychom po dosazeni p = 1 a ¢ = 3 do (1)) dostali

2=-
Y

Nésledné volime z a y tak, aby vyhovovaly rovnici a zéaroven nebyly vétsi nez 1,

coz je velikost strany ctverce. Pokud je to mozné, je vhodné dosazovat cisla ve

L
2n 9

tedy tieba z =1 ay = 3.

tvaru k € N,k < 2™ snadno sestrojitelné pomoci puleni strany. V piipadé %
Pokud chceme vytvorit n-tiny, muzeme uvazovat p = 1 a ¢ = n, pokud navic
vezmeme z = 1, tak po dosazeni do (4.1) dostaneme y = ﬁ Opakovanym

pouzitim tohoto postupu jsme tedy schopni provést déleni na libovolny pocet

casti.

4.1.3 Déleni pomoci Hagovy véty

Kazuo Haga je japonskym profesorem biologie, ktery objevil dalsi moznost

déleni usecky na ¢asti, tato konstrukce je dnes znama jako Hagova véta.

Véta 1 (Hagova véta [6]). Méjme papir tvaru étverce o strané velikosti 1. Prehneme-
li jeden z rohu k poloviné protéjsi strany, vzniknou ndm dva pravouhlé pythago-
rejské trojuhelniky AABC a ACDE (viz Obr.[{.5). Pak pro délku vzniklé usecky
DE plati, Ze |DE| = 2.

Obréazek 4.3: Déleni strany ¢tverce s pouzitim Hagovy véty

12



Diikaz. Pokud oznatime |AB| = y a |[BC| = x = 1, tak pro velikost pfepony
v AABC plati: |AC| =1 — y. Z pythagorovy véty ziskdme vztah

po upraveé pak:

Soucet velikosti tthlt « a 8 u vrcholu C' je 90°, trojihelniky AABC a ACDE
maji diky tomu stejné velikosti thlu, jsou si tedy podobné a jejich strany jsou ve
stejném pomeéru:

€D _ |AB|

|\DE| |BC|
Po dosazen{ za |CD| = |BC| =1 a |AB| =y = 3 dostdvame, ze |DE| = 2.

3

Tato véta slouzi k rozdéleni strany c¢tverce na tretiny, dd se vSak zobec-
nit pro déleni na libovolny pocet ¢asti. Postup je pak obdobny jako u dukazu
véty [1} akordt uvazujeme, ze |BC| = z a |CD| = x — 1. Z pythagorovy véty pro
trojuhelnik AABC dostaneme

1—a?
y - 2 )
z podobnosti pak
r oz
y x—1
po dosazeni za y, vyjadieni z a upraveé
2z
z = .
1+x
Polovinu 2z oznac¢me jako w, pak musi platit
x
w =
1+z

Za w pak dosadime g; p,q € N,p < ¢, podle toho na jaké ¢éasti chceme stranu
rozdélit a po upraveé vyjde
p

xr = s (4.2)
Z rovnice je pak vidét, ze k sestrojeni useku délky § = %, nam staci znat ve-
likost x = ﬁ, postup tedy muzene opakovat, dokud se nedostaneme k libovolné
n-tiné strany.
Pozndmka. Pti déleni na n-tiny se konstrukce a casto lis{ v tom, kolik
pomocnych piehybu je k jejich provedeni tieba sestrojit. Je vyhodnéjsi volit po-
stup, pro ktery je tfeba pomocnych prehybu méné, ulehéi nam to pripadné dalsi

skladani papiru [I7].

13



4.2 Konstrukce tecen k parabole

Véta 2. Méjme primku I, bod Q € | a bod P ¢ 1. Potom primka f, vytvorend
prehybem P na Q podle operace (O2) je tecnou k parabole p, dané ohniskem P

a ridici primkou [.

174
/

Obrazek 4.4: Tecna k parabole sestrojend ptelozenim

Diikaz.  Zvolme soustavu soufadnic tak, ze | = y a P € x (viz Obr. [4.4).
Soutadnice bodu pak budou P = [d,0] a @ = [0, ¢]. O pfimce f vime, Ze musi mit
rovnici ve tvaru az + by + ¢ = 0, je osou usecky P() a lezi na ni stied této usecky,
bod S = [4, £]. Jejim normélovym vektorem je i = P — Q = (d, —e), tedy

fidr—ey+c=0,

po dosazeni soutadnic bodu S do rovnice f dostaneme

e? — d?
c=—0
rovnice piimky f po dosazeni za ¢ vypada nasledné:
62 _ d2
fide —ey+ =0 (4.3)

Pro kazdy bod X = [z,y]| nalezici parabole p plati, ze |PX| = [IX]|. Zaroven
[PX| = y?+ (x —d)* a |IX] = |yX| =[], tedy
|PX| = |IX]|
y* + (x — d)? = |7
y'+ (v —d)’ =2

a po upravé dostaneme:
p:y? —2dr +d* = 0. (4.4)

Vytesenim soustavy rovnic a pro nezndmé x a y, ziskdme spolecné body
fap. Z dostavame
2 ?

dr =

14



dosadime do [4.3}

2 2 2_ 2
Yy +d e’ —d
—ey + =0
2 YT
a po uprave ziskdme kvadratickou rovnici:
y? — 2ey + e = 0. (4.5)
Diskriminant rovnice je D = 4e% — 4e? = 0, soustava m4 tedy jediné feseni
xr = =e.
2d Y y

e24d?
2d 7’

Jelikoz ma piimka f s parabolou p dvojndsobny prusecik T = [ e] , muzeme

f oznagcit za tecnu p. [20].

J

Teény k parabole tedy pomoci skladani papiru dokazeme sestrojit velice snadno,
staci nam naptiklad oznacit si za [ hranu papiru a za P jakykoliv bod uvnitt
papiru. Néasledné prelozenim P na jakykoliv z bodu @ € [ ziskdme tecnu (Obr.
13).

Pomoci Huziovy (O5) tedy dokdzeme jednim prehybem sestrojit z daného
bodu te¢nu k parabole, pomoci (O7) pak teénu kolmou na danou piimku. Nej-
zajimavejsi z operaci, (O7), ndm dokonce umoziiuje vytvorit spole¢nou teénu

dvou parabol.

Obrazek 4.5: Teény vytvorené opakovanym prekladanim P k[

4.3 Konstrukce pravidelnych N-thelniki pomoci
skladani

Rakousky matematik Robert Geretschlager zjistil, ze pomoci origami kon-

strukei jsme schopni slozit pravidelné N-thelniky pro N = 2/3%(2"3™ + 1),
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kde j, k,n,m jsou prirozend ¢isla nebo nula a vyraz v zdvorce je prvocislo [17].
Z této formule lze zjistit, ze pro N < 20 nedokdzeme slozit pouze pravidelny
jedenactiihelnik. Na postupy pro sestrojeni nékderych z nich se podivame, dalsi

konstrukce jsou popsany napiiklad v [4].

4.3.1 Konstrukce rovnostranného trojihelniku

Nejjednodussim pravidelnym mnohotuhelnikem je rovnostranny trojuhelnik,
postup pro jeho konstrukei vypadd nésledovné (viz Obr. [4.6)):

1. Ptehneme stranu AD k BC', ¢imz vytvoiime tsecku E'F' v poloviné ¢tverce.

Nasledné prelozime vrchol B k E'F tak, aby prehyb prochazel bodem A.

2. Na vzniklou pfimku spustime z B kolmici a jeji prusecik s FF oznacime
jako bod G.

3. AABG je pak rovnostranny, nebot jeho vyska z bodu G puli AB a zdrovein
vyska z A puli BG.

D ®F c D ®F c D ® c
at G
\
A \
)/ a a
-
-
_ \
- / \
-
« »
A E B A E B A a B

Obrézek 4.6: Postup pii skladani rovnostranného trojuhelniku

4.3.2 Konstrukce pravidelného Sestitithelniku

Pravidelny Sestithelnik slozeny podle nasledujicitho postupu je tim nejvétsim,
jaky lze ze ¢tverce papiru ziskat [4]. Ridime se obrazkem .

1. Ptelozenim A k C ziskdme thlopricku BD. Poté stejné jako u rovnostranného
trojuhelniku vytvorime prehnutim AD k BC tusecku v poloviné ctverce
a prelozime k ni vrchol B tak, aby prehyb prochézel bodem A. Prusecik
tohoto prehybu s BD oznacime F.

2. Konstrukei osy usecky DFE ziskdme na hranédch ¢tverce body F' a G, dva

z vrcholu Sestithelniku.
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3. Ptehybem D k B dostaneme uhlopricku AC', na kterou spustime z bodu F

a G kolmice, ¢imz najdeme vrcholy H a 1.

4. Vytvorime prehyb GI, z F a H k nému sestrojime kolmice. Pruseciky kol-
mic s BD jsou posledni hledané vrcholy J a K. Dostavame Sestitthelnik
HJIFKG. Ze tretiho kroku diky osové soumérnosti vidime, ze |GH| =
|FI|, ze ¢tvrtého pak, ze |GH| = |GK|, |FI| = |IJ|, |GK| = |FK|
a |[IJ| = |HJ|, vSechny strany jsou tedy stejné dlouhé.

Obrazek 4.7: Postup pii sklddani pravidelného Sestitihelniku

4.3.3 Konstrukce pravidelného sedmiithelniku

Vytvorit pravidelny sedmithelnik pomoci klasickych konstrukei pravitkem
a kruzitkem nelze, pomoci skladani papiru vsak ano. Nasledujici postup popsal
Humiaki Huzita [I3]. Pouzivé se pii ném piehyb (O6), ktery je na pfesné prove-
deni pomérné obtizny, je lepsi pouzit vétsi kus papiru a pii skladani si pomoci

tfeba jeho prosvicenim proti svétlu.

1. Ctverec papiru prehnutim protéjsich stran k sobé rozdélime na étvrtiny,

usecky oznacime a a b podle obrazku {4.8
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. Uvazujeme souradny systém, kde mé levy dolni roh soutadnice [0, 0] a pravy

horni [1, 1], najdeme body A = [%, %] aB= [%, ﬂ

. Nyni pouzijeme (O6), jehoz pouzitim umistime A na a a zdroven B na b.
Tento prehyb provedeme vSemi tfemi moznymi zpusoby (@ 1., @ II. a @
III. na obrazku .

. Kolmice z bodu A k témto pfehybum a svisld usecka a se protnou v bodech
Ay, As a Az (coz jsou body osové soumérné s bodem A podle prehybu). Na
kazdé z ptimek aq, as, as kolmych k a a jdoucich body A;, Ay, A3 budou
lezet dva vrcholy sedmitihelniku. S = [%, %] bude jeho stred, bod K = [%, 1}
jeho prvni vrchol.

. Prehyby prochazejicimi bodem S umistime K na a;. Jako pruseciky s a3 do-
staneme vrcholy sedmithelniku NV a O. Osové soumérné s K podle prehybu

jsou pak L a @, které lezi na a;.

. Pro nalezeni poslednich vrcholu ptelozime, opét skrz S, N k L a O ke Q.

Vrcholy jsou pruseciky s as, oznacime je M a P.

. Spojenim vrcholu vznikne pravidelny sedmithelnik K LM NOPQ.
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Obrazek 4.8: Postup pii konstrukci pravidelného sedmithelniku pomoci skldadani
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Kapitola 5
,INemozné ulohy*

Od dob antického Recka jsou zndmy tfi problémy, které tehdejsi matematici
nedokazali klasickymi konstrukcemi pomoci (neozna¢eného) pravitka a kruzitka

vytesit:

e Zdvojnasobeni krychle, kde je tieba nalézt hranu krychle o dvojnasobném

objemu, nez je krychle zadana.
e Trisekce tihlu, kde se jednd o rozdéleni libovolného daného 1hlu na tetiny.

e Kvadratura kruhu, kde chceme sestrojit stranu ctverce, jehoz obsah bude

stejny jako obsah zadaného kruhu.

V 19. stoleti bylo pak dokazano, ze vyfesit tyto problémy pouze s pouzitim
pravitka a kruzitka nelze. Zname vsak postupy jak ulohy vytesit, kdyz pouzijeme
konstrukce pomoci skladani papiru. Dilezitou roli zde hraje Huzitova operace
(06) [A.

Prvni, kdo odhalil moznosti pouziti skladani papiru jako nastroje pro geo-
metrické konstrukce, byla ve 30. letech 20. stoleti italska profesorka matematiky
Margharita Piazolla Beloch, ktera jako prvni ukézala, ze diky (O6) jsme schopni
najit feseni libovolné rovnice tfetiho stupné a pomoci toho vyftesSit problémy

zdvojnéasobeni krychle a trisekce dhlu [12].

5.1 Kubicka rovnice

Rozdil mezi konstrukcemi pomoci pravitka a kruzitka a origami konstrukcemi,
kde vyuzivame operaci danych HJA, spociva v cislech, ktera v daném systému
dokazeme sestrojit. Sestrojitelnym ¢islem rozumime takové komplexni ¢islo, ke
kterému jsme schopni najit jemu odpovidajici bod v souradném systému, daném

v roviné osami x a y. Pouzivame piitom vzdy jen urcité operace a vychazime
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z pocateéni mnoziny bodu, vétsinou [0,0] a [1,0]. VSechna ¢isla, sestrojitelnd po-
moci pravitka a kruzitka mohou byt zapsany jako feSeni urcité kvadratické rovnice
[17]. Pomoci origami konstrukei dokdzeme najit redlné kofeny jak kvadratické tak
i kubické rovnice s danymi sestrojitelnymi realnymi koeficienty.

Pokud mame dvé paraboly dané predpisy

1, 1\? 90
Y == : ——a| =2bx
Py ot b2 Y 5 )

tak pro dané a a b dokdzeme pomoci (O6) najit jejich spole¢nou teénu. Ta bude

mit smérnici &, kterd je kofenem rovnice k* + ak + b = 0 [1].

Vezméme napiiklad a = 0 a b = —5. Paraboly budou urcéeny ohnisky P, P

a tidicimi piimkami [;, [ nasledovneé:

1 1 -5 5)
p: b= [075}75111/:—57 pa: Py = [7,0}7&2%:5

Z kubické rovnice dostaneme smérnici spolecné teény f: k = /5 a diky znalosti
jednotkové vzdélenosti pak muzeme tisecku o velikosti v/5 sestrojit (Obr. |5.1)).

2 T~ p9

Obréazek 5.1: f je spoleénd tecna parabol p; a py, pomoci (O6) ji umime najit

5.2 Zdvojnasobeni krychle

Pokud m4 zadand krychle hranu délky a, jeji objem je Vi = a3. Potiebovali
bychom zjistit délku hrany b jiné krychle, kterd ma objem V5, = b% = 2V;. Plati
tedy, ze b® = 2a*, nebo po odmocnéni b = a - /2. Délku a zndme, kdyby se
nam podafilo sestrojit tsecku o délce v/2, mohli bychom je spolu geometricky

vynasobit a vysledek by byla tsecka o délce b, ¢imz bychom problém vyftesili.
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5.2.1 Konstrukce /2

V/2 je mozné sestrojit postupem ze sekce . Podivejme se vsak na puvodni
Belochové konstrukei, ke které vyuzila ¢tverec se stranou XY a dalsimi stranami
na polopiimkdch XA a Y B, pficemz X lezi na r a Y na s (viz Obr. [12].
V rovinné soustavé soutadnic s po¢atkem O oznacime osu y jako r, osu x jako
s. Najdeme body A = [—1,0] a B = [0, —2], poté sestrojime piimky ' : z = 1
a s 1y = 2. Prehnutim A k 7’ a zdroven B k s’ podle (O6) vytvoiime prehyb,
ktery protne r v bodé X a zdroven s v bodé Y podle obrazku [5.2] Pravoihlé
rojihelniky AOAX, AOXY a AOBY jsou si navzdjem podobné, nebot AA’
a BB’ jsou obé kolmé k XY. Plati tedy, ze

|OX| |0Y| |OB|
|0A]  |OX] |OY]|

Dosazenim |OA| =1 a |OB| = 2 dostavame

oy] 2

X: ==
OX] 0X| |OY]

musi tedy platit
|IOX|> = |0Y| aziroven |OX]|-|0Y|=2,
tedy
OX|? = 2.

Dostévame, ze |OX| = +/2, problém zdvojndsobeni krychle tedy pomoci této
konstrukce dokézeme vyfesit. Martin v [I8] ukdzal, ze pokud v tomto postupu
zvolime B = [0, —k] a &' : y = k, délka tsecky |OX| bude v/k.

~ r r'
~ 3] B

™~ , /. A’ B’ §

Obrézek 5.2: Konstrukce v/2 pomoci skladani papiru podle Belochové [12]
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5.3 Trisekce Uhlu

K tomu abychom rozdélili dany thel § = 3¢ na tretiny by nam stacilo najit

cos(¢). Muzeme pouzit souctové vzorce pro goniometrické funkce:

cos(6) = cos(¢ + 2¢) = cos(¢p) cos(2¢) — sin(¢) sin(2¢).
Dal vime, ze
c08(26) = cos?(6) — sin*(g),
sin(2¢) = 2sin(¢) cos(¢)

sin(¢) = 1 — cos®(¢).

Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

cos(3¢) = 4cos(¢)® — 3cos(¢).

Oznac¢ime x = cos(¢) a dostavame rovnici tfetiho stupné
3 3
2° = %= cos(3¢) =0,
kde cos(3¢) diky zadanému ihlu @ = 3¢ zname. Problém tedy opét vyfesime,

pokud najdeme koten urcité rovnice tietiho stupne.

5.3.1 Konstrukce podle Abeho

Pro rozdéleni uhlu na tfetiny je znamo nékolik postupu, jeden z nich vypra-
coval japonsky matematik a origamista Hisashi Abe pro trisekci ostrého tihlu
daného piehybem na ¢tverci papiru [17].

Postupujeme podle obrazku [5.3;

1. Oznacime si thel ZC'BP urceny pro trisekci.
2. Vytvotime libovolny prehyb EF', rovnobézny s BC'.
3. Prelozime BC k EF', abychom dostali GH.

4. Nyni nastavé chvile pro (O6), kterd ndm umisti B na GH a zdroven E na
BP.

5. Prelozenim podél jiz existujictho prehybu jdouciho bodem G najdeme bod
J na strané AD.

6. Prodlouzime prehyb z J az do bodu B
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C

Obréazek 5.3: Postup pii Abeho trisekci ostrého tihlu [17]

7. trisekci dokonéime prelozenim vrcholu C' k BJ tak, aby prehyb prochazel
bodem B.

Podle obrazku [5.4] ukazeme, ze se opravdu jedna o trisekci.

Chceme ovérit, jestli o = 8 = v. Podivejme se na trojihelnik AEBB’, vime,
ze |EG| = |GB| a GB' L EB. GB' je tedy vyskou, ktera zéroven puli stranu
trojihelniku, AEBB’ je tedy rovnoramenny.

AEBB' je osové soumérny s AE'B’B podle ¢arkované vyznaceného prehybu
ze 4. kroku, takze je rovnéz rovnoramenny. Vyska trojihelniku AE'B’B spusténa
z bodu B je osou thlu ZE'BB’, ¢ili a = 3. Diky osové soumeérnosti je navic § = §
a jelikoz je GH || BC, dostavame, ze v = 6, tedy o = f = 0 = .

Obrézek 5.4: Dukaz trisekce
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5.4 Kvadratura kruhu

Chceme sestrojit stranu ¢tverce, jehoz obsah bude stejny jako obsah zadaného
kruhu. Pokud bude mit kruh polomér r, jeho obsah bude S = 7r2. Strana ¢tverce
stejného obsahu by potom méla byt dlouh4 r/7. Pokud se podivdme na pravouhly

trojihelnik s odvésnou délky “T_l a preponou “T“, zjistime, ze délka druhé odvésny

bude . .
Y - () =

stacila by nam tedy tusecku délky w. Bylo vSsak dokézano, ze m je transcen-

dentni cislo, které neni kofenem zadného polynomu s racionalnimi koeficienty.
Nedokazeme ho tedy sestrojit pravitkem a kruzitkem ani pomoci origami.
Pokud bychom vsak pti sklddani papiru byli schopni vytvotit zahnuty piehyb,
7 bychom sestrojit dokazali. Provedeni této operace je vSak pti skute¢ném skladani
velmi obtizné, vétsina lidi pfi ném vyuziva ruznych nastroju jako treba kruzitko,

kterym se v papiru vytvori kruznicové ryha podél které se pak papir ohne [11].

5.4.1 Konstrukce 7

V dalsim postupu budeme ptredpokladat, ze umime néjakym zpusobem vy-
tvorit kruznicovy piehyb. Pruh papiru budeme skladat podle vzoru na obrazku
0.0l

Obrazek 5.5: Vzor pro konstrukei = [11]

Nejditv vytvorime kruznicovym piehybem pulkruznici se stfedem v bodé
A. Pak provedeme standardni piehyb podél carkované usecky, kterd svira se
spodni stranou thel 45°. Poté prehneme papir tak, aby se pomoci pulkruznicového
prehnuti vytvorila ¢ast kuzele s vrcholem A, jako na obrazku Cést papiru,
prelozenou podél c¢arkované tsecky, nédsledné na kruznicovy prehyb nasuneme
tak, aby hrana papiru lezela pfimo na kruznici. Oznacime misto, kde hrana
kruznicovy piehyb opusti jako bod C. Tim jsme vlastné c¢asti papiru zmeérili
obvod pulkruznice. Rozlozime do roviny. Pokud mél polomér pulkruznice délku
1, tak tsecka BC' bude mit délku 7.
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Obrazek 5.6: Konstrukce 7 pomoci kruznicového prehybu [11]

26



Kapitola 6
Zaveér

Jak je vidét z nazvu nyni jiz pravidelné konanych mezinarovnich konferenci
OSME (Origami Science, Mathematics and Education), zdjem o studium skladéni
je jak ve védé, tak i v matematice a vzdélavani.

Zmalosti z origami konstrukei 1ze vyuzit naptiklad pro tvorbu algoritmu simu-
lujicich skladéni airbagu [15] nebo pro navrh vesmirnych solarnich panelu, které
je tfeba ve skladné formé dopravit na misto a nasledné rozlozit [19].

Ve skolnim prostiedi muzeme skladani papiru pouzit ke zpestieni hodin mate-
matiky, kde pomoci néj snadno predvedeme déleni celku na ¢ésti (zlomky), kon-
strukci te¢ny k parabole nebo podobnost a s ni spojené vlastnosti trojuhelniku.
Mozné atraktivnéjsim typem skladanek z papiru jsou prostorové modely, pfi je-
jichz tvorbé se procvici prostorové predstavivost a tvotivost [14]. Badatelsky ori-
entované origami aktivity pro pokrocilejsi studenty, které zasahuji do odvétvi jako
teorie grafu nebo matematicka analyza, muzeme najit v knize profesora Hulla [10].

Motivaéni aspekt origami pfi vyuce bychom v8ak nemeli ptilis precenovat [3].
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