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Abstrakt 

Práce se zabývá základními principy přenosu tepla, odvozením parabolické rovnice vedení 
tepla jak v tyči, tak i ve vyšších dimenzí , včetně diskuse o okrajových a počá tečních 
podmínkách . Řešením us tá lených p ř ípadů rovnic v d a n é m pros t ředí , kde je významný 
pouze jeden směr. 

Abstract 

The thesis focuses on basic principals of heat transfer, on deduction of parabolic equation, 
on heat conduction in a rod, as well as in higher dimension, including discussion on 
boundary and ini t ia l conditions. The thesis deals wi th solving steady states in given 
environment where only one direction is significant. 
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1 Ú v o d 
Bakalářská práce se zabývá problematikou modelování přenosu tepla pomocí parciálních 
diferenciálních rovnic. Důraz bude kladen na rozřešení s tac ionárních p ř ípadů . 

P ráce je členěna následovně: Ve druhé kapitole se zaměř íme na základní principy v 
teorii p řenosu tepla. Vědecká disciplína zabývající se šířením tepla v prostoru a čase se 
nazývá termokinetika. P řenos tepla je šíření (sdílení) tepelné energie, z jednoho mís t a 
do druhého , k te rý může p rob íha t dvěma fyzikálně odl išnými způsoby, a to kondukcí, 
konvekcí, při nichž je nositelem energie lá tka a radiací , kde přenos tepelné energie zajišťují 
e lektromagnet ické vlny, k teré se šíří i ve vakuu. 

Ve t ře t í kapitole budeme řešit odvození, základní úlohy vedení tepla v tenké tyči, což 
vede na rovnici parabol ického typu. Včetně provedení diskuse o okrajových a počá tečních 
podmínkách . Dále bude naznačeno odvození rovnice ve vyšších dimenzí (2D, respektive 
3D). Uvedeme tvar rovnic převedených do polárních a sférických souřadnic . 

Č t v r t á kapitola bude věnována rozboru s tacionárních p ř ípadů . Stacionární (ustálené) 
proudění nas tává , pokud se uvažované veličiny (řešení) již nemění s časem, t í m se n á m 
rovnice zjednoduší na obyčejnou diferenciální rovnici d ruhého řádu . 

P ráce čerpá předevš ím ze zdrojů [3], [4], [5], [7], [9]. 
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2 Základní principy v teorii přenosu tepla. 

Kondukce 
U kondukce neboli vedení částice s větší s t řední kinetickou energií předávaj í část své 
pohybové energie část icím s menší s t řední kinetickou energií a to pomocí vzá jemných 
srážek. Tyto částice se nepřemísťují , pouze kmi ta j í kolem svých rovnovážných poloh. 

P ř i kondukci hraje v ý z n a m n o u roli t epe lný tok, což je množs tv í tepla, k teré proteče 
plochou o jednotkovém obsahu za jednotku času. Uvažujeme-li homogenní desku t loušťky 
Ax na jejíchž čelech jsou udržovány teploty T i a T 2 , potom pro tepe lný tok pla t í vztah 

AT 
Ax 

(2.1) 

kde A T = T i — T 2 a koeficient K0 [ W / m K ] je t epe lná vodivost, k t e rá je závislá na 
vlastnostech jako např . tlak, teplota. . . Znaménko minus vyplývá z Fourierova zákona 
(protože podle 2. zákona termodynamiky plat í , že teplo tn í spád musí být z teplejšího 
pros t ředí do s tudenějš ího) , t í m se podrobněj i budeme zabývat později. 

P ř í k l a d . Tenká s těna t loušťky 0,15 cm je z homogenního mate r i á lu s tepelnou vodivostí 
a koeficientem tepe lné vodivosti K0 = 0,40 W / m K o s tá lých a rovnoměrných tep lo tách 
T i = 20°C a T 2 = 70°C. Určete poměr tepelné výměny na metr čtvereční plochy v k ladné 
ose x. 

T, 

Podle (2.1) p la t í 

-Kfí 

AT 
Ax 

K< 
(T 2 - Tjj 

A x 
-0,40 

(70 - 20) 
0,0015 

•13333 W / m 2 

Konvekce 
Konvekce neboli p roudění tepla nas tává , když je těleso vystaveno proudící kapal ině (nebo 
vzduchu) s odl išnou teplotou. Energie proudí z nebo do kapaliny (teplo proudí z teplejší 
oblasti do s tudenější) . Teplotní v ý m ě n a je pak d á n a vztahem 

q = hA(Ts - To, (2.2) 

k te rý je t aké z n á m jako Newtonův zákon ochlazování, kde T^ je teplota okolního prostoru 
a Ts je teplota tělesa, h [ W / m 2 K ] je definován jako konvektivní součinitel přenosu tepla. 
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J e d n á se o konstantu úměrnos t i týkající se přenosu tepla za jednotku času a jednotku 
plochy k celkové změně teploty. 

P ř í k l a d . Výměník tepla u domácího r ad i á to ru m á koeficient p ř e s tupu tepla h = 1135, 6 W / m K . 
Povrchovou teplotu výměníku tepla lze považovat za kons tan tn í 65, 5°C a vzduch m á 
teplotu 18, 3°C. Určete plochu tepe lného výměníku p o t ř e b n o u pro vy tápěn í při výkonu 
8793 W . 
Podle (2.2) odvodíme vztah pro výpočet plochy A 

q 8793 2 

A = —— = ; = 0,16 m 2 . 
hiTs-T^) 1135,6-(65,5 - 18,3) 

Radiace 
Radiace (sálání) je přenos tepe lné energie, k te rý p rob íhá bez zprostředkující látky. Je 
způsobeno šířením e lekt romagnet ických vln, kde l á tka vydává do prostoru část své energie 
nebo hmotu, po dopadu na povrch tělesa se část energie pohl t í a další část odrazí . Radiace 
ideálního zářiče nebo černého tělesa je d á n a S te fan-Bol tzmannovým zákonem 

q = <JATA , (2.3) 

kde T je absolutn í teplota, A plocha tělesa a a je Stefanova-Bolzmannova konstanta, jejíž 
hodnota je 5,6697 • 1 0 ~ 8 W / m 2 K 4 . Os t a tn í povrchy jsou obecně dány vztahem 

q = eaATA, 

kde e je zářivost povrchu (emisivita), k t e rá se pohybuje od nuly do jedné . Jestl iže e = 0, 
j edná se o bílé těleso. Naopak je-li e = 1, pak je těleso černé. 

P ř í k l a d . V horkých letních dnech je povrch asfaltové vozovky vys tavovám t e p l o t á m kolem 
50°C. Uvažuj te takový povrch, aby se choval jako černé těleso a vypočí te j te vyzařovanou 
sálavou energii na jednotku plochy. 
Dosazením hodnot do rovnice (2.3) dos táváme 

q = aT4 = 5,6697 • 1 0 - 8 • (50 + 273,15) 4 = 618, 27 W / m 2 . 

Podrobnosti o výše uvedených módech přenosu tepla lze nají t [8], [9]. 
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3 Rovnice vedení tepla 
V t é t o kapitole odvodíme p o d r o b n ě rovnici vedení tepla v I D , včetně diskuse okrajových 
podmínek a naznač íme řešení odvození ve vyšších dimenzích. Uvedeny budou také rovnice 
převedené do polárních souřadnic respektive sférických souřadnic . 

3.1 Odvození rovnice tepla v tyči 
Uvažujme, že tyč je kons tan tn í v př íčném řezu A a umís t ěna tak, že levý okraj je umís těn 
v b o d ě x = 0 a p ravý v bodě x = L. 

i = 0 i I-AI *=L 

Obr 1. Proudíc í energie v tyči 

Nejdříve zaveďme množs tv í tepe lné energie na jednotku objemu jako neznámou, kterou 
nazveme hustota tepelné energie e(x,t). P ř edpok l ádáme , že všechny tep lo tn í veličiny jsou 
kons tan tn í v každém kolmém řezu tyče. Toho může být dosaženo, jestl iže povrch tyče 
bude dokonale izolován. Potom nedochází k ž á d n ý m z t r á t á m tepelné energie přes povrch 
tyče. 

Pro zjednodušení budeme uvažovat plochu A za jednotkovou. Jestl iže je hustota te
pelné energie kons tan tn í v celém objemu „plá tku" (obecně tomu tak není) , pak se celková 
energie rovná součinu hustoty tepelné energie a objemu. Výraz e(x,t)Ax nazveme tepel
nou energií, kde Ax je objem řezu. 

Tepelná energie mezi x a x + A x se mění v závislosti na čase, což je způsobeno prou
děn ím tepelné energie přes okraje (x a x + A x ) a t ím, že se t epe lná energie vy tvář í uvn i t ř 
(závislost na zdroji t epe lné energie). Ke změně tepelné energie přes povrch nedochází . 
Rychlost změny tepe lné energie v čase je rovna součtu tepelné energie proudící přes hra
nice a tepe lné energie vytvořené uvn i t ř za jednotku času. Tento vztah se nazývá zachování 
tepe lné energie. Rychlost změny tepelné energie v t enkém „plá tku" je d á n a vztahem 

Tepelnou energii, k t e r á p roudí doleva nebo doprava v tyči za jednotku času, nazýváme 
t epe lným tokem q(x, t), jak již bylo zmíněno v předchozí kapitole, jestliže q(x, t) < 0, pak 
t epe lná energie proudí doleva, jestl iže q(x, ť) > 0 tak proudí doprava. Tepelná energie 
q(x,t) — q(x + Ax,t) proudící za jednotku času přes hranice. Jestl iže je q(x,t) > 0 a 
q(x + Ax,t) > 0 (jak je znázorněno na obr 1.), pak t epe lná energie proudící přes x za 
jednotku času, přispívá ke zvýšení tepe lné energie v „p lá tku" . Naopak teplo proudící přes 
x + Ax ke snížení tepe lné energie. 

Tepelnou energii vyprodukovanou za jednotku času na jednotku objemu nazýváme 
t epe lným zdrojem Q(x,t). Tepelný zdroj Q(x,t) lze považovat za kons tan tn í v prostoru 
tenkého „p lá tku" , a proto celková t epe lná energie v t enkém řezu za jednotku č a s u j e rovna 
Q(x,t)Ax. 
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Nyní se zaměř íme na zákon zachování energie v t enkém „plá tku" . Rychlost změny 
tepe lné energie je způsobena tepelnou energií proudící přes hranice a vn i t řn ími zdroji 

d 
— [e(x, t)Ax] « q(x, t) - q(x + Ax, t) + Q(x, t)Ax . (3.4) 
(Ji 

Rovnosti můžeme dosáhnou t jestliže A x —> 0. Jestl iže rovnici (3.4) poděl íme A x a polo
žíme l imi tu A x —> 0, pak dos táváme 

de q(x, t) - q{x + Ax, t) 
— = l i m h Q(x, t). 
dt Ax^o Ax K ' 

Nakonec dos táváme vztah 

I = - I + « ( * • « ) • ^ 

V z t a h (3.5) lze také získat z integrálního tvaru tepelné bilance. Celková t epe lná energie 
je d á n a in tegrá lem f e(x, t)dx, ta se mění pouze v důsledku proudění tepe lné energie přes 
konce f X — (X cl X = b) a tepelnou energií uvn i t ř úseku 

pb pb 

l edx = q(a,t) — q(b,t) + / Qdx . 
J a J a 

d '•" 
dt 

• 

Tepelná energie proudící dovni t ř a ven z konečného úseku tyče 

Pro tože rozdíl q(a, ť) — q(b, t) lze psá t jako f dx a ^ f e dx = Ja | | d x , dos táváme tvar 

d ŕ , ŕ d(i j í 6 ^ , 
— / edx = — — dx + Qdx . 
dt ./„ ./„ <9x 

P ř e p s á n í m m á m e 

Pro tože a a 6 bylo voleno libovolně, rovnost (3.6) nastane pouze je-li integrand nulový, tj. 

Tato rovnice se nazývá zákon zachování energie. 
Mater iá ly jsou obvykle charakter izovány podle teplotou u(x, ť) a ne tepelnou hustotou. 

M ě r n á t ep lná kapacita c je množs tv í tepla, k te ré je po t ř ebné k ohřá t í jednotky délky 
tyče o 1°C. V př ípadě , kdy tyč není homogenní , je m ě r n á t ep lná kapacita závislá na 
p roměnné x, (c = c(x)). 
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Tepelná energie v t enkém „plá tku" se dá zapsat jako e(x, t)Ax, j e d n á se o energii po
t ř ebnou ke zvýšení z referenční teploty 0°C na skutečnou teplotu u(x,t). P ro tože m ě r n á 
t ep lná energie je nezávislá na teplotě , je t epe lná energie na jednotku hmoty d á n a vzta
hem c(x)u(x, t). Celkový objem tenkého řezu pAx a celková t epe lná energie v jakémkoliv 
t enkém " „ p l á t k u " je rovna c(x)u(x,ť)pAx, pak pla t í 

e(x,t) = c(x)u(x,ť)p(x). (3.8) 

J e d n á se o rovnost tepelné energie na jednotku objemu a tepelné energie na jednotku 
hmotnosti za jednotku času. 

Dosazením (3.8) do (3.7) získáme tvar 

du do 
c(x)p(x)- = - - + Q. 

Zbývá n á m objasnit vztah mezi teplotou a t epe lným tokem. Podle Fourierova zákona 
plat í 

dx 

kde znaménko minus značí směr p roudění tepe lné energie doleva. Koeficient tepelné vo
divosti K0 vyjadřuje schopnost ma te r i á lu vést teplo. Tepelná vodivost je závislá na ma
teriálu, čím větší je KQ, t í m větší je tok tepelné energie se stejnými tep lo tn ími rozdíly. 
Jestl iže je tyč z nehomogenního mater iá lu , pak K0 je funkcí x. Schopnost vést teplo se pro 
větš inu mate r i á lů liší v závislosti na teplotních intervalech, tj. KQ(X, U). Jestl iže Fourierův 
zákon dosadíme do rovnice zachování tepelné energie, dos táváme rovnici vedení tepla 

du d /^ du\ „ 
CP^I = 7 T - K 0 — +Q. dt dx \ dx f 

Ve speciálních př ípadech homogenní tyče, kde jsou všechny te rmáln í koeficienty p, c, KQ 
kons tan tn í , je parciální diferenciální rovnice ve tvaru 

du T^ d2u 
c p m = K o d x ^ + Q 

Jestl iže n e m á m e žádné tepelné zdroje Q = 0, získáváme parabolickou, homogenní rovnici 
d ruhého řádu , rovnici vedení tepla bez zdroje 

du , d2u 
dt dx2 ' 

kde konstanta k se nazývá t epe lná difusivita a je d á n a vztahem 

cp 

Tato rovnice se také někdy nazývá rovnice difúze. 

Pro modelování vedení tepla je p o t ř e b a popsat p ř ípad v čase t — 0, proto zavádíme 
počá teční p o d m í n k u 

u(x, 0) = UQ(X) . 

Předepisujeme také okrajové p o d m í n k y v i = 0 a i = L . Rozlišujeme t ř i typy okrajových 
podmínek (ty napíšeme pro konec tyče x = 0) 
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• Dirichletova p o d m í n k a 

u(0,t) = u0(ť), 

kde u0(t) je p ředepsaná teplota. 

• Neumannova p o d m í n k a 

-K0(0)^-(0,t) = q(t) , 

kde q(t) je p ředepsaný tepe lný tok. 

• Newtonova p o d m í n k a 

Jestl iže kolem tyče proudí tekutina (nebo i plyn), pak tyč p ředává své teplo chlad
nější kapal ině. Tento proces, jak jsme se dozvěděli v první kapitole, se nazývá kon-
vekce. Teplota kapaliny se mění se vzdálenost í od tyče (u tyče je teplejší). Tepelný 
tok je úměrný rozdílu teplot tyče a předepsané vnější teploty. Tomuto jevu se říká 
Newtonův zákon ochlazování 

3 u 
-K0(L) — (0,ť) = -h[u(0,t)-Uoo], 

kde konstanta úměrnos t i h je koeficient přenosu tepla a Uoo je vnější teplota. Jestl iže 
je tyč teplejší než okolí (u(0,t) > Uoo), pak tepelný tok je veden z tyče ven. Teplo 
proudí doleva, a proto je tepe lný tok záporný. Jestl iže budeme p ředpok láda t x — L, 
pak tepe lný tok bude proudit doprava, a proto bude kladný, Newtonova p o d m í n k a 
bude mí t tvar 

du 
-K0(L) — (L,t) = h[u(L,ť)-Uoo]. 

3.2 Odvození rovnice vedení tepla ve vyšších dimenzí 
Nyní naznač íme odvození rovnice vedení tepla ve 2D a 3D. 

Tepelná energie ve dvourozměrné oblasti R je d á n a vztahem 

cpu dxdy. 
R 

Zákon zachování energie je dán vztahem, kdy rychlost změny tepelné energie je rovna 
součtu tepelné energie proudící přes hranici oblasti a tepelné energii vznikající uvn i t ř za 
jednotku času, což lze vyjádři t 

d_ 
dt 

cpu dxdy = — / q-ndx + Q dxdy 
R JdR J JR 

kde q • ň je tepe lný tok proudící přes celou hranici, k t e r á ohraničuje oblast R ( jedná se 
o množs tv í energie, k t e rá proudí z oblasti R, proto je zde znaménko minus) a JJRQ dxdy 
je celková změna tepe lné energie za jednotku času. 

Použ i t ím divergenčního tvaru Greenovy věty 

div f dxdy = / f • ndx , 
R JdR 
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kde d i v / je divergence definovaná jako 

r 9 / 1 , 9 / 2 
d l v - ŕ = i r + ^~ 

dx dy 
a n je k ladně or ientovaný jednotkový normálový vektor. Po úpravě dos táváme tvar 

°^~d~t ^ V ^~ ^) d x c ^ = ® ' 

Pro tože integrál je roven nule, pak i integrand musí bý t rovnen nule. Odtud dos táváme 

du 
cp— = - d i v g + Q. (3.9) 

du 
V I D př ípadě je Four ierův zákon definován jako q = —KQ—. Stejný princip pla t í i ve 2D 

dx 

q = -K0Vu, (3.10) 

kde q je vektor tepe lného toku, koeficient K0 nazýváme tepe lná vodivost a jako teplo tn í 
i - r-, i r-, du du gradient označíme V i t , k te rý ma tvar v m = - — h — . 

ox oy 
Jestl iže dosadíme rovnost z (3.10) do (3.9), dos táváme parciální diferenciální rovnici 

pro neznámou 
du 

cp— = div(K0Vu) + Q, (3.11) 

v př ípadě , že nebudeme mít žádné tepe lné zdroje (Q — 0), dos táváme rovnici ve tvaru 

du 

— = kdw(Vu), (3.12) 

kde k je opět definováno jako tepe lná difusivita (k = —-V Dále z definice gradientu, získáváme vztah známý jako Laplaceův operá to r 
cp 

,. .„ . d f du\ d fdu\ d2u d2u 
Au = d iv (Vu) = ^ - K - + ^ - ^ - = ^ - t + 

dx \dxJ dy \dyJ dx2 dy2 

po dosazení do rovnice (3.12), dos táváme rovnici vedení tepla ve tvaru 

^ = kAu. (3.13) 

Rovnice vedení tepla ve 3D se dá odvodit analogickým způsobem. Křivkový inte
grál J ... dx n a h r a d í m e plošným integrá lem J J ... dxdy, dvojný integrál ffR... dxdy 
t r o j n ý m integrá lem JJJR... dxdydz, př ičemž využijeme Gaussovu-Ost rogradského vě tu 
fff divfdV = J f f • ňdS. Rovnice vedení tepla ve 3D m á potom tvar 

dui j . ^ 
— = k Au + Q, 

kde 

d2u d2u d2u 
dx2 dy2 dz2 

V následujícím odstavci převedeme tvar výše uvedených rovnic v polárních, resp. sfé
rických souřadnicí . 
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3.3 Převod rovnice vedení tepla do polárních souřadnic 
V t é t o kapitole se budeme zabývat p řevodem rovnice vedení tepla Au = uxx + uyy do 
polárních souřadnic . Polární soustava souřadnic , je soustava, u k teré souřadnice p udává 
vzdálenost od p o č á t k u soustavy souřadnic a souřadnice p označuje úhel , svírající s osou 
x. Transformace mezi kar tézskými a polárn ími souřadnicemi m á tvar 

x = p cos (p , 

y = p sin p . 

Inverzní transformace je ve tvaru 

x 
Derivace jsou ve tvaru 

p = \/x2 + y2 , 

p = arctg — pro x > 0 . 
x 
y 

p = arctg — h n pro x < 0 . 

Dále 

P'X= /~5~T 2 = c o s ^ ' p ' v = r4—^ = siIí^-' 
y ar + yz ^ xz + yz 

, 1 1 sin p , 1 1 cos p 
Vx 9 9 ' 2 

y xz p y
 _ y x p 

CC CC 
i i i i i i . —smip 

Ux = UpPx + U ^ x = Up C O S f + \ 
* p 

u'y = u'pPy + uWy = U'P s i n f + K 
, cos p 

P 
dalšími derivacemi, získáme rovnice ve tvaru: 

< x = WppPx + U"p^'x)p'x + ^PP"XX + « p P L + UwVxWx + UWL 

= O L ) 2 + 2u"pvp'xp'x + u'^{p'xf + u'pPlx + u^p"xx , 

u'ýy = (UPPP'y + u'M)Py + u'PPyy + + KM^y + 

OS,) 2 + M'wPWv + <v W)* + u'PPyy + uWu, yy ' 
kde 

/ \ i . . —sin p s in 2 o? 
{cosp)x = -smppx = -smp = 

P P 

V'L=\ -I =1 -I P ' x + \ - J = —^s inp -
P )x V P )p \ P Jv P P P 

srn p \ j srn p \ srn p \ , srn p> ._ cos o? — srn p> 

P J x 
2 sin p> cos p 

P2 

P'yy = (sin(Pyy = cosWy = COSÍP 
cos p> cos 2 p 

p p 
„ , cos p V / cos ip V , / cos v? V , cos </3 . sin p cos p 

^ P Jy \ P J p^ V P J P 2 S m i f P P 
2 sin p cos p 

7 
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Po dosazení dostáváme do rovnice vedení tepla Au = u + u 
y y 

u„ 
„ 2 , 0 " - s i n y c o s y „ sin V / S i n V 

upp cos p + 2upip h uimn—— + u, 
P T T pí p 

, 2 sin p cos ip 

u y y 

„ o u — sin (p cos (p .. cos2 p . cos2 p . — 2 sin <̂  cos <̂  
uppsin p + 2upip h uinin— h un h u„ 

P r r p2 P P' 

Konečný vztah je pak ve tvaru 

Au = <„ + u"„, = u"nn + -u'n + — u"„,„ = -{pu'p)'p + ^u"v 
PP P P p2 <P<P p tptp 

Pokud řešení nezávisí na p), pak se rovnice (3.14) zjednoduší na tvar 

PU"PP + U'P = 0 ' 

(3.14) 

(3.15) 

Podobným způsobem jde i odvodit rovnici vedení tepla ve sférických souřadnicích, 
následně dostáváme vztah 

d 
+ 

1 d2u A u _ l_d_ 1_ 
p d p2 p2 sin tp dtp ' p2 sin 2 ip d<fi2 

kde p je vzdálenost bodu od počátku souřadnic, <f> úhel sklonu průvodiče bodu od osy x 
a ip je úhel mezi průvodičem a osou z. 

Podrobnější odvození rovnice vedení tepla, či převod do sférických souřadnic lze nalézt v 
[8], [4], [9]. 
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4 Stacionární případy 
O us tá leném neboli s t ac ionárn ím vedení tepla mluvíme, jestl iže v d a n é m časopros toru je 
v ý z n a m n á pouze pros torová složka, pak se rovnice redukuje na obyčejnou diferenciální 
rovnici d ruhého řádu . 

Nejdříve se budeme zabývat s tac ionárn ím p ř í p a d e m homogenního tvaru rovnice (3.13), 
k t e rá vede na L O D R 2 ve tvaru 

J e d n á se o homogenní l ineární O D R 2. řádu (viz Apendix) s charakteristickou rovnicí 
ve tvaru A 2 = 0, odtud dos táváme dva kořeny \ í 2 = 0. Dvojice l ineárně nezávislých řešení 
je ve tvaru y\ — 1 a y2 — x. Což dává 

u(x) = C\X + c2 . (4-17) 

Tento výsledek bychom dostali t aké p ř ímou integrací rovnice (4.16), protože p ravá strana 
neobsahuje hledanou funkci. 

Tento p ř ípad budeme řešit pro různé okrajové podmínky : 

a) Dvě Dirichletovy p o d m í n k y it(0) = UQ a u(L) = ui. 
Dosazením okrajových podmínek do (4.17) dos táváme konstanty 

_ u e - u 0 _ 
c l — J , c2 — UQ . 

po dosazení okrajových podmínek do rovnice (4.17) dos táváme lineární tep lo tn í profil 

u0 - ue 

u(x) =u0 —x. 

Z tohoto tep lo tn ího p r ů b ě h u lze urči t tepe lný tok q (viz. Four ierův zákon) . Po derivaci 
t ep lo tn ího profilu p la t í 

du UQ — ue 

t ep lo tn í gradient dosadíme do Fourierova zákona, pak pro velikost t ep lo tn ího toku pla t í 

K0(u0 -ue) 
q = L ' 

kde KQ je tep lo tn í vodivost, L t loušťka stěny. P o d o b n ý vztah bude i v p ř ípadu složených 
vrstev, k te ré mají u rč i tou tepelnou vodivost a jejichž t loušťky jsou Li,L2. Jestl iže je 
př iveden tepe lný tok na levou stranu, pak musí přejít v nezměněném stavu každou vrstvou. 
Pak tedy plat í : 

u2 - Ml „ u3 - u2 

q = - K 0 , i = = - A 0 , 2 ; • 

Lil L2 

Po úpravě dos táváme vztah pro tepe lný tok 

Ui - u3 1 + 
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obecně, pro n vrstev m á m e 

Ui - Un+i 
5 

E H 
1=1 

Tento vztah m á analogii v obvodě s odpory zapojenými sériově ( O h m ů v zákon) . 

Ml - U N + 1 

i=i 

b) Neumannova a Dirichletova p o d m í n k a —K0— = q0 ,u(0) = UQ. 
ax 

Po dosazení zadaných podmínek do rovnice (4.17) získáváme konstanty ve tvaru 

5o 
ci = - — , c2 = u0. 

-ft-o 

Po z p ě t n é m dosazení do (4.17) získáváme tvar t ep lo tn ího p r ů b ě h u 

n 5o , 
U(X) = - — X + U0 

c) Neumannova a Newtonova p o d m í n k a 

- Ä o — ] — = <?0 
dx 

Konstanty n á m vychází 

5o L 5 o , 5 o , 
ci = - — , c2=u00 + — + —L 

K0 H k 

Po z p ě t n é m dosazení do (4.17) dos táváme tvar tep lo tn ího p r ů b ě h u 

( l - x 1 
= Moo + 5o I + Jj 

d) Dvě stejné Neumannovy p o d m í n k y — K0——— = q0 a — / í 0 — - — - = qo-
ax ax 

Konstanta vychází ve tvaru C\ = — — . Následné rozložení teploty se dá zapsat ve 

tvaru 

u{x) = ——x + c2 • 
-ft-o 

Pro tože tepe lný tok, k te rý př ivedeme do tyče z ní musí i vytéci , n á m způsobuje, že ne
dos táváme konkré tn í hodnotu pro integrační konstantu c2. J e d n á se o l ineární profil, 
představující p ř ímky se směrnicí —~^r-
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e) Dvě různé Neumannovy p o d m í n k y 

- Ä o — ] — = qo 
ax 

-Ko—j Qi 
ax 

Po dosazení okrajových p o d m í n e k do rovnice (4.17), dos táváme 

Qo 

Qe 

Pro tože qo ^ qe a konstanta C\ se nemůže rovnat dvěma různým výrazům, pak tato situace 
n e m á řešení. 

Dále se budeme zabývat p ř í p a d e m nehomogenní rovnice, kdy uvažujeme kons tan tn í zdroj 
tepla Q 

axz 

Použ i t ím metody neurči tých keoficientů (podrobnější postup metody najdeme v Apen
dixu) dos táváme 

u(x) = -^—x2 + cix + c 2 . (4-18) 

Tento p ř ípad budeme řešit opě t pro různé okrajové podmínky : 

a) Dvě Dirichletovy p o d m í n k y it(0) = UQ a u(L) = ui. 
Po dosazení okrajových p o d m í n e k do (4.18) dos táváme konstanty ve tvaru 

u e - u 0 Q 
C l = ^ - + 2K0

L>C2 = U°-

Po z p ě t n é m dosazení dos táváme tep lo tn í profil 

< x ) = \ 2 K 0

{ L ~ x ) + ^ r ) X + V°-

b) Neumannova a Dirichletova p o d m í n k a u(0) = u0 , — i f 0 ~ T ~ ~ = q0. 
ax 

Po dosazení okrajových p o d m í n e k do rovnic n á m konstanty vyjdou C\ = — — , c 2 = UQ. 
0 

Po z p ě t n é m dosazení do rovnice (4.18) dos táváme tvar 
/ \ Q 2 Qo . 

c) Nyní m á m e dánu Neumanovu a Newtonovu okrajovou p o d m í n k u 

K d M ( 0 ) - a ~ÍS-o—j— — Qo 
ax 

- K 0

C ^ = h[u(L)-uoo}. 
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Po dosazení okrajových p o d m í n e k do rovnice (4.18) získáváme integrační konstanty 

9o 
Cl = - K0 

C 2 = Moo + T - + - T - + + • 

O p ě t n ý m dosazením do rovnice (4.18) dos táváme tvar t ep lo tn ího profilu 

+ 9-(T2 - t2) 4- * u(x) = M o o + ^ + ^ + t ( ^ 2 - a : 2 ) + ¥ ^ - a : ) . 

Dále se budeme zabývat řešením rovnice (3.15), což je Eulerova diferenciální rovnice, tj. 
uvažujme rovnici 

du 
dp \Pdp 

0. 

Řešení je ve tvaru (viz Apendix) 

u{p) = Ci ln p + c 2 . 

a) Tento p ř ípad budeme nejdříve řešit pro dvě Dirichletovy okrajové p o d m í n k y 

= Mi , u{p2) = u2 . 

Díky okra jovým p o d m í n k á m dos táváme integrační konstanty tvaru 

Cl 
u2 - Ui 

ln 

c 2 = «1 

P2 

tÍ2 - Ui 

l n i * 
P i 

ln p . 

Po dosazení konstant dos táváme tvar t ep lo tn ího p r ů b ě h u 

u(p) = Pi 
(«2 - « l ) + «2 

b) Dále použijeme dvě Neumannovy p o d m í n k y 

dw(pi) 
P—A = qi, 

dp 
du{p2) 

p—, = q2 • 
dp 

Po úpravě a dosazení okrajových p o d m í n e k dos táváme teplo tn í p r ů b ě h 

f \ q i i _ l q 2 

u(p) = — m / H 
P P 
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5 Apendix 
Lineární homogenní ODRn 

Uvažujme homogenní l ineární O D R n s kons tan tn ími koeficienty ve tvaru 

any(n) + a „ _ i ? / ( n - 1 ) + ... + a i y + a0 = 0 a n ^ 0 . (5.19) 

Budeme hledat řešení t é to rovnice ve tvaru y(x) = eXx. Der ivováním dos táváme 

y{x) = XeXx,...,y{n)(x) = XneXx. 

Následním dosazením do rovnice (5.19) dos táváme 

a n A ( n ) e A z + O n - i A ^ - ^ e ^ + ... + a i A e A x + a0exx = 0 / • e~Xx . 

Charakter i s t ická rovnice dané homogenní rovnice je ve tvaru 

a n A ( n ) + a n _ i A ( n _ 1 ) + ... + axX + a0 = 0 , 

Základní vě ta algebry říká, že polynom s tupně n m á právě n kořenů (včetně násobnost i ) 
= 1,2, ...,n. N a základě jejich analýzy posupně nalezneme požadovaných n l ineárně 

nezávislých řešení diferenciálních rovnic. 

V ě t a . Nechť funkce y1(x),y2(x),... ,yn(x) tvoří n l ineárně nezávislých řešení. Potom 
každé řešení y(x) t é to rovnice lze zapsat ve tvaru 

y(x) = c iy i (x ) + c2y2{x) + ... + cnyn(x). 

Nyní se budeme zabývat p ř ípadem pro n = 2 

a>2y" + Q>iy' + a>oy = 0 pro 02 Ý 0 . 

Charak te r i s t ická rovnice je ve tvaru 

a<i\2 + a,\\ + ao = 0 , 

kde A i , A 2 jsou její kořeny. Dále se budeme zabývat různými typy řešení 

1. Xi ŕ A 2 

Odpovídaj ící řešení O D R jsou rovny y\ = e A l x a y2 = eXiX. Obecné řešení je pak ve 
tvaru 

y = C l e X l x + c2eX2X c i , c 2 e M 

2. X\ = X2

 = X 

V tomto př ípadě jsou řešením dané O D R funkce y\ = eXx a y2 — xeXx. Obecné řešení 
je dáno vztahem 

y = CiQXx + c2xeXx . 
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3. A i > 2 = a ± f3i pro a, f3 e R, (3 ^ 0 

Naš ím úkolem je z nereálných řešení ý\ = e ( Q + ^ l ) s , = e(A-PL)X zkonstruovat reá lná 
řešení. Úpravou dos táváme 

2̂ = e " 2 1 - ^ — e a z e - « / 3 z _ e

a : E ( c o s fix — i sin . 

Reá lná řešení jsou ve tvaru yi = eax cos((3x), y2 = eax sm(fix) 

Lineární nehomogenní ODRn 
Nehomogenní L O D R n je ve tvaru 

any{n) + an_xyn~x + ... + axy' + a0y = f(x). 

kde ao,a,i,... ,an jsou konstanty, př ičemž a„ ^ 0 a f(x) je spoji té na intervalu I. 

V ě t a . Obecné řešení nehomogenní L O D R n lze psá t ve tvaru 

y(x) = cij / i(x) + c2y2{x) + ... + cnyn{x) + y p ( x ) , 

kde yi,... ,yn je n l ineárně nezávislých řešení homogenní L O D R n a y p je libovolné parti
kulární řešení nehomogenní rovnice. 

Metoda n e u r č i t ý c h k o e f i c i e n t ů 
Tuto metodu lze užít v př ípadě , jedná-l i se o rovnici s kons tan tn ími koeficienty a 

speciální pravou stranou f(x), k t e rá může být typově polynom, exponenciála , popř ípadě i 
sinus a kosinus. J e d n á se o typy funkcí, k teré po derivování dají opě t funkce stejného typu 
a proto je možné po dosazení do rovnice porovnat příslušné členy s pravou stranou a urči t 
neznámé koeficienty. Metoda slouží k určení pa r t iku lá rn ího řešení yp. Pro dále uvedené 
tvary f(x) jsou navrženy předběžné tvary yp takto: 

• f(x) = Pm{x) => yp = Amxm + ... + Aix + A0 

• f(x) = eax => yp = Aeax 

• f(x) = sin bx nebo f(x) = cos bx => yp = A cos bx + B sin bx . 

Pokud tento p ředběžný tvar pro yp m á nějaký shodný člen s tvarem yn, je celý tvar pro 
yp nutno opakovaně násobi t faktorem x, až n e m á s yn žádný společný člen. 

Eulerova diferenciální rovnice 
Homogenní Eulerova diferenciální rovnice je d á n a vztahem 

x2y" + axy' + (3y = 0 , (5.20) 

Pro můžeme rovnici p řepsa t 

y + -y' + —2 = o 
X xz 
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Zavedeme substituci x = e ť, odkud dos táváme t = l n x . Der ivováním složené funkce m á m e 

dy dy dt dy 1 
dx dt dx dt x 

d2y d f dy 1 \ d f dy\ 1 dy f 1 \ d2y 1 1 dy ( 1 
+ ň + d x 2 dx V dt x / dx V dt / x dt V x2 ) dt2 x x dt \ x2  

Po úpravě 

^dy = dy 
dx dt 

2<ŕy_ = d2y dy 
X dx2 dt2 dt ' 

Po dosazení do rovnice (5.20) dos táváme L O D R 2 

d2y dy dy 

Jestl iže tuto rovnici uprav íme , tak získáváme konečný tvar 

^ + ( a - l ) - + / ? y = 0. 

Následné řešení je ve tvaru 

y = C l e r i t + c 2 e r 2 ť pro (a - l ) 2 > 4/5 

y = {c1 + c 2 t ) e I 2 A Ť pro (a - l ) 2 = 4/5 

y = e^lcosi^/Äp - ( a - l ) 2 t ) + i sin( v/4/5 - (a - l ) 2 t ) ] pro ( a - l ) 2 < 4 / 5 , 

kde 

\ [ l - a + v / ( a - l ) 2 - 4/5] 

1, 
f l 2 1 

r 2 = - [ l - a - v / ( « - l ) 2 - 4 / 5 ] . 

Řešení s p roměnnou x je rovno 

y = C i | x | n + c 2 | x | r 2 pro (a — l ) 2 > 4/5 
l-Q y = (ci + c 2 ln |x | ) |x | 2 pro (a — l ) 2 = 4/5 

x | 2" [COS(A /4/5 - (a - l ) 2 l n |x|) + Í S H I ( A / 4 / 5 - (a - l ) 2 l n |x|)] pro ( a - l ) 2 < 4 / 5 . 

Podrobnějš í informace lze nalézt v [2], [6]. 
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6 Závěr 
Práce se zabývala m a t e m a t i c k ý m modelováním přenosu tepla, k teré vede na parciální 
diferenciální rovnice. Důraz by l kladen na analyt ická řešení s tacionárních p ř ípadů rovnic, 
byly rozřešeny okrajové úlohy pro l ineární obyčejnou diferenciální rovnici d ruhého ř á d k u 
s kons tan tn ími koeficienty pro různé kombinace okrajových podmínek a okrajové úlohy 
s Eulerovou difrenciální rovnicí . 

P rác i by bylo možné dále rozšířit o následující směry: ana lýza existence a jednoznač
nosti řešení okrajových úloh pro l ineární O D R 2 , řešení nes tac ionární úlohy v jedné dimenzi 
a s tac ionární úlohy ve vyšší dimenzi, s labá formulace úloh, numer ická ana lýza vybraných 
úloh (včetně numerických expe r imen tů ) . 

Hlavním cílem práce bylo pochopení dané problematiky, sjednocení p o z n a t k ů z více 
p ramenů , jednak co se týče značení , tak logické struktury textu. 

26 



Reference 
[1] Cengel, Yunus A . : Introduction To Thermodynamics and Heat Transfer, M c G r a w - H i l l , 

Santa Rosa, 1996. 

[2] Čermák , J.Matematická analýza III, přednášky, 2010 

[3] Franců, J . : Parciální diferenciální rovnice, skripta, FSI V U T v Brně , 2003, I S B N 
80-214-2334-X. 

[4] Haberman, R.: Elementary applied partial diferential ewuations, Prentice-Hall, New 
Jersey, 1987. 

[5] Lienhard IV, John H . , Lienhard V , John H . : Heat transfer textbook, Phlogiston-Press, 
Massachusetts, 2008. 

[6] Nechvátal , L.:Matematika III, přednášky, 2011 

[7] Pavelek, M . : Termomechanika, skripta, FSI V U T v Brně , 2003, I S B N 80-214-2409-5. 

[8] Pi t ts , Donald R. , Sissom, Leighton E . : Schaum's outline of Theory and problems of 
heat transfer,McGraw-Hill, New York, 1997. 

[9] ht tp: / /cs .wikipedia.org/ , 3.4.2011. 

27 

http://cs.wikipedia.org/

