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Uvod

Teorie grafi m4d mnoho aplikaci v Siroké skéle oborti, napiiklad v informatice, ekonomice,
genetice, sociologii a jinych. Pfesto je ji vénovdna mald pozornost v kurikulu nasSeho vzdéla-
vactho systému. Vzdélavani v oblasti matematiky na zdkladnich Skoldch hraje kli¢ovou roli ve
formovani matematického mysleni a rozvoji analytickych dovednosti u déti jiz od tutlého véku.
Vétime, Ze teorie grafli je uZitecnd pro orientaci v mnoha situacich redlného Zivota a miize Zky
naucit modelovéni redlnych situaci i abstraktnich problémi. Tento obor diskrétni matematiky
nabizi mnoho konceptli, které 1ze dobfe integrovat do vyuky na rznych drovnich. Poskytuje
jedinecny rdmec pro vizualizaci a analyzu vztahG mezi prvky, coZ miiZze pomoci détem Iépe
porozumét abstraktnim matematickym konceptiim a rozvijet jejich matematické mysleni.

Diplomové price si klade za cil analyzovat, jaké dlohy z teorie grafii miZeme efektivné
zaclenit do vyuky matematiky na 1. stupni ZS a jaka je soucasnd situace teorie grafii v matema-
tice. Cilem integrace teorie grafii do vyuky matematiky je poskytnout Zdkiim zdklady z oblasti
teorie grafl, podnitit jejich zdjem o matematiku a rozvijet jejich kritické a analytické mySleni
prostiednictvim praktickych a zabavnych aktivit.

V teoretické Casti prace vymezime nékteré zdkladni pojmy, stru¢né popiSeme historii této
mladé discipliny a uvedeme vybrané zndmé problémy a mozné aplikace teorie grafii. Zaméiime
se predev§im na pojmy a problémy, které vyuZijeme pfi analyze vybranych pracovnich seSitl
matematiky pro 1. stupeit ZS a v praktické ¢4sti. Teoretickou &dst prace zakoncifme popisem
pozice teorie grafii v nasem kurikulu.

V réamci praktické ¢asti jsme analyzovali strategie a dspéSnost Z4ki pfi feSeni dloh z teorie
grafi. Pro tyto ddely jsme vytvorili didaktické testy pro vSechny roéniky na 1. stupni ZS.
Tyto testy jsme reflektovali s uciteli a dale jsme zjiStovali, jak Casto zatazuji teorii graft do
vyuky matematiky. Po vypracovani didaktického testu Zdky jsme porovndvali dspéSnost jejich
reSitelskych strategii a provedli jsme analyzu jejich chyb. Ve vyzkumném vzorku byli zastoupeni
Zaci béznych tfid a zaroven Zici ze tfid s roz$ifenou vyukou matematiky, proto jsme srovndvali
1 ispéSnost téchto dvou skupin.

V piilohach uvadime kromé vytvoreného didaktického testu 1 dal$i dlohy z teorie graft, které

je mozné vyuzit ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS.
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1 Teorie grafi

Pod pojmem graf si lidé Casto predstavi ndstroj pro zndzornéni idajl, piipadné graf funkce.
My se ale budeme zabyvat diskrétnimi strukturami, které jsou tvofené vrcholy a hranami, které
tyto vrcholy spojuji. VyuZitim grafii miZeme feSit problémy z témét vSech predstavitelnych

disciplin. (Rosen 2019, s. 673)

1.1 Vymezeni zakladnich pojmi

1.1.1 Graf

,Graf G je usporadand dvojice (V,E), kde V je neprdzdnd mnoZina vrcholii (nékdy také
uzlit) a E je mnozina hran. KaZda hrana je spojena se dvéma vrcholy. “ (Cioaba 2022, s. 1)
Do definice se nékdy pridavd, Ze mnoZina vrcholt V' je konecna (naptiklad Demel 2002,
s. 11; Gross a kol. 2023, s. 2; Yadav 2023, s. 2). Je to z toho diivodu, Ze mnoZzina vrchold miize
byt i nekonec¢nd. Takovy graf, ktery m4 nekone¢nou mnoZinu vrcholii nebo nekone¢ny pocet
hran nazyvdme nekonecny graf, a naopak graf s kon¢enym poctem vrcholl a hran je koneény
graf. (Rosen 2019, s. 673) V této prici se budeme vénovat vyhradn€ kone¢nym graftim.
Predstavme si zdbavni park, na jehoZ planku jsou vyznacené atrakce a cesty spojujici tyto
atrakce. Atrakce miiZeme zndzornit body a cesty ¢arou jako na Obrdzku 1. KdyZ kreslime graf,

snazime se, aby se hrany nekiiZily, ale neni to nezbytné nutné. Grafy, které je mozné timto

zpisobem nakreslit nazyvame rovinné (nebo také planarni).

autodriha

cirkus

fontdna golf

Obrézek 1: Planek zdbavniho parku

Jak uvadi Hlinény (2008, s. 2) Casto se miZeme setkat s grafy zadanymi formou obrédzkd,

avSak mizeme je definovat i vy¢tem vrchold a hran. Napriklad:



V = {a,b,c,dye, f,q},
E= {{a,b},{a,c},{a,d}, {b, e}, {c.d}. {c, [}, {d. e}, {d, f},{e, g}, {f. 9}}.

Dal$i mozZnosti, jak definovat graf je formou matice. Podle Jirovského (2008, s. 26) jsou
matice matematické schéma, které se pouzivd predevSim v algebie. My se zde zdpisem grafii

pomoci matic zabyvat nebudeme. Na Obrizku 2 je definovin graf parku pomoci matice.
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Obrazek 2: Graf definovany matici

Pokud jsou vrcholy u a v spojené hranou e, oznacujeme je jako koncové vrcholy dané hrany.
Muizeme také fict, Ze vrchol u (nebo vrchol v) je incidentni s hranou e a stejné tak hrana e je
incidentni s vrcholem u (vrcholem v). Vrcholy u a v jsou sousedni (nebo zavislé). Na Obrazku
1 jsou sousednimi vrcholy napiiklad ,,autodrdha‘ a ,,bazén®, stejné tak je vrchol ,,autodriha*
sousednim vrcholem ,,cirkusu*.

Poznamenejme, Ze kazd4 cesta na planku spojuje dvé rozdilné atrakce. Tedy kazd4 hrana
spojuje dva rozdilné vrcholy a Zddné dvé hrany nespojuji stejnou dvojici vrcholti. Takovyto graf

se nazyva jednoduchy.

1.1.2 Nékteré jednoduché grafy

Nyni predstavime nékteré jednoduché grafy, které dile v textu pouzivdme. Tyto grafy se také

¢asto vyuZivaji v praxi.

* V tplném grafu (nebo také kompletnim grafu) jsou kazdé dva vrcholy spojené hranou

(vlevo na Obrazku 3).

* Jednoduchy graf, kde je alespoii jeden pér rozdilnych vrchold, které nejsou spojené, se

nazyvé neudplny. (Rosen 2019, s. 688)



* Sled je posloupnost vrchold a hran, které tyto vrcholy spojuji. Délka sledu je pocCet hran

ve sledu.

* Pokud je délka sledu 0 pouze s jednim vrcholem a Zadnou hranou, nazyvame jej trivialni

sled.
» Uzavreny sled je sled, ktery zac¢ind a kon¢i ve stejném vrcholu.
* Otevreny sled zacind a kon¢i v rozdilnych vrcholech. (Gross 2023, s. 12)
* Tah je sled, ktery miiZe obsahovat kazdou hranu nejvyse jednou.
* Cesta je sled, ve kterém se vzdjemné liSi kazdé dva vrcholy (uprostfed na Obrazku 3).

* KruZnice (nebo také cyklus) je uzavieny sled, kde se 1isi kazdé dva, kromé prvniho a
posledniho, které jsou totozné. KruZnice musi mit alespoii 3 vrcholy, z toho vyplyvéd, Ze
nejmensi kruZnice je dplny graf se tiemi vrcholy. Graf, ktery obsahuje kruZnici se nazyva

cyklicky (vpravo na Obrazku 3). (Kovar 2022, s. 47-49)

* Eulerovsky tah v grafu G je tah obsahujici vSechny hrany grafu G pravé jednou. Eule-
rovska kruzZnice v grafu G je kruZnice obsahujici kazdou hranu e grafu G. (Gross 2023,

s. 18)

* V pripadé, Ze mame takovy sled, kdy je kazdy vrchol v v grafu GG navstiveny pravé jednou,
pak takovou cestu nazyvame hamiltonovska cesta. Termin hamiltonovska kruZnice

oznacuje hamiltonovskou cestu, kterd tvoii kruznici. (Barnett 2009, s. 3)

i
Obrézek 3: Uplny graf, cesta, kruZnice

Uvedené jednoduché grafy miiZzeme nahliZet také jako podgrafy.
~Méjme graf G = (V, E), potom podgraf H = (W, F') je graf ziskany odebrdnim nékterych
vrcholi a nékterych hran 7 G. Podgraf H nazyvame indukovany, pravé kdyz vznikl z G tak,

Ze jsme odebrali pouze vrcholy a incidentni hrany s témito vrcholy. Z této definice vyplyva, Ze
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graf G je sam sobé indukovanym podgrafem. “ (Cioaba 2022, s. 8) Na Obrazku 4 je graf H
indukovanym podgrafem grafu G.

Vzhledem k predchozi definici graf G oznacujeme jako nadgraf (nebo supergraf) grafu H.
Rikdme, Ze podgraf je obsaZen ve svém piivodnim grafu, a naopak graf obsahuje viechny své
podgrafy. Podgraf, ktery je se svym nadgrafem totozny, nazyvame nevlastni. Pokud se v pod-
grafu nevyskytuje alespoii jedna hrana nebo vrchol pivodniho grafu, pak podgraf oznacujeme
jako vlastni. Podgraf, ktery ma vSechny vrcholy ptivodniho grafu se nazyva faktor (nebo také
hranovy podgraf). Na Obrazku 4 je graf I faktorem grafu . Klika je podgraf, ktery je tvofen
uplnym grafem. (Kovar 2022, s. 36; 43)

a b a b a b

G H I

Obrazek 4: Graf G a jeho podgrafy H a [

1.1.3 Vzdéalenost v grafu

Vzdalenost d(u,v) z vrcholu u do vrcholu v v grafu G je délka nejkratsiho sledu z v do v
v piipadé, Ze existuje. Pokud sled neexistuje, pak d(u,v) = oo. Nejkratsi sled je vzdy cestou,
proto miizeme v uvedené definici tato dvé slova zaménit a vyznam zlistane stejny. KdyZ feSime

praktické problémy, Casto se zaméfujeme na extrémni vzdalenosti v grafu.

* Vystrednost (nebo také excentricita) vrcholu v je vzdalenost z vrcholu v do vrcholu,
ktery je od néj nejdél. Vystiednost znac¢ime ecc(v). Grafy s vysokou vystfednosti maji

,profidlé hrany*.

e Prameér grafu G je nejvétsi vystfednost vrcholu v G nebo maximaélni vzddlenost mezi
dvéma vrcholy v G. Primér zna¢ime diam(G). Vrcholy s velkou vystiednosti byvaji

umistény po strandch grafu.

* Polomér grafu GG je nejmensi vystiednost. Polomér zna¢ime rad(G). Vrcholy s malou

vystfednosti jsou vétSinou umistény ve stfednich ¢dstech grafu.

6



Y

Obrazek 5: Graf G, kde diam(G) = 4 arad(G) = 2 (Gross 2023, s. 282)

* Centralni vrchol v je vrchol s minimdln{ vystfednosti.

* Centrum grafu G je podgraf indukovany na mnoZin€ centralnich vrcholt grafu G. V kruz-
nici maji vSechny vrcholy stejnou vystfednost, coZ znamend, Ze kruZnice je totoZnd se svym

centrem.

* Periferie grafu G je ,,opak* centra, tedy podgraf indukovany na mnoZiné vrchold s ma-

ximdlni vystfednosti. (Gross 2023, s. 282-283)

Graf G na Obrazku 5 ma pramér diam(G) = 4. Vrcholy s nejvétsi vystfednosti jsou u, v, w,
protoze d(u,v) = d(u,w) = 4. Polomér rad(G) = 2, nebof centralni vrcholy grafu G jsou x,y
a plati, ecc(r) = 2 a ecc(y) = 2. Vrcholy x, y tvofi centrum grafu G. Naopak periferie grafu G

je tvorena vrcholy u, v, w.

1.1.4 Orientovany a neorientovany graf

U grafti, které jsme si zatim predstavili nezdleZelo na orientaci jejich hran, takovym grafim
fikime neorientované grafy. Hranu mezi vrcholy v a v v neorientovaném grafu miiZeme
reprezentovat dvouprvkovou mnozinou {u,v}. (Bélohlavek 2020, s. 81) Nekdy je zapotiebi,
urcit smér hran. Napiiklad, kdyZ v zdbavnim parku jezdi autobus pouze jednim smérem. Takovy
planek zakreslime prostfednictvim orientovaného grafu, kde hrany jsou zakonceny Sipkou
urcujici smér hrany. (Rosen 2019, s. 675)

,,Orientovany graf (nebo digraf) (V, E) je tvofen neprdzdnou mnoZinou vrcholii V- a mno-
Zinou orientovanych hran E. KaZdd orientovand hrana spojuje usporadanou dvojici vrcholii
(u,v). “ (Rosen 2019, s. 675) Orientované hrany nékdy stru¢né nazyvame $ipy. Rikdme, Ze ori-
entovand hrana vychazi z vrcholu u a tento vrchol nazyvame vychozi nebo pocatecni a vrchol
v, kde hrana konéi nazyvame koncovy. Orientovana smycka je orientovand hrana, kterd ma
stejny vychozi i koncovy vrchol. Hrany (u,v) a (v, u) oznacujeme jako opa¢né orientované.

(Kovar 2022, s. 156)



Necht (u, v) je hrana v orientovaném grafu, pak vrchol u je poc¢ateéni vrchol této hrany a
vrchol v je koncovy vrchol. V piipadé smycky je pocatecni vrchol totoZny s koncovym.

Je mozné, Ze mezi dvéma atrakcemi povede vice rozdilnych cest. V takovém planku vyu-
Zijeme nasobné hrany, cozZ jsou hrany, které spojuji stejny péar vrchold. Graf, ktery obsahuje
ndsobné hrany nazyviame multigraf (vlevo na Obrazku 6).

Na misté atrakce miZeme narazit na okruh, ktery za¢ind i kon¢i na stejném misté a nejde
na ném odbocit z cesty. Pro zakresleni takovéto trasy jsme vyuZili smycku. Na Obrazku 6 je
v prostfednim grafu smycka incidentni s vrcholem g. Graf, ktery obsahuje smycky (a miZze

obsahovat i ndsobné hrany), ozna¢ime jako pseudograf. (Rosen 2019, s. 673—675)

Obrazek 6: Multigraf, pseudograf, orientovany graf

Neorientovany graf se nazyvd souvisly, pravé kdyZ existuje cesta mezi kazdymi dvéma
riznymi vrcholy v grafu. Komponenty souvislosti jsou souvislé podgrafy nesouvislého grafu.
(Rosen 2019, s. 717) Na Obrazku 7 je vlevo zobrazen souvisly graf a vpravo nesouvisly.

Komponentami zobrazeného nesouvislého grafu jsou dva podgrafy se tremi vrcholy ve tvaru
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Obrazek 7: Souvisly a nesouvisly graf

trojahelnikd.

., Bipartitni graf (n¢kdy také sudy graf) G je neorientovany graf, jehoZ mnoZina vrcholi V

miize byt rozdélena do dvou disjunktnich podmnoZin T a U takovych, Ze kaZda hrana z G mad



jeden koncovy vrchol v T' a jeden koncovy vrchol v U.“ (Gross a kol. 2023, s. 7) V bipartitnim
grafu neexistuje kruZnice, kterd by méla lichy pocet hran. (Zelinka 1977, s. 39) Stejné tak nemiize

tento typ grafu obsahovat smycky.

Obrézek 8: Uplny bipartitni graf K. 3.4

Uplny bipartitni graf je jednoduchy bipartitni graf, kde kazdy vrchol z mnoZiny T je
spojeny hranou ke kazdému vrcholu z mnoziny U. KaZdy dplny bipartitni graf, ktery md m
vrcholil v podmnoZzing€ 1" a n vrcholi v podmnoZiné U, zna¢ime K,, ,, (Obrazek 8).

Ne&kdy je dobré poznat, zda je mozné dva grafy nakreslit stejnym zptsobem. To znamen4,
Ze musime zjistit, zda maji grafy stejnou strukturu, ptestoze jejich vrcholy maji jind jména a na
obrazku jsou rozmistény riiznym zplsobem. Napiiklad v chemii se grafy pouZivaji pro modely
chemickych slou€enin. Rozdilné slouceniny mohou mit stejny molekuldrni vzorec, ale mohou
se liSit ve struktufe. Takové slouceniny miZzeme modelovat pomoci grafli, které nelze zakreslit
stejnym zplsobem. Grafy reprezentujici dfive zndmé slouceniny mohou byt pouZity k urcent,
zda byla dand (ddajn€ novd) sloucenina zkoumana uz diive.

wJednoduché grafy G = (V. E) a H = (W, F) jsou izomorfni, jestliZe existuje vzdjemné
Jjednoznacné zobrazeni f z V do W takové, Ze kaZdé dva vrcholy v a v jsou sousedni v G prdvé
tehdy, kdyz? f(u) a f(v) jsou sousedni v H.“ (Rosen 2019, s. 706) Na Obrdzku 9 miZeme vidét

ukdzku tf{ grafi, které jsou vzdjemné izomorfni.

= O
b b RBE o
0 @ © © 0‘@

Obrazek 9: Izomorfni neorientované grafy (Bélohlavek 2020, s. 84)



1.1.5 Ohodnoceny graf

Ohodnoceny graf je jednoduchy graf, ve kterém ma kazda hrana pfidélenou hodnotu (typicky
kladné c¢islo). Této hodnoté fikime ohodnoceni hrany. (Yadav 2023, s. 47) Ohodnoceny graf
muzZe zndzorfiovat délku cesty mezi dvéma mésty, ale také ¢asovou ndrocnost trasy, cenu za
stavbu silnice, kapacitu spojeni atp. Na Obrazku 10 miiZeme vidét ukdzku ohodnoceného grafu.

KdyZ mluvime o ohodnocenych grafech, mdme na mysli grafy s ohodnocenymi hranami.
Ale miZzeme se setkat i s tzv. vrcholové ohodnocenymi grafy, kde kazdy vrchol ma pridélenou
hodnotu. Knisley a Knisley (2014) uvédi, Ze v bioinformatice a matematické biologii se hojné
vyuZzivaji grafové modely biomolekularnich struktur jako jsou struktury bilkovin, které potfebuji

vyuZivat i ohodnoceni vrchold.

Obrazek 10: Ohodnoceny graf

Stupen vrcholu v je pocet hran, které jsou incidentni s danym vrcholem v. Znacime jej
deg(v). Vrchol miize mit sudy nebo lichy stuperi, podle toho, zda je pocet hran sudy nebo lichy.
V grafu na Obrdzku 11 plati deg(a) = 3, tedy stupeii vrcholu a je 3, tento vrchol maé lichy
stupei. Naopak sudy stupeit md naptiklad vrchol g, protoze plati, Ze deg(g) = 2. (Cioaba 2022,
s. 3) Jednoduchy graf se dvéma a vice vrcholy musi pfirozené mit alespoii jeden pér vrchold,
jejichz stupné jsou si rovny. (Gross 2023, s. 4) Izolovany vrchol je vrchol, jehoZ stupe je roven
nule. (Sengoku 2023, s. 7)

KdyZ zapiSeme vSechny stupné vrchold do posloupnosti (deg(vy),deg(vs), ..., deg(vy)),
vznikne skoére grafu. (Kovar 2022, s. 40) Dvé skére grafu jsou stejnd, pokud jedno mizeme
pomoci permutaci zménit na druhé. Stejné skoére grafu je jednou z podminek pro izomorfismus,
naopak to ovSem neplati. To znamend, Ze pokud maji dva grafy stejné skore grafu, nemusi byt

nutng izomorfni. (Yadav 2023, s. 23) Pro skére grafu plati Eulerova véta o souctu stupiili vrcholu,
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kterd fik4, Ze soucet vSech stupiili vrcholu je roven dvojndsobku poctu hran. Z toho vyplyvi, Ze
pokud je v grafu vrchol s lichym stupném, pak takovych vrcholii musi byt sudy pocet. (Gross

2023, s. 4)

a b
(30—

f g

(3,2,3,4,3,3,2)

Obrazek 11: Stupné vrcholl a skdre grafu

Skoére grafu se vyuziva pti analyze grafu, jelikoZ poméhd identifikovat strukturu sité. Vyssi
stupné vrcholtt mohou indikovat vyznamnéj$i vrcholy v siti, naopak nizké stupné nds mohou
informovat o chybé&jicich spojenich nebo slabindch grafu. Velké rozdily mezi jednotlivymi
stupni mohou znamenat nerovhomérné zatiZzeni sit€¢. Konkrétné pfi planovani dopravnich siti
muze skore grafu pomoci identifikovat diileZité dopravni trasy a znalost skére grafu dopravni
sit€¢ miZe vést k lepSi optimalizaci spojeni.

Pro regularni graf G plati, Ze vSechny vrcholy maji stejny stupeii. Graf, jehoZ kazdy vrchol
md stupenl k£ se nazyva k-reguldrni. Skére reguldrniho grafu je (k, k, k, ..., k). Kazdy uplny graf
s poctem vrcholii n je (n — 1)-reguldrni. (Gross 2023, s. 5) Na Obrazku 12 jsou zobrazeny ¢tyfi
regudlni grafy. Graf G je O-reguldrni, graf H je l-reguldrni, graf I je 2-reguldrni a graf J je

3-regularni.

N

Obrazek 12: Regulédrni grafy
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1.1.6 Teorie stromu

Souvislé neorientované grafy, které neobsahuji kruZznice se nazyvaji stromy. Stromy se bézné
pouzivaji v informatice a jsou vyuZitelné v Siroké fadé algoritml. MiiZeme je pouZit napiiklad
pro model postupu ve hrach, kde pomdhaji vybrat vyherni strategie. Zndmym vyuZitim stromi
jsou rodokmeny, které zobrazuji genealogické schéma.

Ve stromu lze najit jedine¢nou cestu mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy. V pifipadé, Ze graf
neobsahuje kruZnice, ale zdroven je nesouvisly, nazyva se les. Kazda jednotlivd komponenta
souvislosti lesu je strom. (Rosen 2019, s. 781-784) Grafy na Obrdazku 13 dohromady tvof{ les.

Kofenovy strom je strom, kde je jeden vrchol oznacen jako koren. Kofen miize byt libovolny
vrchol, ale zpravidla se jednd o vrchol, ktery je vyznamny v hierarchii daného grafu. (Bélohlavek
2020, s. 108)

JestliZe strom md n vrcholl, pak hvézdou nazyvame strom, ktery ma jeden vrchol stupné
(n— 1) adal8ich (n — 1) vrcholi ma4 stupen 1. Strom, ktery oznacujeme jako hada md 2 vrcholy
stupné 1 a ostatni vrcholy stupné 2. (Vejmola 1989, s. 142—-143) Graf GG na Obrazku 13 je hvézda
a graf H je had.

Terminologie pro stromy ma botanicky a genealogicky ptivod. Nechf G je kofenovy strom.

* Potomek je vrchol v a predek je vrchol u takovy, Ze cesta z kofene r do vrcholu v ma

tvarr,...,u, ..., 0.

* Nasledovnik (nebo piimy potomek) je vrchol v a piredchiidce (nebo rodic je vrchol w,

jestliZe cesta z kotfene r do vrcholu v mé tvar r, ..., u, e, v.
* List je vrchol v, ktery nemd Zddného nédsledovnika.
* Vrchol v, ktery mé potomky se nazyva vnitini vrchol.

* Hloubka (nebo droven) vrcholu v je vzdalenost od kofene r do vrcholu v. (Bélohldvek

2020, s. 108)

Kofenovy strom nazyvame n-arni strom v piipadé, Ze kazdy vnitini vrchol nem4 vice nez n
déti. V iplném n-arni stromu ma kazdy vnitini vrchol praveé n déti. N-arni strom, kde n = 2
nazyvame bindrni strom (graf / na Obrazku 13). (Rosen 2019, s. 783-784)

Kostra grafu je podgraf, ktery hranami spojuje vSechny vrcholy plvodniho grafu a je

stromem. V ohodnoceném grafu se miizeme zajimat o nalezeni podgrafu, ktery bude mit spojené
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G H I

Obrazek 13: Stromy

vSechny vrcholy a zdrovenl hodnoty hran, které je spojuji, budou mit co nejniZs$i ohodnoceni.
Pokud takovy graf obsahuje kruznici, miZeme odstranit hrany s vy$§im ohodnocenim, nebof
hleddme kostru grafu, jejiz hodnota bude minimdlni. Takovy podgraf nazyvdme minimalni

kostra grafu. Tento podgraf nemusi byt jedine¢ny. (Cioabd 2022, s. 58; 61)

1.2 Historie teorie graft

Teorie grafii byla mnohokrat objevovdna v riznych védach nezdvisle na sobé, napiiklad jako
model chemickych vazeb, elektrickych siti nebo jako soucdst aplikované matematiky. I v tomto
stoleti stdle probihaji vyznamné objevy.

Pokud se zaméfime na obrdzky grafti, tak se dostaneme do ddvné historie. Za nejranéjsi
formy grafu povazuji Kruja a kol. (2002, s. 285) hru Mlyn, pfi¢emz nejstarsi pozlstatky pochazi
ze starovékého Egypta. Dalsi starovéké piiklady kreseb grafi jsou rodokmeny, které zdobily
fimskd sidla. Kromé stromt se ve stfedovéku kreslily i jiné grafy za dcelem reprezentace a
vizualizace abstraktnich informaci. Napiiklad tzv. logické ¢tverce se vyuZivaly jako ndstroj pro
vyuku logiky.

Za pocatek teorie grafti jako védy je povaZovén rok 1736, kdy Euler publikoval sviij ¢lanek
[11] o feSeni zndmého problému o sedmi mostech mésta Krdlovce. Leonard Euler je zndmy jako
otec teorie grafli. (Yadav 2023, s. 1-2) Kromé zminéného problému mostil se zabyval i ,,ilohou
jezdce*, kterd z naSeho pohledu spociva v hleddni hamiltonovské kruZznice v grafu. Teorie grafii
tedy zacala vznikat v 18. stoleti jako ndstroj pro feSeni dloh z oblasti tzv. rekrea¢ni matematiky.
Samotny Euler, ale ve své praci graf nenakreslil (Obrazek 15). Mosty v Krédlovci zpracoval do
podoby grafu az Walter William Rouse Ball (Obrédzek 16) v roce 1892 v knize zaméfujici se
pravé na zminénou rekreacni matematiku. (Kruja a kol. 2002, s. 277-281)

Dalsi publikace byla vyddna aZ vice neZ sto let po Eulerovi, a to v roce 1847, kdy se Gustav
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Kirchhoff zabyval otdzkami teorie stromil, které vyuzival pfi vypoctu proudd v elektrickych
sitich. Stromy se pak déle rozvijely predev§im v rdmci praktickych tloh v chemii, kde je zkoumal
napiiklad Arthur Cayley. Problematikou stromi se zabyvali také James Joseph Sylvester nebo
Camille Jordan. Pravé J. J. Sylvester ve svém ¢ldnku z roku 1878 poprvé pouZzil pojem graf
v dne$nim slova smyslu.

Dalsi vyznamny matematik byl William Rowan Hamilton, ktery roku 1859 vymyslel hru
(Obrézek 15), jejimz cilem je nalézt hamiltonovské kruznice. Tuto hru nazval ,Icosian game*
podle feckého slova znamenajiciho dvacet. Ukolem je umistit 20 kamenti s &isly na vrcholy
grafu, ktery je izomorfni s vrcholy a hranami dvacetist¢énu. Podminkou je, Ze kameny se musi

umistit tak, aby tvofily hamiltonovskou kruZnici. (Barnett 2009)

Obrazek 14: Icosian game (Dalgety 2017)

Prvni kniha, kterd se vénovala vyhradné teorii grafti, vznikla v roce 1936 z pera madarského
matematika Dénese Koniga [25]. Sisma (1996) tento rok oznaduje za konec obdobi ,,prehistorie
teorie grafli. Po roce 1945 pak nastdva rozvoj oboru a stoupd po¢et matematiki, ktefi se jim
zabyvaji a vysledky z teorie grafl se zacinaji aplikovat do rtiznych obort lidské ¢innosti.

V Ceskoslovensku se grafy poprvé zabyval Otakar Boriivka, ktery v roce 1926 vydal ¢lanek
,0 jistém problému minimalnim* [5], kde predstavil algoritmus pro hleddni minimalni kostry.
Boriivku pro tuto prici inspiroval jeden jeho zndmy, pracovnik firmy budujici elektrorozvodné
sit&, ktery ho poprosil o pomoc s timto problémem. Nejen, Ze Boriivka problém vyfesil, ale také
vysledek zobecnil a zapsal se tak do déjin diskrétni matematiky. (Fuchs 1996)

Dnes uz se Boravkiv algoritmus moc nepouzivd. Nahradili ho Kruskaliv algoritmus a
Jarnikiv algoritmus. Vojtéch Jarnik vydal 4 roky po Bortivkovi ¢ldnek, ktery se jmenoval stejné
jako ¢lanek ptvodni. Popsal v ném jednodussi zpiisob nalezeni minimdlni kostry grafu. Oba Cesti

matematici tim predbéhli svou dobu zhruba o ¢tvrt stoleti. Velky zdjem o tento optimalizacni
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problém propukl az v 50. letech minulého stoleti s rozvojem pocitacové védy. (Milkova 2000)
Kostrami grafu se zabyval také Jiri Sedlacek, ktery je autorem prvni ¢eské knihy o teorii
grafi s ndzvem ,,Kombinatorika v teorii a praxi: dvod do teorie grafi* (1964) [35]. Tato
monografie méla dspéch, o cemz svédci i jeji preklad do némeckého a bulharského jazyka. Byl
pritkopnikem tohoto oboru v Ceskoslovensku, zaslouZil se o pravidelny seminf a organizoval

mnoho konferenci. (Fiedler 1984)

1.3 Vybrané znamé problémy

Nyn{ si pfedstavime nékteré vybrané znamé problémy z teorie grafi.

1.3.1 Sedm mosti mésta Kralovce

Obrazek 15: Obrazek z pivodniho ¢lanku (Euler 1741, s. 128)

Mésto Konigsberg, ¢esky Krilovec, je dnes soucdsti Ruska a protékd jim feka Pregola, pres
kterou v Eulerové dobé vedlo sedm mostl (Obrazek 15). Otdzka zni, zda je moZné, abychom
vSechny tyto mosty piesli béhem jediné prochdzky tak, aniZ bychom po jednom mosté presli
dvakrat a zaroven naSe prochdzka musi koncit na stejném misté jako zacala. V jazyce teorie grafii
otdzka zni: existuje v multigrafu, ktery je na Obrdzku 16, se ctyfmi vrcholy a sedmi hranami
eulerovsky tah? Na tento problém odpovédél zaporné Leonard Euler roku 1736.

Euler dokézal, Ze pokud hleddme sled, ktery prochdzi vS§emi hranami grafu, musi byt splnén

alespoii jeden z nasledujicich pfedpokladii:

* vSechny vrcholy grafu jsou sudého stupné,
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* dva vrcholy jsou lichého stupné a vSechny ostatni stupné sudého, pfi¢emz tah zacind

v jednom vrcholu lichého stupné a ve druhém kon¢i. (Vejmola 1986, s. 153)

D

Obrazek 16: Historicky prvni zpracovani dlohy do podoby grafu (Kruja a kol. 2002, s. 280)

Jiz vySe jsme definovali eulerovskou kruZznici a tah, o kterych miZzeme fict, Ze jsou uZitecné
pfi feSeni mnoha praktickych problémi. Napiiklad mnoho aplikaci vyZaduje cestu nebo okruh,
ktery projde kaZdou ulici v dané oblasti nebo kaZdou silnici v dopravni siti pravé jednou. Pokud
si postak najde eulerovsky tah v grafu, ktery reprezentuje ulice, které musi projit, tato cesta
vytvofii trasu, kterd projde kazdou ulici pravé jednou.

Pokud neexistuje Zddnd eulerovskd cesta, nékteré ulice budou muset byt projety vice nez
jednou. Takovy problém je zndm jako problém ¢inského poStovniho dorucovatele na pocest
Guan Meigu, ktery ho formuloval v roce 1962.

Mezi dalsi oblasti, kde jsou aplikovany eulerovy kruzZnice a tahy, patfi ndvrh okruznich cest
nebo molekuldrni biologie, kde jsou eulerovy cesty pouZzivdny pfi sekvenoviani DNA. (Rosen

2019, s. 729-734)

1.3.2 Minimalni cesta v grafu

Jak miiZeme najit nejkratsi cestu z naSeho domu na libovolné misto ve mésté? Tento problém
muZeme pievést na graf a hledat nejkratsi cestu z jednoho vrcholu do druhého v ohodnoceném
grafu. Hleddni minimdlni cesty je jeden z nejCastéjSich optimalizacnich problémi, ktery se
v praxi feSi. Napiiklad navigacni systémy fesi tento problém tak, Ze hodnoti hrany na zakladé
vzdélenosti mezi jednotlivymi vrcholy nebo miiZou k ohodnoceni pouZit jiny parametr, tfeba
¢asovou ndro¢nost jednotlivych cest. Dnes velice populdrni dorucovaci sluzby, ale i pfenos dat
v siti je fizen programy, které fesi tento problém. Uvedeme dva nejzndméjsi algoritmy, které se
vyuZivaji pfi hledani minimdlnich cest v grafu.

Dijkstriiv algoritmus

Dijkstrav algoritmus najde nejkrat$i cesty pro vSechny vrcholy v grafu z poZadovaného

vrcholu. Pro nalezeni nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v v ohodnoceném grafu G, kde
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hodnoty hran jsou kladné, budeme postupovat nasledovné.

Krok 1: Ptifadime vrcholu v oznaceni (-, 0). Podobné znaceni budeme pouZivat i u ostatnich
vrchold, kde na prvnim misté zaznamendvdme predchozi vrchol a na druhém vzdalenost

od pocéte¢niho vrcholu u do vrcholu v.

Krok 2: Dokud neni vrchol v oznacen nebo nejsou Zddné moZnosti pro prifazeni dalSich ozna-

¢eni, postupujeme podle nésledujicich krokd.

(i) Pro kazdy oznaceny vrchol x(w,d) a pro kazdy neoznaceny vrchol y, ktery je
sousedni s x vypoéitdme d + z(e), kde e je hrana incidentni s vrcholy x a y a z(e)

znaci délku této hrany.

(i) Pro kazdy oznaceny vrchol x a sousedni neoznaceny vrchol y, do kterého vede

minimalni vzdalenost d' = d + z(e), ozna¢ime vrchol y znackou (x, d').

Vrchol miize byt oznacen (w, d’) pro rozdilné vrcholy w, vybereme ten s minimdlni cestou.
(Yadav 2023, s. 78)
Floyd-Warshalliv algoritmus

Algoritmus s ponékud pomalej$im vypoctem, ale za to jednodussi implementaci je Floyd-
Warshalltiv algoritmus. Vyhodou je, Ze tento algoritmus najde cestu mezi kazdymi dvéma vrcholy
a urci jejich vzdalenost. Také umoZziiuje i hledani cest v grafu se zdpornymi hodnotami hran
(narozdil od algoritmu Dijkstrova). Pokud bude cesta kratsi pies tieti vrchol, pouZije tuto kratsi
cestu, jelikoz prochdzi vSechny mozné cesty.

Algoritmus nejprve zapiSe zndmé hodnoty, které mize pozdéji vylepSovat. K hrandm sou-
sednich vrcholl zapiSe jejich hodnotu, k vrcholim identickym nulu a vrcholy, kde hrana ne-
existuje maji ohodnoceni co. V dalSim kroku algoritmus hleda cestu z vrcholu u do vrcholu
v pres vrchol w a porovndvd délku této cesty se vzddlenosti, kterou ma jiZz zapsanou. Jestlize
d(u,v) > d(u,w)~+d(w,v), pak pavodni vzdalenost zméni za kratsi, v opaéném piipadé vzdale-
nost ponechd. Takhle algoritmus postupuje, dokud neprovéii vS§echny cesty mezi dvéma vrcholy

v grafu GG a nezapiSe ty nejkratsi. (Jirovsky 2008, s. 41-42)

1.3.3 Minimalni kostra grafu

Predstavme si, Ze mdme nékolik mést v oblasti a chceme postavit cesty, které by ndim umozZnili

mezi témito mésty cestovat. KdyZ pldnujeme stavbu silnic, pfedpoklddejme, Ze cesty budou
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ktizit ve méstech. Abychom minimalizovali cenu stavby silnic, najdéme zptsob, jak je postavit
tak, abychom mohli cestovat mezi dvéma libovolnymi mésty a zaroven zaplatili co nejméné za
stavbu silnic. Budeme tedy hledat minimdln{ kostru grafu (Obrazek 17). (Sengoku 2023, s. 206)

Predstavime si nyni nejpouzivanéj$i algoritmy pro hleddni kostry grafu. Algoritmy jsou
sefazeny podle doby jejich publikace. U Bortivkova algoritmu, jako u jediného, predpokldddme,

7e 74dné dve hrany nemaji stejné ohodnoceni.

Obrazek 17: Minimdlni kostra grafu

Boruvkiv algoritmus

Bortivkiv algoritmus prochdzi postupné v§echny vrcholy a pro kazdy z nich vybere incidentni
hranu s nejmensim ohodnocenim. Tim vétSinou vznikne nesouvisly graf, proto algoritmus znovu
hledd hrany s nejmensim ohodnocenim mezi jednotlivymi podgrafy, dokud nespojime vSechny
vrcholy v jeden souvisly strom.

U tohoto algoritmu miiZe nastat problém, jelikoZ pfi stejném ohodnoceni dvou rozdilnych
hran mize dojit k vytvofeni kruZnice. Proto ma jako jediny z uvedenych algoritmil pocate¢ni
poZadavek navzdjem riizného ohodnoceni hran.

Jarnikuv algoritmus

Postupujeme od libovolného vrcholu a vybirdme z hran s nim incidentnich tu, kterd ma
nejmensi ohodnoceni. Tim ndm vznikd strom, pro ktery opét najdeme hranu s nejmenSim
ohodnocenim z mnoZiny hran, které se tohoto stromu dotykaji. Tzn. z hran, jejichZ jeden vrchol
je soucdsti stromu a druhy nikoli. Takto postupujeme, dokud nebudou vSechny vrcholy grafu
soucdsti stromu.

Ve svété je Jarniklv algoritmus zndméjsi pod nazvem Primuv algoritmus podle Roberta

Prima, ktery ovSem algoritmus objevil 27 let po Jarnikovi.
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Kruskaliv algoritmus

Kruskaltiv algoritmus nejprve vezme vSechny hodnoty hran a usporddd je neklesajicim
zptisobem. Potom postupné bere hrany podle tohoto uspofaddni a v pfipadé, Ze s jiZ vybranymi
hranami netvofi kruZnici, pfidd je do grafu. Algoritmus opét konc¢i se vznikem stromu, ktery je
minimdln{ kostrou daného grafu.

Odbornici maji snahu algoritmus stdle vylepSovat, aby byl co nejrychlejsi, pfipadné aby

dokdzal najit minimdlni kostru, kterd spliiuje i dalsi podminky. (Milkovd 2000)

1.3.4 Problém obchodniho cestujiciho

Problémem obchodniho cestujiciho se zabyva predevSim informatika, a pfestoZe se nim zabyvalo
uz velké mnozstvi matematikl a informatikd, stile nebyl problém tplné vyfesen. Tato tloha by
mohla byt aplikovand pro vyreSeni fady problémd, které nds trapi v béZném Zivoté. Mluvime
vSak o problému, ktery jde souCasnymi algoritmy feSit pouze s tzv. exponencidlni sloZitosti.
(Zambito 2006)

Obchodnik musi béhem své cesty navstivit fadu mést. Jestlize zndme vzdalenost mezi mésty,
v jakém portadi je m4 navstivit tak, aby cestoval do kazdého mésta pravé jednou a vratil se zpét na
start s minimalnim poctem najetych kilometra? V matematické reprezentaci hleddme nejkratsi
hamiltonovskou kruZznici v dplném ohodnoceném grafu. Mésta reprezentujeme pomoci vrcholl
a cesty mezi nimi pomoci hran, které jsou ohodnoceny vzdédlenosti mezi mésty (Obrdzek 18).

(Yadav 2023, s. 37)

Obrazek 18: Problém obchodniho cestujiciho

Zékladem pro zkoumdni tohoto optimaliza¢niho problému vytvofili jiZ zminéni matematici

Leonard Euler a William Rowan Hamilton. Obecnou formulaci problému obchodniho cestujictho
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se ve 30. letech minulého stoleti publikoval Karl Menger. (Cook 2012)

1.3.5 Problém ¢ty barev

Predstavme si politickou mapu statl, kde kazdy stét je souvisld oblast. Na takové mapé jsou
sousedni staty ty, které maji spolecnou hrani¢ni ¢aru (nestaci jen spolecné izolované body). Kdyz
chceme obarvit mapu, pak tyto sousedni stdty nesmi mit stejnou barvu, podobné jako na Obrazku
19. Otdzka zni, zda miiZeme libovolnou mapu v roviné nebo na kouli obarvit pomoci Ctyf barev.
Takovou mapu miiZzeme prevést na rovinny graf, kde stity jsou reprezentovdny vrcholy a hrany
jsou spojené s vrcholy pravé tehdy, kdyz jsou piislusné staty sousedni.

Francis Guthrie roku 1850 vybarvil hrabstvi na mapé Anglie ¢tyfmi barvami. Predstavil
tento problém svému bratrovi Frederikovi, ktery v tu dobu studoval u Augusta De Morgana.
De Morgan nedokdzal odpovédét na otdzku, zda staci k obarveni libovolné politické mapy Ctyfi
barvy a obrétil se v dopise na Hamiltona. Ten v§ak odpovédél, Ze se problémem nebude zabyvat

aDe Morgan zacal otdzku Sifit mezi dal§i matematiky. Diikaz byl nakonec formulovédn za pomoci

pocitade v roce 1976. (Sisma 1997, s. 169-170)

aizmetars

Obréazek 19: Barveni mapy (Kravarova 2016, s. 42)

Nejmensi pocet barev, ktery potiebujeme k obarveni grafu G tak, aby neexistovala hrana,
ktera spojuje dva vrcholy stejné barvy, nazyvame chromatické ¢islo grafu G a zapisujeme jej
X(G). Pokud je v grafu G alespori jedna hrana, pak x(G) > 2, protoZe vrcholy, které jsou
sousedni musime obarvit rozdilnou barvou. Chromatické ¢islo dplného grafu K s n vrcholy
je rovno n, jelikoZ kazdé dva vrcholy v K jsou spojeny hranou. Pokud pro graf G plati, Ze

X(G) = 2, pak je bipartitni. Pro rovinny graf G plati, Ze x(G) < 4, ¢imz se dostdvame zpét
k problému Ctyt barev. (Zelinka 1977, s. 38-39; 81)
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z vz

Nyni si ukdZeme algoritmus, ktery hledd chromatické ¢islo na dloze ze soutéZe Matematicky
klokan (Obrazek 20). Tato dloha byla v kategorii Klokdnek, kterd je urcena pro Zdky 4. a

5. ro¢nikd.

Krystof ma vybarvit krouZzky na obrazku tak, aby kaiZdé dva
krouzky spojené tdseckou mély ruznou barvu. Kolik nejméné
barev potiebuje?

(A) 2 (B) 3 (C) 4 D)5 (E) 6

Obrazek 20: Zadani dlohy 15 z kategorie Klokdnek v roce 2023 (Hatle 2023b, s. 19)

Pro barveni grafl je zndma fada postupti, jak dosdhnout optimdlniho feSeni. Uvedeme si

jeden, ktery popisuje Vecerka (2007, s. 34-36).

Krok 1: Na zacdtku nastavime B = (. Proménnd B zaznamendvd zatim nejvySsi pocet barev,
které jsme v grafu pouZili pro obarveni vrchol. V tomto kroku jsou zatim vSechny
vrcholy neobarvené. Vrcholy oznacime dvéma Cisly: pocet barev, kterymi jsou obarveny

sousedni vrcholy / pocet neobarvenych sousednich vrcholii.
Krok 2: Hleddme neobarvené vrcholy.

1 V ptipadé, Ze jich je v grafu vice, vybereme vrchol, jehoZ obarvené sousedni vrcholy
maji nejvyssi pocet rliznych barev (nikoli nejvySsi pocet obarvenych sousednich

vrcholl).

ii V pripadé, Ze je takovych vrcholll vice, vybereme vrchol s nejvice neobarvenymi
sousednimi vrcholy. V piipadé, Ze i takovych vrcholi je vice, vybereme libovolny

z nich.

Krok 3: Vybranému vrcholu pfifadime nejniz8i barvu, kterou neni obarven Zadny sousedni
vrchol. Pokud takovad barva neexistuje, pouZijeme novou barvu a k proménné B pfi-

Cteme 1.

Nynf{ algoritmus aplikujeme na tGlohu na Obrazku 20. Vlevo nahote vidime graf pred zacat-
kem algoritmu, jehoZ vrcholy jsme oznacili podle Kroku 1.
Poté zaCneme v prostfednim vrcholu, protoZe mé nejvyssi pocet neobarvenych sousednich

vrcholt. Obarvime ho prvni barvou (modrou) a proménnou B nastavime na hodnotu 1.
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V dal$im kroku mdme na vybér mezi dvéma ,,dolnimi* vrcholy. Vybereme ,levy‘ vrchol a
obarvime ho jinou barvou nezZ modrou, tieba Zlutou.

Dalsi postup podle algoritmu miZeme vidét na Obrazku 21. V§imnéme si, Ze k vyslednému

=2

chromatickému ¢islu se dostaneme pomérné brzy.

B

B=0 =1

Obrazek 21: Algoritmus pro barveni grafu

1.3.6 ,,Handshaking problem*

,Handshaking problem‘ nebo taky ,,Party problem* je klasicky problém z kombinatoriky, ktery

iikd, Ze pokud mdme v pokoji n lidi a vSichni si potfesou rukou, kolik potieseni rukou probéhne?
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Problém s konkrétnim poctem lidi miZeme feSit prostfednictvim zakresleni do grafu. Kde
vrcholy reprezentuji lidi a hrany pfedstavuji potieseni rukou. V takovém pfipadé ndm vznikne
tplny graf. Uplny graf s n vrcholy m4 pravé @ hran, protoZe kazdy vrchol je spojen se viemi
ostatnimi, tj. (n — 1) tudiz kazdy vrchol je incidentni s (n — 1) hranami, které oviem musime
vydélit 2, abychom je nepocitali dvakrit. Tim zndme i odpovéd na zadany problém: probéhne
@ potfeseni rukou. (Blanco 2021, s. 13-14)

Tento problém ma také jinou podobu, ktery uvadi Kovar (2022, s. 42) ,,Mdme skupinu n lidi
(n > 2) z nich? nékteri si podali ruce. UkaZte, Ze ve skupiné jsou alespori dva lidé, kteFi podali
ruku stejnému poctu lidi ve skupine.

V grafu budou vrcholy zastupovat lidi a jsou spojeni hranami, jestliZe si podali ruce. Takovy
graf bude symetricky, protoZe si lidé musi podat ruce vzdjemné, zakreslime ho tedy jako neori-
entovany. A bude taky antireflexivni (tzn. nebude obsahovat smycky), jelikoZ predpoklddame,
Ze si Clovék nepodd ruku sdm se sebou. Neuvazujeme ani multigraf, kde by si dva lidé mohli
ruku podat dvakrat. Z toho vyplyvd, Ze kazdy z n vrchold mliZe byt spojen s maximdlné n — 1
vrcholy a minimdlnég s O vrcholy.

Pti feSeni problému miZeme pouZit vétu o skére grafu:
wNechtdy, > dy > d3 > ... > d, jsounezdpornd celd Cislaal < d; < n—1. Pakdy,ds,ds, ...,d,
je skore néjakého grafu, pravé kdyZ dy — 1,ds — 1, ...,dg, 41 — 1,dg,+2, ..., d,, je skore néjakého
grafu.** (Bélohldvek 2020, s. 92)

Uvedend véta tik4, Ze urcitd posloupnost nezapornych celych ¢isel je skére grafu G pravé
tehdy, kdyZ urcitd jind posloupnost odvozend od této plivodni posloupnosti spliiuje stejnou
vlastnost, tedy je také skore grafu.

Kdyby si kazdy mohl podat ruku s rozdilnym poctem lidi, pak by skére grafu mélo stupiiovou
posloupnost (n — 1,n — 2,...,0). Po dpravé podle véty o skére grafu dostaneme posloupnost
(n—2,n—3,...,0,—1), kterd neni grafovd. To vede k tomu, Ze musi existovat dvojice vrchold
se stejnym stupném, a tedy je mozné najit dva lidi ve skupiné, ktefi by podali ruku stejnému

poctu lidi.

1.3.7 Toky v sitich

Jednou z nejvice aplikovanych ¢asti z teorie grafi jsou toky v sitich. Takové grafy se Casto
prirovndvaji k siti vodovodnimu potrubi. Orientace hrany urcuje smér toku a zaporné hodnoty

symbolizuji tok v protisméru (Demel 2002, s. 129)
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Predstavme si orientovany graf, kde kazdé ohodnoceni hrany pfedstavuje maximalni mnoz-
stvi toku, které miZe projit touto hranou. Tok ve vrcholu je omezen kapacitami hran, které jsou
s nim incidentni. Jinymi slovy vrchol mize pfenaSet jen tolik toku, kolik mu umozZni hrany.
NejobvyklejSim ukolem je najit maximdalni mozny tok mezi uréenym pdrem vrchold. (Sengoku
2023,s. 111)

Jirovsky (2010, s. 42—46) upozoriiuje na to, Ze maximalnim tokem rozumime vysledny tok,
ktery projde celym grafem. Pfedstavme nyni nékteré dtlezité pojmy:

* zdroj je vrchol s, kde zacind tok;

* stok (nékdy také cil nebo spotiebic) je vrchol ¢, kde tok konci, zdroji i stoki mtize byt

v grafu vice;
e vnitini vrchol je kazdy vrchol v grafu, kromé zdroje a stoku;
* kapacita je ohodnoceni hrany, kterd udava, kolik (tekutiny) miiZe danym mistem protéct;

* tok je hodnota, kterd hranou opravdu protékd, velikost toku ziskdme souctem vSech toki

ze zdroje;

* maximalni tok je nejvétsi moznd hodnota tekutiny, kterd mtze grafem protéct.

Ne&které z uvedenych pojmi vyuZijeme v definici sité. Sit je Ctvefice S = (G, s,t, w), kde
G je orientovany graf ve kterém jsou urceny zdroj s, stok ¢ a kapacita hran w. (Hlinény 2008,
s. 58) Na Obrazku 22 miZzeme vidét piiklad sité, jejiZ maximdlni tok je 20. Ohodnoceni hran

udédvd hodnotu, kterd hranou protékd / kapacitu hrany.

4/7

16/16  10/14

Obrazek 22: Maximalni tok v siti

1.4 Nékteré aplikace teorie grafti

Teorie grafi poskytuje vhodny ndstroj pro modelovéni a analyzu z Siroké $kdly obort, jen je

tieba poloZit si otdzku, jakou strukturu by graf, ktery situaci zndzoriuje, mél mit. Zaméiime se
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nyni na aplikace teorie grafii v praktickych situacich, kde jsou grafy vyuZivany k reprezentaci

riiznych siti.

* Socidlni sité
Grafy jsou hojné vyuzZivdny k modelovadni socidlnich struktur zaloZenych na rtiznych
typech vztahii mezi lidmi nebo skupinami lidi. MiZeme pomoci nich zkoumat napiiklad
vzdjemnou zndmost a pratelstvi, vliv, spoluprdci (tzv. Hollywoodsky graf zndzortiuje, ktefi

herci se spolu objevili ve filmu).

e Komunikaéni sité

Sem patif napiiklad sif telefonnich hovort, které vyuzivaji orientované hrany.

e Informacni sité

Grafy webovych stranek, které zndzornuji jejich propojeni. Hrana vede z vrcholu a do
vrcholu b, kdyZ na strance a existuje odkaz na stranku b. ProtoZe nové webové stranky se
vytvéreji a jiné odstrafiuji, tak i webovy graf se neustale méni. Tyto grafy vyuZivaji napfi-

klad webovi roboti, které vyhleddvace pouZzivaji k vytvéreni indexti webovych stranek.

Grafy lze pouZit k reprezentaci citaci v rtiznych typech dokumentd, véetné odbornych
¢lankl nebo pravnich predpist. Graf obsahuje hranu, kdyZ se v dokumentu, ktery je zné-
zornén pociteénim vrcholem, vyskytuje citace dokumentu, ktery je zndzornén vrcholem

koncovym.

* Dopravni sité

Grafy se vyuZzivaji pro modelovédni velkého mnozstvi riiznych dopravnich siti jako jsou
silni¢ni, vzdusné, vlakové a také lodni sité. Kuprikladu letadlovou sif zndzornime oriento-
vanym multigrafem, kde vrcholy budou zndzormnovat letiSt€ a orientované hrany jednotlivé
lety mezi nimi. Prostfednictvim dopravnich siti miZeme také feSit rizné optimalizacni

problémy, které jsme zmifiovali vySe.

* Biologické sité

Mnoho aspekti biologickych véd miiZeme modelovat vyuZitim graft. Interakce rGiznych
druhti zvitat, jako je pozorovini konkurence mezi druhy v ekosystému. Vzdjemné vztahy
proteint v buiice, které jsou klicové pro vétSinu biologickych funkci, jsou zkoumény skrze

grafy fadou védct, ktefi pracuji na objevovani novych proteint.
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* Turnaje

Sportovni vysledky turnajt se znac¢i do grafl. Pro turnaj typu ,,kazdy s kazdym* pouZijeme
uplny graf a orientaci hran miZeme zaznacit vitéze (tym a porazil tym b, v pfipadé remizy
nakreslime dvé orientované hrany, kdy jedna povede do vrcholu a a druhd povede z néj).
Naopak turnaj, ve kterém se vyfazuje bude modelovan pomoci kofenového stromu. (Rosen

2019, s. 676-682)
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2 Teorie grafu ve vyuce matematiky

2.1 Teorie grafi v kurikulu

Teorie grafi sice neni v kurikulu zdkladni Skoly explicitn€ zminéna, ale v Rdmcovém vzdéla-
vaci programu pro zdkladni vzdélavani (2023) se vyskytuji cile a vystupy, na jejichZ napliiovani
se muze podilet. Prostfednictvim teorie grafii miZzeme Zaky podnécovat k tvorivému mysleni,
logickému uvazovani a k reSeni problémii, jak je uvedeno v cilech zdkladniho vzdélavani (s. 8).
maci a dalSich kompetenci k u€eni a k feSeni problémt (s. 10—-11). V rdmci vzdélavaciho oboru
Informatika se od zakl ocekdva, aby vycetli informace z daného modelu, v u¢ivu tohoto oboru
jsou pak pfimo zminény myslenkové a pojmové mapy, schémata a diagramy. Zici se ddle u¢i
sestavovat a testovat symbolické zdpisy postupii, pro coZ jsou rovnéz grafy vhodné (s. 39—41).
Prici s mapou a s rodokmeny se Zdci uéf v ramci vzdéldvaciho oboru Clovék a jeho svét jiz
v 1. obdobf (s. 47-48). Oba tyto modely se Casto prezentuji formou grafi.

NasSe prace se zabyva aplikaci teorie grafii do vyuky matematiky, a tak se nabizi otdzka,
jaké cile a ocekdvané vystupy z oblasti a oboru Matematika a jeji aplikace miZeme napliiovat
prostfednictvim teorie grafi? Z cilti miiZzeme osvojovat vytvareni zasoby matematickych nastrojii
a efektivni vyuzivani osvojeného matematického apardtu nebo rozvijeni zkusenosti s matematic-
kym modelovanim (matematizace redlnych situaci). V Casti Zavislosti, vztahy a prace s daty se
jiz v 1. obdobi objevuje ocekavany vystup, ktery s grafy tzce souvisi: zdk dopliiuje schémata a
obdobné ve 2. obdobi Zdk cte a sestavuje jednoduché diagramy. Kromé béZznych matematickych
uloh se v ocekdvanych vystupech objevuje i poZadavek na prici s nestandardnimi aplika¢nimi
tlohami a problémy, jeho formulace zni ndsledovné: Zak resi jednoduché praktické slovni uilohy
a problémy, jejich? reSeni je do znacné miry nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech

skolské matematiky (s. 31-35).

2.2 Ulohy ve vybranych pracovnich seSitech matematiky

Ve vybranych pracovnich seSitech matematiky jsme sledovali, jaké zastoupeni maji dlohy
z teorie grafti. Ulohy jsme rozdélili do nékolika kategorii podle typu grafii, se kterymi se

v nich pracuje. VétSinu dloh 1ze dédle modifikovat a také autofi pracovnich seSitd vyuZivaji riizné
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obmény tloh, aby je zpestfili nebo vyuZili k procviceni aktudlné probiraného uciva. Zde jsou

vev s

nejpouzivanéjsi modifikacni prvky, které jsme v pracovnich seSitech pozorovali:

2.2.1

Vv,

nejjednodussi gradacni prvek je zdiména niz$ich Cisel za vyssi a zdména pocetnich operaci

podle aktudlniho probiraného uciva;

v

dal$im pfirozenym grada¢nim prvkem je rozsifeni grafu, tedy zvétSeni mnoZiny vrchold,

hran nebo obou mnozin;

//////

obzvlast pokud chybi vice idajh za sebou a fesitel musi uvazovat nékolik kroka dopiedu;

dopliiovani ohodnoceni hran vétSinou vyZaduje vyuZiti jinych pocetnich operaci nez do-
plilovdni hodnot do vrcholli, kombinace dopliiovani hodnot hran i vrchold pak zvySuje

obtiZnost tlohy;

tzv. podminky, tedy pfidani navysSeni faktort, které musime zohlednit pii dopliiovani ¢isla;

doplnéni tkoll prostiednictvim vybéru prvki z nabidky.

Cyklické grafy

Cyklické grafy se nejCastéji vyskytuji v pracovnich seSitech za icelem zndzornéni vzdjemnych

vztahl. Ukdzka prikladu z pracovniho seSitu pro 1. rocnik nakladatelstvi Nova skola (Obrazek

23) je podobnd ukdzce z pracovniho seSitu od Taktiku pro 2. ro¢nik (Obrazek 24). Oba piiklady

s v 2

priblizuji Zakim vztahy mezi opa¢nymi pocetnimi operacemi.

—@ -7
il |
Bl g
K ._// L]
g i
Obrazek 23: Vztah s¢itani a odcitani Obrazek 24: Vztah nasobeni a d€leni
(Roseckd 2012c, s. 3) (Faltinova a kol. 2017, s. 32)

KruZnice v pracovnim seSitu nakladatelstvi Taktik (Obrazek 25) demonstruje vztah mezi

jednotlivymi jednotkami hmotnosti. Ukolem Zdkii je prevést jednotky hmotnosti a zapsat je do

mensich barevnych trojahelnikd, kde jsou jiZ zapsané poZadované jednotky. Obousmérné Sipky

uprostfed zndzornuji, Ze je mozné jednotky prevadét obéma sméry. Pfi prici s touto ulohou
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mizZeme 7Zaklim zdlraznit, Ze hmotnost daného objektu se neméni, ale miiZzeme ji vyjadfit

v riznych jednotkéch.

Obrazek 25: Vztah mezi jednotkami hmotnosti (Faltinovd a kol. 2016b, s. 19)

V nésledujicich pfikladech miZeme sledovat, jak se da ke stejnému vysledku dostat riznymi
zpusoby. Ukdzka z nakladatelstvi Fraus (Obrdzek 26) m4 jen jeden vrchol, ktery je pouze poca-
te¢ni a jeden vrchol, ktery je pouze koncovy, ale tloha z pracovniho seSitu Didaktis (Obrazek 27)

mad dva Cisté pocdtecni vrcholy a tvoii né€kolik kruZnic.

-8 -26
— T Yi+211]
5] +13
+4 11 69
24 {2
— @ — 165
Hip Ji+30i( Ji+0 (9
Obrazek 26: Graf s jednim zdrojem Obrazek 27: Graf se dvéma zdroji
(Hejny 2011b, s. 45) (Bulin a Koritydk 2007b, s. 3)

Pavuciny

~Pavuciny “ jsou prostiedi, které patii do matematiky profesora Hejného. Orientované hrany
stejné barvy (pfipadné se stejnym stylem ¢dry) maji jednotné ohodnoceni, napiiklad na Ob-
razku 28 maji Zluté hrany hodnotu 2 a modré hrany hodnotu 1. Orientace hrany pak urcuje smér
od s¢itance k souctu.

Na Obrazku 29 pak mlzeme vidét pavucinu s desetinnymi ¢isly, u které je tieba doplnit
kromé& né&kterych vrcholii i ohodnoceni hran. Uloha na Obrazku 30 nemd vyplnéné hodnoty
vrcholl ani ohodnoceni hran, je v ni vSak stanovena podminka souctu vSech vrcholi. MiiZzeme
si v§imnout, Ze hodnota ¢drkované hrany musi byt rovna poloviné plné hrany a tfetiné hrany
teCkované. Prostfednictvim dolniho vrcholu v, ktery je pouze po¢ite¢nim vrcholem, pak miiZeme

vyjadfit ostatni vrcholy (ve sméru zleva doprava) jako: v + 3e, v + 2e, v + e.
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Doplfi tak, aby byl soudet viech Eisel v pavuéing:
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Obrazek 29: Pavucina
Obrazek 28: Barevnd pavucina S nevyplnfénymi hodnotami Obrazek 30: Pavugina
(Hejny 2019, s. 35) hran (Hejny 2011b, s. 28) s celkovym sou¢tem vrchold

(Hejny 2010b, s. 16)

Soucinové ¢tverce

Soucinové (nekdy také ndsobilkové) Ctverce jsou dalSim prostiedim z matematiky profesora
Hejného. Tyto cyklické grafy pribliZuji vztahy mezi operacemi ndsobeni a déleni. Také napoma-
haji upevnit si ndsobilkové poCty a pfirozené si osvojit praci s komutativitou operace nisobeni.
Pocetni operace je zdvisld na pozici vrcholll v grafu.

Cilem je zapsat do ¢erveného pole soucin dvou sousednich bilych vrchold. Nejjednodussi
varianta soucinového ¢tverce ma vyplnéné pouze bilé vrcholy. Pokud je potfeba vyplnit nékteré
bilé i Cervené vrcholy (jako na Obrdzku 31), graf ziskdva téZsi obtiZnost a pfi vypoctu musime
kromé ndsobeni vyuZit i opacnou operaci, tedy déleni. Doprostfed grafu miZeme navic pridat
vrchol, ktery bude mit vepsany soucet vSech vrcholl, se kterymi sousedi (zeleny vrchol na
Obrazku 32). K operaci ndsobeni a déleni miizeme tak procvicit i s¢itdni (pfipadé odcCitani).

Ulohu také miizeme ozvl4$tnit pfidanim nabidky jako na Obrazku 33).

ot In

[ HEH ]

oS 255
180 s
Obrézek 31: Soucinovy Ctverec Obrizek 32: Graf
(Hejny 201 121, S. 6) se Souétem uprostfed Obrézek 33. GI‘af S nabidkou

(Hejny 2009, s. 13)

2.2.2 Stromy

Jednim z nejzndméjSich zplsobl vyuziti stroml pro potfeby zdkladni Skoly (nejen v mate-

matice) jsou rodokmeny. V pracovnich seSitech nakladatelstvi H-mat se pracuje s jednotnym
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rodokmenem rodiny Moudrych (Obrédzek 34).

Uloha s rodokmenem: Uloha s dekoracemi: ,Zdvésné vihy
,Kdo co rika? Jjsou v rovnovaze. Celkova hmotnost
Jsem dcera Jondasova taty. vSech dekoraci je 104 g. Vypocitej
Jsem syn manZelky Leona. hmotnost trojithelniku.

Otec mé sestry je Leon. “
(Hejny 2019, s. 33)

104 g

fo = B2 o o om o)

-

£ ‘:‘ L 1 :1 3| Obrazek 35: Uloha s dekoracemi
L= A S () 7 T (Addmkovd a kol. 2017, s. 146)

| I - 1
F~-Junﬁ! | [-{:Igor l '|-—’He|ga |

Obrazek 34: Rodokmen rodiny Moudrych
(Hejny 2010a, s. 29)

Uloha na Obrazku 35 je pomérné ndrocnd, ale usporddédni do grafu ndm pomdh4 zorientovat
se ve vztahu jednotlivych dekoraci mezi sebou.
Stromy se daji pouZit také pro sezndmeni se s u¢ivem o poradi operaci a uzivani zavorek

(Obrézek 36). Stejné jako v predchozi tiloze ndm graf pomiZe ujasnit si vztahy mezi jednotlivymi

operacemi.
Uloha se zdvorkami: Vypocitej. Proc se vysledky 1isi?
(2340 + 1560) : 15 = 2340 + 1560 : 15 =
260
/N /N
3900 : 15 2340 +
/N /N
2340 + 1560 1560 : 15

Obrazek 36: Poradi operaci (Bartovd a kol. 2017a, s. 19)

Stromy v podobé trojihelniki

Provedeme pozadovanou operaci mezi nédsledovniky a vysledek zapiSeme do jejich pred-

prikladii. Jednak se Zaci uci orientovat v jiné struktufe zdpisu, ale predevsim jakékoli chyby se
projevi i v dal$ich drovnich grafu.
V didaktickych materidlech se miiZeme setkat se sou¢inovymi trojihelniky. Na Obrazku 37

jsou upraveny tak, Ze namisto celého vysledku se zapiSe jen jeho posledni ¢islice. V trojihelniku
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Uloha se soucinovymi trojihelniky: , Vyndsob Cisla leZici vedle sebe. Do kruhu pod nimi
zapis pouze jednotky tohoto soucinu. Pokracuj stejnym zpiisobem. Posledni hrozen dopln tak,
aby nejniZe byla cislice 7.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obrazek 37: Soucinové trojuhelniky (Hejny 2011b, s. 18)

vpravo se pak musi nejen délit, ale Zaci si musi také uvédomit, kterd ¢isla konci danou Cislici
a zdroven patfi do ndsobilky. Vedle dé€liciho trojuhelniku na Obrazku 38 je druhy, ktery slouzi
jako prostor pro kontrolu, ten neni zapsany prostiednictvim grafu. Na Obrazku 39 je pak vétsi

strom s hloubkou 3.

Obrazek 38: Délici trojihelnik (Faltinovd a Obrazek 39: Rozsifeny delict trojihelnik
kol. 20164, s. 7)

Pocetni operace miizeme v rdmci trojihelniki i kombinovat. Na Obrazku 40 kombinujeme
kromé séitani a od&itani i uréovani sudosti &isel a jejich porovnavani. Uloha na Obrizku 41

kombinuje ndsobeni a déleni.

2" . S e « NG

3 b
52

Obrazek 41: Soucinovy a délici trojihelnik
(Faltinova a kol. 2020, s. 9)

Obrazek 40: S¢itact a odéitaci trojihelnik
(Addmkova 2017, s. 106)

Séitaci trojihelniky

S¢itaci trojihelniky jsou piiklady kofenovych stroma, které jsou v pracovnich seSitech nej-

opakované jako scitance, zatimco nékteré seCtou kazdé Cislo pouze jednou.
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Princip tulohy je moZna pouZivat jesté dfiv, nez Z4ci umi psét Cislice. JiZ v rdmci pfedma-
tematické pfipravy miZou Zici prekreslovat pfislusné pocty puntikii jako na Obrédzku 42. Pro

zpestfeni je mozné do trojihelniku ptidat podminku (Obrézek 43) nebo nabidku pro vybér ¢isel

(Obrazek 44).

+ =678
Obrazek 42: Trojihelnik
s puntiky (Hejny 2018, s. Obrézek 43: Scitaci
49) trojuhelnik s podminkou oy 40k 44: Seftact trojahelntk

(Hejny 2011b, s. 45) s nabidkou &isel

(Hejny a kol. 2008b, s. 49)

Rozdélovani cisel

Rozdélovéni Cisel je dalsi typ dlohy, ktery se v pracovnich seSitech matematiky pouZivd pro
sezndmeni s operaci s¢itdni. Na Obrédzku 45 je kol pro nejmladsi Zdky a miZeme si v§imnout,
Ze tuto dilohu miiZou fesit jiz Z4ci, ktef{ jesté¢ neumi zapisovat Cislice, tedy v predmatematické

7 w7z

pripravé. Staci ¢islice nahradit obrazky objektl v pfislu§Sném poctu.

Obrazek 45: Rozdélovani ¢isel (Bulin a Koritydk 2007a, s. 5)

V nakladatelstvi Novd skola (Obréazky 46, 47) a Didaktis (Obrazek 48) tento graf vyuZivaji
pfi vyuce s¢itdni a od¢itani s prechodem pfes desitku. Na Obrdzku 46 mame za tkol ¢islo rozlozit
tak, aby prvni dva scitance daly dohromady soucet deset, na Obrdzcich 47 a 48 uZ je znalost
rozloZeni ¢isla vyuZivand v praxi pfi s¢itdni i od¢itdni. Na prostiednim obrdzku rozkldddme
¢islo tak, abychom zjistili, kolik jednotek doplni desitku a kolik jednotek zlstane v kone¢ném
vysledku. V tloze vpravo pak rozdélujeme menSenec na desitky a jednotky, abychom Zakim

priblizili, jak funguje od¢itani od vicecifernych Cisel v desitkové soustavé.
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16+6= 22
- 42
, 36+6= 42 26 ﬂ
9 |+ - 26+6:3 i |20+ /
Sy 86+6=92
Obrizek 48: Odéitant od
56+6= gl . . .,
—ZE:‘; dvouciferného ¢isla
Obréazek 46: Rozklad na 10 (Bulin a Koritydk 2007a, s. 46)
(Novotny a Novédk 2015, s. 58) Obrazek 47: Pricitani ¢isla 6

(Rosecka 2011b, s. 32)

Na Obrédzku 49 je ukdzka z pracovniho seSitu od H-matu, kde si Zaci osvojuji mimo jiné i ko-

mutativitu s¢itdni. Prostfednictvim dlohy tohoto typu bychom mohli Zaky uvést do problematiky

7 Y2 s s 2

déleni Cisle, stacilo by pozménit zadédni dlohy: rozdél cislo 18 na t¥i stejnd cCisla.

[4]le][] [ella]l]

Obrazek 49: Komutativita s¢itani (Hejny 2019, s. 24)

2.2.3 Hadi

V této ¢4sti se budeme vénovat ilohdm s hady, tedy grafy, které tvofi cestu. VétSina takovych
grafi, které jsme v didaktickych materidlech pro Zzdky na 1. stupni ZS nasli, jsou ohodnocené
a orientované. Za vrcholy povazujeme cCislo a orientovand hrana je kromé ¢isla urcend také
pocetni operaci. Cislo v po¢dte¢nim vrcholu upravime na zikladé hodnoty hrany a vysledek
ndleZi koncovému vrcholu.

Ulohy s hady se vyskytuji v pracovnich se§itech v riiznych modifikacich:

* aplikujeme hodnotu hrany na poc¢étecni vrchol a na misto koncového vrcholu zapisujeme

m@m@m@mﬁ m@m@/v‘

Obrazek 50: Had s kontrolnim vrcholem (Bulin a Koritydk 2007a, s. 65)

vysledek;
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dovnitf hada doplnime vrchol, ktery slouZi jako kontrola vypocti (Obrédzek 50);

* pro zvySeni obtiZnosti nepoZadujeme z4pis mezivysledkl (Obrizek 51);

dopliiujeme nejen vrcholy, ale také hodnoty hran (Obrazek 52);

ozvlastnéni dlohy tzv. podminkou (Obrazek 53).

Obrazek 51: Had bez mezivysledki (Roseckd 2012a, s. 45)

Kdyz budou v grafu vynechané tfi hodnoty po sobé& nésledujici, Zaci budou nuceni vyuZit

opacné pocetni operace (v ptipad€, Ze nevyuZziji taktiku pokus—omyl).

+1 +2
[+2] ] E;;LGB — >
db‘*’—:: C) O+Q=1B) +( )=(4

Obréazek 52: Had s doplnénim hodnot hran Obrazek 53: Hadi dminkami
(Hejny 2019, s. 38) rize : Hadi s podminkami

(Hejny 2019, s. 34)

Ulohy s hady miizeme vyuZit také pro vyvozeni nékterych témat a pochopeni vztahii mezi

pojmy:

* sCitdni a odcitani vicecifernych ¢isel (Obrazek 54);

(3B 277) 5 (268) 66

265

Obrazek 54: Odcitani vicecifernych ¢isel (Roseckd 2011a, s. 23)

* ndsobeni jako postupné s¢itdni (Obrédzek 55);

* slovni dlohy s vét§im poctem pocetnich operaci (Obrazek 56).
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Obrazek 55: Nasobilka 9 (Faltinova a kol. 2017, s. 41)

Slovni iiloha o ndakupu: ,,Marcela sla na ndakup, v pekarstvi utratila 18 K¢, v cukrarné 24 K¢,
v zelinarstvi 58 K¢ a v papirnictvi 35 K¢. Kolik K¢ zbylo Marcele z 200 korunové bankovky? “

Obrézek 56: Slovni tloha o ndkupu (Roseckd 2011a, s. 24)

2.2.4 Spojovani udaji

Jednd se o typ dlohy, se kterou se hojné setkdvame i v jinych Skolnich predmétech a miiZzeme
jej pouZzit pro procviceni témér jakéhokoli u€iva. Spojované udaje jsou vrcholy grafu a hrany
zndzornuji souvislost mezi témito tdaji. Vysledkem jsou bipartitni grafy. MiiZeme spojovat
dvojice ddajii (jak vidime na Obrdzcich 57 a 60), nebo mdme mnoZinu nadfazenych ddaja, ke

kterym pfifazujeme vrcholy (Obrazky 58 a 59).

= 1@

_1”/ L’\\ 1\4
2

i 8 5

Obrazek 57: Spojovani zlomkt
(Bartova a kol. 2017a, s. 21)

Obrézek 58: Spojovan{ téles
(Rosecka 2012c, s. 56)

Spojovéni prikladi s vysledky je zptsob, jak oZivit pocetni piiklady. Navic ndm umoz-
fuje ¢astecnou zpétnou vazbu. Pokud nemiiZeme najit vrchol ke spojeni, nejspiS jsme pocitali
nespravné. Spojovani pocetnich prikladii miZeme najit napiiklad v pracovnim seSitu z naklada-

telstvi Novd Skola (Obrazek 59).
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Obrazek 59: Spojovani piikladi (Roseckd 2012b, s. 47)

vevs

Zpétnd vazba je jesté jednoznacnéjsi u spojovani dvojic, kdy zndzorniujeme bijektivni zob-
razeni, tedy kazdému vrcholu z mnoZiny pfikladi pfifazujeme pravé jeden vrchol z mnoZiny
vysledki a v§echny vrcholy musime vyuZit.

Méné obvyklé je v matematice spojovdni vyrokd, tuto dlohu najdeme v pracovnim seSitu

pro 4. ro¢nik nakladatelstvi Taktik (Obrazek 60). V ni si Zaci zopakuji pravidla pro pisemné

odcitani.
Pfi pisemném od¢itani za¢inéame % dostaneme soucet, ktery se rovna mensenci. '
Mensence a mensitele zapiseme ~—— - % odcitat od jednotek. ‘
Zkou$ku spravnosti provadime % sectenim rozdilu a mensitele. I
Pfi spravné provedené zkousce ? peclivé pod sebe. l

Obrazek 60: Spojovani vyroki (Faltinovd a kol. 2016a, s. 19)

2.2.5 Hledani cesty

Tato série uloh rozviji prostorovou predstavivost, orientaci v mapé a algoritmické mysleni.

VétSinou pracuje s mapami, kde vrcholy zastupuji mista a hrany predstavuji cesty mezi nimi.

0:0-0-0_0

Obrazek 61: Zadani mapy (Hejny 2019, s. 5 a 32)
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Typickym piikladem ulohy je prostiedi pouzivané v matematice profesora Hejného, které se
jmenuje Détsky park. Toto prostfedi ma v ucebnicich a pracovnich seSitech nakladatelstvi H-mat
jednotnou mapu (Obrizek 61 vpravo). Ukolem je najit stanovisté na mapé a vybarvit bilé cesty
barvami, které je spojuji nebo naopak zapsat stanoviste.

Dalsi prostfedni z Hejného matematiky, ve kterych se hleda cesta v grafech jsou Autobusové
linky a Vystavisté. V prvnim zminéném prostfedi (Obrdzek 62) maji Zaci za tkol dopsat do
grafu stanice autobusovych linek ze zadani, pficemz linky se musi pfekryvat. Ve vystavisti
(Obrézek 63) je tkolem projit vSechna pole (zapsat ¢iselnou fadu ptirozenych Cisel) za dodrZeni
ndsledujicich pravidel: vstup i vystup jsou na okraji, mezi poli se miize prochdzet jen pfes

sousedni sténu, nikoli diagondlné.

1000 — 60 ==,

Uloha o autobusovych linkdch: ,,Mezi obcemi

Jezdi dvé autobusové linky. . - m
(860) (840
830

~-|760

Oznac spravne jména obct. “

G-E-B-D-A-F 820
EorbEG 780
(6) ® @

Obrazek 62: Autobusové linky
(Hejny a kol. 2008b, s. 7)

Vyfes dvoupodlazni vystaviste.

Ed

27 | 240)
5 — Z0/cnYem

30 |

| N (140) g) 860

Obrazek 63: Vystavisté (Hejny 2011b, s. 45) Obrazek 64: Odcitani ¢isla 60
(Roseckd 2011a, s. 15)

Casto se v pracovnich sesitech objevuiji grafy, které spojuji posloupnost jako cestu v grafu.
Tento typ ulohy je vhodny napiiklad pro vyvozeni a upevnéni nasobilkové fady. Na Obrazku 64

odcitame Cislo 60.
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Cesty v grafu mohou byt také zpisob, jak se sezndmit se stovkovou tabulkou (Obrizek 65)

nebo kartézskou soustavou soufadnic, a naudit se v nich orientovat.

.,

Uloha ve stovkové tabulce: , Do cest ve stovkové tabulce dopi§ chybéjici Cisla a zjisti soucet
kazdé cesty.

(20| 21]22| 23| 24| 25| 26 | 27| 28 20
30| 31|32 |33 |34 35|36 | 37| 38| 39
40| 41|42 |43]44 | 45| 46|47 48[ 40
50| 51] 52 53] 54| 55 |56 | 57 |58 [ 59
60| 61|62 63|64 6566|6768 69
0|7 |72|7|m 75| 7% 77| 78|79
[80] 81|82 [ 83| 84| 85|86 |87 88 80

[90] 91|92 |93|94| 95 96|97 |98 |90

—+28—+ ()
1-+ 4 ()

Obrazek 65: Stovkové tabulka (Hejny 2009, s. 19)

2.2.6 Délka trasy

Podobné jako u hleddni cest budeme pracovat pfevdzné s mapami, kde vrcholy budou repre-
zentovany misty a hrany cestami mezi nimi. Také tyto dlohy se v pracovnich seSitech vyskytuji

v riiznych podobdach, napiiklad:

* pouhé s¢itdni délky trasy (Obrazek 66);

El Zzapi 10 Ctyfi Zaci se chlubili tim, jak dlouhou trasu ujeli.
Hubert projel trasu F - B - A - F a ujel — km.
Marenka trasu F - E- C- D -F a ujela— km.
Nikodém trasu F-D - A-B - F a ujel — km.
ZitatrasuF-A-D - Faujela —_ km.

Obrazek 66: Pocitani délky trasy (Hejny 2008b, s. 17)

* sCitdni délky trasy v rliznych jednotkach (Obrazek 67), Z4ci si tak kromé pocetnich operaci

procvici i pfevody jednotek;

* hledani nejkratsi cesty (Obrdzek 68) a jiné optimalizacni dlohy (napiiklad problém ob-

chodniho cestujiciho), které vyZaduji secteni a porovndni moZznych cest;
* dopocitdvani chybéjiciho ohodnoceni hran grafu (Obrizek 69);
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Uloha s pievody jednotek: ,Déti chtély dojit ke studdnce Barborka. Déti se rozdélily do 3

druzstev a kazdé druZstvo si zvolilo svou trasu. Prislusné udaje vidis na obrdazku. Vypocitej
délky jednotlivych tras v metrech. “

- Q
Tfi Studné &

Obréazek 67: Délky trasy s prevody jednotek (Addmkové a kol. 2017, s. 120)

Uloha o nejkratsi cesté: ,,Pomoz najit Kamile nejkratsi cestu domii. Zkus nejkratsi cestu
nejprve odhadnout, poté ji spocitej.

> 90,5m »
QE‘ J o
67,1 m - : »

= T 753 m

708m a 524m 40,1m
140m @

Obrazek 68: Hledani nejkratsi cesty (Bartovad 2017b, s. 16)

Uloha o délce trasy: , Radek iekl: My ujedeme stejné kilometrii jako Eman. Pojedeme z Prahy
do Brna, potom do Olomouce, Ostravy a zpét do Prahy.
a) Obtahni Radkovu cestu zelené.

b) Dokazes zjistit vzdalenost mezi Olomouci a Ostravou, kdyZz vis, Ze vzddlenost z Brna do Prahy
ma 2 stovky a 4 jednotky?

Usti nad Labem

N\, Hradec ¢
\3"1

Pfahai‘f‘ —_ e Ostrava
| ey, L

&/  Olomouc
D

Obréazek 69: Dopocitavani délky trasy (Hejny 2009, s. 47)

* urCovani délky cesty ve stovkové tabulce nebo hleddni nejkratsi cesty;

» méfeni délky tsecky, kterd urCuje hodnotu piislusné hrany (Obrazek 70). U této konkrétni
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ulohy navic Zaci miZou Zici hledat eulerovsky tah, vS§imnéme si, Ze cedulky s ndpisy

vchod a vychod jsou u vrcholl s lichym stupném.

Uloha o mé¥eni trasy: ,, Chlapci chtéli v botanické zahradé projit cely sklenik a nic nevynechat.
Podivej se na planek skleniku a zmér délku chodnikii vyznacenou prerusovanymi carami.
Vime, Ze 1 cm na planku odpovida 5 m ve skutecnosti. Vypocitej, kolik metru kluci ve skleniku
nachodili, pokud sli kaZdou cestou pouze jednou.

Obrézek 70: Méfeni trasy (Landovd a kol. 2019a, s. 135)

Spojovacka

Uéelem je spojit hranami (kfivkami nebo tseckami) vrcholy (pfirozend ¢&isla, kterd tvord
fadu) tak, Ze postupujeme postupné od nejnizs$i hodnoty az po tu nejvyssi. Jednd se o jednoduché
ulohy, které maji propedeuticky charakter a slouzi pfedev§im k procviceni ¢iselné fady, a proto
je najdeme castéji v materidlech pro mladsi zaky.
Uloha o sudych ¢&islech: ,,Spoj k sobé. Zacni od nuly a pocitej po dvou. Nékterd Cisla se
nespojuji.

Obrazek 71: Suda ¢isla
(Hejny a kol. 2008b, s. 58)
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Uloha o ndsobilce 5: , Néisobky péti zakrouzkuj. Potom je spoj od nejmensiho k nejvétsimu.

12 2 5 10 20 28 36
46 y
48
. 6 7 A 5 15 | g
® 50 ) g 16 6
3'7 2.4 o 2 . . ‘ 1'3
4 45 40 30 43

14

Obrazek 72: Nasobilka 5 (Faltinova a kol. 2017, s. 20)

Vv s

V didaktickych materidlech, ale najdeme i obtiZné¢j$i varianty téchto dloh. Napiiklad spojo-
vanim ¢iselné fady Cisel, které nejdou bezprostfedné za sebou. V pracovnim seSitu nakladatelstvi
Taktik (Obréazek 72) vyuzili spojovacku k procviceni ndsobilky péti.

V pracovni ucebnici nakladatelstvi Fraus (Obrazek 71) mame spojovat sudd ¢isla, navic
vytvortili obrdzek ze tii ,,spojovacek*, které jsou barevné odliSené. Vrcholy jsou blizko u sebe,

procvicujeme tak i pozornost a zrakovou percepci.

2.2.7 Bludisté

Bludist€é maji pfitaZlivy vzhled a déti se s nimi setkdvaji uZ v matetské Skole, Zci si je
nespojuji s matematikou a jsou urceny spiSe Zakiim mladSim. Na téchto tlohach Zéci trénuji
mimo jiné pozornost a prostorovou a pravolevou orientaci. Pokud bludi$té pfevedeme do grafu,
stdvd se prehlednéjsim a jednoduseji se orientujeme ve vztazich mezi jednotlivymi chodbami a
kfizovatkami.

Podle Piithonské (2005) je pro zkoumani bludisf nejvhodnéjsi matematickou disciplinou pravé
teorie grafii. Kazdé bludisté je moZzné zndzornit jako graf, ze kterého 1épe vycteme vlastnosti
bludist, nebof dlouhé chodby v bludisti jsou v grafu znazornény kratkymi hranami.

Na Obrazku 74 jsou rozhodovaci stromy vytvorené pro bludisté vlevo. Vrcholy grafu pred-
stavuji vSechny kiizovatky, slepé cesty a také vchod a vychod, hrany jsou cesty mezi nimi.
V nasem piikladu symbolizuji ervené a modré vrcholy zacatek a konec cesty, Sedé vrcholy jsou
slepé cesty v bludisti. I bludisté, kterd se objevuji v didaktickych materidlech mohou mit rtizné

modifikace:

* najit optimalni cestu v bludisti;

* najit vice cilt v bludisti (Obrazek 73);
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Obrazek 73: Dvé cesty v bludisti
Obrazek 74: Rozhodovaci stromy

(Rosecka 2012b, s. 4)
* slovni nebo ¢iselnd tajenka, kterou ,,sbirdme* pii prichodu spravnymi chodbami, ty ndim
mohou poskytovat zpétnou vazbu o spravnosti naSeho postupu;
* omezeni prichodnosti bludi§tém na zdkladé¢ ddaji v jejich chodbéch, na Obrizku 75 jsou

prichodné jen chodby s pravdivymi piiklady;
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Obrazek 75: Bludisté s priklady (Bulin a Koritydk 2007b, s. 16)

e barevné bludist&!, které nabizi dal$i moZnosti Gpravy zaddni:
— prichod barevnymi brdnami podle pfedem uréeného potadi (Obrazek 76);

— prichod barevnymi branami s pfedem ur¢enym poctem jednotlivych barevnych bran,

ale v libovolném poradi;

— vybér nejkratsi cesty bludiStém a zapsini feSeni pomoci barevnych bran;

"Hejny (1998) se tomuto typu tiloh vice vénoval ve své publikaci Barevnd bludisté [19].
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— nalezeni cesty se zadanym poctem bran, které je potieba projit, ale bez urceni jejich

barev a poradi.

Na Obrazku 77 mizZeme vidét, jak by barevné bludist€¢ mohlo byt zobrazeno formou
grafu. Tlusté ohrani¢ené vrcholy nélezi krajnim vchodiim do bludisté. Stied bludisté je

reprezentovan bilym vrcholem. Spravnd trasa je vyznacena tu¢nou ¢arou.

Obrazek 76: Barevné bludisté
(Hejny 2019, s. 25) Obrazek 77: Rozhodovaci strom barevného

bludisté

2.2.8 Vyutziti teorie grafa pri reSeni slovnich iiloh

S vyuzitim grafi se Casto setkdme pti zdpisu slovnich tloh typu o x vétsi nebo mensi, pfipadné
y-krat vétSi/mensi. Do vrcholu grafu zapiSeme dulezité idaje ze zadani, se kterymi poté budeme
operovat a hrana je orientovand a ohodnocend danou operaci. Slovni dlohu o ovoci miiZeme

vidét zapsanou dvéma riiznymi zplsoby na Obrazku 78.

Slovni tiloha o ovoci: , Svestky se v susicce ovoce susi 18 hodin. Jablka se susi Sestkrdt kratsi
dobu nez svestky. Jahody se susi dvakrat delsi dobu nez jablka. Kolik hodin se susi jablka? “

Svestky .ooeeevveriennnee.... S hodin

jablka ...... Gkrat hodin ;;j Svestky
E1) < . hodin 18 hod.
Vypodet: (g e

Obrazek 78: Slovni tloha o ovoci, (Faltinova a kol. 2017, s. 27)

Kromé slovniho zdpisu jsou grafy uZitecné i pro zépis graficky, ktery mnohdy pomize 1épe
neZ slovni zapis, pfedev§im mlad$im détem nebo Zaktim se specifickymi vyvojovymi poruchami
uceni. Hojné se vyuZzivd pii zdpisu slovnich dloh kombinatorického charakteru. V dloze na

Obrazku 79 graf zobrazuje, kolik konvicek budeme pottebovat pro zaliti dvanécti kyticek.
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Slovni uloha o zalévani: ,Zvonénka ma zalit 12 kyticek a do kaZdého kvétindce nalit piil
konvicky vody. Prozradis ji, kolikrat bude muset jit pro vodu? Nejlépe bude, kdy? ji konvicky
pod kvétinace namalujes a spojis je s kvetinami. “

Obrazek 79: Graficky zdpis slovni tlohy (Bulin a Koritydk 2007b, s. 23)

2.2.9 Dalsi zajimavé tlohy

Nékteré dlohy nepatii do Zddné z vySe uvedenych oblasti, ale pfesto obsahuji grafy, napiiklad
ulohy propojujici matematiku s ¢eskym jazykem. Kromé matematickych pfedstav rozviji také
slovni zdsobu. Na Obrazku 80 jde pfedev§im o orientaci v grafu, protoZe sledy jsou zaddny

barvami vrcholil a hran, v tloze na Obrdzku 81 uz Zaci musi vice vyuZit vlastni znalost jazyka.

@ PReCTISIFRU —0O0—0 H A
A—T O—0-0 %
S & 14
/ e
... —0=0=0

=2l o
0—0—0-0-0

i . L Obrazek 81: Slovni Sifra 2, (Hejny 2019, s. 37)
Obrazek 80: Slovni Sifra 1 (Hejny 2018, s. 60)

Zndmou ulohou rekrea¢ni matematiky ,,jednotazky“, tedy hledani eulerovského tahu. Vét-
Sina lid{ si pro tento typ ulohy predstavi kresbu domecku jednim tahem, ale mliZze mit i jiné

podoby. Napiiklad cyklistikou trasu jako na Obrédzku 82.

Naijdi trasu, které neprochézi Zidnou stezkou opakované. o
EEEEEEEEED T o
oM M | .= MW\
EERED '
[ W = ]

Obrazek 82: Cyklisticka jednotazka (Hejny a kol. 2008a, s. 27)
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Posloupnosti mizeme také zakreslit jako grafy. Barvy vrcholl v kruZnici na Obrdzku 83 se
sttidaji vzdy po dvou. V pracovnim seSit¢ nakladatelstvi Fraus (Obrdzek 84) najdeme ulohu,

kterd se ptd na stupeii vrcholu.

(@) Kolik $vihadel dri Dana?
Kolik Adam, kolik Rudolf
a kolik Karel? Kolik je viech

Svihadel ce\kcm?g

Obrézek 83: Barevnd posloupnost

(Hejny 2018, s. 48) .
Obrazek 84: Uloha o stupni vrcholt

(Hejny a kol. 2008a, s. 38)

2.3 Vyhody integrace teorie grafii do vyuky matematiky

Piestoze teorie grafi neni soucdsti uebnich osnov na 1. stupni ZS, nékteré jeji myslenky
byvaji vyuZivany pfi feSeni rliznych problémi, napiiklad k systematizaci, vizualizaci nebo
procesualizaci. (Ptihonskd 2005, s. 9) Grafy umoziiuji pirehledné zobrazit i zdanlivé obtiZnou
tlohu. Prostfednictvim propojenych vrcholi mizeme studovat zdkladni koncepty bez znalosti
sloZitych ndstrojt a technik.

Grafy pfedstavuji novou, neobvyklou strukturu oproti t€ém, se kterymi Zici béZné pracuji.
I kdy? je tato struktura odli$na, stdle je potfeba odiivodiiovat své kroky, jako kdekoli jinde. Zaci
nalézaji rtizné cesty ke sprdvnému feSeni a pii predstavovani vlastnich postuptd rozviji verbali-
zaci mySleni a komunikaci. Podle Nimana (1975, s. 352) vyuZivani grafii zlepSuje dovednost
v samostatném pouZivini zdkladnich matematickych dovednosti.

Kromé zminénych kognitivnich cild, teorie graft rozvijii cile afektivni, jelikoZ mlZe podnitit
détsky zdjem o matematiku. Z4ci mohou zkoumat grafy, které reprezentuji jejich vlastni socidlni
sité, cesty do Skoly nebo oblibené aktivity. To jim ukazuje praktické vyuZiti nejen této discipliny
(ale 1 matematiky obecné) v Zivoté. K motivaci pfispivd i estetiCnost a intuitivni pfirozenost
grafii. Zdanlivé vyZaduji jiny zplisob mySleni a s pomoci teorie grafii se miZou uchytit i Zici,
ktef{ jsou v béZné matematice méné tspésni.

Grafy umoziuji vizualizaci dloh, ¢imz podporuji vizualni uceni a v disledku toho i pamét.

v

Jsou vhodné pro feSeni optimalizacnich uloh, posiluji logické uvaZovani a rozviji feSitelské
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strategie.

Teorii grafi nemusime aplikovat jen do hodin matematiky, jelikoZ ma vyuZitelnost v fadé
obort, je vhodné ji tak integrovat i do vyuky piirodopisu, vlastivédy, Ceského jazyka i dalSich
predmétii. Treba tzv. mySlenkové mapy jsou jednim z piikladld grafti, které se vyuzivaji pro
rozvoj kritického mysleni a spojovani souvislosti i v jinych vyu€ovacich pfedmétech.

Zéklady teorie grafli jsou, jak uz jsme zminili, velice intuitivni. Na druhou stranu, ale grafy
nabizi i pokrocild témata rtiznych obtiZnosti, a tak miZeme zaujmout i Zaky nadané a talentované,

ktef{ radi pfijimaji logické vyzvy.
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3 Charakteristika vyzkumu

3.1 Cile vyzkumu

Hlavnim cilem vyzkumu bylo analyzovat strategie a ispésnost zdkl pfi feSeni tloh z teorie

grafii ve vSech ro¢nicich 1. stupné ZS. Tento cil jsme rozdélili na nasledujici dil&i cile.

Vytvorit didaktické testy obsahujici dlohy z teorie grafti pro Ziky vSech ro¢nikd na

1. stupni ZS.

Reflektovat ndro¢nost vytvoreného didaktického testu s uciteli.

Zjistit, jak Casto ucitelé zafazuiji teorii grafii do vyuky matematiky na 1. stupni ZS.

Porovnat dspésnost jednotlivych feSitelskych strategii v kazdé z tloh didaktického testu.

z vz

Provést analyzu chyb, které Zaci délali pfi feSeni sestaveného didaktického testu.

s 2

Oveérit, zda Zéci s roz§ifenou vyukou matematiky fesi tlohy z teorie graf s vySsi Gspés-

nosti, nez zaci z béZnych tid.

3.2 Vyzkumné otazky
Na zacatku vyzkumného Setieni jsme stanovili ndsledujici vyzkumné otdzky:

* VO;: Jaké jsou strategie pii feSeni vybranych tloh z teorie grafi zaky 1. stupn& ZS?

* VO,: Které typy uloh z teorie grafii je vhodné zarazovat do vyuky matematiky na

1. stupni ZS?

* VOg;: Jakd je dspéSnost Zaki pii feSeni nezndmého typu tlohy, kterd vyuziva skére grafu?

3.3 Vyzkumny vzorek

Vyzkum jsme realizovali v plné organizované méstské Skole se souhlasem feditelky Skoly.

Vzhledem ke stanovenym vyzkumnym otdzkdm jsme zvolili $kolu, kde jsou na 1. stupni v rdmci
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vSech ro¢nikl, kromé béznych tfid, ziizeny i vyberové tiidy s rozsifenou vyukou matematiky.
Pani feditelka vznesla poZadavek na zachovini anonymity, proto zde neuvddime nidzev Skoly.
Vyzkumu se dcastnilo celkem 159 74k, z toho 97 724kl navstévuje béZnou tfidu a 62 zakil se

vzdélava ve vybérové tfid€ s rozsifenou vyukou matematiky. Podrobnéjsi rozloZeni vyzkumného

vzorku podle ro¢nikl zobrazuje Tabulka 1.

ro¢nik | béZna tfida | matematicka tfida
1 17 14
2. 20 14
3. 22 14
4 16 10
5 22 10

Tabulka 1: Cetnost respondenti

v

Ttidy s roz$ifenou vyukou matematiky (ddle matematické tiidy) funguji na Skole od roku
2016, ale uz piedtim se Skola devét let vénovala vzdélavani nadanych zdkt. Mimo matematiku,
maji Zaci rozsitenou vyuku anglického jazyka. Pocet Zaka v téchto tfidach je omezen maximélnim
poctem 15 déti. Jsou zfizeny jen na prvnim stupni, poté Zici obvykle pokracuji na viceletd
gymndzia. V rozvrhu jsou zatazeny predmcéty, které nejsou soucdsti béZzného vzdélavaciho
plédnu. Pro ucely naseho vyzkumu je zajimavé, Ze ve vSech roc¢nicich maji Zici jednu hodinu
tydné pfedmét Logika, kde fesi nestandardni a logické dlohy, Sifry a hlavolamy. Ve 4. a 5. ro¢niku
navic pribyva hodina Programovani, kde se Zaci u¢i pracovat predevsim v jazyce Scratch. Vyuka
matematiky je posilena o disponibilni hodiny a volitelné predméty. V nich je prohlubovano ucivo
matematiky, klade se dliraz na samostatné a tvofivé feSeni problémovych tloh a na praktické
procvicovani probraného uciva. Soucasné maji za cil zdky pfipravovat na matematické soutcze,

rozvijet kreativitu, logické mysleni, samostatnost a schopnost spolupracovat.
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4 Faze vyzkumu a vyzkumné nastroje

Na&s vyzkum zacal jako kvalitativné orientovany hleddnim strategii, jaké vyuZivaji Zaci béhem
feSeni dloh z oboru teorie grafii, a ndsledné jsme presli k metoddm kvantitativniho vyzkumu,
kdyz jsme hledali miru vyuZiti téchto strategii. V soucasném pedagogickém vyzkumu nejsou
kvalitativni a kvantitativni pfistupy vnimany jako soupefici paradigmata, ale naopak je vhodné
oba piistupy kombinovat a vyuZit tak silné stranky obou metodologickych piistupt (Svaficek a
Sedové 2007, s. 27).

Sbér dat jsme realizovali ve 2. pololeti Skolniho roku 2022/2023. V jednotlivych tfidach jsme
stravili vZdy dvé vyucovaci hodiny. V tvodu jsme zZdklim pfedstavili jednotlivé dlohy a ukézali
jejich feSeni na vzorovych piikladech, jeZ jsou soucdsti didaktickych testd. Pfi komunikaci
s Zaky jsme nahradili pojmy z teorie grafti slovy, kterd jsou détem blizka (napf. slovo ,.Cary*
misto pojmu ,hrany*), u popisu dloh niZe v§ak pouzivdme odborné ndzvy. V priibéhu uvadéni
jednotlivych tkold jsme pracovali s pfipravenym zaddnim vystavenym na tabuli.

Stézejni ¢ast vyzkumu tvoii analyza feSitelskych strategii Zakl. Proto jsme zvolili jako hlavni
vyzkumny néstroj didakticky test, ktery jsme gradovali pro jednotlivé ro¢niky. Pro upfesnéni

ziskanych dat jsme testy doplnili o reflexi didaktickych testii, kterou jsme provedli spolu s Z4ky.

4.1 Predvyzkum: Interview s uciteli

Pied samotnym vyzkumem jsme ucitele, ktefi u¢i matematiku ve zacastnénych tiidach, se-
zndmili s didaktickym testem pro dany ro¢nik a nasledné jsme s t€mito pedagogy provedli
interview. Podle Adedoyina (2020) je polostrukturované interview piistup ke sbéru dat, pfi kte-
rém vyzkumnik nemusi dodrZovat presné formalni otazky. Naopak se ocekdva, Ze bude klast
otdzky oteviené a poskytne prostor pro konverzaci s respondenty. Tato metoda umozZiuje volnost
odpovédi, tudiz miiZze prindSet nové a necekané informace.

Ucitelé vyjadfovali svlij ndzor na obtiZznost a atraktivitu pfedloZenych dloh. Ddle jsme se

ptali na jejich zkuSenost s obdobnymi tlohami a ¢etnost zafazovani do hodin matematiky.
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4.2 Didaktické testy

Hlavnim vyzkumnym néstrojem pro na$ vyzkum byl didakticky test. Tento pojem sice riizni
autofi vymezuji rozdilné, ale shoduji se v tom, Ze didaktické testy objektivné zjisfuji droven
zvladnuti urcitych schopnosti a dovednosti u respondent. Od bézné zkousky se 1i§i predem
stanovenymi pravidly, kterymi se vyzkumnik #{di pfi navrhovédni, ovéfovani, hodnoceni a inter-
pretovani testu. (Chriska 2016, s. 178)

Didakticky test obsahuje Sest iloh, které jsme gradovali tak, aby se obtiZnost stupfiovala s vys-
$fmi roéniky. Ulohy do didaktického testu jsme volili na zdklad& analyzy vybranych pracovnich
seSitl matematiky, kterou jsme prezentovali v teoretické ¢4sti. Jednak jsme zaradili dlohy, které
vyZaduji orientaci v rtiznych typech grafi, dédle dlohy vyZadujici logické a algoritmické mysleni.
JelikoZ chceme poukdzat na moZnosti vyuZiti teorie grafli ve vyuce matematiky, modifikovali
jsme nékteré tlohy, aby ovérovali zakladni matematické dovednosti, které se vyucujina 1. stupni
VA (naptiklad pocetni operace s¢itdni, od¢itani, ndsobeni a déleni, porovnavéni ¢isel). Mimo jiné
jsme do didaktického testu zatadili i novy typ dlohy, konkrétné dlohu vyuZivajici skére grafu.

Naésleduje charakteristika didaktickych testi.

4.2.1 Uloha 1: Jednotaiky

Na tvod didaktického testu jsme jako motivacni tlohu zvolili hledédni cesty jednim tahem.
Symbolicky se jednd také o tlohu, kterou se datuje po&itek teorie grafii. Zci Glohu vétiinou
nepovazuji za matematickou, protoze se v ni neoperuje s ¢isly. V teorii grafi bychom tlohu
oznacili jako hledédni eulerovského tahu. Tuto dlohu jsme gradovali zvySovanim poctu graft a
priddavanim dil¢ich dkold.

Uloha 1: ZakrouZkuj obrdzky, které miiZes nakreslit jednim tahem. To znamend, Ze kaZdou caru
nakreslis prave jednou a pri kresleni nezvednes tuzku z papiru.

th iy ¥ AN

Obrazek 85: Zadéni 1. tlohy

Pti pfedstavovani této ulohy jsme Zakdm objasnili, co znamend jednim tahem, tedy, Ze pfi
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kresleni nesmi zvednout tuzku z papiru a kazdou hranu mizou nakreslit pravé jednou. To jsme
demonstrovali na obrazku ,,domecku*, kde jsme zdpisem na tabuli ukdzali mozné a nespravné
tahy. Kazdy z uvedenych grafti (Obrazek 85), u kterého existuje eulerovsky tah, je mozné

zakreslit jednim tahem vicero zpiisoby.

4.2.2 Uloha 2: Délka trasy

Pro vyfteSeni druhé dlohy, kde Zaci pracuji s mapou (Obrazek 86), je potfeba dovednost s¢itani
a odc¢itan{ a orientace v grafu. Mapu predstavuje ohodnoceny neorientovany graf, kde hodnoty
hran symbolizuji vzdilenost mezi misty na mapé.

Nejjednodussi gradace této tlohy spociva ve zvySovani hodnoty ¢isel, které oznacuji hodnoty
hran. Dalsi zptisob, je prodlouZit délku trasy, kterou maji Zaci spocitat, tedy zadat trasu sestivajici
z vice hran. S vysS§imi ro¢niky se navic rozSifuje zadani dlohy. Od prostého secteni délky trasy,
pres srovndvani a dopocitdvani hodnot, azZ po problém obchodniho cestujiciho. Pro zjednoduseni
orientace v grafu jsou vrcholy v mapé pro 1. ro¢nik oznaceny pismeny i obrizky. Uloha méla

vzdy pravé jedno spravné feSeni.

Uloha 2: Jak dlouhd je trasa ?

Zkus najit nejkratsi cestu, ktera zacina a konci v bodé A a zarover navstivi vsechny ostatni body.

Obrazek 86: Zadani 2. tlohy

4.2.3 Uloha 3: Skére grafu

Tteti tlohu jsme zvolili, abychom zjistili, jaky pfistup Z4ci zaujmou k tiloze, pokud s podobnym

typem zadani nemaji zkuSenosti. O absenci zkuSenosti s touto ilohou jsme rozhodli na zdkladé
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analyzy vybranych pracovnich seSiti matematiky a béhem vyzkumu ndm ji potvrdili vyucujici i
Zaci. Jednad se o ulohu, kde Z4ci maji zakreslit graf na zdkladé zadaného skore grafu, tedy spojit
hranami vrcholy, kdyZ znaji jejich stuper.

V testu jsme pouzili dva zplisoby gradace. ZvySovéani poctu vrcholl v grafu a rozestavéni
vrcholdl v prostoru. Ukézka zad4ni na Obrazku 87 je &islovana podle piisluinych ro¢nikt. Zici

3. ro¢niku kreslili graf se stejnym zaddnim skore jako Zaci 2. ro¢nikd, tedy 2a, 2b.

Uloha 3: Spoj kolecka carami tak, aby z kaZdého kolecka vychdzelo tolik car, kolik udava Cislo
uvnitr. KazZda cara musi mit zacdtek i konec v kolecku.

HONORO) JONORO,
JORORORO, JORORORO,
JORORORO HORORORORO
JOROROROROREEIORORORORO

Obrazek 87: Zadani 3. tlohy

4.2.4 Uloha 4: Orientace v mapé

Ve 4. dloze bylo nasim cilem zjistit, jak si Zaci poradi s izomorfnimi podgrafy. Tedy s orientaci

v grafu, v piipadé, Ze graf v zaddni nemd stejnou podobu, jako graf v pfedloze (Obrazek 88).

Uloha 4: Podle mapy napis do prazdnych kolecek pismena a vybarvi bilé cesty.

(B)- (N ) (Rom=(_)

Obrazek 88: Zadani 4. tlohy
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Tato dloha nabizi Siroké mnoZstvi gradacnich prvka. Prvni moZnosti zvySeni obtiZnosti je
kombinace vynechdni ndzvu vrcholt i barevnych oznaceni hran, jednodussi je dopliiovat pouze
prvky jedné mnoZiny. Dal$i moZnosti je zvySeni poctu chybéjicich tidajt. Také jsme dlohu ztiZili,
kdyZ jsme vynechali takovy tidaj, aby se cesta v podgrafu stala nejednoznaénou. Zici se museli
rozhodovat mezi dvéma nebo vice prvky k doplnéni s tim, Ze pravé jeden z moZnych prvki byl
spravny. Pokud by graf doplnili o nespravny prvek, cesta v podgrafu by ddl nemohla pokracovat.
Bylo tedy potieba, aby uvazovali vice krokd dopfedu. Naopak pro nejmladsi Zdky jsme tlohu

zjednodusili oznacenim vrcholll v podgrafech kombinaci obrdzku a pismene, a také vyuZitim

indukovanych podgrafii. VSechny podgrafy maji pravé jedno mozné feSeni.

4.2.5 Uloha 5: S&itaci grafy

Nas$im zdmérem v 5. dloze bylo ovéfit, zda Zaci dokdzi pracovat s jednoduchymi pocetnimi
ukony v grafu (Obrdzek 89). Smér hrany v grafu urcuje smér od scitance k souctu, druhy
s¢itanec ma podobu ohodnoceni hrany. Jednd se tedy o ohodnocené orientované grafy a Zici
misto zndmych symbold + a =, musi sledovat smér hrany. Tyto grafy jsou inspirovdny metodou

profesora Hejného a prostiedim, které se nazyva pavuciny.

Uloha 5: Doplii chybéjici ¢isla. Cisla ve ctvereccich urcuji, jaké Cislo pFicitd Sipka s danou

barvou.

~
v
~

N \
(4 r

Obrazek 89: Zadani 5. ulohy

~N

Stejné jako u jinych dloh, kde Zaci operuji s Cisly, i tady je nejjednoduss$im zptisobem gradace
zména ¢iselného oboru, ve kterém Z4ci pocitaji. Také jsme ulohu ztiZili tim, Ze jsme vynechali
nékteré z pocateCnich vrcholil tak, aby Zaci nemohli urcit hodnotu sectenim, ale museli pouZit

Vv,

jiny postup. Obdobné jako u pfedchozi tlohy, je zde jednodussi dopliiovat prvky pouze jedné
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mnoZziny, vrcholy nebo hodnoty hran. Dal§im grada¢nim prvkem je absence nabidky ohodnoceni
hran a pocet prvkil, které maji Z4ci doplnit. VSechny varianty zaddni v této dloze maji pravé

jedno fesend.

4.2.6 Uloha 6: Bludisté

Jako posledni dlohu jsme zvolili bludisté (Obrazek 90), které, stejné€ jako prvni Gloha, nepiisobi
jako matematickd dloha a zdroveni s nim md vétSina zdkl zkuSenost. Bludisté¢ mize slouzit
k ovéfeni a procviceni pozornosti a prostorové orientace, zarovenl o ném jde uvaZovat i logicky
a systematicky, kdy si napfiklad doptfedu oznacime slepé cesty. Kf¥izovatky v bludisti miZzeme
povazovat za vrcholy a jeho chodby za hrany bludisté.

Bludis$té¢ maji pro vSechny rocniky stejné kiiZovatky a chodby. Ke gradaci jsme vyuZili
tzv. podminky, prvky, které jsou umistény na kiiZovatkach a ovliviiuji, jestli je cesta priichodna.
Na Obrédzku 90 jsou ukazky ze zadédni pro 2. a 4. ro¢nik. Podminkou pro Zaky 2. ro¢niku byla
prichodnost pouze téch chodeb, které maji sudy vysledek. Starsi Zaci hledali cestu, kterd vyuZije
nejmensi mozny pocet ¢ervenych bran.

Z naSeho vyzkumu vyplyva, Ze prestoze vSichni Zaci znaji princip bludisté, tak pouze 18 Yo uz
se v minulosti setkalo s bludi$tém, které obsahovalo podminky. Z4ci tak kromé bludi$té museli
zvladnout i pocetni piiklady a vyuZit znalosti o vlastnostech cisel (ur¢eni sudosti), algoritmické

mySleni a porovnavéni grafti. Kazdé bludisté¢ ma pouze jedno feSeni, véetné téch s podminkami.

Uloha 6: Projdi bludistém.

— 1246 6+ 11 3+14 —
o S +4 ‘ ‘_‘
+ 4+10 | » I
= 14+3 13+4 +
64+2| | _
10+ 10 T I
1+8 0+7 = T‘
9+3
10+7 2116 [
| [ 2+5 \
6+5 \
T+4 6+6 ‘c - 1+11
N | R e EE ]
8+8 -
i N
L= Jj |
212 9+ 7 1+2

176
8+ 11 3110 4 — =
| 942 i+5 -
[ 3+16 B -
816 46 — [ —

Obrazek 90: Zadéni 6. tlohy
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4.3 Reflexe zaka

Data jsme sbirali také pozorovanim a dotazovanim Zakl. Nechtéli jsme pro zpétnou vazbu
vyuZivat dotaznik, protoZe vypracovat samotny didakticky test trvalo Zdkiim vétSinu vyucovacich
hodiny a obdvali jsme se, Ze uz by vypliiovani dotazniku nevénovali dostate¢nou pozornost. Proto

vevs

po dokonéent testu prob&hla reflexe z4kt, kterd byla interaktivnéjsi. Z4ci do svych testd zaznacili,

//////

si spolecné fekli spravné vysledky a Zici predstavili spoluzdkiim své postupy feSeni. Spolecné

jsme hledali dal$i feSeni a poznatky zdkl jsme si béhem reflexe zapisovali k jejich jméntm tak,

abychom je ndsledné mohli spojit s danym didaktickym testem.
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5 Prezentace vysledku vyzkumného Setieni

5.1 Vyhodnoceni interview s uditeli

Z rozhovori s uditeli vime, Ze vSichni, ktefi vyuc€uji v matematickych tfiddch vedou Zdky
k vyuZivani rozmanitych strategii, sami jim nékteré z nich ukazuji pfi feSeni nestandardnich
uloh a Zici obcas predstavuji své feSeni v rdmci reflexe. I Zaci dvou béZnych tfid své strategie
prezentuji spoluzdkiim, ve zbylych tfech tfidach nikoli (kvili nedostatku ¢asu, v 1. ro¢niku navic
Zéci nepracuji s ilohami, které by umoZzniovaly vlastni feSitelské strategie).

Vétsina uciteld se shodla, Ze preferuji ulohy procvicujici dovednosti, které jsou soucdsti
ucebnich osnov. V piipadé€ naSeho didaktického testu tedy dlohy 2 a 5. Pouze jedna vyucujici
odpovédéla, Ze teorii grafli ve vyuce nevyuZije, protoZe jsou podle jejiho ndzoru pro ziky prilis
naro¢né a upfednostiiuje procvicovani pocetnich prikladii standardnim zpGsobem.

Sedm uciteld zminilo, Ze dlohy, které nevyuZivaji pocty, jsou vhodné pro nadané a bystré
74ky, kteti dokonci praci rychleji, jako zajimavé tlohy navic. Polovina pedagogt uvedla, Ze jsou
tyto tilohy vhodné pro jejich motivacni efekt ke zpestieni vyuky. Zadnou tlohu uéitelé neoznadili
jako nevhodnou.
zvladnou vyfesit. Dva uditelé si mysleli, Ze ji nejspiS vétSina jejich Zakt nepochopi.

Podle reflexe s Zaky i rozhovori s uciteli, méli Zaci z matematickych tiid vétSi zkuSenosti
s podobnymi typy dloh a vénuji se nestandardnim dlohdm i v rdmci hodin Logiky. Dale maji
vét§i dotaci hodin matematiky, coZ mohlo prispét také k niz§imu poc¢tu numerickych chyb.
Nekteré z uloh v didaktickém testu byly inspirovdny Hejného metodou a jak vyplyvéa z analyzy
vybranych pracovnich seSitl v teoretické Casti, profesor Hejny ve svych ucebnicich a jinych
didaktickych materidlech pracuje s teorii grafti. Podle vypovédi ucitelti maji Zaci z matematickych
tiid zkuSenost s touto metodou, ve dvou tfidach ji pouzivaji jako dominantni styl vyuky. Naopak
v béznych tfidach zatazuji do vyuky prvky Hejného metody tfi ucitelé a dvé tfidy se s ni nikdy
nesetkali. V neposledni fad€ je diilezité zminit, Ze matematické tiidy jsou vybérové, coz jisté

s 2

také prispélo k jejich vyssi dspésnosti.
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5.2 Vyhodnoceni didaktickych testi

Pfi analyze pracovnich listli vyuZivdme sumarizovdni a kategorizovani, coz Flick (2018,
s. 484) oznacuje jako prvni redukci sesbiranych dat, druhou redukci je ndsledné rozkryti a
interpretace vyznamd, které se skryvaji v zdkovskych feSenich. Pro nase potieby jsme vyuZili
metodu otevieného kédovani, jak ji popisuje Sedovd (Svaficek a Sedova 2007, s. 211-230), kdy
jsme nejdiive data (v naSem piipadé slova, obrazky, matematické zapisy a Cisla, kterd si Zaci
zapisovali do pracovnich listll) rozd€lili na jednotky. Kazdé takovéto jednotce jsme pfitadili kod,
ktery ji specifikuje a odliSuje od ostatnich. K totoZnym kédiim jsme sepsali, kde se vyskytly a
ndsledné jsme je systematicky kategorizovali. Systém kategorii vznikl pro kazdy ro¢nik a kol

zvlast a nasledné jsme sledovali souvislosti mezi jednotlivymi ro¢niky a dlohami.

5.2.1 Uloha 1: Jednotaiky

Pti hledani eulerovského grafu jsme vypozorovali 5 strategii, které Z4ci pouZivali.

* Tou nejcastéjsi (Graf 1) bylo obtahovani grafu ptimo do zadani. Tato strategie vykazovala

1 vysokou dspésnost (Graf 2).

* Jen 13 % z&kl vyuZilo nejméné tspésny zplsob hleddni eulerovského grafu, a to odhad.
Tato strategie byla obvyklejsi u mladSich zaka. Ve 4. a 5. ro¢niku ji nevyuZil nikdo, coz

muZe souviset 1 s roz§ifujicimi tlohami.

* Témér polovicni tspésnost mélo kresleni grafu vedle. NiZsi dspéSnost této strategie, nez
kresleni pfimo do grafu, pfipisujeme tomu, Ze Z4ci graf zkouSeli kreslit bez predkreslenych

vrchold, pfehlednost kresleni grafu byla tedy niZsi.

* Nejméné Castou strategii je Cislovdni, naopak ale vykazuje 100% tGspéSnost (Obrizek 91).
Z4ci si pii kresleni grafu &islovali, jak postupovali. Méli tak predstavu o tom, jaké hrany
uz obtdhli a nestalo se, Ze by se spletli a nékterou hranu vynechali nebo zakreslili vicekrét,

coZ je podle nds hlavnim diivodem nulové chybovosti.

Zici z matematickych t¥id ast&ji volili strategie, p¥i kterych zaznamendavali postup. Naopak
strategie, kdy mySlenkovy proces neni zaznamenany volili Z4ci z béZnych tfid. Tyto rozdily
prikladdme faktu, Ze Zaci z matematickych tfid se s podobnymi nestandardnimi tilohami setkavaji

Castéji.
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kresleni prstem

25%

obtahovan{ grafu - 51% T

Cislovani
13%

7% .
odhad

kresleni grafu vedle

s vz

Graf 1: RozloZeni zZdkovskych strategii v 1. dloze

Cislovani | | 100%

kresleni grafu vedle [ ] 45%
odhad [ ] 30%
kresleni prstem | | 62%
obtahovani grafu | | 67%

Graf 2: Uspé&snost zakovskych strategii v 1. tloze

Zici z b&znych tfid v této tloze chybovali ast&ji, nejvice v grafu e) (68 % chybujicich).
Casty dtivod chybovdni miZzeme vidét na ukdzce z didaktického testu na Obrizku 92. Zik
¢isloval hrany grafu, ale hranu s &islem 6 ocisloval ve $patném sméru. Zéci z matematickych
tiid chybovali nejvic v grafu b) (78 Y% chybujicich).

Pouze jeden Zdk z matematické tfidy se s podobnou dlohou v minulosti nesetkal, u zaka
z béznych tiid zkuSenost nemélo 19 % zdkl. Vyssi rozdil v dspéSnosti méla dloha pro starsi

v, 2

7éky, kde méli za dkol ocislovat postup kresleni eulerovského grafu. Z zZik, ktefi dlohu fesili,

74
C) s )
N /8 |
1 D
' /”,/ \ ) /;

o4
Obrazek 91: Strategie ¢islovani hran Obrézek 92: Spatné &islovani hrany 6
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v ni nechybovalo 30 % Zz4kt z béznych tfid a 58 % zaka ze tiid matematickych. U nékterych
7akl z béznych tfid jsme vypozorovali ,,chyby z nepozornosti, které se u druhé skupiny
respondentli neobjevily. Naptiklad zapomnéli nékterou z hran ocislovat, nebo ocislovali hranu,
kterd nesousedila s tou pfedchozi. Mnohem castéji také Z4ci z béZnych tiid poZadované grafy
nakreslili, ale hrany ani vrcholy neocislovali.

Jen dva Zici dlohu vynechali a nepokouseli se ji vyfeSit. Eulerovské grafy spravné urcilo
63 % zdki. Rozsitujici ukol pro 4. a 5. ro¢niky, ocislovat potadi eulerovského tahu, bezchybné
splnilo pouze 38 % z4ki, ale 62 % ocislovalo spravné alespoii jeden graf.

V patém ro¢niku polovina zdka splnila navic ukol, nakreslit eulerovsky graf a zapsat rizné
potadi hran. VSichni Z4ci, ktefi tento kol vypracovali ho splnili spravné. Nejcastéji si Zaci

vybrali graf ¢) nebo ,,domecek* (viz Obrazek 85).
5.2.2 Uloha 2: Délka trasy

obtahovani trasy spolu se zdpisem prikladii

I obtahovani trasy bez zdpisu piikladi
pouze zapis piikladt

zapsany jen vysledek

Graf 3: RozloZeni zdkovskych strategii ve 2. tloze

Zaznamenali jsme 4 postupy pfi vypoctu délky trasy Zaky. Tim nejfrekventovanéjSim byl
zapis a vypocet prikladii, bez zaznaceni trasy v grafu. Tento zplisob vyuzila téméf polovina Zakd,
ktef{ ulohu fesili (Graf 3). Nejméné uspésni byli Zaci, ktefi jen obtdhli trasu a zpaméti spocitali
strategii vyuzivali pfedev§im Z4ci 2. a 3. ro¢niku, ktef{ pravideln€ procvicuji s¢itdni a od¢itani
dvoucifernych ¢isel zpaméti.

Z roz8itujicich dloh bychom rddi zminili strategie zdkt 5. ro¢niki, ktefi feSili problém
obchodniho cestujictho. V souladu s nasim o¢ekdvanim byli nejuspés$néjsi Zici, kteii zkousSeli

vypocitat vétsi pocet tras a jejich vysledné hodnoty mezi sebou porovnali. Tuto strategii vyuZilo
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zapsany jen vysledek | | 84%

zapis prikladu | | 77%

obtahovani trasy se zdpisem piikladi | | 85%

obtahovani trasy bez zdpisu piikladd [ ] 33%

Graf 4: Uspé&nost zakovskych strategif ve 2. tiloze

32 % zaka. (BohuZel nemdme dostatecné mnoZstvi dat na to, abychom mohli zhodnotit, jestli se
s vy$§im poctem vypocitanych a porovnanych tras, zvySuje i spéSnost feseni tlohy.)

Dalsi Casto vyuZivanou strategii byl odhad cesty, vétSinou na zdkladé délky dsecky, kterd
hranu zndzoriiuje v grafu, tato délka ovSem nijak nesouvisi s hodnotou hrany. Jind strategie
se podoba Kruskalovu algoritmu, ktery se vyuzZiva pfi hleddni minimélni kostry grafu. Tito
Zéci nejdiive spojovali vrcholy hranami s nejniZ§im ohodnocenim, a potom je doplnili tak, aby
vytvofili hamiltonovskou kruZnici.

Ulohu nefesilo (tedy nezkusilo spocitat zddnou trasu, ani nefesilo dilé{ dlohy) 32 % zdki
z béznych tfid, u Zdkid z matematickych tfid dlohu preskocilo jen 9 % zdki.

Strategie obtahovdni grafu se zdpisem piikladii méla v matematickych tiidach 100% dspés-
nost, zatimco Zici, ktefi zapsali jen vysledky méli nejnizsi 64% uspéSnost. Naopak v béZnych
tiidach byli nejaspésnéjsi Zaci, kteii zapsali jen vysledek (95 %).

V matematickych tfiddch Zaci dvakrat Castéji chybovali v disledku Spatného zépisu Cisel,

V tloze o obchodnim cestujicim naslo spravny podgrafjen 15 % z4ki z béZnych tfid, ale 44 %
zaka ze tfid matematickych. Pouze v béZznych tfidach se objevovaly i podgrafy s vynechanym
vrcholem nebo podgrafy vyznadené jen v obrdzku ¢i zapsané sledem vrcholl bez sectené délky
trasy.

Jen 31 % 7zakh uz se nékdy v minulosti setkalo s podobnym typem udlohy. 23 % Zdki dlohu

vynechalo a 60 % feSitelt spocitalo spravné vSechny trasy.

vvvvvv

VvV,

jen 27 Y.
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5.2.3 Uloha 3: Skére grafu

Vsimali jsme si, zda Z4ci feSeni grafu hledali pouze za pomoci své predstavivosti, nebo zkouseli

graf kreslit na papir. Cast&ji z4ci grafy hledali kreslenim (Obrézek 93), a to 52 % z4ki. Tato

vvvvvv

feseni.

Obrazek 93: Hledan{ grafu

Dile jsme pozorovali, Ze néktefi Z4ci se snazili jednotlivé vrcholy propojit. Néktefi nepo-
chopili zaddni a vrcholy pouze propojili, aniZ by respektovali skére grafti. 28 %o feSitelt vSak po
propojeni vrcholii upravili graf tak, aby odpovidal zad4ni. Z4kyné 2. ro¢niku timto zptisobem

spojila dohromady oba grafy v jeden (Obrazek 94).

! @ — ) b) )

Obrazek 94: Spojeni grafti
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5 % zdkl vyuZzilo v feSeni multigraf (jednalo se pouze o respondenty z fad 4. a 5. ro¢niku,

Obrézek 95) a nerovinny graf nakreslilo 11 % zakd.

A A=

Obrazek 95: Multigraf

9 % fesiteld pocitalo jen s hranami, které kreslili ,,smérem ven z vrcholu*. PoCty hran tak

neodpovidaly stupiitim vrchold.

Obrazek 96: Absence vrcholi Obrazek 97: Dokresleni vrcholt

V7 Y% teseni byly zakreslené hrany, které vedly z vrcholu, ale konc¢ily v prostoru (Obrézek 96).
To je ovSem v rozporu s definici grafu. Jedna zdkyné 5. rocniku se pokusila toto zaddni upravit
a chybéjici vrcholy si dokreslila (Obrazek 97).

Zadného Zdka nenapadlo vyuZit smycky, ale 5 % Zzaki vyuZilo v feSeni multigraf. Neobvyk-

YN 2

lym feSenim bylo také zakresleni grafu, jehoZ hrany se kiiZi, takovy graf nakreslilo 11 % Zzakd.

7 vz

Zajimavé bylo feSeni zdka, ktery doplnil hrany ohodnocenim na zdklad€ souctu stupnti vrcholil

(Obrazek 98).

,'/s
-
e

(2)_v_ 1)

\

Obrazek 98: Ohodnoceni hran souctem stupiiii vrcholl

72 Y% zakh z matematickych tiid vyfeSilo obé zadané tlohy spravnég, u tfid béZnych byla
tisp&Snost pouze 45%. Z4ci z béZnych t¥id se mnohem castéji drzeli rovinnych grafi, ale vyuZiti

multigrafii v feSeni bylo u obou tfid stejné frekventované.
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Vyucujici i Zaci ndm potvrdili, Ze se s podobnym typem tlohy v minulosti nesetkali. Tuto
ulohu vynechalo 12 % Zak, coz je nejvic ze vSech tloh a 56% tspéSnost patii k tém niZ$im.

Vv s

Nejcastéji Zaci chybovali v tloze 4b, naopak nejjednodussi pro zdky byla tloha 2a (Graf 5).

la | | 34%
1b | | 31%
2al 111%

2b [ 1 18%

4o 21%
4b | | 63%

5a | | 50%
5b | | 58%

Graf 5: Chybovost ve 3. tloze

5.2.4 Uloha 4: Orientace v mapé

Zaméfili jsme se pfedevSim na strategie v mistech, kde Zaci mohli zvolit vice moZnosti, ale jen
jedna pokracovala dél. 100% dspéSnost vykazovala strategie, kterou pouzilo 22 % zak, ktet{ si
nejdiive nevSimli vice moZnosti, ale svoji chybu si uvédomili a cestu opravili, protoZze nemohli
najit navazujici cestu. Naopak nejvic chybovali Zici, ktefi ponechali v feSeni prvni cestu, kterou
vybrali a neuvazovali vice moZnosti. Nejvice z4kl si zdludnosti mista v§imlo a podivali se
v dloze dopfedu, aby védéli, jakou cestu zvolit. Pouze 10 % Zaka si pomdhalo kreslenim do
mapy, ale vSichni tito Z4ci ulohu splnili bez chyb.

Zici 4. ro¢niku v tloze b) znali jen prostfedni vrchol. Nejéastéji postupovali v této tiloze od

V matematickych tfidich mélo s touto tlohou zkuSenost 85 % Z4ki, kromé z4kd 3. a
4. ro¢nikid se s dlohou podobného typu Zici bézné setkdvaji ve vyuce, coZ ndm potvrdili i
vyucujici. Resili ji vSichni Zdci z matematickych t¥{d (nikdo ji nevynechal). V bé&znych tfiddch
m¢élo s tlohou zkuSenost pouze 16 % zak, ale i ptesto ji vétSina zaka fesila (97 %).

V mistech, kde bylo vice moZnosti, Zddny z 74kl z matematické tfidy neopravoval své feSeni.
76 % 7zaka se divalo na trasu dopfedu. Naopak Zdci z béznych tiid vyuzivali vSechny tfi vySe
jmenované strategie v podobné mife. 61 % chyb, které udé€lali Zaci z matematickych tiid bylo

vynechdni hrany nebo vrcholu. U Zakl z béZnych tfid takto vzniklo pouze 39 % chyb.
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Celkové mélo s podobnym typem tdlohy zkuSenost 43 % zdki, ptesto se ji pokusilo vyfesit
98 %, z nich 74 % 74kt vyiesilo tlohu bez chyby. Zici ast&ji chybovali v uréovéni barvy hran
(25 %). 44 % chyb vzniklo nedoplnénim tdaje. Zaci, ktefi dopltiovali jak hrany, tak vrcholy,

hodnotili dopliiovdni vrcholll jako obtiZnéjsi, pripadné jako stejné obtizné. Pfesto i tito Z4ci

Castéji chybovali v dopliiovani barev hran.

5.2.5 Uloha 5: S&itaci grafy

dosazovani o
odcitani

18%
8%

Jjiné strategie

rovnice

Graf 6: RozloZeni zdkovskych strategii v 5. tdloze

Sledovali jsme predevS§im strategie v mistech, kde nebylo moZzné pouze secist scitance.

Nejcastéji Zaci zkouSeli dosazovat ¢isla (Graf 6), tato strategie ovSem byla nejméné dspéSnd.

vvvvvv

od¢itani | | 56%
dosazovani [ ] 31%
rovnice | | 70%
jiné strategie | | 67%

Graf 7: Uspé&snost zakovskych strategii v 5. tiloze

Zv1ast jsme se zaméfili na strategie zakd 4. a 5. ro¢niku v grafu 5a) (Obrazek 99), kde zaci
m¢éli za tkol doplnit vrchol a ohodnoceni hrany, za predpokladu, Ze jedna zelend hrana je dovede
ke stejnému vysledku jako dvé cervené hrany (v piipadé 4. ro¢niku a obdobné v 5. ro¢niku jedna

modr4 hrana m4 stejnou hodnotu jako dvé zelené hrany). Zici bud zkouseli vrcholy dosadit,
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Obrazek 99: Graf 5a)

ale 43 % Zz4kl si uvédomilo souvislost mezi hranami a hodnotu hrany s vét§im ohodnocenim
vydélilo 2. Tato strategie méla 100% dspéSnost, narozdil od dosazovani.

97 % zakh z matematickych tfid méli s podobnou dlohou jiz zkuSenost. Také ucitelé téchto
tiid ndm potvrdili, Ze Zaci v matematice s ilohou tohoto typu pracuji, s vyjimkou z4ki 1. ro¢niku.
62 % zakl vyftesilo tuto tlohu spravné, celkova chybovost je jen 8 %.

Naopak Z4ci z béZnych tfid se s dlohou setkdvaji méné. Pouze 38 %o 24kl uz n€kdy podobnou
tilohu fesilo a z uciteld ndm jeji vyuZivani ve vyuce potvrdila jen ucitelka 3. ro¢niku. Uspé&§nost
byla 43 %, Zaci Cast&ji chybovali ve v&tSim mnozstvi dil¢ich dkoli a celkovéd chybovost tak je
31 %.

VyuZiti strategii bylo u obou skupin Zakd velice podobné. Rozdil byl ve vyuZiti strategii
u 4. a 5. roéniku v grafu 5a). Zéci z b&Znych tifd ast&ji dosazovali (v 83 %), naopak Zici
zmatematickych tfid siv 61 % vSimli souvislosti mezi hranami a pouZili déleni dvéma, v diisledku

Celkem se s podobnou tilohou v minulosti setkalo 61 % zikié. Ulohu se pokusilo vyfesit
89 % zaku, z nich 51 Y% dlohu bezchybné vyfesilo.

Nejcastéji zaci chybovali v dopliiovdni vrchold, to pfisuzujeme chybdm z nepozornosti
a numerickym chybdm. Naopak pfi dokreslovidni barevnych hran méli Zici jen tfi moZnosti

a mohli postupovat vyluc¢ovaci metodou.

5.2.6 Uloha 6: Bludisté

vvvvvv

»spojeni cest” (Graf 8 vlevo), kdy Zici stiidavé zkouSeli hledat cestu od startu i od konce a

nakonec ji spojili. Dale jsme pozorovali strategie Zaku na kiiZovatkach (Graf 8 vpravo). Zaujaly
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nds ,,ndvraty““ vypozorované u 23 % zakl (Obrazek 100).

od startu promysleni cesty

nivraty

spojeni cest

gumovani

s vz

Graf 8: RozloZeni zdkovskych strategii v 6. iloze

Obréizek 100: Navraty v bludisti

V této uloze se nelisi zkuSenosti u Zdkid z matematickych a béZnych tfid. Procento feSitell je
také totozné. Pri feSeni ale byli UspéSnéjsi Zaci z matematickych tiid. Smér cesty bludiStém Z4ci
volili podobné, ale lisi se strategie na kfiZovatkdch. Zatimco Z4ci z béZnych tfid nejCastéji gumo-
vali, Zaci z matematickych tfid dvakrét Castéji oznacovali slepé cesty v bludisti (Obriazek 101).
Pouze 2 % 7zaka z matematickych tfid hledani cesty do cile vzdali, u Zaka z béZnych tfid cestu
nedokoncilo 13 9% zakd.

Bludisté spravné proslo 73 % tesitelt. 8 Y% z4ki pii feSeni proslo zdi a stejné mnoZstvi zaka
se bludiStém pokusilo projit, ale sviij pokus vzdalo. Libilo se ndm feSeni 5 % Zaka, ktefi si

zaznacili slepé cesty (Obrazek 101), vSichni tito Z4ci bludiSt€ém tspéSné prosli.
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Obrazek 101: Zaznaceni slepych cest v bludisti

Zici 1. roéniku pracovali s prostym bludi§tém bez podminek, proto jsme u nich pozorovali,
Ze bludisté pfed zaznamendnim cesty prosSlo prstem 8 % zdkd. Tito Z4ci byli dspé$néjsi nez
Z4ci, kteff tuto strategii nepouZili. Z4ci 3. a 5. ro¢niku pracovali s hvézdami, které slouZili jako
kli¢e k barevnym brandm. 26 % Zaku si zapisovalo, hvézdy, které uz ,,vyuzili®, tuto strategii
také pouzivali spiSe tsp&in&jsi Z4ci a ast&ji se objevovala u 74kl z matematickych t¥d. Zici
4. ro¢niku méli za ukol projit bludist€ém pfes co nejmensi pocet Cervenych bran. Spravnym
feSenim byla cesta pres 4 Cervené brany, témi proslo 58 % fesitelli, druhym nej¢astéjSim feSenim

bylo vyuZiti 6 Cervenych bran, které proSlo 23 % Zaki.

5.3 Vyhodnoceni reflexe zaku

Hodnoceni dloh Zaky miZeme vycist z Grafu 9. V§Simnéme si, Ze nejmensi ¢ast Zaki pova-
Zovala za nejzajimavéjsi dlohy pravé ty, které ucitelé oznacovali jako nejvhodnéjsi do vyuky

z vz AV

matematiky. V tlohéch, které Zaci oznacovali jako nejtézsi, byli primérné dspésni a v dlohéch,

Vv s

které byly pro zéky nejzdbavnéjsi, uspéli v 92 Y.

5.4 Shrnuti

Na zdklad¢é vyzkumu jsme zodpovédéli vS§echny vyzkumné otdzky a vytvotili ukdzku dloh,

které je mozné vyuZit ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS. Uvedli jsme strategie, které vyuzivaji
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Graf 9: Zdkovské hodnoceni dloh

Zaci pti feSeni tloh z teorie grafi. Overili jsme, Ze Zaci se zkuSenosti s podobnymi typy tloh a
Hejného matematikou jsou pti feSeni tspéSnéjsi. Zjistili jsme, Ze si poradi i s nezndmym typem
ulohy a znalost nestandardnich dloh je pro jeji feSeni vyhodou. N&kteti Z4ci pouZzivali teorii
grafii pro zdpis svych postupli v mistech, kde to nebylo nasim zdmérem, napiiklad pro zdpis
mezivypocta.

Na zdkladé vyzkumného Setfeni bychom ucitelim doporucili vyuZivat prvky teorie grafii
ve vyuce, pfedeviim kviili jejich motivaénimu charakteru. Zaci se také prostfednictvim grafi
uci pouzivat kreativitu a predstavivost pfi feSeni matematickych problémit. Grafy se odliSuji od
¢isel nebo jinych klasickych struktur, které se béZné pouZzivaji ve vyuce na zdkladni Skole, coz
muzZe poskytnout Sanci uspét v matematice i méné dspéSnym zaktm.

VO,: Jaké jsou strategie p¥i FeSeni vybranych tloh z teorie graft Zaky 1. stupné ZS?

Strategie, které Zaci pouZivali pii feSeni jednotlivych dloh, jsme popsali v pfedchozi kapitole.
Nasledné jsme vSechny vypozorované strategie rozdélili do tif kategorii: kresleni a zaznacovani
do grafu, zapis vedle grafu a rozmysleni feSeni zpaméti. VSechny tyto strategie byly pouZivany
v podobné mife. Lisi se vSak jejich dspéSnost.

Nejuspésné;jsi strategie byl zapis vedle grafu, coz si zdlvodiiujeme tim, Ze Z4ci, ktefi provadéli
zéapis, mohli nejlépe provést i zpétnou kontrolu svych postupi. Strategie také byla nipomocna
v dlohdch, kde byly potfeba pocty. Naopak nejméné tspéind strategie bylo rozmysleni feSeni

zpaméti. Domnivdme se, Ze Z4ci pii pouZiti této strategie Casto chybovali z nepozornosti nebo
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délali pocetni chyby.

vvvvvv

//////

vhledem do dané problematiky a Z4ci bystifejsi (napf. Cislovani eulerovského tahu v 1. dloze).
VO,: Které typy uloh z teorie grafii je vhodné zairazovat do vyuky matematiky na 1. stupni
Z8?

Vsechny dlohy, které jsme pouZili v didaktickém testu je mozné predlozit Zadktim na 1. stupni
ZS. Jejich zafazent se li§f podle zdméru pedagoga.

Sedm uciteld zminilo, Ze dlohy, které nevyuZivaji pocty, jsou vhodné pro nadané a bystré
74ky, kteti dokonci praci rychleji, jako zajimavé tlohy navic. Polovina pedagogt uvedla, Ze jsou
tyto tilohy vhodné pro jejich motivacni efekt ke zpestieni vyuky. Zadnou tlohu uéitelé neoznadili
jako nevhodnou.

Z4ci ziidka nepochopili zaddni, chyby, které délali vétsinou vychdzely z nepozornosti nebo
se jednalo o pocetni chyby. Tyto nedostatky miiZzeme eliminovat tak, Ze Zdky budeme ucit
efektivnéjsi strategie se zdpisem postupu, aby méli moznost zpétné kontroly a vidéli, které kroky
uz provedli.

V piiloze 2 uvddime dal$i dlohy vyuZivajici teorii grafd, které je moZzné vyuZit ve vyuce
matematiky na 1. stupni ZS.

VO;: Jaka je uspésnost Zaka pri FeSeni neznamého typu dlohy, ktera vyuziva skoére grafu?

3. uloze jsme vénovali zvlastni pozornost jiz ve vyhodnoceni didaktického testu. Tuto Glohu
uloha pro zZéky novd, jesté pro ni nemaji vytvofeny algoritmus feSenf a vytvaret novy je naro¢né.

Dale bychom radi zminili, jakym zpisobem je mozné
predchdzet nejCastéjSim chybam, které se pfi feSeni této
ulohy objevily.

Zici &asto pocitali jen s hranami, které kreslili

»smérem ven z vrcholu®. Tuto chybu je mozné elimino-

vat tak, Ze nejdiive Zdktm predloZime ulohy, ve kterych
Obrizek 102: Manipulativni ¢innosti ~ budou vrcholiim pfifazovat jejich stuper.

Opakované se objevovaly hrany, které konCily v pro-

storu. Aby se neopakovala tato chyba, bylo by vhodné dlohu aplikovat v situaci z redlného svéta.

Dalii moZnosti je tlohu fesit s pomoci pomticek (Obrazek 102). Zaktim pak stad jen spoéitat,
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kolik vrcholt (kolecek) lezi na sobé.
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6 Diskuze

N43 vyzkum ukézal, Ze prvky teorie grafti 1ze vyuZit ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS. Také
jsme zjistili, Ze néktef{ ucitelé s nimi jiz aktivné pracuji a Zaci je povaZuji za zajimavé. I jin{ autori
podporuji zafazeni teorie grafi do Skolni vyuky. Zddraziiuji ji jako ndstroj pro modelovéni situaci
redlného svéta, rozvijeni matematického mysleni a podporu pfi feSeni problémi. Publikované
studie se zaméfuji na Zdky stfednich Skol (Lessner 2011, Smithers 2005), pfipadné star$i Zaky
zékladnich Skol (Blanco 2021, Gaio 2020, Niman 1975), ale je nedostatek vyzkumi s Zdky
na 1. stupni ZS. VSichni uvedeni autofi, ktefi predstavovali teorii grafii Zdkiim, zdiraziiuji jeji
motiva¢ni G¢inek a zdjem, ktery predklddané dlohy u z4kl vyvolaly. Stejné nadSeni jsme u zZak
béhem vyzkumu pozorovali i my.

Autori, ktefi se vénovali implementaci teorie grafii do Skolni vyuky, Zdktim pfedstavovali
grafy ve formé netradi¢nich uloh, ale nekombinovali je s u¢ivem zdkt. Na§ zamér byl grafy
vyuZit a aplikovat v dlohéch, aniZ bychom Zakam pfedstavovali teorii grafi a definovali zdkladni
pojmy.

Publikované ¢lanky o teorii grafti pfedstavuji dlohy, které je vhodné predlozit Zdktim, ale uz
neanalyzovaly jejich feSeni a postupy. Pouze Blanco (2021) sledoval strategie zakl pii feSeni
problému ¢yt barev, ,,Handshaking problem* a problému sedmi mosti v Kralovci. Pracovali
s eulerovskymi cestami a kruZnicemi a hamiltonovskymi grafy. Z jeho vyzkumu vychdzi najevo,
Ze Zaci teorii grafti dobfe porozuméli. Pro feSeni kombinatorické tlohy handshaking problému
méli Zaci za dkol vytvorit strategie k pocitdni za pomoci teorie grafii. Nékterym se dokonce
povedlo aspésné strategii zobecnit. Blanco ukazuje, Ze grafy mohou byt pouZity k rozvoji praci
se strategiemi jako jsou zobecnéni a indukce.

Zaci vyuZivali riizné strategie: hleddni opakujicitho se vzorce, metodu pokusu a omylu,
strategie pocCitani, zobecnéni, vyuZiti symetrie, metodu odhadu a kontroly a dvahu. S nékterymi
témito strategiemi jsme se setkali i my. NejpouZivanéjsi z téchto postupti byla metoda pokusu
a omylu, coZ je ovSem obecné oznaceni, pod kterym si mizeme piedstavit fadu pfistup. My
jsme se ve vyhodnoceni vyzkumu snazili Zakovské strategie bliZze specifikovat. Napiiklad v 1.
uloze jsme sledovali, jakym zpiisobem Zici metodu pokusu a omylu provadéli, napiiklad zda

si tyto ,,pokusy‘ zaznamendvali do grafi nebo vedle nich. Symetrii vyuZivali néktefi Zaci ve

3. tloze, s metodou odhadu a kontroly pracovali pfedev§im nejstarSi respondenti pfi hledani
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nejkratif cesty mezi vrcholy. Uvahu pouZili Zci, kteff vyuzili vlastnosti grafu a 5. tlohu Fesili
prostiednictvim déleni. My jsme vSak feSitelské strategie pojali z jiného tihlu pohledu a snaZili
jsme se byt pfi jejich popisu co nejkonkrétné;jsi.

V Ceské republice se aplikaci teorie grafii do $kolské matematiky zabyvaji pfedevsim Pithon-
sk (napt. 2004, 2005) a Hejny (1998). Oba autofi tvoii tlohy, které je mozné vyuZivat ve vyuce
matematiky. Stejné tak Vejmola (1986) vydal monografii o feSeni hlavolami prostfednictvim
teorie grafli, kterou ucitelé mohou vyuZit jako inspiraci.

Vyzkumy, které se zamétuji na aplikaci teorie grafii ve vyuce matematiky u nds také chybi,
ale zaméfili jsme se na hodnoceni dspéSnosti Hejného metody, kterd vyuZzivd i dlohy z teorie
grafii. Greger a kol. (2022) provedli sekundérni analyzu dat z mezindrodnich Setfeni TIMSS z let
2015 a 2019 ve vztahu k Hejného metodé vyuky matematiky. Z4ci vyuovani touto metodou
doséhli statisticky vyznamné lepSiho vysledku nez Zici, ktefi tuto metodu nepouZzivaji. Na druhou
stranu nebyly identifikovdny Z4dné oblasti uciva, v nichZ by Zaci vyucovani Hejného metodou
dosahovali systematicky lepSich nebo horSich vysledki nezZ ostatni Zaci.

Provedeny vyzkum obohatil naSe poznatky o vyuZivani teorie grafi ve vyuce matematiky na
1. stupni ZS a o zdkovskych feSenich v této oblasti i piesto, Ze md své limity. Za nedostatek price
povazujeme maly pocet respondentli. PfedevS§im zastoupeni vét§tho vzorku uciteld by mohlo
prinést lepsi pozndni, jaké je aktudlni postaveni teorie grafli ve vyuce. Vyzkum byl realizovan
pouze na jedné Skole. Kdybychom méli moZnost rozsitit vyzkum o Setfeni na dalSich zdkladnich
Skolach, vysledky by mély vétsi validitu.

Rédi bychom v budoucnu vyzkum rozsitili o dlouhodobou prici s Zaky, se kterymi bychom

se systematicky vénovali teorii grafii a ndsledné bychom mohli ovéfit, jak tyto znalosti vyuZiji

v hodindch matematiky nebo pfi feSeni nestandardnich dloh.
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Zavér

Diplomov4 price se zabyva teorif grafii a jejich vyuZitim ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS.
V teoretické Casti jsme vymezili nékteré zdkladni pojmy z teorie grafii, struéné jsme pribliZili
historii této discipliny a predstavili jsme vybrané zndmé problémy a aplikace teorie grafi.
Vybirali jsme pfedev§im pojmy a problémy, které se pozdéji objevily v praktické €asti nebo pfi
analyze vybranych pracovnich sesitt.

Dile jsme se vénovali teorii grafii ve vyuce matematiky a uvedli jsme, jaké je jeji postaveni
vzhledem k souc¢asnému kurikulu. Vénovali jsme se ciliim a vystupiim z Rdmcového vzdélava-
citho programu pro zékladni vzdélavani, které miiZeme napliiovat prostfednictvim teorie grafi.
Analyzovali jsme dlohy z teorie grafii, které se vyskytuji ve vybranych pracovnich seSitech ma-
tematiky pro 1. stupeii ZS. Tyto tlohy jsme rozdélili do kategorii podle grafii, které vyuzivaji.
Na konci praktické ¢asti jsou zminény vyhody integrace teorie grafii do vyuky matematiky.

V praktické ¢asti jsme popsali provedeny vyzkum zaméfeny na teorii graf. Vyzkum jsme
realizovali ve viech roénicich 1. stupné ZS v bé&Znych t¥idach i ve vybérovych t¥idach s roz§ifenou
vyukou matematiky. NS hlavni cil, analyzovat strategie a ispéSnost Zak pti feseni tloh z teorie
grafli, byl naplnén. Vytvorili jsme didakticky test, ktery jsme reflektovali s uciteli a ndsledné
predlozili zdktim. Porovndvali jsme tspéSnost a chyby zZak pti feSeni sestaveného didaktického
testu. Zjistili jsme, Ze si Z4ci poradi i s nezndmym typem dlohy a znalost nestandardnich dloh je
pro jeji feSeni vyhodou. Ovérili jsme, Ze Zaci s rozSifenou vyukou matematiky fesi dlohy z teorie
grafli s vySsi aspéSnosti, neZ zaci z béZnych tfid.

Grafy svou odliSnou strukturou od béznych dloh Zdky motivuji. Zaroveinl umoZziuji pracovat
s praktickymi dlohami i s abstraktnim zaddnim, podporuji rozvoj strategii, analytickych do-
vednosti i kritického mySleni. V piiloze predkldddme didakticky test, ktery slouzil k dceliim
vyzkumu a dals{ dlohy, které je mozné vyuZit ve vyuce. Na zdklad¢ naSeho vyzkumu bychom

ucitelim doporudili integrovat teorii graféi do vyuky na 1. stupni ZS a radi bychom pokracovali

ve vyzkumu moZnosti aplikace této discipliny do vyuky matematiky.
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Prilohy



Priloha 1: Didakticky testy pro 1. ro¢nik

1. Muzes nakreslit obrazky jednim tahem?

Piiklad: a) b)

V)X v X v X

2. Pozorné si prohlédni mapu a odpovéz na otazky.

Prtklad: Jak dlouhs je trasa ?

54+2=7
Trasa je dlouha 7.

a) Jak dlouha je trasa ?
®O0®

b) Jak dlouha je trasa



Priloha 1: Didakticky testy pro 1. roc¢nik

3. Cisla v kolecku uréuji, kolik ¢ar z nich vede.

Spoj kolecka.

a) © © b)

4. Mapa.




Priloha 1: Didakticky testy pro 1. roc¢nik

Vybarvi cesty stejnymi barvami jako na mapé.

Prilklad:

6. Projdi bludistéem.




Priloha 1: Didakticky testy pro 2. rocnik

1. Rozhodni, zda muzes obrazky nakreslit jednim tahem. To znamena, ze kazdou ¢aru nakreslis
pravé jednou a pii kresleni nezvednes tuzku z papiru.

Priklad: : a) b) c)
(MUZUD)/ NEMUZU  MUZU / NEMUZU MUZU / NEMUZU MUZU / NEMUZU

obrazek nakreslit obrazek nakreslit obrazek nakreslit obrazek nakreslit
jednim tahem jednim tahem jednim tahem jednim tahem

2. Pozorné si prohlédni mapu a odpovéz na otazky. Vsechny hodnoty jsou uvedeny v kilomet-
rech.

Priklad: Pavel jel po trase a Petr jel
. Kdo ujel méné kilometri? O kolik?

Pavel: 94+ 7 =16
Petr: 5
16 -5 =11

Petr ujel o 11 km méneé.

a) Adam jel po trase a Ales jel . Kdo ujel méné kilometru?

O kolik?

b) Bruno jel po trase a Ben jel G e @ . Kdo ujel méné kilometru?

O kolik?



Priloha 1: Didakticky testy pro 2. roc¢nik

3. Pozorné si prohlédni obrazek. Vsimni si, ze ¢isla v kolecku urcuji, kolik ¢ar z nich vede.

Spoj kolecka ¢arami tak, aby z kazdého kolecka vychazelo tolik car, kolik udava ¢islo uvnitr.
Kazda ¢ara musi mit zacatek i konec v kolecku.

O @) i ®
© o) o) ©

4. Pozorné si prohlédni mapu a vypracuj kol na dalsi strané.




Priloha 1: Didakticky testy pro 2. rocnik

Napis do praznych kolecek pismena podle mapy.

s (A e RN
s B o

Priklad:
OO
—
] (W—0)
S —
2
— 5 5 5 5 5 5

6. Projdi bludistém, ale pozor! Muze$ projit jen pies sudé vysledky. Piiklady s lichymi
vysledky nejsou pruchozi.

— 1246 6+11 3+14
0 8+4 |
+ 4410 %
= 14+3 1314 +H
b 6+2] & B
10 + 10 | +
1+8 ] [12+7 a
9+3
10+7 2+16 L
| | 2+5
6+5
T+4 616 ’@ - 1+11
— 12+7
_|_
8+8 i A S
I Hﬁ |
12 +2 9+7 | 1+2
4+6
8+ 11 3+10] 14+4
| 9+2 | 445
_] | || 3+ 16
8+6 | 1446 —




Priloha 1: Didakticky testy pro 3. roc¢nik

1. Rozhodni, zda muzes obrazky nakreslit jednim tahem. To znamena, ze kazdou ¢aru nakreslis
pravé jednou a pii kresleni nezvednes tuzku z papiru.

Priklad:

QMUZD)/ NEMUZU

obrazek nakreslit
jednim tahem

MUZU / NEMUZU
obréazek nakreslit
jednim tahem

MUZU / NEMUZU
obréazek nakreslit
jednim tahem

Q.
~—

MUZU / NEMUZU
obréazek nakreslit
jednim tahem

MUZU / NEMUZU
obrazek nakreslit
jednim tahem

MUZU / NEMUZU
obrazek nakreslit
jednim tahem



Priloha 1: Didakticky testy pro 3. rocnik

2. Pozorné si prohlédni mapu a odpovéz na otazky. Vsechny hodnoty jsou uvedeny v kilomet-
rech.

Prfilad: Jak dlouhé je cesta ?

15+9=24
Cesta je dlouha 24 km.

a) Jak dlouhd je cesta z@ do , kdyz vis, ze je stejné dlouha jako
(HHEHE)

b) Jak dlouh4 je cesta z@ do @, kdyz vis, ze je 0 5 km delsi nez
’-’

3. Spoj kolecka ¢arami tak, aby z kazdého kolecka vychéazelo tolik car, kolik udava ¢islo uvnitt.
Kazda ¢ara musi mit zacatek i konec v kolecku.

Priiklad: @ @ @ @ @ @
(O—(3)
oo e
©



Priloha 1: Didakticky testy pro 3. rocnik

Spoj kolecka podle vzorového piikladu na predchozi strané.

JONORORO) LIORORORO,

4. Pozorné si prohlédni mapu.




Priloha 1: Didakticky testy pro 3. roc¢nik

5. Doplii chybéjici éfsla. Cisla ve étvereceich uréuji, jaké éislo pricitd sipka s danou barvou.

Priklad: a) ‘ b)
O w O S

1 (DO—
(—()

(21)

6. Projdi bludistém. Skrz barevné dvere muze$ projit jen s hvézdou stejné barvy. Pouzij
hvézdy nad bludistém, ale nesmis ménit jejich poradi a kazdou muzes pouzit jen jed-
nou.

L & SUataig gudid & & A4 S04 & &

—

L

— - —

:




Priloha 1: Didakticky testy pro 4. roc¢nik

1. Zakrouzkuj obrazky, které muzes nakreslit jednim tahem. To znamena, ze kazdou ¢aru na-
kreslis pravé jednou a pri kresleni nezvednes tuzku z papiru. Obrazky, které zakrouzkujes,
zkus nakreslit jednim tahem a k ¢ardm napis potadi, ve kterém jsi je nakreslil/a.

Priklad:
a>@ b>f i[ | W d> | N
Priklad: a) o ° b) o
) ; S . o
@ e @ ’ ® - @ PY
1 6 ()
. ............ ‘ ............. . ‘ ....... ‘
8
C) .. ............ . ............. ’ d) .‘ ..’ e) .. .................. .
@ e . SN



Priloha 1: Didakticky testy pro 4. rocnik

2. Pozorné si prohlédni mapu a odpovéz na otazky. Nejkratsi cesta je ta, u které je napsané
nejnizsi c¢islo.

a) Jak se nejkratsi cestou dostanes z @do @?

a) Jak se nejkratsi cestou dostanes z @ do ?

3. Spoj kolecka ¢arami tak, aby z kazdého kolecka vychéazelo tolik car, kolik udava ¢islo uvnitt.
Kazda ¢ara musi mit zacatek i konec v kolecku.

prrlad: (1) (2) 3) (3) (3) ()



Priloha 1: Didakticky testy pro 4. roc¢nik

Spoj kolecka podle vzorového prikladu na predchozi strané.

A ORORORO LIONORONORO,

4. Pozorné si prohlédni mapu.

Napis do prazdnych kolecek pismena podle mapy.

s (R § e T RN
s OB )
o O O o



Priloha 1: Didakticky testy pro 4. roc¢nik

5. Doplii chybéjici éfsla. Cisla ve étvereceich uréuji, jaké éislo pricitd sipka s danou barvou.

Priflad: a) ‘ b)

1= 0w
ooy L
o¥e

L 4
L 4
L 4
L 4

6. Projdi bludistém tak, aby cesta vedla pies co nejméné ¢ervenych bran. Ostatnimi ba-
revnymi branami muzes prochazet bez omezeni.

—

.

— —

i \

Pocet cervenych bran, kterymi vede cesta:



Priloha 1: Didakticky testy pro 5. rocnik

1. Zakrouzkuj obrazky, které muzes nakreslit jednim tahem. To znamena, ze kazdou ¢aru na-
kreslis pravé jednou a pri kresleni nezvednes tuzku z papiru. Obrazky, které zakrouzkujes,
zkus nakreslit jednim tahem a k ¢ardm napis potadi, ve kterém jsi je nakreslil/a.

Priklad:
Priklad: ) e e b) e
@ e @ . ® @ PY
1 6 ()
P @ e . ® ®
8
C) .. ............ . ............. . d) .‘ ... e) .. .................. .
.
Q@ e ° '\‘x
P 0 . ....... P
® @ i ' @ Py

Vyber si jeden obréazek a zkus najit vic zpusobu, jak ho nakreslit jednim tahem. Muzes najit
i dalsi zpusoby jak nakreslit domecek.

Priklad:




Priloha 1: Didakticky testy pro 5. rocnik

2. Priklad: Zkus najit nejkratsi cestu, ktera zacina a konci v bodé a a zaroven navstivi vsechny
ostatni body. Nejkratsi cesta je ta, u které je napsané nejnizsi cislo.

Cestaa—b—d—c—a:7+10+ 15+ 8 = 40.
Cestaa—b—c—d—a:7+ 17+ 15+ 3 =42.
10 Cestaa—d—b—c—a:34+10+17+ 8 = 38.
42 > 40 > 38.

Nejkratsi cesta jea —d —b—c — a.

Zkus najit nejkratsi cestu, kterd zacind a konc¢i v bodé A a zaroven navstivi vSechny ostatni

body.




Priloha 1: Didakticky testy pro 5. roénik

3. Spoj kolecka ¢arami tak, aby z kazdého kolecka vychdazelo tolik ¢ar, kolik udéva ¢islo uvniti.
Kazda ¢ara musi mit zacatek i konec v kolecku.

ritad: (1) (2) (3) (3) (3) (v

Spoj kolecka podle vzorového piikladu.

JORONORORO MORORORORO



Priloha 1: Didakticky testy pro 5. roc¢nik

4. Pozorné si prohlédni mapu.

Podle mapy napis do praznych kolecek pismena a vybarvi bilé cesty.

s (S § RN
(OO
(B P (§

5. Doplit chybéjici ¢isla a barevné Sipky. Cisla ve ¢tvereccich urcuji, jaké ¢éislo pricitd sipka
s danou barvou.

Priklad:
= (O—@
—
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—
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L 2
L 2
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Priloha 1: Didakticky testy pro 5. roc¢nik

6. Projdi bludistém. Skrz barevné dvere muze$ projit jen s hvézdou stejné barvy. Pouzij
hvézdy nad bludistém v libovolném portadi.
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Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Priloha 2: Ukazka dalSich dloh z teorie grafi

U vSech tloh uvddime jen jedno mozné feSeni, prestoze nékteré dlohy jich mohou mit vice.

Uloha 1: Rovinny graf
Tatinka zajim4, zda je mozZné propojit ¢asti elektrického obvodu tak, aby se jednotlivé draty

nekiizily. Spoj body ¢arami tak, aby byly spojené dvojice v zdvorkdch, ale Cary se nekfiZily.

(A,C), (A, D), (A E),(B,C),(B,D),(C,D),(D,E), (D, F),(E, F)

A B
° °
F e o C
° °
E D
Resenti tilohy 1:
A
F C
E D

Dalsi dopliujici dlohy:
* Je mozné spojit body podle zaddni jednim tahem?
* Spoj body podle zaddni minimalnim poctem tah.

* Spoj dva body takové, aby uz nebylo mozné spojit body bez kiiZeni Car.



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 2: Izomorfni rovinny graf

Déti na tdbote hraji hru. Kazdy drzi konec dvou nebo tii lan, kterd jsou propletend do sebe.
Ukolem d&ti je lana rozplést. Zkus pfemistit déti (body na obrizku) tak, aby se lana (&ary)
nekiizila a zdroven, aby déti pofdd drZely stejnd lana. Nové rozmisténi déti i s jejich lany

nakresli.

Reseni ilohy 2:

Dalsi dopliiujici tlohy:
» Zkuste situaci s lany realizovat.
» Je mozné, aby se d¢ti s lany premistily tak, aby stily jako na ndsledujicim obrazku?

E

» Uprav obrdzek z pfedchoziho bodu, aby se tak mohly premistit déti s lany.



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 3: Cesta v orientovaném grafu
Cyril je v ndkupnim centru a chce se dostat z mista A do mista F', ale rdd jezdi eskaldtory a chce
je vyuzit k cesté do cile. Mapa zndzortiuje, do kterych mist a v jakém sméru eskaldtory jezdi.

Z kolika moznych cest si Cyril mizZe vybrat?

o o
O o

Reseni tlohy 3:

Z mista A do mista B vede 8 cest. Pro ukdzku feSeni jsme zvolili rozhodovaci strom.

\\

/\ /\

E
\F \F
Dalsi dopliujici dlohy:
* Najdi cestu z mista A do mista F’ tak, abys pouZil co nejmensi pocet eskaldtort.

* Najdi cestu z mista A do mista F’ tak, abys pouZil co nejvétsi pocet eskalatorti.

» Kolik moZny cest Cyril m4, pokud potiebuje vyrazit z mista A, pak navstivit misto C'

a skondit v misté F'?



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 4: Skére grafu
Darinka chce postavit autodrdhu ze vSech svych dilkid. Pomoz ji vymyslet, jak propojit vSechny
kfizovatky zndzornéné kolecky. Cisla uvnitié kole¢ek zndzoriiuji, kolik cest musi kiiZovatka

propojit. Kazda cesta musi mit kiiZovatku (kolecko) z obou stran.

001010101010,

Reseni tlohy 4:

(34—
aJ N\ E
(O—4J
Dalsi dopliujici dlohy:

* Spoj nékteré kiiZzovatky dvouproudou silnici, to znamend, Ze nékteré vrcholy budou spo-
jeny dvéma ¢drami. Dvouproudad silnice se pocitd, jako kdyby ke kiiZovatce byly ptipojeny

dve silnice.
* S kiizovatkami ze zadani, vytvor dvé autodrihy.

* Darinka ma 70 dilka silnic. Zkus navrhnout, jak by mohla dilky rozmistit do autodrahy,
aby pouzila vSechny. Zapi$ pocty dilkl k ¢ardm mezi kolecky a dej pozor, aby jejich soucet

byl pfesné 70.



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 5: Regularni graf
Déti dostaly tfi dkoly, které budou délat ve dvojicich, pricemZ kazdy tkol musi délat v jiné

z ¥z

dvojici. Na obrdzku jsou déti zaznaceny body, pokud jsou body spojené ¢drou znamen4 to, Ze

N 4

déti spolupracovaly na dkolu. Doplii ¢ary tak, aby kazdé dit€¢ mélo tfi dvojice.

Reseni tlohy 5:

Dalsi dopliujici dlohy:
* Nakresli, jak by obrdzek vypadal, kdyby déti musely vytvotit dvojice pro 4 dkoly. To

znamend, Ze by kazdy byl spojeny se ctyfmi body.

* Kolik nejvySe tkold by déti mohly dostat, aby na kazdy ukol byly v jiné dvojici. Nakresli

takovy obrazek.

* Do skupiny pfisly dalsi dvé déti. Uprav ptivodni obrdzek a dokresli do obrdzku dva body.

N 4

Doplii ¢4ry, aby kazdé dit€ mélo tfi dvojice.



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 6: Minimalni kostra grafu

Kamar4di si postavili domy na stromech a chtéji mezi nimi natdhnout lano tak, aby pouZili co
nejméné lana. Podminkou ovSem je, aby bylo moZné dostat se z kazdého domu do libovolného
jiného pomoci téchto lan. Body na mapé zndzoriiuji stromové domy a ¢dry s Cisly ukazuji, kolik
nejméné metrl lana je potfeba pro spojeni jednotlivych domt. Spoj domy a spocitej, kolik lana

budou potfebovat.

./\

Reseni tlohy 6:

Na spojeni domi je potfeba 52 metri lana.

14 /\ 14
/6 - 7 \/8
13 \/ 15 9
12
11 /

Dalsi dopliujici dlohy:

» Kamaradi chtéji domky ohranicit kolem dokola. Jak dlouhé lano budou potfebovat, aby

spojili krajni domy a vytvorili uzavienou oblast?

* Prodejce lana chce kamarddy oSidit, proto hleda cestu, kterd spoji vSechny domy. Stéle
ale musi ponechat nejmensi mozny pocet pouZzitych spojeni pro cestu z kazdého domu do

libovolného jiného domu.

* Filip chce diim v centru, ze kterého bude mit nejkratsi cestu do vSech ostatnich domd.

Porad’ mu, ktery diim si md vybrat.



Ptiloha 2: Ukézka dalSich dloh z teorie grafa

Uloha 7: Bipartitn{ graf

Déti maji tane¢ni krouzek, ve kterém stfidaji tanecni pary. Pary jsou vZdy tvofené chlapcem
a divkou. Na obrdzku jsou zndzornény pdry, které uz spolu tancily. Chlapci jsou oznaceni
modrym bodem a divky rizovym. Kolik novych tanec¢nich pért jest€¢ mizou déti vytvorit? Spoj

body, které maji rozdilnou barvu a jesté nejsou spojeny.

A= il

Déti v tanecnim krouZku méZou vytvofit 7 novych tane¢nich para.

=4

» Uprav obrazek tak, aby kazdy chlapec tancil se 3 tane¢nimi partnerkami. Tedy spoj modré

Resenti ilohy 7:

Dalsi dopliujici dlohy:

body s riZovymi, aby z kazdého modrého vychdzely pravé 3 Cary.

* Kolik nejméné Car musi§ odstranit, aby mél kazdy v tanenim krouzku svého stdlého
tanec¢niho partnera. To znamend, Ze kazdy bod (modry i riiZovy) bude spojeny s jednim

bodem jiné barvy.

* Pfifad’k bodiim jména postav z knihy nebo z filmu (modré body budou muzské postavy a

rizové body budou Zenské postavy). Spoj postavy, které by si v pfibéhu mohly zatancovat.



