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Uvod

Tato diplomova prace navazuje na bakalarskou praci, ve které byly zpraco-
vany zakladni metody vypoctu vlastnich ¢isel. Cilem prace je nastudovat nékteré
dalsi metody pro vypocet vlastnich ¢isel a prohloubit si teoretické znalosti jiz
studovanych metod.

Diplomova prace je pro prehlednost rozcélenéna do tii kapitol s nasledujicim
obsahem. V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy, potiebné pfi studiu
dalsiho textu. Druha kapitola se zabyva problematikou vypoctu vlastnich cisel
nesymetrické matice. Uvod kapitoly je vénovan problému citlivosti v§poctu vlast-
niho ¢isla. V dalsi ¢asti jsou uvedeny jednotlivé metody vypoctu vlastnich cisel.
Treti kapitola se zabyva metodami vypoctu vlastnich ¢isel symetrické matice.
V avodu kapitoly je opét popsan problém citlivosti vypoctu vlastniho ¢isla. Dalsi
podkapitola je vénovana konkrétnim metodam vypoctu.

Metody jsou nejdiive vysvétleny teoreticky, poté nasleduje struc¢né shrnuti
v algoritmu. Pro piehlednost jsou jednotkové matice v textu znaceny jako obecné
jednotkové matice I, v algoritmech je jiz ale uvazovana jednotkova matice kon-
krétniho fadu I,,. Popsana teorie je ilustrovana na prikladech. Tyto jsou pocitany
povétsinou pomoci matematického softwaru MATLAB verze 7.5.0.342 (R2007D).
Vypocty jsou provadény bud uzitim piikazu eig(A), slouziciho k vypoctu vlast-
nich ¢isel a vlastnich vektorid matice A, ktery nabizi program MATLAB, nebo
mnou vytvorenymi m-fily, jejichZ presnost vypoctu se blizi k presnosti vypoctu
pomoci vyse zminéného piikazu eig(A). Nékteré jednodussi priklady jsou podi-
tany rucné.

Pti tvorbé prace bylo nutné prohloubit si znalosti z numerické matematiky
o vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech, o programu MATLAB a v neposledni
fadé i o programu LaTeX, kterym je prace vysazena. Diplomova prace byla zpra-
covana na notebooku ASUS F5RL s parametry: procesor Intel Core 2 Duo T5750
s frekvenci 2 GHz, ¢ipset ATT Radeon Xpress 1100, opera¢ni pamét 3 GB DDR2
667 MHz, HDD 320 GB, 5400 RPM.



1 Zakladni pojmy

deme dale uzivat. Pokud nebude feceno jinak, budeme v celé praci matici A
rozumét komplexni ¢tvercovou matici n-tého fadu, tj. A = (a;5), i,j =1,...,n,

ai; € C.

1.1 Matice a vektory, invariantni podprostory

V této casti si pripomeneme zakladni pojmy a vztahy z lineadrni algebry, ty-
kajici se matic a vektorii.
Definice 1.1 Matice A = (a;;), i,j = 1,...,n s komplexnimi prvky se nazyva
hermitovska, jestlize plati A" = A, tj. a;; =@z, 3,5 =1,...,n.
Definice 1.2 Hermitovskd matice A = (a;5),4,7 = 1,...,n se nazyva pozitivné
definitni, jestlize pro kazdy nenulovy komplexni vektor x = (1, 2a,...,2,)7,

plati

XHAX = i i aijfixj > 0.

i=1 j=1
Definice 1.3 Rekneme, Ze matice A je normalni, jestlize plati ATA = AAY.

Definice 1.4 Matice A se nazyva unitarni, jestlize plati APA = AAY = 1.
Re4ln4 matice A, pro kterou plati A = A=! tj. AT = A~! se nazyva ortogo-
nalni.

Definice 1.5 Ctvercova matice A = (a;;), pro niZ plati a;; = 0, pro @ # j, a;

je libovolné komplexni ¢islo pro ¢ = j, kde 4,5 = 1,...,n, se nazyva diago-
nalni matice. Budeme ji stru¢né zapisovat A = diag(aq1, ass, . .., an,), kde ay,
1 =1,...,n jsou prvky na hlavni diagonale.

Véta 1.1 (Singularni rozklad) Je-li A € C™", pak existuji unitdrni matice
UeC™ aV eC™ takoveé, Ze plati
Do
H _
viav—(29).
7



kde D = diag(oy,...,0,), prop=min{m,n} a oy >0y > ... > 0, > 0.
Dukaz: viz [5] str. 70.
Poznamka 1.1 Cislim o, kde i = 1,...,p, zminénym ve vété 1.1, ifkame

singularni ¢isla matice A a sloupcim matic U a V levé a pravé singularni

vektory.

Definice 1.6 Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je regularni, je-li detA # 0. Je-li

detA = 0, pak matici A nazveme singularni.

Definice 1.7 Matice A = (a;;),%,j = 1,...,n se nazyva horni trojihelnikova,
resp. ostfe horni trojihelnikova matice, jestlize a;; = 0 pro ¢ > j, resp. i > j.
Matice se nazyva dolni trojahelnikova, resp. ostie dolni trojihelnikova,

jestlize a;; = 0 pro ¢ < j, resp. i < j.

Definice 1.8 Rekneme, %e matice A = (a;;) je v hornim Hessenbergové

tvaru, jestlize plati a;; =0 pro7 > j+1,kdes,j=1,...n.

Definice 1.9 Rekneme, Ze vektory x,y € C" jsou ortogonalni, jestlize plati

xy = 0. Vektory x;,Xs, ..., X, se nazyvaji vzijemné ortonormalni, jestlize

lproi=
X, X = 0y {Oproz’#j.

Definice 1.10 Podprostor S C C" se nazyva invariantni (pro A), jestlize plati
xeS=AxeS.
Poznamka 1.2 Podprostor prostoru C" definovany vztahem
ran(A) ={y | Ix:y = Ax}

nazyvame obor hodnot matice A.



1.2 Normy vektorti a matic

Definice 1.11 Vektorova norma na C" je funkce ||.|| : C* — R s nasledujicimi

vlastnostmi
L. ||x|]]| >0, xeC"
2. ||x|]|=0&x=0, 0=(0,...,0)"
3. |Jax|| = |of ||x]|, a«€C, xeCm
4 x+yll < [xll+lyll. xyeC

Existuje fada moznosti, jak normu vektoru definovat. Mezi nejznaméjsi vektorové

normy patii
2
L il = (3 1al?)
1=

2. (x|l = > [l

=1

3. [1x]]ow = mmax |2

Poznamka 1.3 Vektorové normy ||.||; resp. ||.||2 jsou specidlni pfipady vekto-

rové normy
n 1
el = (X lel?)"s P21,
i=1
pro p =1 resp. p = 2.

Definice 1.12 Maticova norma na C™" je funkce ||.|| : C™" — R s témito

vlastnostmi
L. ||A][>0, AeCm™
2. ||A]] =0 < A je nulova matice

3. [laAl[ = laf [|A]l, acC, AeCm™
9



4. [|[A+B|[ < [[All+]B|l, A,BeC""

5. [|AB|| < ||A[[ [IB]l, AeC™ BeC"™

Nékdy je vhodné pozadovat, aby norma matice néjakym zpisobem ,souvi-
sela“ s normou vektoru. Tuto vlastnost nazyvame souhlasnost a jeji definice je

nasledujici.

Definice 1.13 Rekneme, Ze maticovd norma ||.|| je souhlasna s danou vekto-

rovou normou ||.||,, jestlize
|Ax|[, < [[A[] [Ix]l,, xeC", AeC™
Véta 1.2 Necht ||.||, je vektorovd norma na C". Pak ¢islo

IAfl, = max ||Ax]|,

IIxll=1

je maticovd norma souhlasnd s danou vektorovou normou ||.||,. Tato norma se

nazyvd pridruzena k dané vektorové normé.

Dukaz: viz [7] str. 16.

Véta 1.3 Necht A € C™". Pridruzené maticové normy k vektorovym mnormdm

-1, 1oy |]-l|2 7sou ddny vztahy

1. ||Al[y = max Z |as;

1<j<n

2. [|Allec = max Z i,

1<i<m
3. ||Alls = Vo(AHA), kde o(A™A) je spektrdlni polomer AZA.

Dukaz: viz [6] str. 215.

10



Poznadmka 1.4 Norma ||A]|; se nazyva spektrilni norma matice A. Dtlezi-
tou normou souhlasnou s vektorovou normou |[|.||2 je Frobeniova norma

m n

Al = (303 )

i=1 j=1

1.3 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Abychom se mohli zabyvat metodami vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vek-
tortd, potfebujeme jesté zadefinovat zakladni pojmy tykajici se teorie vlastnich

Cisel a vlastnich vektort.

Definice 1.14 Necht A je ¢tvercova matice. Nenulovy vektor x se nazyva pravy

vlastni (charakteristicky) vektor matice A | jestlize plati
Ax = )x

pro n&jaké ¢islo A € C. Toto ¢islo A se nazyva vlastni (charakteristické) cislo

matice A, odpovidajici vlastnimu vektoru x.
Poznamka 1.5

1. Levy vlastni vektor y, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, je feSenim rovnice
vy A = \y". Levy vlastni vektor matice A je tedy pravym vlastnim vekto-

rem matice AX.
2. Vlastni vektor neni urcen jednoznacné, protoze plati
Ax = x & A(ax) = Max)
pro kazdé o € C.

Poznamka 1.6 V dal$im textu budeme o pravém vlastnim vektoru hovorit

jako o vlastnim vektoru.
Definice 1.15 Necht A je komplexni ¢tvercovéa matice. Polynom
pa(N) = det(A — A1)

nazveme charakteristicky polynom matice A.

11



Véta 1.4 Vliastnim cislem ctvercové matice A radu n je pravé takové cislo A € C,

které je korenem charakteristického polynomu
pa(N) = det(A — A1) = (=1)"\" + by N P 4o 4+ by 1 A+ by,

kde koeficient by je soucet vsech hlavnich minori k-téko rddu matice A, pro

k=1,...,n.

Dukaz: viz [4] str. 36.

Poznamka 1.7 Kazda ¢tvercova matice n-tého fadu ma pravé n vlastnich
cisel A1, Ao, ..., A\, pficemz kazdé vlastni ¢islo pocitame tolikrat, kolik je jeho

nasobnost.

Definice 1.16 Nechf je ddna matice A fadu n a necht A, \o,..., A, jsou jeji
vlastni ¢isla. Pak matici A = diag(\y,...,\,) nazyvame spektralni matici
matice A. Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva spektrum ma-

tice A. Budeme jej oznacovat A(A).

Véta 1.5 Je-li x; vlastni vektor matice A odpovidajici vlastnimu cislu \;, potom
z definice 1.14 plynou rovnosti Ax; = \ix;, 1 = 1,2,...,n, které miuZeme zapsat
ve tvaru maticové rovnosti

AX = XA,

kde sloupce matice X = (X1, Xa, . ..,X,) jsou vlastni vektory matice A.

Diikaz: RozepiSeme-li vztah AX = XA dostédvame rovnost

A 0 ... 0
0 X .
A<X1ax2a"'7xn):(X17X27-"7X7L) . .2 . 0 )
0 ... 0\
odkud je ihned vidét platnost tvrzeni. [

12



Lemma 1.1 Necht je ddna matice A € C™". Ddle necht \; resp. X;, pro

1=1,...,n, jsou vlastni c¢isla, resp. vlastni vektory matice A. Potom plati
AFx, = /\fxi,

prot=1,...,n,k=1,2,....

Duiikaz: Podle definice 1.14 plati Ax; = \;x;, ¢ = 1,...,n. Tedy lze psat

Afx; = AF 1 (Ax) = AFT(OGx) = MAFT?(Ax) = AR (Ax) = . = Mx,,

)

coz je vztah, ktery jsme méli dokéazat. [

Definice 1.17 Vlastni vektor definuje jednorozmérny podprostor S, ktery je in-

variantni vzhledem k pronasobeni s matici A, tj. x € S = Ax € S.

Poznamka 1.8 Jestlize

AX = XB,

kde A € C»", B € C** a X € C™*. Potom ran(X) je invariantni pro matici A
a By = \y = A(Xy) = A(Xy). Tedy, jestlize X mé plnou sloupcovou hodnost,
potom AX = BX znamend, ze A\(B) C A(A). Jestlize je matice X ¢&tvercova
a regularni, pak A\(A) = A\(B) a fikame, Ze matice A a B = X 'AX jsou po-
dobné.

Definice 1.18 Rekneme, Ze matice A a B jsou podobné, jestlize existuje regu-

larni matice P takova, ze

A =PBP

Véta 1.6 Necht jsou ddny podobné matice A, B a requldrni matice P takovd, Ze
A = PBP~L. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom a tedy stejnd
vlastni c¢isla a to i co do ndsobnosti. Je-li x vlastni vektor matice B, potom Px

je vlastni vektor matice A, odpovidajici témuz vlastnimu c¢islu.

13



Dukaz: viz [4] str. 37.

Pokud vlastni vektory xi,Xo,...,X, matice A jsou linedrné nezavislé, bude
matice X v rovnosti AX = XA, kde sloupce matice X jsou vlastni vektory

matice A, regularni a plyne odtud
X TAX = A,

tzn. matice A je v tomto piipadé podobnéa spektralni matici A. Tato situace
nastava napt., kdyz matice A mé vSechna vlastni ¢isla vzajemné rizné, nebo
kdyz je symetricka. Ale ne kazda matice je podobna matici spektralni. Da se vsak
dokazat, Ze libovolna ¢tvercova matice A je podobna matici v tzv. Jordanové

tvaru.

Definice 1.19 Rekneme, Ze matice J je v Jordanové tvaru

J(M) 0 0
| 0 P "
0 0 .. 30\

je-li blokové diagonalni a jeji kazdy diagonalni blok je Jordantiv blok, kde ¢isla \;,
it =1,...,r jsou vzajemné ruzné vlastni ¢isla matice A. Jordanovym blokem
Ji:(\i), i =1,...,r nazveme ¢tvercovou matici, jejiz prvky na hlavni diagonéle
jsou rovny vlastnimu ¢islu A;, na diagonale nad hlavni diagonalou jsou samé

jednicky a ostatni prvky ma rovny nule, tj.

Ao 10 0
0 -
Ji(Ni) = 0
1
0 ... .. 0 A

Pfitom rozmér matice J;(\;) je roven nasobnosti vlastniho ¢isla \;.

14



Definice 1.20 Determinant

(A=) 1 0
det(T0) D= O U
0 0 1

0 0 .. (-

kde v; je fad matice J;(\;), se nazyva elementarni délitel matice A. Je-liv; = 1,

fekneme, ze prislusny elementarni délitel je linearni.

Mnoho vypoctt vlastnich ¢isel zahrnuje rozklad daného problému do souboru

mensich vlastnich problémti. Nasledujici lemma je zakladem pro tyto redukce.
Lemma 1.2 Necht je ddna matice T € C™" ve tvaru
T Tio
T —
< 0 Ty )’

kde T11 S (Cp,p’ T12 € (Cp,n—p7 T22 € Cv PP Pak platz’ /\(T) = )\(TH) U /\(ng)
Dukaz: viz [5] str. 311.

Pomoci podobnostnich transformaci je mozné redukovat dané matice na jeden
z moznych kanonickych tvart. Kanonické tvary se lisi v zobrazeni vlastnich cisel
vzhledem k typu invariantniho podprostoru.

Jak se lze docist v [5], [12], je vyhodné diagonalizovat danou matici pomoci

ortogonalni transformace, nebo unitarni transformace.
Lemma 1.3 Necht jsou dany matice A € C™", B € CP? aq X € C™P takové, Ze
AX =XB, rank(X)=p.

Pak ezistuje unitarni matice Q € C™" takova, Ze
T, T
H _m 1 Lo
Q“aq-1- (17 ) )

kde T, € Cp,p’ T, € Cp’nfp, Ty € C"7 PP g /\(TH) = )\(A) N )\(B)
15



Dukaz: viz [5] str. 312.

Lemma 1.3 fika, Ze matice A mize byt redukovana do blokového trojuhel-
nikového tvaru uzitim unitarni podobnostni transformace, jestlize zname jeden
z jejich invariantnich podprostorti. Uzitim matematické indukce 1ze matici T
z lemmatu 1.3 zformulovat obecnéji. Tedy konkrétné T = A + N, kde A je spek-
tralni matice a matice N je ostfe horni trojuhelnikova. Tomuto rozkladu fikdme

Schurtv rozklad. Na zakladé téchto poznatkd mizeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 1.7 (Schuruv rozklad)
Necht A € C™™ a A\,...,\, jsou jeji vlastni c¢isla. Pak existuje unitdrni

matice Q € C™" takova, Ze
QYAQ=T, kde T=A+N, (2)

pricemi A = diag(\y, ..., \,) a N € C*" je ostie horni trojihelnikovd. Matice Q
miize byt zvolena tak, Ze vlastni ¢isla \;, i = 1,...,n jsou na diagondle matice A

umisténa libovolné.

Dukaz: viz [5] str. 313.
Poznamka 1.9 Sloupce matice Q nazyvame Schurovy vektory.

Priklad 1.1 Najdéme Schurtuv rozklad matice A, jestlize
2 5 0.9129; 0.4082
A= (—1 2) “ Q= ( —0.4082 —0.91292') '
Jednoduse lze ovérit, ze matice Q je unitarni a

H [ 2+2.23617 —4
QTAQ = ( 0 2—-2.23611 )’

kde

A = diag(2 + 2.2361i,2 — 2.2361i)  «a

Z
I

(070)

16



Necht Q = (qi, - - ., g,) je unitarni matice ze vztahu (2), pfi¢emz q; jsou Schu-
rovy vektory. Porovnanim sloupct matic v rovnosti AQ = QT (viz vztah (2))
dostaneme pro Schurovy vektory nasledujici vztah

k—1

Aqy = Neaqr + Y naq; k=1,....n, (3)

i=1

kde n;, € C. Odtud plyne (viz [5] str. 314), ze podprostory

Sk = span{qi, ..., dqx} k=1,...,n (4)

jsou invariantni. Oznac¢ime-li, pro k = 1,...,n, matice Q, = (qi,...,qx), pak
MQIAQ,) = {\1,..., \}. ProtoZe je mozné vlastni ¢&isla ve vztahu (2) libo-
volné seradit, 1ze dokazat, ze existuje alespon jeden k-rozmérny podprostor spo-
jeny s kazdou podmnozinou k vlastnich ¢isel. Dalsim zjisténim vychazejicim ze
vztahu (3) je, Ze Schurtiv vektor qy, je vlastni vektor matice A tehdy a jen tehdy,
kdyz k-ty sloupec matice N je nulovy, pro k = 1,...,n. To plati vzdy, kdyz je

matice A normalni.

Dutsledek 1.1 Matice A € C™" je normdlni tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje
unitdrni matice Q € C™" takovd, Ze plati QTAQ = diag(\1, ..., \n).

Dukaz: viz [5] str. 314.

Jestlize Q7AQ = T, kde T = diag(\y, ..., \,)+N je Schurtiv rozklad matice
A € C"", potom ||N||r je nezavisla na volbé Q

n
2 _ 2 2 _ A2
INIF = JA[F = D NP = A%(A).
i=1
Tato veli¢ina je oznacovana jako odklon od normality matice A. Jestlize
chceme vytvorit matici T ,vice diagonalni,“ vyuzijeme transformaci neunitarni

podobnosti. Nasledujici lemma se zabyva redukci neunitarni podobnosti.
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Lemma 1.4 Necht T € C™" je ddna ve tvaru
(T Ty
T= < 0 T22) ’
kde T, € CPP Ty € CP" P Toy € C"P" P Definugme linedrni transformaci
¢ CP"=P — CP"7P yztahem
P(X) = T X — XTy,

kde X € CP"~P. Potom ¢ je requldrni tehdy a jen tehdy, kdyz A\(T11)NA(Ta2) = 0.

Jestlize ¢ je requldrni a Y je definovand vztahem

Y = I, Z . pricemz ¢(Z) = —Ti
0L,

potom Y 'TY = diag(T11, Tas).

Dukaz: viz [5] str. 314.

Priklad 1.2 Necht je ddna matice

2 3 1
T=(0 1 9],
0-3 1
kde
19
T = (2), T12=(31)7 a T22:(_3 1)-
Ruénim vypoctem vlastnich ¢isel matic Ty; a Toy zjistime, ze A\(Ty1) = {2}

a AM(Ta) = {1+ 5.1962¢,1 — 5.1962:}. Z toho vidime, Ze plati A\(T11) N A\(Tq2) = 0.
Mizeme tedy Tict, Ze linearni transformace ¢ z lemmatu 1.4 je regularni a dosa-

zenim do vztahu ¢(Z) = T13Z — ZTy = —T45 dostaneme

1 0-1 2 0 0
Y=[0 1 0 a YI!'TY=[(0 1 9],
0 0 1 0-3 1
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tj. pomoci redukce neunitarni podobnosti jsme ziskali matici, ktera ma na diago-

nale bloky T, a Tas.

Opakovanym uzitim lemmatu 1.4 lze zformulovat nasledujici obecnéjsi vysle-

dek.

Véta 1.8 (Blokové diagondalni rozklad) Predpokladejme, Ze

T11 T12...T1q
0 To, ... T

Q’AQ=T=| ., 7 ¥ (5)
0 0 ..T,

je Schuriv rozklad matice A € C™" a predpoklddejme, Ze Ty, i = 1,...,q jsou
ctvercové. Jestlize N(Ty;) N AN(Ty;) = 0, kde i # j, pro 4,5 = 1,...,q, potom

ezistuje reqularni matice Y € C™" takovd, Ze
(QY) 'A(QY) = diag(T11, ..., Tyy)- (6)

Dukaz: viz [5] str. 316.

Disledek 1.2 Jestlize A € C™", pak existuje requldarni matice X takovd, Ze
X 'AX = diag(MI+ Ny, ... ) A JI+N,) N, eC"", (7)

kde A1, ..., \q jsou vzdjemné riznd vlastni ¢isla matice A, ni,...,n, celd kladnd

cisla, pro kterd plati ny + ... +ny =n a kaZdd N; je ostre horni trojuhelnikova.

S rozkladem ve tvaru (7) je spojeno mnoho dilezitych pojmi, viz nasledujici

poznamka.

Poznamka 1.10 Celé ¢islo n;, z disledku 1.2 se nazyva algebraicka nasob-
nost vlastniho ¢isla \;. Jestlize n; = 1, potom fikame, ze )\; je jednoduché.

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla ); je rovna poctu linearné nezavislych
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vlastnich vektori, odpovidajicich vlastnimu ¢islu A;. Jestlize algebraickd nasob-
nost A; prevySuje jeho geometrickou nésobnost, pak fikdme, Ze \; je defektni
vlastni ¢islo. Matice s defektnim vlastnim ¢islem se nazyva defektni matice.

Nedefektnim maticim se také ¥ika diagonalizovatelné.

Dusledek 1.3 (Diagonalni tvar) Matice A € C™" je nedefektni tehdy a jen

tehdy, kdyz existuje reqularni matice X € C™"™ takovd, Ze
XTAX = diag(Ay, - .., Ag)- (8)

Dukaz: viz [5] str. 316.

Priklad 1.3 Nechf jsou ddny matice

1 3 0 -3 1 3
A=13-2 -1 a X = 5 0 2
0-1 1 1 3 -1

Potom X 'AX = diag(—4,1, 3). Vypoctem kotenti charakteristického polynomu
matice A lze ovérit, Ze vlastni ¢isla matice jsou skutecné \; = —4, Ay = 1, \3 = 3.

Z disledku 1.3 tedy plyne, Ze matice A je nedefektni.
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2 Vlastni éisla nesymetrické matice

Cilem této kapitoly je predstavit problém vlastnich ¢isel nesymetrické matice.
V prvni ¢asti se zamérime na to, jak jsou vlastni ¢isla citlivd na zmény v matici.
V druhé ¢asti si predstavime metodu QR rozkladu, ktera patii mezi univerzalni

metody pro vypocet vlastnich ¢isel matice.

2.1 Citlivost vypoctu

Vypocet vlastnich ¢isel matice A € C™"™ spociva ve vypoctu korenti charakte-
ristického polynomu. Jestlize n > 4, doporucuje se pfi hledani téchto kofenti uziti
iteracnich metod, nebot pfi pfimém vypoctu dochézi k narustu chyb. Abychom
mohli stanovit vhodné zastavovaci kritérium pro iteracni proces, je tieba pro-
zkoumat citlivost vypoctu vlastniho ¢isla. Vypocet vlastnich ¢isel mize byt cit-
livy na zmény v matici A. Rikame, Ze vypocet vlastnich ¢isel je dobfe podminén,
jestlize mald zména v matici A vyvola malou zménu hodnot vlastnich ¢isel. Cislo
kp(A) = ||A]],]|A7Y]|, se nazyva Eislem podmin&nosti matice A. Lze snadno
ukézat, ze k,(A) > 1. Je-li k,(A) ,malé“, tloha je dobfe podminéna, tim lépe
podminénd, ¢im je ¢islo podminénosti k,(A) blize 1. Je-li k,(A) ,velké”, fikame,

Ze uloha je Spatné podminéna.

2.1.1 Citlivost vypoctu vlastniho cisla

Nékolik metod vypoétu vlastnich ¢isel vytvari posloupnosti transformaci { Xy, }
s takovou vlastnosti, Ze s rostoucim k jsou matice X,;lAXk postupné ,,vice diago-
nalni“. Vznika tedy otazka, jak dobfe aproximuji diagonalni prvky téchto matic

vlastni ¢isla matice A.

Véta 2.1 (Gershgorinovy kruhy)
Necht je dana matice A a necht \(A) je jeji spektrum. Ddle necht matice
X 'AX = D+ F, kde D = diag(dy,...,d,) a F md nulové diagondini prvky,
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potom

kde D; = {2z € C: |z —di| < 21 |fisl 1 F = (i)} =1
‘7:
Dukaz: viz [5] str. 320.

Poznamka 2.1 Je nékolik moznosti, jak zvolit matice X, D a F z véty 2.1.

V nasledujicim prikladé uvedeme jednu z nich.

Priklad 2.1 Uzitim véty 2.1 odhadnéme polohu vlastnich ¢isel matice

7T 2 1
A= -3 1 2
3-2 0
Lze zvolit napft.
7 0 0 0 1 1 0 0
D= 0o 1 0, F=| -3 0 2 a X= 0 1 0
0 0 0 3-2 0 0 0 1

Dle vztahu D; = {2z € C: |z — d;| < zn:l |fij|} ur¢ime Gershgorinovy kruhy ve
tvaru J
Dy = {[z]: [z =7 < [2[ + 1] = 3},
Dy = {|z] : [z = 1] < | =3[ +[2| = 5},
D3 = {[z] : [2] < [3[+]—2] = 5}.
Vypoctem korenti charakteristického polynomu matice A lze zjistit, ze vlastni
¢isla jsou Ay = 6.8733, As = 0.5633 +2.43697 a A3 = 0.5633 — 2.4369: (na obrazku

jsou vyznacena znakem X ).
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Pro nékteré vypocetni metody vlastnich ¢isel je mozné ukazat, ze vypoctena
vlastni ¢isla jsou pfesné rovna vlastnim ¢islim matice A + E, pticemz ||E|| je
malé hodnota. Otazkou je, jak mohou byt vlastni ¢isla matice ovlivnéna malymi

zménami. Tuto otazku objasni nasledujici véty.

Véta 2.2 (Bauer-Fike)
Je-li p vlastni cislo matice A+ E € C*" a X 1AX = A = diag(\, ..., \n),
potom
in |\—pul <k, (X)||E
Jmin A= pl < (X)[E],

kde ||.||, znaci nékterou z p-norem.

Dukaz: viz [5] str. 321.

Podobny vysledek obdrzime uzitim Schurova rozkladu matice A.

Véta 2.3 Necht QPAQ = A + N je Schuriv rozklad matice A € C™" ze
vetahu (2). Je-li p € MA + E) a p je nejmensi celé kladné cislo takové, Ze
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IN|P = 0, potom

in |\—pl < 0,04/7
Agl(g)l p| < max{6, 67"},

kde

p—1
0 = [[Ell, Y [IN]l5.
k=0
Dukaz: viz [5] str. 322.

Priklad 2.2 Necht jsou dany matice

1 3 1 0 0 O
A=10 3 2 a E= 0 0 O
0 03.001 0.0010 O

Je zfejmé, ze A(A) = {1,3,3.001}. Vypoctem charakteristického polynomu ma-
tice A + E zjistime jeji spektrum A(A + E) = {1.001, 3.0548,2.9452}. Matice

vlastnich vektori matice A je ve tvaru

1 0.8321 0.8320
X=10 0.5547 0.5548
0 0 0.0003

a mé ¢islo podminénosti kr(X) = 0.8831 x 10%. Potom podle Bauer-Fikeho

véty 2.2 je /\Ir/l\i&) A — u| < 0.8831 x 10'. Pro srovnani vypocitdme také horni
€

odhad /\nii& : A — p| z véty 2.3. Tedy necht Q¥ AQ = A + N je Schurtiv rozklad
€

matice A, kde

B 1 0 0 0 3 1 1 0 O
A=10 3 0 , N=10 0 2 a Q=10 1 0
0 03.001 0 0 O 0 0 1

2
Potom |N|P = 0, pro p = 3, 6 = ||E||> Y |IN]|5 = 0.0149 a /3 = 0.2459. Tedy
k=0

min |\ — p| < 0.2459 x 10°.
AEA(A)
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Véty 2.2 a 2.3 ukazuji moznou citlivost vypoc¢tu vlastniho ¢isla, neni-li ma-
tice A normélni. Specialng, je-li #,(X) nebo ||N||5~" velké, potom i malé zmény
v matici A mohou vyvolat velké zmény ve vlastnich ¢islech, coz je vidét i v pii-

kladu 2.2.

Priklad 2.3 Necht jsou dany matice
o o I7 . o 0
A_(OOT) a E_(10—100T>7
kde A, E € R®8,

Potom pro vSechna A € A(A) a u € AM(A + E) plati |\ — p| = 1073, V tomto
pfipadé zména fadu 1071 v matici A zptisobi zménu fadu 1072 v jejich vlastnich

Cislech.

Je-li matice A normalni, neni vypocet vlastniho ¢isla pfilis citlivy na zmény.
Na druhé strané, nenormalita nemusi nutné znamenat citlivost vlastniho cisla.
Jestlize matice A neni normalni, mtze byt pro néktera jeji vlastni ¢isla vypocet
dobie podminén a pro jina Spatné. Proto je vhodné vylepsit teorii citlivosti tak,
aby byla pouzitelnd pro konkrétni vlastni ¢isla a ne pro spektrum jako celek.

Za timto ucelem predpokladejme, ze A je jednoduché vlastni ¢islo matice
A € C"™ a ze vektory x a y vyhovuji rovnicim Ax = Mx a y7A = \y¥
a [[x||l2 = [ly]]2 = 1. Je-li YZAX = J Jordantiv rozklad matice A, kde Y = X1,
pak y a x jsou nenulové nasobky vektori x; a y; pro nékteré ¢ = 1,...,n, kde
x; resp. y; jsou sloupce matice X resp. Y. To plyne ze vztahu 1 = yZx;, a tedy
plati yx # 0. Tuto skute¢nost budeme vyuzivat i dale.

Uzitim klasickych vysledkt z teorie funkci se d& ukazat, Ze existuji diferenco-

vatelné funkce x(¢) a A(e) takové, ze
(A +eF)x(e) = Ae)x(e), [|F[l2 =1, (9)

kde A(0) = X a x(0) = x. Derivovanim této rovnice podle € a volbou ¢ = 0

obdrzime
AX'(0) + Fx = X (0)x + Ax'(0).
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Tuto rovnici vynasobime zleva vektorem y” a vydélime yx, tj.

y2 Ax'(0) N y"Fx  N(0)y"x N Ay Hx'(0)
yix yix — yfx yix

Ay % (0
N y;()'
yX

Odtud, ze vztahu (9) a z vlastnosti vektori x, y dostaneme v absolutni hodnoté

1
~ yHx|

y7Fx
yix

IN(0)] =

Rovnosti je dosaZeno, jestlize F = yx. Z tohoto dfivodu ffkdme hodnoté
s(A) = y"x|

podminka pro vlastni ¢islo \.

Z vyse uvedené analyzy plyne, ze jsou-li prvky matice A pozménény o hod-
notu &, potom vlastni ¢islo A matice A muize byt pozménéné hodnotou €/s(\).
Tedy jestlize s(\) je malé, potom A je $patné podminéné vlastni ¢islo, coz zna-
mena, ze i mald zména v matici A ma za nasledek velkou zménu ve vlastnim
cisle.

Malé s(\) znamena, Ze matice A je blizka matici, ktera ma vicenasobné vlastni
¢islo. Obzvlasté, jestlize A je jednoduché a s(A\) < 1, potom existuje matice E

takova, ze \ je vicenasobné vlastni c¢islo matice A + E a plati

Bl s
Al — 1—3(/\)2.

Priklad 2.4 Nechf jsou ddny matice

1 3 1 0 0 O
A=10 3 2 a E= 0 0 O
0 03.001 0.0010 O

Vime, ze A(A) = {1,3,3.001}. Vypoctem charakteristického polynomu matice
A + E zjistime jeji spektrum A\(A +E) = {1.001, 3.0548, 2.9452}. Vlastni vektory
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matice A zapiSseme do matice

1 0.8321 0.8320
X=10 0.5547 0.5548
0 0 0.0003

Potom
0.001 —0.0015 0.0010

Y =X"1=10 0 0.0018 —3.6056 | ,
0 0 3.6047
kde sloupce matice Y# odpovidaji levym vlastnim vektorim matice A. Nyni
miizeme uréit hodnoty s(\) = |yx| pro jednotliva vlastni &sla A\ matice A,
kde x resp. y jsou sloupce matice X resp. Y. Postupné dostavame s(1) = 10°,

5(3) = 0.2 x 10° a s(3.001) = 2 x 103,

Jestlize je A vicenasobné vlastni ¢islo, je otazka citlivosti vlastnich ¢isel slozi-
tejs.

Kazda mnozina vlastnich vektort, které odpovidaji prislusnym vlastnim ¢is-
lim, definuje invariantni podprostor. Podobné, jak tomu bylo u vypoctu vlast-
nich ¢isel, mtze byt také vypocet invariantniho podprostoru, tj. vypocet vlastnich
vektorti, citlivy na zmény v matici A. Jestlize mnozina vlastnich ¢isel odpovida
mnoziné blizkych vlastnich vektort, fikame, Ze tyto vektory definuji necitlivy

invariantni podprostor.

2.1.2 Citlivost vypoctu invariantniho podprostoru

Mnozina vlastnich vektort, odpovidajicich Spatné podminénym vlastnim ¢is-
lim, mize definovat necitlivy invariantni podprostor za predpokladu, ze odpovi-

dajici shluk vlastnich ¢isel je izolovany. Pfredpokladejme, ze

T Tio ) (10)

H —
Q"aq- (T 1
je Schuriiv rozklad matice A, kde T1; € C™", T15 € C""77 a Toy € C* 777,
pricemz
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Q=(Q:Q), (11)
kde Q; € C™" a Q, € C™" 7T,

Z rozkladu matice vlastnich vektort je vidét (viz vztah (11)), Ze citlivost vypoctu
invariantniho podprostoru ran(Q;) zavisi na vzdalenosti mezi A(Ti;) a A(Ta2).
Spravné meéreni této vzdalenosti ukaze, ze jde o nejmensi singularni hodnotu
linearni transformace X — T3 X — XTgy (viz lemma 1.4). Zejména, jestlize

vzdalenost mezi maticemi Tq; a Ty definujeme vztahem

. | TuX — XTal|r
= >

pfi¢emz rovnosti je dosazeno, kdyz ||T1;X — XTas||r = 0, dostaneme nasledujici

tvrzeni.

Véta 2.4 Predpoklddejme, Ze vztahy (10) a (11) plati a Ze pro kaZdou matici

E € C*™ mdme rozklad matice QPEQ wve tvaru

E E
HE — 11 12
QEQ <E21 Ey )

kde E1; € C") Ejp € C™"" a Egy € C* """, Jestlize sep(T11, To) >0 a

SBP(TH, T22) 5 ’

||E||2 <1+ 5||T12||2 )S SGP(TM,TQQ)

potom existuje P € C"™"" takovd, Ze

ILSE

P, <4 Itallz
Pl < sep(T11, Tao)

a sloupce matice Q; = (Q1 + QoP)(I + PTP)~Y/2 tyoit ortonormdini bdzi

invariantniho podprostoru pro matici A + E.

Dukaz: viz [5] str. 325.
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Dusledek 2.1 Jestlize plati predpoklady ve vété 2.4, potom pro vzddlenost mezi
podprostory plati

LR

dist(ran(Qq),ran(Qy)) < 4m.

Dukaz: viz [5] str. 325.
Jak je uvedeno v literatufe [5] str. 325, z dtsledku 2.1 se ukazuje, Ze pfevrace-
nou hodnotu sep(Ty;, Tyy) muzeme brat jako ¢islo podminénosti matice A, které

udéva miru citlivosti vypoctu invariantniho podprostoru ran(Q;).

Priklad 2.5 Necht jsou ddny matice

29 0 —18 -1 1
T”_(01>’ T22_(02.01) . T”_( 1—1)’

pro které plati

2 9 -1 1
O 1 1 -1
A=T= 0 0 0-18
0 0 0201
10
Potom matice Q; bude mit tvar Q; = 8 (1) a bude platit AQ; = Q;T;.
00
Ze vztahu sep(Ti1, To) = %;%% vypocitdme vzdéalenost mezi ma-

ticemi T;; a Ty, kde matici X volime tak, aby platilo T1;X — XTgy = —T9

0.005 —7.8307

. 3 — 3
(viz lemma 1.4), tj. X =10 (_0‘001 —0.0188

> . Potom

sep(T11, Tag) = 2.554 x 107%.

Jestlize Eoy = 107° (i }) a zkouméme Schurtiv rozklad matice
T Ty
A+E= ,
<E21 Ty

29



zjistime, Ze pro matici Q; dostaneme dle vztahu (10) matici

-1 0.0009
Q, —0.0007 —0.7377
71 —0.0005 —0.6709

0.0001  0.0749

Tedy méame dist(ran(Qy), ran(Qy)) = 1073 /sep(T1y, Tas) = 0.0392. Porovnanim
matic Q a Q zjistime, Ze vypocet invariantniho podprostoru ran(Q;) je citlivy

na zmény v matici A.

2.1.3 Citlivost vypoctu vlastniho vektoru

Jestlize v pfedchazejicim odstavci polozime r = 1, potom se cela analyza cit-
livosti vypoctu invariantniho podprostoru zredukuje na otazku citlivosti vypoctu

vlastniho vektoru. Toto je nazorné ukazano v nasledujicim disledku.

Dusledek 2.2 Necht jsou ddny matice A, E € C™" a unitdrni matice
Q = (q1 Q2) € C*", kde q; € C™. Dadle predpokladejme, Ze

(AT (e T
wna- (1) @ (i)

(0] T22

Jestlize 0 = 0pin(Toe — M) > 0, kde 0y, je nejmensi singuldrni ¢islo matice

T22—>\I(l
5]|v]|2 o
E 1 < =
el (1+ 2202) < 2,

potom emistuje p € C" 1 takové, Ze

4
[[pll2 < =]l
o
aqr = (q1 + Q2p)// 1+ p7T je vlastni vektor matice A + E. Ddle plati

. ) 4
dist(span(qi), span(q:)) < ;II5H2-
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Dukaz: viz [5] str. 326.

Poznamka 2.2

Z véty 2.4 a dusledku 2.1 dostaneme sep(Ti, Ta2) = 0pin(Tae — AI), pro
T, = A. Vidime tedy, ze singularni ¢islo 0., (Tea — AI) pfiblizné méfi vzda-
lenost A\ od vlastnich ¢isel matice Toy. Musime fict ,,ptiblizné,“ protoze

sep(A, Tag) = 0ppin(Ta2 — AI) < min  |pu — Al
ueX(Ta2)

a horni hranice mtze byt dost nadhodnocena, jak jsme vidéli napt. v prikladé 2.2.

Separace vlastnich ¢isel ma vliv na citlivost vypoctu vlastnich vektort. Je-1i A
nedefektni vicendsobné vlastni ¢islo, potom existuje neomezeny pocet odpovi-
dajicich vlastnich vektori, které tvori prislusny invariantni podprostor. Je tedy

ziejmé, ze vlastni vektor, odpovidajici blizkym vlastnim ¢isltim, je nestabilni.

Priklad 2.6 Jestlize
2.01 0.01
A= ( 0 1.99) ’
potom pro vlastni ¢islo A = 1.99 matice A plati 1/5(1.99) = 1.2880 a odpovidajici

vlastni vektor mé tvar x = (—0.4472,0.8922)”. Zatimco vlastni Gslo A = 2 blizké

matice

2.01 0.01
ave= (20

m4 vlastni vektor ve tvaru x = (—0.7071,0.7071)%. Tedy vlastni vektor, odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu 1.99 matice A, je nestabilni, nebot mald zména v matici A

vyvolala velkou zménu ve vlastnim vektoru.

2.2 QR rozklad

Jedna skupina metod, umoznujicich vypocet vlastnich ¢isel, vychazi z orto-

gonalnich transformaci matice A. Zakladni myslenka metody QR rozkladu je
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zaloZena na poznatku, ze kazdou readlnou matici A lze rozlozit na soucin ortogo-
nalni matice Q a horni trojihelnikové matice R. Matice Q, R, tvorici QR rozklad
matice A, nejsou urceny jednoznacné. Tento rozklad lze provést nékolika zptisoby,
napiiklad pomoci Householderovy transformace, nebo Givensovy matice rotace.
Nejprve si uvedeme QR rozklad pomoci Householderovy transformace.

Jak lze pomoci QR rozkladu vypocitat vlastni ¢isla matice A bude popsano

v kapitolach 2.4 a 2.5.

2.2.1 Householderovy matice

V této podkapitole zadefinujeme pojmy Householderovy matice a Househol-
derova vektoru, které vyuziva Householderova transformace k realizaci QR roz-
kladu.

V celé podkapitole budeme predpokladat redlné matice a vektory.

Nechf v € R" je nenulovy vektor. Matice P € R™", definovana vztahem

2
P=1I-—wv’
VTVVV s

se nazyva Householderova matice. Vektor v se nazyva Householdertv vek-
tor. Dale predpokladejme, Ze mame dan nenulovy vektor x € R™ a hledame
matici P tak, aby Px bylo ndsobkem vektoru e; = I(:, 1), kde I(:, 1) oznacuje
prvni sloupec jednotkové matice, tj. chceme aby byly slozky x5, x3, ..., 2, vek-

toru x nulové. Potom

o2vvTl o2vIx
Px = (I— VTV>X:X— VTVV'

Polozime-li v = x + ey, pro a € R, dostaneme

vix =xTx + axq,

kde x; je prvni slozka vektoru x a

viv = xTx + 2ax; + o2,
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Potom

2v” 2v”
Px =x—202Xv=x— 27X (x+ae) =

vT

=x— 2‘:’TTj‘x - 2aﬁ—§e1 = (1 - 2\:’;3‘) X — 20 T, €1
Tedy Px lze psat ve tvaru
T T
Px = (1 — QXT;(—:;ZQZ?_ az) X — 20&%61. (13)
Aby byly slozky xs, x3, ..., x, vektoru x nulové, zvolime a = +||x||2, potom
v = x =+ [|x]|2€1
a ze vztahu (13) plyne
Px = F||x||z€1. (14)

Volba vektoru v v tomto tvaru se ukaze pri vypoctu QR rozkladu pomoci Hou-

seholderovy transformace znac¢né uzite¢na, coz si ukazeme pozdéji.

Priklad 2.7 Necht je dan vektor x = (1,2,4,2)”. Najdéme Householdertiv vek-

tor v a Householderovu matici P tak, aby sou¢in Px byl nasobkem e; = I(:, 1).

Uzitim vztahu v = x + ||x||2€; dostaneme Householdertiv vektor ve tvaru

v = (6,2,4,2)”. Potom Householderova matice

6 12 24 12

T
P:I_2VV :_i 12 —26 8 4
viv 30 | 24 8 —14 8

12 4 8 —26
m4 tu vlastnost, ze Px = (—5,0,0,0)T.
Existuje celd rada praktickych detailt spojenych se stanovenim Householde-
rova vektoru. Jednou z moznosti je volba slozky

U1 = 21 — ||X||2
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vektoru v podle vztahu (14). Pak Px je kladnym nésobkem e;. Ale toto nastaveni
neni vhodné v pripadé, kdy vektor x je blizky vektoru e;. Z literatury se uka-
zuje, ze je uzitecné volit v; = 1. Déle oznac¢ime = % a vyse popsany vypocet

Householderova vektoru shrneme v nasledujicim algoritmu.

ALGORITMUS 2.1
Necht je dén vektor x € R", potom algoritmus vypocita vektor v € R"™,
kde v(1) = 1 a 8 € R tak, ze matice P = I, — BvvT je ortogonalni a plati

Px = ||x||z€1.
1. zvolime x € R"
2. vypocteme
(a) o =x(2:n)"x(2:n)
(b) v=(Lx(2:n))"
3. je-li 0 = 0, pak polozime 5 = 0, jinak vypocCteme p = \/m

(a) jestlize x(1) < 0, polozime v(1) = x(1) — p, jinak polozime
v(l) = ——2

x(1)+p

(b) vypocteme

Priklad 2.8 Necht je dan vektor x = (1,2,4,2)" z pitkladu 2.7. Vypocitejme

Householdertiv vektor v pomoci algoritmu 2.1.

Dle bodu 2 vypocteme

o=(242)

[N RSN V]
I
[\
o~
Q
<
I
N = DN =
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Déle vypocteme p = /x(1)2 + ¢ = /1 + 24 = 5 a polozime v(1) = — 2 = —4.

Pak vektor v bude mit tvar v = (—4 2 4 2)T. Dle vztahu 3 = U%:"(IH; vypocteme

8 = 0.8 a polozime

—4 1

v 1 2 —0.5
vV=—— = —— —=

v(1) 4| 4 ~1

2 —0.5

1 2 4 2

1|2 4 -2 -1
PZS 4 -2 1 -2
2 -1 -2 4

je ortogondlni a plati Px = (5,0,0,0)7.

Dle algoritmu 2.1 jsem sestavila m-file (viz ptiloha procedura house.m), ktery

vyuzijeme dale v m-filu pro vypocet QR rozkladu matice A.

2.2.2 Vypocet QR rozkladu pomoci Householderovy transformace
Definujme Householderovu transformaci matice A € R™" vztahem
A;=PA;,, j=1,...,n,
kde Ay = A a Householderovy matice P; € R™" budou pro j = 1,...,n ve tvaru
P, =1— ij(j)v(j)T’

kde v(?) € R™ jsou Houscholderovy vektory a §; = 2/v()" v,
Podstatu Householderovy transformace lze vysvétlit na malém piikladu. Necht

n = 5, pak jsou Householderovy matice P; a P, zkonstruovany tak, aby platilo

PP, A =

oo o o X
S oo X X
¥ ¥ ¥ X X
X X X X X
X X X X X

w
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Pomoci zvjraznénjch polozek * uréime matici P3 € R3® tak, aby platilo

* X
P3 * = 0
0
Jestlize P3 = diag(Is, f’g), potom
X X X X X
0 x x x x
PgPQPlA: 0 0 x x X
0 00 x x
0 0 0 x x

Takto 1ze induktivné pokracovat dale. Celkem tak po n opakovanich dosta-

neme horni trojihelnikovou matici
An = PnPnfl ‘e PlA

Ozna¢me R = A,,. Snadno lze ovéfit, Ze pro j = 1,...,n plati P; = Pj_l, nebot
matice P; jsou ortogondlni. Potom volbou Q = P; ... P, dostaneme ortogonélni
rozklad matice A ve tvaru A = QR.
V priitbéhu vypoctu neni nutné vytvaret matici Q explicitné, tj. provadét nasobeni
n matic. Tim se usetii nejen ¢as vypoctu, ale zmensi se i pocet zaokrouhlovacich
chyb. Vychézi se z poznatku, ze v r~tém kroku, kde r < n, je

Q=P,P,...P,, P;=1—3vOy0"
a kazdé v\9) volime tak, aby jeho prvnich j — 1 slozek bylo rovno nule a jt4 slozka
byla rovna 1, tj.

v =(0,0,...,0, 1,1)](.21, T

Householderovy vektory v vypocitame ze zobecnéného algoritmu 2.1.

ZOBECNENY ALGORITMUS 2.1
Algoritmus 2.1 na vypocet Householderova vektoru v, kde v(1) = 1, lze zobec-
nit pro vypocet vektoru v, kde j = 1,...,n nasledovné. V bodé 2 nahradime

vektor x(2 : n) vektorem x(j + 1 : n) a vektor v} vypocitame takto

36



L.vi(l:j—-1)=o0
2. vU(j) =1
3. vW(G+1:n)=x(j +1:n).
Potom také v bodé 3 algoritmu 2.1 nahradime x(1), v(1) hodnotami x(5) a v ().

Uvedeny postup vypoctu QR rozkladu matice A uzitim Householderovy trans-

formace shrneme v algoritmu.

ALGORITMUS 2.2
Nechf je ddna matice A € R™". Algoritmus najde QR rozklad matice A,
tj. najde ortogonalni matici Q a horni trojihelnikovou matici R takové, ze plati

A =QR.
1. polozime R = A,
2.proj=1,...,n

(a) vybereme z matice R vektor x = R(j : n, j)

(b) dle zobecnéného algoritmu 2.1 vypoéteme vektor vU) a polozime

R(j:n,j:n) = Ly — BVOVOIR(G : n,j )
3. polozime Q =1,,
4. pror =7 :—1:1 polozime
(a) v (r:n)=(1,RT(r +1:n,r))"
(b) Qi n,7in) = (Turss — BYO(r: VO (r : ))Q(r s m,7 2 )

Na zakladé vyse popsaného algoritmu sestavime m-file na QR rozklad ma-

tice A (viz pfiloha procedura QRHouse.m).
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Priklad 2.9 RozloZzme matici

1 0 3-4
1 5 6 -2
A= -3 4 0 1
2 0 7-1

na soucin ortogonalni matice Q a horni trojuhelnikové matice R pomoci House-
holderovych transformaci.

Uzitim procedury QRHouse.m dostaneme

0.2582 0.0760 0.2506  0.9299

- 0.2582  0.8899 —0.3734 —0.0438
Q= —0.7746  0.4233 0.4668  0.0547
0.5164 0.1519 0.7615 —0.3610

3.8730 —1.8074 5.9386 —2.8402
0 6.1427 6.6311 —1.8124
0 0 3.8421  —0.5504
0 0 0 —3.2164

R =

Lze snadno ovérit, ze plati A = QR.

Householderova transformace tvoii zaklad metod, které lze uzit k vypoctu

vlastnich &isel libovolné reilné matice.

2.2.3 Givensovy matice rotace

Nez si uvedeme, jak lze pouzit Givensovy matice rotace k provedeni QR roz-
kladu, zadefinujme pojem Givensovy matice rotace. Givensovou matici rotace na-
zyvame matici, kterd vznikne z jednotkové matice tak, zZe méa pozice (i,1), (k, k)

obsazeny parametrem c a pozice (i,k) resp. (k,7) jsou obsazeny parametrem s
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resp. —s, kde ¢ = cos(f) a s = sin(0) pro néjaky uhel 0§ a i,k € {1,...,n}, tj.

G(i,k,0) = | : ST (15)

Snadno lze ovéiit, ze G(i, k,0)' G(i, k,0) = I, tedy Givensovy matice rotace jsou
ortogonalni.

Givensova matice G(i, k,0) predstavuje rotaci prvki o tuhel 6 proti sméru
hodinovjch ruci¢ek na pozicich (i, k). Skutecné, je-li x € R" ay = G(i, k,0)"x,
potom

cr;i — ST J =1
Yy =1 sri+cry jJ=k
xZ; j?’él,k

Z tohoto vztahu je zfejmé, Ze polozime-li

(16)

C

L5 — Tk
= —_—, S = ————
Vai+ar Vai+a?
dostaneme y;, = 0. Toto je jednoduchy zpiisob, jak pomoci Givensovy matice

rotace vynulovat jistou slozku daného vektoru.

Postup shrneme v algoritmu.

ALGORITMUS 2.3 Nechf je dan vektor x € R™. Algoritmus vypocita para-
metry ¢ = cos() a s = sin(f) tak, aby platilo

T
cs rp\ [T
(20) () -(),
tj. pomoci k-té slozky vektoru x se vynuluje jeho i-ta slozka.

1. z vektoru x vybereme slozky x; a x;
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2. jestlize z; = 0 polozime

jinak jestlize plati |x;| > |z)| vypocteme

T=—x/x; S= l/m, c = ST,
v opacném piipadé pocitame

T=—x;/1p, c=1/V1+72 s=cr

Priklad 2.10 Necht je ddn vektor x = (2,7, 1,3)". Pomoci Givensovy matice
rotace vynulujme posledni prvek ve vektoru x.

Vybereme napt. prvek xo = 7 a prvek x4 = 3.

Postupujme dle algoritmu 2.3. ProtoZe |z3| > |z4| vypolteme 7 = —%+ = -3,
1 7 37 3
c= W = N =09191 a s = _?\/ﬁ = _\/ﬁ = —0.3939.
Givensova matice rotace bude ve tvaru
1 0 0 O 1 0 0 0
G(2,4,0) = 8 8 (1) S _ 8 8.9191 (1) —8.3939
0-s 0 ¢ 0 03939 0 0.9191

Potom pro y = G(2,4,6)"x dostavame

1 0 0 0 9 9

o 09191 0 03939 | (7] | 76158
Y= 1o 0 1 0 1|~ 1
0 —03939 0 09191/ \3 0

Na zakladé algoritmu 2.3 sestavime m-file (viz pfiloha procedura givens.m),
ktery vyuzijeme dale v m-filu pro vypocet QR rozkladu pomoci Givensovych

matic rotace.
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2.2.4 Vypocet QR rozkladu pomoci Givensovych matic rotace

Jednoduchou strukturu Givensovy matice rotace lze vyuzit pro vypocet QR
rozkladu matice. Pfedpokladejme, Ze je dana realna matice A € R™" a parametry

c = cos(f) a s = sin(f). Definujme transformaci
A;=GlA; Ay = A,

kde A,;_; = (a{nzl)” adleRa G, = G(i, k,0;) je Givensova matice rotace,

I,m=1>"Ilm
proj=1,...,t,kdet = @ oznacuje pocet poddiagonalnich prvki. Za indexy
1, k volime postupné £k =1,...,n,i=n,n—1,...,k+ 1. Potom nasobeni matice

A;_1 zleva matici G] = G” (i, k, ;) se projevi ve dvou fadcich matice A, coz lze

struc¢né zapsat takto

—S C

Aim = (0 )TA<<¢,k>,:>,

tj. vynuluje se prvek na pozici (i, k). Timto zpusobem tedy lze vynulovat vSechny

nenulové prvky pod diagonalou a tim obdrzime
R=G!..GTA=Q"A, Q=G;...G,.

Potom

A = QR,

kde Q je ortogonalni a R je horni trojuhelnikova matice.

Poznamka 2.3 Pokud prvek agk_ ! je jiz nulovy, potom matice G, = G(i,k,0))
je rovna jednotkové matici a provadime tedy jen tolik krokt, kolik je nenulovych
poddiagonalnich prvki. Proto je vhodné tuto metodu pouzit pro QR rozklad #id-
kych matic.

Nasledujici algoritmus provede QR rozklad matice A uzitim Givensovych ma-

tic.
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ALGORITMUS 2.4
Necht A € R™", potom algoritmus pocitd horni trojihelnikovou matici R

a ortogonalni matici Q, pro které plati QR = A.
1. polozime R = A a sloupce matice R oznac¢ime r;, proi=1,....n
2.prok=1,...,n, i=n,....k+1

(a) z vektoru ry = (Tg1,...,7rn)’ vybereme prvky zp = rip a x; = 7

(b) podle algoritmu 2.3 vypocitdme parametry c, s

(c) polozime R([k,i],k:n) = (Z _i) R([k,i],k : n)

(d) polozime Q(:, [k,1]) = Q(:, [k, ]) ( c 3)

—S Cc

Na zékladé vyse popsaného algoritmu jsem sestavila m-file na QR rozklad

matice A (viz pfiloha procedura QRGivens.m).

Poznamka 2.4  Protoze pocita¢ nezna absolutni nulu, v m-filech poc¢itame
s jistou odchylkou €, kde ¢ je malé kladné &islo, napi. € = 107°. Pokud v druhém

kroku algoritmu 2.3 je |z;| < €, bereme z; = 0.

Priklad 2.11 Uzitim Givensovych matic rotace rozlozme matici

B~ W = N
N — o W
=
|
o= O

na soucin ortogonalni matice Q a horni trojuhelnikové matice R.

Uzitim procedury QRGivens.m dostaneme

0.3651 —0.7096  0.0449 —0.6009

_ 0.1826 —0.5595 0.1900  0.7858
Q= 0.5477 0.3684  0.7497 —0.0462
—0.7303 —0.2183  0.6323 —0.1387
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0.4772  3.4689  0.3651 —5.2947
0 —2.4427 —1.1190 —2.6064
0 0 1.6169  2.4842
0 0 0 0.0462

R:

Snadno lze ovérit, ze plati A = QR.

2.3 Mocninna metoda

Mocninné metoda se uziva k vypoctu vlastniho cisla dané matice, které je
v absolutni hodnoté maximalni, pokud je takové vlastni ¢islo jediné a jednodu-
ché. Myslenku této metody vysvétlime za predpokladu, ze vsichni elementarni
délitelé matice A jsou linearni, tj. vlastni Cisla A1, Ao, ..., A\, matice A € C™"
jsou navzajem riizna. Pak miizeme fict, Ze existuje n linedarné nezavislych vlast-
nich vektori matice A, které tvoii n - rozmérny linearni prostor C".

Necht je A € C*" diagonalizovatelnd matice, tj. X TAX = diag(\i, ..., \n),
kde matice X = (x1,...,X,) je tvorena linedrné nezavislymi vlastnimi vektory
matice A a vlastni ¢isla jsou uspofadana nasledovné |[\i| > |Ao| > ... > |A,].
Zvolme libovolny pocatecni vektor qo € C”, ten lze vyjadrit jako linearni kombi-

naci vlastnich vektort, tj.
Qo = Z QX
i=1
kde a; € C, pro i =1,...,n a navic plati a; # 0. Pomoci itera¢niho predpisu
QG =Aq1 =AAq,2=...= AFqy pro k=1,2,... (17)

vytvoiime posloupnost vektorti {q;}. Z lemmatu 1.1 vime, ze A¥x; = \*x;, pro

1=1,....nak=1,2,.... Potom lze vektor q; psat ve tvaru
qr = Akqo = Ak Z ;X = Z OziAkXi = Z ai/\fxz-. (18)
i=1 i=1 i=1

Na zéakladé téchto poznatkti mizeme vyslovit vétu.
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Véta 2.5 (Von Mises) Necht matice A € C™" md n linedrné nezavislych vlast-
nich vektori x;, proi = 1,...,n a necht \; je vlastni ¢islo, které je v absolutni
hodnoté nejuétsi ze vsech vlastnich cisel matice A a ostatni vlastni cisla jsou

setazena ndsledovné

M| > Aol >0 > ).

Potom pro vektory qi € C" ze vztahu (17) plati

) 1
kli)r{)lo )\—lqu = a1X; (19)
T
lim =Ly (20)
k—oo Z° Qg

kde qo = > a;x; je libovolny vektor s koeficientem oy # 0 a z je libovolny vektor
i=1

s vlastnosti z'x; # 0.
Dukaz: viz [2] str. 120.

Podivejme se na vlastnosti konvergence mocninné metody. Ze vztahu (18)

plyne
Qk:Akq:Oé)\k X+2n:& ﬁ kx (21)
0 171\ 1 s o )\1 ) .
Vzhedem k tomu, Ze qi € span{A*qo} je
k)

A

dist (Span{qk}v span{xl}) =0 < )\1

)

kde )\gk) je aproximace vlastniho ¢éisla ;. Jestlize plati |A1| > [\ > ... > |\,

a navic

by
M- =0 |2
| 1 1 | O(‘)\l

potom fikame, Zze A\; je dominantni vlastni ¢islo. Tedy mocninna metoda kon-
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verguje, jestlize je \; dominantni vlastni ¢islo a qy ma slozku ve sméru odpovi-
dajiciho dominantniho vlastniho vektoru xi, tj. vektor qg je ortogonalni k domi-
nantnimu vlastnimu vektoru x;.

Ze vztahu (21) vidime, Ze v pfipadé |[A;| > 1 bude q; — oo a naopak pro
|A1] < 1 bude q; — 0. Z hlediska numerického vypoctu je vyhodné a doporucené
vektor q; normovat v kazdém kroku. Tak ziskdme algoritmus vhodny k vypoctu

vlastniho ¢isla A;.

ALGORITMUS 2.5

Necht je déna ¢tvercova matice A € C™" a pozadovand presnost vypoctu e.
Algoritmus vypocita ¢islo /\gk), které je v absolutni hodnoté aproximaci maximal-
niho vlastniho ¢isla A\; s chybou € a vektor qi, ktery je aproximaci normovaného

vlastniho vektoru x; k prislusnému vlastnimu ¢islu Aﬁ’“) .
1. zvolime qo € C" a polozime k =1
2. vypocitame

(a) zr = Aq,_,;
(b) ar = z1/||zk||2
(¢) A" =qfAq,

k k-1
(e

|| > & polozime k = k41 a vratime se do kroku 2,
1

3. jestlize plati

jinak vypocet ukonc¢ime
Na vypocet vlastniho ¢isla o nejvétsi absolutni hodnoté a piislusného nor-
movaného vlastniho vektoru jsem vytvotila m-file (viz pfiloha procedura Moc-
Met.m), ktery vyuzijeme v nasledujicim piikladé.

Priklad 2.12 Vypoc¢téme vlastni ¢islo matice

0
A=1|1 5
3



které je v absolutni hodnoté nejvétsi. Zvolme qo = (1,1, 1)T. Vysledky vipocti
(pro riiznou pozadovanou presnost), jez jsme ziskali uzitim procedury MocMet.m,

jsou uvedeny v nasledujici tabulce

€ k| Al QG

107° | 66 | 4.50884 (—0.41396,0.84179,0.34644)"
1077 | 105 | 4.5079247 (—0.4142050, 0.8417443, 0.3462669)”
10719 | 160 | 4.5079185552 | (—0.4142066323, 0.8417440648, 0.3462654980)"

kde Agk) je aproximace vlastniho ¢isla A1, q je aproximace normovaného vlastniho
vektoru x; k prislusnému vlastnimu ¢islu )\gk) a kudava pocet iteraci potiebnych
k dosazeni tohoto vysledku s pozadovanou presnosti vypoctu e.

Program MATLAB nabizi pro vypocet vlastnich ¢isel matice A vlastni ptikaz
eig(A). Uzitim tohoto pfikazu bylo vypocteno vlastni ¢islo \; = 4.5079185611,
které je v absolutni hodnoté maximalni. Tato hodnota je brana jako referencni.
Hodnoty vlastniho ¢isla, vypoc¢tené pomoci mnou navrzeného m-filu, se uspoko-

jivé piiblizi k referenéni hodnoté pii piesnosti € = 1071 (viz tabulka vyse).

Ze vztahu (21) vidime, Ze konvergence mocninné metody bude zaviset od rych-
losti, se kterou se bude podil [\a/A;|* blizit k nule. Cislo |\ /1| tedy charakteri-
zuje rychlost konvergence. Je zfejmé, Ze pro |\s| blizké || mizZe byt konvergence
neefektivné pomalé. O zrychleni konvergence se podrobnéji hovoii napi. v [2].

Chybu |)\§k) — A1 je mozné odhadnout pouzitim teorie citlivosti vypoctu,
popsané v predchézejici casti. Definujme vektor ry = Aq, a vSimnéme si, ze
(A+Ep)qr = )\gk)qk, kde E; = —r;qf . Potom )\gk) je vlastni ¢islo matice A + Ey

a

%HMW:HMV
s(A1)  s(\)

Jestlize pouzijeme mocninnou metodu na vypocet pribliznych levych a pravych

DYDY

vlastnich vektorti, potom je mozné ziskat odhad s(\;). Necht w; = (A¥)7wy,
potom miiZeme pouZit aproximaci s(\;) ~ |[wiqy|.
Ze znalosti vlastniho cisla \; a vlastniho vektoru x; lze dopocitat dalsi vlastni
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¢isla matice A. Timto vypoctem se zabyva tzv. metoda maticové redukce. Tato
metoda spociva v postupné redukci matice A Ffadu n na matici fadu n — 1.
Podrobnéji jsem se touto metodou zabyvala ve své bakalarské praci (viz [9]).

Jestlize ma matice A vic blizkych vlastnich ¢isel, nemusi se podarit urceni \;
a X s dostatecnou presnosti a pripadny vypocet dalsich vlastnich ¢isel a vlastnich
vektortl je potom malo hodnotny, az nemozny. V takovych ptipadech je vyhodnéjsi
pouzit zobecnénou mocninnou metodu.

Zobecnéna mocninnd metoda muze byt pouzita pro vypocet r-tice nejvétsich
vlastnich ¢isel v absolutni hodnoté. Tato metoda je naro¢né na pocet operaci,
proto se v praxi ¢asto nepouziva a upfednostnuji se metody jiné. Napi. metoda

QR transformace, ktera pocita vsechna vlastni ¢isla matice A.

2.4 Metoda QR transformace

Jak jsme jiz zminili, podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Mnoho metod

pro vypocet vlastnich ¢isel matice je proto zaloZeno na prevodu matice na ma-
tici s ni podobnou, ktera ma jednodussi tvar. Jelikoz vétsina problémi vypoctu
vlastnich ¢isel obsahuje realna data, budeme se dale zabyvat pouze maticemi s re-
alnymi prvky.
Jednou z nejznaméjsich metod pro vypocet vlastnich ¢isel matice, kterd je zalo-
Zena na prevodu matice na matici s ni podobnou, je metoda QR transformace.
Tato vychéazi z poznatku, ze libovolnou matici A lze rozlozit na soucin ortogo-
nalni matice Q a horni trojuhelnikové matice R, ktera ma na diagonale vlastni
¢isla matice A.

Necht je ddna matice A € R™", pro jejiz vlastni ¢isla plati
A1) > (A2 > ... > |\l

Oznac¢me A = Ay = QpRy. Déle polozme A; = RyQq a definujme posloupnost
matic

Ak’—l = Qk—le—17 k= 1a27"'7
kde Q_1 je ortogondalni matice a Ry_; horni trojihelnikova matice takova, ze
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A, = Ry 1Qp_1, pro k = 1,2,.... VSechny matice Ay jsou podobné, protoze
plati
Ay =R 1Qu1 = Q1 (Qr1Ri-1) Qi1 = Q1 Ay 1Qy .

Indukei dostaneme

A =(QoQ:...Q:1)"A(QQ; ... Q. 1), prok=1,2,.... (22)

Lze dokazat (viz [5]), Ze posloupnost { A} ze vztahu (22) téméf vzdy konverguje

k Schurovu rozkladu matice A. Pro tento pripad ozna¢me Q = klim QoQ1...Qr 1
— 00

aR= klim A, potom dostavame QR rozklad matice A, tj.
—00

A =QR,

kde Q je ortogonalni matice a R je horni trojihelnikova matice s vlastnimi ¢isly
matice A na diagonale. Pro zastaveni vypoctu QR rozkladu matice A vyuzijeme

poznatek, ze jestlize klim A, konverguje, pak konverguje k Schurovu rozkladu
—00

matice A.
Vyse popsanou metodu QR transformace piehledné shrneme v nasledujicim

algoritmu.

ALGORITMUS 2.6

Necht je ddna matice A € R™" a pozadovand piesnost vypoctu . Algoritmus
pocitd QR rozklad matice A, kde Q je ortogonalni matice, jejiz sloupce jsou
tvofeny vlastnimi vektory matice A a R je horni trojuhelnikova matice s vlastnimi

¢isly matice A na diagonéle.

1. uzitim Householderovy transformace rozlozime matici Ay = A na soucin
ortogonalni matice Qg a horni trojuhelnikové matice Ry, polozime Q = Q

ak=1

2. polozime A, = Ry_1Qi_1, kde A, = (afj)’szl a uzitim Householderovy

(]

transformace provedeme rozklad A, = Q.Ry
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3. vypocitame Q = QQy

4. jestlize plati \afj| >e kde j=1,...,n—1,7=75+1,...,n, polozime
k =k +1 a vratime se do kroku 2, v opacném ptipadé polozime R = Ay

a vypocet ukonc¢ime

Na vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice A, uzitim QR transfor-
mace, jsem vytvorila m-file (viz pfiloha procedura QRrozklad.m), ktery vyuzijeme

také v nasledujicim prikladeé.

Priklad 2.13 Pomoci QR transformace uréeme vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice

A —

— N W
e TN
S o =

Uzitim procedury QRrozklad.m dostaneme (s pozadovanou pfesnosti vypoctu
e = 107°) po 29 iteracich matici R, kterd ma na diagonale vlastni ¢isla matice A.

Mizeme tedy psat R = diag(5.1451,3.5240,0.3309) a matici

0.8492 0.4516 —0.2738
Q=] 0.4988 —0.5154 0.6968 |,
0.1736 —0.7283 —0.6629

jejiz sloupce jsou tvofeny vlastnimi vektory matice A.

Poznamka 2.5 Matici A, jejiz vlastni ¢isla jsou realné, vyse zminény algorit-
mus prevede bez problémt na matici v hornim trojihelnikovém tvaru s vlastnimi
¢isly matice A na diagonale. Soucasné je k dispozici matice Q, jejiz sloupce jsou
tvoreny vlastnimi vektory matice A. Jelikoz ve vypoctu uvazujeme pouze orto-
gonalni transformace, v pripadé komplexnich vlastnich ¢isel se muze vyskytnout
problém ten, zZe matice A konverguje k blokové horni trojuhelnikové matici s dia-
gonalnimi bloky typu 1x1 nebo 2x2. Z tohoto diivodu nebude splnéno ukoncovaci

kriterium, které pozaduje, aby byly prvky matice A, pod diagonalou nulové.
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Proto byl pocet krokii omezen na hodnotu 100. Pokud vypocet v pribéhu da-
ného poctu iteraci nedosahne uspokojivého vysledku, je pouzito nahradni feseni,
jehoz vysledkem jsou vlastni ¢isla matice A. Tento piipad si nézorné ukazeme

v nasledujicim prikladu.

Priklad 2.14 Pomoci QR transformace urc¢eme vlastni ¢isla matice

1 0 3 -4
1 5 6 -2
A= -3 4 0 1
2 0 7-1

z prikladu 2.9.
Uzitim procedury QRrozklad.m, pro pozadovanou piesnost vypoétue = 1075,
neziskdme ani po 100 iteracich horni trojihelnikovou matici, ale pouze blokovou

horni trojihelnikovou matici

7.6018  2.8390 —4.7549 —1.5823
0 —1.2680 7.3653 0.6786
0 —1.5969 —3.6868 1.7453
0 0 0 —2.3530

A, =

Proto je vypocet v této fazi zastaven a je aplikovano nahradni feseni integrované
v procedute QRrozklad.m. Ze ziskané blokové horni trojihelnikové matice Ay
spocitame, uzitim zminéného nahradniho feseni, sloupcovy vektor

7.6018
—2.4774 + 3.2093¢

—2.4774 — 3.20937 |’
2.3530

vicA =

jez je tvoren vlastnimi ¢isly matice A.

Krok 2 v algoritmu 2.6, ktery se neustale opakuje, je narocny na pocet ope-
raci. Proto metoda QR transformace predstavuje nakladny zptusob, jak vypoci-
tat Schurtiv rozklad. Nastésti mohou byt tyto problémy prekonény, jak ukazeme

v nasledujici kapitole.
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2.5 Hessenbergovy a realné Schurovy tvary matice

V této kapitole ukazeme, jak lze metodu QR transformace z kapitoly 2.4
upravit na rychlou a efektivni metodu pro vypocet Schurova rozkladu.
Piipometime, ze Q?AQ = T, kde T = diag(\i, ..., \,) + N, je Schuriiv rozklad
matice A € C™" ze vztahu (2). Tedy ze Schurova rozkladu lze snadno uréit vlastni
¢isla a vlastni vektory matice A.

Obdobné, jako v predchozi kapitole, budeme uvazovat pouze realné matice.

V obecném ptipadé Schurtv rozklad teoreticky zabezpecuje existenci kom-
plexni horni trojihelnikové matice s vlastnimi ¢isly matice A na diagonéle. V pti-
padé realné matice s komplexnimi vlastnimi ¢isly by to znamenalo hledat kom-
plexni podobnostni transformace. Z tohoto diivodu se spokojime s vypoctem al-

ternativniho rozkladu, zndmého jako realny Schurtv rozklad.

2.5.1 Realny Schuruv rozklad

Blokovéa horni trojuhelnikovd matice s diagonalnimi bloky typu 1x1, nebo 2x2
se nazyva horni kvazi-trojuhelnikova matice. Redlnym Schurovym rozkladem

se mysli rozklad na horni kvazi-trojuhelnikovy tvar.

Véta 2.6 (Realny Schuruv rozklad) Necht A € R™", potom existuje ortogo-

ndlni matice Q € R™" takova, Ze plati

Ri Rz -+ Ry,
Qraq-| O Mo B (23)
0 0 - Ry
kde kaZdd matice Rj;, j = 1,...,k, je pruniho nebo druhého vddu, pricemz

Rj; = r;; = A\; pro redlné vlastni cislo nebo

R ARED
P\ T T —nA)’

kde \; i1 = A xip, pro komplexné sdruzend vlastni cisla matice A.
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Dukaz: viz [5] str. 341.

Véta nam 1iké, ze libovolna readlna matice je ortogonalné podobna horni kvazi-
trojuhelnikové matici. Je zfejmé, ze realnou a imaginarni ¢ast komplexnich vlast-

nich c¢isel 1ze snadno ziskat z blokové diagonalni matice typu 2x2.

2.5.2 Hessenbergova redukce

Nejdriv prevedeme matici A na horni Hessenbergiv tvar. Vypocet pocatec-
niho Hessenbergova tvaru je velmi dilezity a mtize byt pocitan jako souc¢in Hou-
seholderovych matic Py,...,P,_o. Ulohou matice Py, kde k = 1,...n — 2, je

nulovat k-ty sloupec matice A pod subdiagonalou . Napi. pro n = 6 mame

X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X 5& 0 X X X X X 3 0 X X X X X 13
X X X X X X 0 X X X X X 0 0 x X X X
X X X X X X 0 X X X X X 0 0 x x X X
X X X X X X 0 X X X X X 0 0 x x X X

X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X

0 X X X X X 3 0 X X X X X

0 0 x xxx 0 0 x x xx

000 x x X 0 00 x x X

000 x xx 0000 xx

Necht je matice A € R™" ve tvaru

aii élT A —1 “1n-1
A= , kde ai, A € R" s A22 e R,
a; Ay

V 1. kroku iterace zvolime Householderovu matici

1 o’ 5 .,
P, = tak, ze Pi1a; je ndsobkem ey,
oPy
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kde Py; € R4 e € R"!. Potom matice

(1) )T

ATPT
av=papl= BT ) agr |
Pag; P11A22Pr{1 ) )
o ag) A:(,)3)

kde ai}), ol o) € R al’ & al) € R-2 A{) € Rr-1n-1 m4 prvni sloupec

v Hessenbergovée tvaru. Ve 2. kroku zvolime matici

P,=|0 1 of tak, ze ngaél) je nasobkem ef),
o o P22

kde Py, € R?"2172, eéZ) € R"2. Potom mé4 matice Ay = P,A;PI druhy sloupec

v Hessenbergové tvaru. Po n — 2 transformacich s Householderovymi maticemi

P, tvaru
P, = (Ik 0 > . kde I, e RMF Py, € RV Pk
0 Py
a Pkka,(ck_l) je nasobkem egn_k), pro a,(gk_l), e§""“) € R?, dostavame matici

H=P,,...P,AP! ... P!

ktera ma n—2 sloupcti v Hessenbergoveé tvaru, tj. sama je v hornim Hessenbergoveé
tvaru.
Vyse popsany vypocet matice v hornim Hessenbergove tvaru shrneme v algo-

ritmu.

ALGORITMUS 2.7
Necht je ddna matice A € R™". Algoritmus pfevede tuto matici, uzitim Hou-

seholderovych matic Py,..., P, _5, na matici v hornim Hessenbergové tvaru.
1. polozime H = A,

2. prok=1,...,n— 2 vybereme z matice H vektor x = H(k + 1 : n, k)
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(a) dle algoritmu 2.1 vypocteme vektor v

(b) polozime
Hk+1:nk:n)= T,_p — Bv)H(k+1:n,k:n)
H(l:nk+1:n)=H1:n,k+1:n)(I,_x — Bvv’)

Podle algoritmu 2.7 jsem vytvofila jednoduchy m-file (viz pfiloha procedura

HessHous.n), pomoci kterého snadno pfevedeme matici A na Hessenberguv tvar.

Priklad 2.15 Pievedte matici

S OCR N )
N — o w
— = = =

na horni Hessenbergovu matici.

Uzitim procedury HessHous.m dostaneme horni Hessenbergovu matici

2 1.1767 —2.5343 —1.4807
5.0990 4.9615 1.3448 —3.5243
0 1.1429  2.9637 —1.4410
0 0 0.9124 1.0747

H:

2.5.3 Hessenbergiv QR rozklad

Nyni se podivejme na vypocet QR rozkladu horni Hessenbergovy matice za
pouziti Givensovych matic rotace.

Necht H € R™" je horni Hessenbergova matice. Definujme transformaci
Hi = GiHifl,Z' = 1,...,71— 1,

kde Hy = H a G; = G(i,7 + 1,6;) jsou Givensovy matice rotace. Podstatu

Givensovy transformace lze vysvétlit na malém piikladu. Predpokladejme, ze
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n = 6 a po dvou krocich jsme vypocitali

G(2,3,6,)"G(1,2,61)"A =

O O OO O X
o O o o X X
S O X X X X
O X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

tj. vynulovali jsme prvky na pozicich (2,1) a (3, 2).
Pomoci Givensovy matice rotace G(3,4,03) ziskdme nulu na pozici (4, 3)

a dostaneme

G(37 47 93)TG(23 37 92)TG(17 27 el)TA =

O OO OO X
S O O O X X
O O O X X X
O X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

Takto lze pokracovat induktivné a po n — 1 opakovanich dostaneme horni troj-
tthelnikovou matici R = GT_,...GTH a volbou Q = G;...G,_; dostaneme
ortogonalni rozklad H = QR.

Vyse popsany postup vypoctu QR rozkladu Hessenbergovy matice shrneme

v algoritmu.

ALGORITMUS 2.8
Necht je ddna horni Hessenbergova matice H € R™". Potom algoritmus pocita
QR rozklad této matice, kde Q je ortogonalni matice a R horni trojihelnikova

matice takové, ze QR = H.
1. polozime R = H a sloupce matice R ozna¢ime r;, proi=1,...,n
2.proj=1,...,.n—1

(a) z vektoru r; = (r1,...,75,)7 vybereme prvky zy = rj; a x; = 141
(b) podle algoritmu 2.3 vypocitdme parametry c a s
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(c) polozime R([j,7 +1],j:n) = (z _i) R([7,j+1],7:n)

(d) polozime QC: [, j + 1)) = QG [ + 1)) (_" )

S c

Na zéakladé vyse popsaného algoritmu jsem sestavila m-file na QR rozklad

horni Hessenbergovy matice H (viz ptiloha procedura QRHess.m).

Priklad 2.16 Rozlozme matici

2 1.1767 —2.5343 —1.4807

H— 5.0990 4.9615 1.3448 —3.5243
B 0 1.1429  2.9637 —1.4410 |’

0 0 0.9124 1.0747

jez jsme vypocetli v prikladu 2.14, na soucin ortogonalni matice Q a horni troj-
thelnikové matice R.

Uzitim procedury QRHess.m dostaneme

—0.3651 0.4944  0.5348 0.5799

| —0.9309 —0.1939 —0.2098 —0.2274
Q= 0 —0.8474 0.3600 0.3904
0 0 —0.7351  0.6779

—5.4772 —5.0486 —0.3265 3.8216
0 —1.3488 —4.0250 1.1724
0 0 —1.2412 —1.3614
0 0 0 0.1091

Snadno lze ovérit, ze plati H = QR.

2.5.4 QR transformace z matice v hornim Hessenbergové tvaru

Nyni si ukdzeme, jak 1ze metodu QR transformace z kapitoly 2.4 upravit na

rychlou a efektivni metodu pro vypocet Schurova rozkladu.
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V podkapitole 2.5.2 jsme ukazali, jak prevedeme matici A € R™" na matici
H € R™", ktera je v hornim Hessenbergové tvaru. Pro tuto matici sestrojime
posloupnost matic {H} nasledujicim zptsobem.

Oznac¢ime H = Hy = QoRy. Déle polozime
H; = RoQo.

Tuto matici rozlozime na soucin ortogonalni a horni trojihelnikové matice,
tj. H; = Q1R4. Polozime
H; = Ri1Q

a rozlozime Hy = QsR5. Postupné analogicky dostavame posloupnost matic
Hk:kalefla k= L2,...,

kde Hy_1 = Q1 Ry1.

Aby byla metoda QR transformace z matice v hornim Hessenbergové tvaru
opravdu efektivni, musi byt také matice, ktera vznikne soucinem matic R;Qy,
pro k=0,1,2,..., v hornim Hessenbergové tvaru.

Ozna¢me R = R;, a Q = Q. Potom nechf pro matici H,,,,, € R™" plati
Hnova = RQ7

kde H = QR je QR rozklad matice H. Déle necht G; = G(j,j + 1,0;),

j=1,...,n—1, je 5t4 Givensova matice rotace. Lze dokazat (viz. [5] str. 343),
ze matice Q = G ... G,,_1 je horni Hessenbergova a tedy matice RQ = H,,,,, je
taky horni Hessenbergova. Napi. pro n = 4 pouzijeme tii Givensovy matice rotace
a provedeme vypocet matice H,,, = RQ tak, ze matici R postupné nasobime

zprava maticemi Gi, Gy a Gg, tj. postupné dostaneme

X X X X X X X X X X X X X X X X
0 x X X 0 x X x 0 x X X X X X X
0 0 x x — 0 0 x x — 0 X x x — 0 X x x
000 x 0 0 x x 0 0 x x 00 x x

Vypocet matice H,,,,, shrneme v algoritmu.
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ALGORITMUS 2.9
Necht H € R™" je horni Hessenbergova matice. Potom tento algoritmus pre-

pise matici H na matici H,,,, = RQ, kde H = QR je QR rozklad matice H.
l.proj=1,....,n—1
(a) vybereme z matice H prvky x; = H(j,j) a 2, = H(j + 1, )
(b) podle algoritmu 2.3 vypoc¢itame parametry c a s
(c) polozime

H([j,j +1].j:n) = (?’, _Sj>H<[j,j+1Lj )

i G

Sj G

H<1:j+1,u,j+u>=H<1:j+1,[j,j+m(_Cj )

Podle algoritmu 2.9 jsem vytvofila jednoduchy m-file (viz pfiloha procedura

RQHess.m), pomoci kterého vypoécitame matici H,,p,q, pro kterou plati H,,,,, = RQ.

Priklad 2.17 PfepiSme matici

2 1.1767 —2.5343 —1.4807
5.0990 4.9615 1.3448 —3.5243
0 1.1429  2.9637 —1.4410
0 0 0.9124 1.0747

H=

z prikladu 2.15 na matici H,,,, pro kterou bude platit H,,,,, = RQ, kde matice
R a Q jsme vypocitali v prikladé 2.15.

Uzitim procedury RQHess.m dostaneme

6.7000 —1.4521 —4.7971  0.4355
1.2557  3.6721 —2.0280 —0.4696
0 1.0517  0.5540 —1.4075
0 0 —0.0802 0.0739

Hnova =

Snadno lze ovérit, ze plati H,,,,, = RQ.
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Nyni si shrneme vSechny poznatky o QR transformaci z matice v hornim Hes-

senbergové tvaru do algoritmu.

ALGORITMUS 2.10

Nechf je ddna matice A € R™" a pozadovand presnost vypoctu . Algoritmus
prevede matici A na matici v hornim Hessenbergové tvaru H. Z této matice
pak pocitd QR rozklad, kde matice Q je ortogonalni a R je horni trojuhelnikova

matice s vlastnimi ¢isly matice A na diagonéle.

1. uzitim algoritmu 2.7 pfevedeme matici A na matici v hornim Hessenbergoveé

tvaru H
2. polozime Hy = H

3. uzitim algoritmu 2.8 provedeme rozklad matice Hy = QyRy, polozime

Q=Qak=1

4. pomoci algoritmu 2.9 polozime H, = R;,_1Q_1, kde H;, = (hfj)fszl a uzitim

2

algoritmu 2.8 provedeme rozklad H;, = QxRy

5. vypocitame Q = QQ,

6. jestlize plati ]hfﬂzl >e, i=1,...,n, polozime k = k + 1 a vratime se do

kroku 4, v opacném pripadé polozime R = Hj a vypocet ukonc¢ime

Podle algoritmu 2.10 jsem vytvofila jednoduchy m-file (viz pfiloha procedura
QRHrozklad.m), pomoci kterého vypocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory ma-

tice A.

Priklad 2.18 Pomoci QR transformace uréeme vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice
2 3 1
A=10-1 5
6 8 9
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Uzitim procedury QRHrozklad.m nejprve pfevedeme matici A na matici v hornim

Hessenbergové tvaru, tj.

a déle vypoditame (s pozadovanou presnosti vipoétu ¢ = 107°) po 12 itera-
cich matici R, kterd ma na diagonale vlastni ¢isla matice A, tedy muzeme psat

R = diag(12.9904, —3.0410,0.0506) a matici

—0.1748 0.4125 0.8940
Q=1 —0.9272 0.2355 —0.2905 |,
—0.3314 —0.1797  0.3411

jejiz sloupce jsou tvofeny vlastnimi vektory matice A.
Pro srovnani vypocitejme matice R a Q uzitim procedury QRrozklad.m z ka-

pitoly 2.4. S pozadovanou piesnosti vipoctu e = 107° (po 5 iteracich) dostaneme

12.9991 1.7686 —4.9067 0.1728 —0.4134 —0.8940
R=| —-00794 -3.0498 3.9382 a Q=103357 0.8780 —0.3411
0 0 0.0506 0.9260 —0.2412  0.2905

Poznamka 2.6 Jelikoz ve vypoctu uvazujeme pouze ortogonalni transformace,
v pripadé komplexnich vlastnich ¢isel se mtze vyskytnout, podobné jako v pted-
chozi kapitole, problém ten, ze matice H; konverguje k horni kvazi-trojuhelnikové
matici. Z tohoto divodu nebude splnéno ukoncovaci kriterium, které pozaduje,
aby byly prvky matice H; pod diagonéalou nulové. Proto byl pocet krok ome-
zen na hodnotu 100. Pokud vypocet v pribéhu daného poctu iteraci nedosahne
uspokojivého vysledku, je pouzito nahradni feseni, jehoz vysledkem jsou vlastni

¢isla matice A.
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3 Vlastni cisla symetrické matice

Cilem této kapitoly je predstavit problém vlastnich ¢isel symetrické matice.
Stejné jako u nesymetrickych matic si nejdfive ujasnime, jak jsou vlastni ¢isla
citlivd na zmény v matici. V druhé ¢asti si probereme Jacobiho metodu, ktera se

v literatufe objevila jako jedna z prvnich.

3.1 Vlastnosti a rozklady

V této kapitole uvedeme matematické postupy, které jsou nezbytné pro rozvoj
a analyzu algoritmil pro problém vlastnich ¢isel symetrické matice.
Symetrie zarucuje, ze vSechna vlastni ¢isla matice A jsou redlna a ze existuje

ortogonalni baze vlastnich vektort, tj. vlastni vektory jsou linearné nezavislé.

Véta 3.1 (Symetricky Schuruv rozklad) Necht A € R™" je symetrickd ma-

tice. Potom existuje ortogondlni matice Q takova, Ze plati
Q'AQ = A,
kde A = diag(\1, ..., \n).

Dukaz: viz [5] str. 393.

Priklad 3.1 Najdéme Schurtv rozklad symetrické matice A, jestlize

3 2 4 —0.4941 —0.5580  0.6667
A=1[|2 0 2 a Q=| —04720 0.8161 0.3333
4 2 3 0.7301  0.1500 0.6667

Potom matice Q je ortogonalni a QY AQ = diag(—1, —1,8).

Symbolem A;(A) oznaéme A-té nejvétsi vlastni ¢islo symetrické matice A.
Dale necht plati
AM(A) > N(A) > ... > M\ (A).
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Potom pro spektralni normu ||A|]; matice A, kterd mé vlastni ¢éisla A\x(A),

k=1,...,n, plati (viz [5] str. 394)
A[l2 = maz{| A (A)], [An(A)]}-

Vlastni &fsla symetrické matice lze odhadnout z podilu x¥ Ax/x’x, jak uka-

zuje nasledujici véta.

Véta 3.2 (Courant-Fischerova véta) Necht A € R™" je symetrickd matice,

potom
TA
A(A) = max min Y T y)
dim(S)=k 0#yesS yly
pro k=1,...,n, kde S je invariantni podprostor pro matici A.

Dukaz: viz [5] str. 394.

3.1.1 Citlivost vypoc¢tu vlastniho ¢isla

Reseni problému vlastnich cisel symetrické matice zahrnuje vytvofeni po-
sloupnosti ortogonalnich transformaci Q. s vlastnosti, Ze matice Q} AQ, jsou
s rostoucim k postupné ,vice diagonalni“. Pfirozené vzniké otazka, jak dobie se

diagonaln{ prvky matice QF AQ,, blizi vlastnim ¢isltim matice A.

Véta 3.3 (Gershgorinova véta)
Necht A € R™" je symetrickd matice a Q € R™" matice ortogonalni. Jestlize
plati Q'AQ = D + F, kde matice D = diag(dy,...,d,) a matice F = (fij)ij=1

ma nulove diagondlni pruky, potom pro spektrum matice A plati

n

AA) C U<dl — 7y, di +14),

i=1

kde'r’i: Z|fw‘, p'roz'zl,...,n.

J=1
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Dukaz: viz [5] str. 395.

Poznamka 3.1 Obdobné jako ve vété 2.1, zabyvajici se obecnymi maticemi,
je i ve vété 3.3, jez se zabyva symetrickymi maticemi, vice moznosti, jak zvolit
matice D a F. V pfipadé obecné matice (dle véty 2.1) plati, Ze vlastni ¢isla nalezi
do kruhu dangych vlastnosti. U symetrické matice (dle véty 3.3) se vlastni ¢isla
zobrazi na realnou osu, protoze symetrie zarucuje, ze vSechna vlastni ¢isla ma-

tice A jsou realna.

Priklad 3.2  Uzitim véty 3.3 odhadnéme polohu vlastnich ¢isel symetrické

matice
1 0.2 0.3
A=102 4 —0.5
0.3 —0.5 6
Lze zvolit napft.
1 0 O 0 0.2 0.3
D=0 4 0 a F=102 0 —-0.5
0O 0 6 0.3 —0.5 0

3
Dle vztahu r; = ° | fi;| wréime ry = [0.2[+0.3| = 0.5, r = |0.2[+[-0.5| = 0.7

7j=1
ars = |0.3] + | — 0.5 = 0.8. Potom, dle véty 3.3, budou Gershgorinovy inter-
valy ve tvaru (0.5,1.5), (3.3,4.7) a (5.2,6.8). Vypoctem kofenti charakteristic-
kého polynomu matice A lze zjistit, Ze vlastni ¢isla jsou Ay = 0.9644, A\, = 3.9057

a A3 = 6.1299 (na obrazku jsou vyznacena znakem x).

+.

05 A 15 3.3 A, 4,7 5,2 Ay 6.8

Dalsi vysledky ukazuji, ze pokud je symetrickda matice A pozménéna o hod-
noty symetrické matice E, pak je soucet druhych mocnin rozdilu vlastnich cisel

matic A + E a A maximalné roven hodnoté ||E||%.
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Véta 3.4 (Wielandt-Hoffman) Necht A,E € R™" jsou symetrické matice.
Potom plati

Y (A(A+E) - \(A))* <|E|3

=1

Dukaz: viz [5] str. 396.

Priklad 3.3 Necht jsou dany matice

3 2 4 0.001  0.002 0.001
A=12 0 2 a E=0.002 0.003 0.001
4 2 3 0.001  0.001 0

Vypoctem korenti charakteristického polynomu matice A a matice A +E zjistime
jejich spektra A(A) = {8,—1,—1} a \(A + E) = {8.003, —0.9984, —1.0006}.

Potom

(Mi(A + E) — X(A))? = (8.003 — 8)% + (—0.9984 — (—1))? 4 (—1.0006 — (—1))?
= 1.192 x 1075

3
i=1

3 3
1Bl =) ay =22x107°,

i=1 j=1

tedy plati
1.192x 107° < 2.2x 1077,

Dle véty 3.2 1ze odvodit dalsi uzitecné vlastnosti vlastnich cisel.
Véta 3.5 Necht A E € R™™ jsou symetrické matice. Potom
Me(A) + M (E) < M(A 4+ E) < M(A) + M\ (E),
prok=1,...,n.

Dukaz: viz [5] str. 396.

64



Priklad 3.4 Necht jsou dany matice

3 2 4 0.001  0.002 0.001
A=12 0 2 a E=0.002 0.003 0.001
4 2 3 0.001  0.001 0

Ruénim vypoctem vlastnich ¢isel zjistime, ze A(A) = {8, —1, -1},

A(E) = {0.0046,0, —0.0006} a A(A + E) = {8.003, —0.9984, —1.0006}. Potom
8 — 0.0006 < 8.003 < 8 + 0.0046

—1—0.0006 < —0.9984 < —1 + 0.0046

—1—0.0006 < —1.0006 < —1 + 0.0046.

Véta 3.6 (Vlastnost provazani) Necht A € R™" je symetrickd matice. Ddle

oznacéme A, = A(l:r,1:7), pror =1,...,n— 1. Potom plati
)\r+1(Ar+1> S )\T(AT) S AT(AT‘+1) < - S )\2(Ar+1) S )\1(Ar) é )\1(Ar+1)-

Dukaz: viz [5] str. 397.

Priklad 3.5 Nechf je ddna symetrickd matice

1 1 1 1
1 3 ) 7
A= 1 5 9 11 |°
1 7 11 13
kde
11 1 1 1
A1:<1), AQZ(l 3>, A3: 1 3 5 a A4:A
1 5 9

Ruénim vypoctem vlastnich cisel téchto matic zjistime, ze

AMAL) = {1}, A(A,) = {3.4142,0.5858), A(Ay) = {12,1,0}
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A(Ay4) = {25.5727,1.0313,0.3261, —0.9301}.
Tedy vidime, Ze pro r = 1 plati
0.5858 < 1 < 3.4142,

pror =2

0 <0.5858 <1< 34142 < 12.

Obdobné to mizeme ovérit pro r =3 a r = 4.

3.1.2 Citlivost vypoctu invariantniho podprostoru

Mnoho metod umoznujicich vypocet vlastnich ¢isel pracuje tak, ze ptivodni
problém rozdéli na mensi podproblémy. Tato myslenka je zakladem pro tuto

kapitolu.

Véta 3.7 Necht A € R™" je symetrickd matice a

Q:(Ql Q2)7

je ortogondlni matice, kde Q; € R™" a Qy € R™"", pro 1 < r < n. Ddle necht

ran(Qy) je invariantni podprostor, potom plati
D; 0O
T N 1
Q"aq-p- (' p ). 24

kde Dl € RT’T, D2 e RV g )\(A) = )\(Dl) U )\(Dg)

Dukaz: viz [5] str. 398.

Citlivost vypoctu invariantniho podprostoru zavisi na oddéleni vlastnich ¢isel,
odpovidajicich pfislusné mnoziné vlastnich vektori, od zbytku spektra. Definujme

vzdalenost mezi symetrickymi maticemi D, a Dy vztahem

D, D,) = ' A—pul>0. 2
sep(D1, Dy) /\e/\(D?)l,l;?e/\(Dz)| pl =0 (25)

Rovnosti je dosazeno, jestlize A = p. Nyni mtizeme vyslovit vétu.
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Véta 3.8 Necht A E € R™" jsou symetrické matice a necht

Q:(Ql Q2)>

kde Q1 € R™ a Qy € R™ ™" pro 1 < r < n, je ortogondlni matice takovd,
ze ran(Qy) je invariantni podprostor matice A. Ddle rozlome matice QT AQ

a QTEQ takto
D, 0 E,; EL
TA — 1 a TE _ 11 21 :
QAQ={"0 p, QEQ=\ g, E,
kde Dy, E1; € R™, Do, Egy € R*™"" g Ey; € R"™"". Jestlize sep(Dy,Dy) > 0

a
sep(Dy, Dy)
5 )

potom existuje matice P € R"™"" takova, Ze plati

|| Eo1 |2
sep(Dy, Dy)

]2 <

1Pl < 4

a sloupce matice Q; = (Q1 + Q.P)(I + PTP)~Y/2 tvori ortogondlni bdzi invari-
antniho podprostoru pro matici A + E.

Dukaz: viz [5] str. 399.

Dusledek 3.1 Jestlize plati predpoklady ve vété 3.8, potom pro vzddlenost mezi
podprostory plati

. - [ a1 [|
dist(ran(Qq),ran(Qq)) < 4m.

Dukaz: viz [5] str. 399.

Jak je uvedeno v literatute [5] str. 399, z disledku 3.1 se ukazuje, Ze pfevracena
hodnota sep(Dy, Dy) miize byt povaZovana za ¢islo podminénosti matice A, které
méii citlivost vypoctu invariantniho podprostoru ran(Q;).

Nyni se podivejme na citlivost vypoc¢tu jednoho vlastniho vektoru. Polozime

r = 1 a na vysSe uvedené vysledky aplikujeme nasledujici vétu.
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Véta 3.9 Necht jsou ddny symetrické matice A, E € R™" a ortogondlni matice

Q:((h Q2),

kde q; € R" je vlastni vektor matice A a Qu € R™" 1. Rozlozme matice QT AQ
a QTEQ ndsledovné

T T
a'ae-(op,) o @Ee-(g )

kde )\, €€ R, DQ, Ey € Rl g e e R*1.

Jestlize d= min |[A—pu|>0a
MG)\(DQ)

d
||E||2 S Z)
potom existuje vektor p € Rt takovy, Ze plati

4
Ipll2 < =llel]

aq1 = (q1 + Q2p)//1+ pTp je viastni vektor matice A + E. Navic plati

_ . ) 4
dist(span(au), span(@)) = /1 = (ara@)? < lefz.

Dukaz: viz [5] str. 400.

Nésledujici piiklad jsem prevzala z literatury [5] str. 400, abych zptehlednila
pocetni postup, vedouci k vysledku, z divodu jeho absence v literatufte.
Priklad 3.6 Necht jsou dany matice

0 0.01 0.01
A = diag(0.999,1.001,2) a E =] 0.01 0 0.01
0.01 0.01 0
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Je zfejmé, ze A(A) = {0.999,1.001,2}. Vypoctem kofeni charakteristického
polynomu matice A+E zjistime jeji spektrum \(A+E) = {0.9899, 1.0098, 2.0002}.
Dale, dle véty 3.9, rozlozme matice QT AQ a QTEQ, tj.

A ol e el
T _ T _
a'ae-(op,) o @Ee-(ig )

e Ey
1.001 0 0.01 0 0.01
kde)\—O.999,D2—< 0 2>’€_O’e_(O.Ol)aE22_(O.01 0 )
Je ziejmé, ze Q je jednotkova matice. Uzitim Schurova rozkladu pro matici A+E
dostaneme

Q”(A + E)Q = diag(0.9899,1.0098, 2.002),

) 0.7488 0.6706 0.0101
kde matice Q = | —0.6706 0.7414 0.0101 | je ortogonalni. Vypocet uka-
—0.0007 —0.0143  0.9999

zuje, ze

dist(span(q1), span(qy)) = /1 — (q¥'q1)? = 0.6706
a

dist(span(qz), span(@z)) = 1/1 — (4l q2)? = 0.6707,
.

dist(span(qy), span(qy)) = dist(span(qz), span(qz)) = 0.67.
Tedy protoze jsou vlastni vektory q; a qo spojené s blizkymi vlastnimi cisly
A1(A) =0.999 a A\y(A) = 1.001, nemohou byt tyto vektory vypocitany presné.
Na druhé strané vlastni ¢isla A;(A), A2(A) jsou dobfe oddélend od vlastniho
¢isla A\3(A), proto k nim odpovidajici vlastni vektory q; a g definuji invariantni
podprostor, ktery neni obzvlast citlivy na vypocet, jak ukdZzeme déle.

Rozlozme matice QT AQ a QTEQ dle véty 3.8 takto
T _ (D1 O T ~ (Eu Ej
QAQ‘(ODQ * R {my B, )

0999 0 0 0.01
kde Dl = ( 0 1001), D2 = 2, Ell == (001 0 ), E21 = (001,001)

a Eagy = 0. Ze vztahu sep(Dy, Ds) = Ae/\(Dn)line)\(D : |A— | vypocitame vzdalenost
1), M 2
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mezi maticemi D, a D, tj.
sep(Dy,Dy) = min{|0.999 — 2/,|1.001 — 2|} = 0.999.

Tedy mame

4

—||E = 0.0566.
sep(Dl,Dg)H 21]2

dist(span(qi, qz), span(qr, qz)) <

3.2 Jacobiho metoda

Jacobiho metoda vytvari posloupnost ortogonéalnich podobnostnich transfor-
maci {A} s vlastnosti, Ze s rostoucim k jsou matice Ay = (ay;)};_, ,vice diago-
nalni“. Nakonec prvky mimo diagonalu jsou dost malé (tj. |af;| < € pro i # j,

kde napi. € = 107°), aby byly prohléseny za nulové.

3.2.1 Teoreticka podstata Jacobiho metody

Z véty 3.1 vime, Ze existuje ortogonalni matice Q, pro kterou plati
Q'AQ=A,

kde A je spektralni matice matice A a matice Q je tvofena vlastnimi vektory

matice A. Dale pro libovolnou matici A plati

n n
S el < 3 Jas? = AIR.
i=1 ij=1
Jak je uvedeno v literatute [2], ortogonalni transformace zachovava velikost normy
a plati
1Q"AQ[|F = [|A]lF,

potom ortogonalni transformace QQ minimalizuje soucet ¢tverci nediagonalnich
prvki matice QT AQ. Podstatou Jacobiho metody je tedy systematicky snizovat
hodnotu

n n
DI 20
i=1 j=1,ji
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tj. normu nediagonalnich prvkt matice A. Matici Q hledame jako limitu nekonec-

ného soucinu ortogonalnich matic Qy, pro k =1,2,..., (tj. klim Q:...Qr=Q).
—00

Ozna¢me {Aj} posloupnost matic

Ar=QiA Qi =Q) ... QTAQ,..Q;, k=12,

kde Ay = A a matice Qj vybirame tak, abychom v kazdém kroku maximalné
zmensSili soucet ¢tvercii nediagonalnich prvki matice Ag. Za Qp volime matici

rovinné rotace

J(p,q,0)=1]: ,

0---0 ---0---1
kde parametr ¢ je na pozicich (p,p) a (¢q,q) a parametr s resp. —s je na pozici

(p, q) resp. (¢, p).

Poznamka 3.2  Matice J(p,q,0) je totozna s Givensovou matici G(p,q,0),
ktera byla popsana u nesymetrickych matic. Pro vétsi prehlednost nazyvame ma-

tici J(p, q,0) Jacobiho matice rotace.

Dale ozna¢me B = Ay, pro k = 1,2,.... Matice B = J"(p,q,0)AJ(p,q,0) se

od matice A lisi jen v p-tém a ¢-tém tadku a sloupci a plati

2 2
bpp = C app + 57 Agq — 2C5ay,

byg = S°py + CCagy + 2¢5a,,
bpg = bgp = (02 - 32)apq + cs(apy — aqq) (27)

b'ip == bpi = CQyp; — SAgy, { 7£ D, q

big = bgi = sap; + cagi i # p,q,
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proi,p,q ={1,...,n}, kde (byy); ,—1 resp. (apq); ,—1 jsOU prvky matice B resp. A.

TR, 2 _ 2 2
Snadno lze ovérit, ze b, + by, = a;,; + ay; a tedy
2 2 2 _ 2 2 2
bpp + bqq + szq = App + gq + 2apq'
Jestlize zvolime thel 60 tak, aby b,, = 0, tj.

2
tan(260) = %pa
a

(28)

qq — Qpp

: : 2 2 _ 2 2 2 4 ot X 5
(viz rovnice ze vztahu (27)), potom b, + 0., = a2, +az, + 2a,,, tj. soucet ctverch
nediagonalnich prvki se zmensi o veli¢inu 2aiq a soucet Ctvercti diagonalnich

prvki se o touz veli¢inu zvétsi. V kazdém kroku Jacobiho metody tedy

1. zvolime nenulovy nediagonalni prvek (tj. vybereme dvojici indext (p,q),

pro které plati 1 < p < ¢ < n),

2. vypocitame ¢ = cos(f) a s = sin(f) tak, aby platilo, Ze matice

T
bpp bpg _ cs App Apg cs (29)
bgp byq -5 c Agp Qgq —5cC

je diagondlni, tj. chceme aby b,, = b,, = (¢* — s?)ay, + cs(ay, — agq) =0,

3. vypocitame B = JTAJ, kde J = J(p, ¢, 0), tj. vypocitdme prvky matice B,

které se lisi od prvkt matice A.

Toto ukazuje moznost nulovani vSech nediagonalnich prvkid matice A pomoci
postupnych podobnostnich transformaci Jacobiho maticemi rotace. Upozornéme,
ze nediagonalni prvek, ktery jsme v nékteré fazi anulovali se miize v pozdéjsich
fazich stat opét nenulovym. Proto bude diagonalni matice A dosaZeno jen po
nekonec¢né mnoha transformacich.

Konvergence této metody se da dokazat pro rizné moznosti vybéru nediago-
nalniho prvku v kazdém kroku. Pii nékteré volbé je diikaz dosti nesnadny, ale
v pripadé, kdy se v kazdém kroku anuluje nediagonalni prvek o nejvétsi absolutni
hodnoté, je ditkaz velmi nédzorny (viz napf. [2] str. 116).

Nez budeme diskutovat o tom, jak je tfeba zvolit indexy dvojice (p, ¢), podi-

vejme se na skutecné vypocty souvisejici s (p, ¢) podproblémem.
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3.2.2 Symetricky Schuruv rozklad druhého fadu
Predpokladejme, Ze jsme ze vztahu (29) vynulovali prvek b,,. To znamena, ze
0= bpg = (¢* — 5%)apg + c5(app — agq)- (30)
Jeslize a,, = 0, potom polozime ¢ = 1 a s = 0. Jinak polozime

2 2 2
B _ tan(20) = tan(g) S 5, kde ¢=tan(0).
— Uy 1 —tan?*(f) 1-—t

Qqq

Déle ozna¢me

Agg — Q
=2 — cotan(20).
20,4

Resenim rovnice 2 + 27t — 1 = 0 dostaneme kofeny

1
TV +1

Aby byl vypocet stabilni je vhodné zabranit od¢itani dvou moznych blizkych

tLQ:—T:l:\/TQ—f- =

¢isel, proto volime mensi z kofeni ¢; o, tj.

sign(T)

B |7‘|—{—\/7‘2—{—1.

t

Potom
1

VIt

Volba ¢ > 0, tj. |0] < % zarucuje konvergenci posloupnosti matic {A}, pro

c=cos(f) = s = sin(f) = tc.

k=1,2,..., ke konkrétni matici A (viz [2] str. 118). Vyse popsany postup vi-

poctu parametri ¢ = cos(f) a s = sin(f) shrneme v algoritmu.

ALGORITMUS 3.1
Necht je dana symetrickd matice A € R™™ a celd ¢isla p, ¢, pro kterd plati

I<p<qg<n.

1. jestlize a,, = 0 polozime



2. jinak pocitame

S Qgqq — Qpp
- )
20,

(a) je-li 7 > 0 vypocitame t ze vztahu t = 1/(7 + V14 72),
(b) v opacném pfipadé pocitame t jako t = —1/(—7 + 1+ 72),
3. potom

c=1/V1+1t2 s=tc

Poznamka 3.3  Protoze pocita¢ nezna absolutni nulu, v m-filech poc¢itame
s jistou odchylkou e, kde ¢ je malé kladné ¢islo, napt. ¢ = 107°. Tedy pokud

v algoritmu 3.1 je |a,,| < ¢, bereme a,, = 0.

Priklad 3.7 Nechf je ddna matice

A:(f ;)

Pomoci Jacobiho matice rotace vynulujme prvky mimo diagonalu.

Vybereme dvojici indext (1,2). Tedy |aj2| # 0 a dle algoritmu 3.1 pocitame

agy —ap; 3 —2
= = =0.5.
g 2&12 2

Z toho vidime, ze 7 > 0 tedy t vypocitame jako

1 1

= = = 0.618
T+V1+72 05+ +v14+0.52
a parametry c a s jsou
1
c= = 0.8507, s =tc=0.525T7.

V1+1¢2

Jacobiho matice rotace je ve tvaru

c s 0.8507 0.5257
J(1,2,0) = (_S C) - (_0.5257 0.8507) '
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Potom pro B = J(1,2,0)TAJ(1,2,0) plati

B_ 0.8507 —0.5257 2 1 0.8507 0.5257\ [ 1.382 0
-~ \ 05257 0.8507 1 3 —0.5257 0.8507 ) 0 3.618 ) -

Na zakladé algoritmu 3.1 jsem sestavila m-file (viz pfiloha procedura jacobi.m),
ktery vyuzijeme déle v m-filu pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektort uzi-

tim Jacobiho metody.

3.2.3 Klasicka Jacobiho metoda

Jak jsme se zminili vyse, pokud je feSen (p,q) podproblém, jsou zménény
pouze fadky a sloupce p a ¢ symetrické matice A € R™". Jakmile pouzijeme

algoritmus 3.1, ktery urcuje rotace druhého fadu, pak transformace
A = J(p.q.0)" AJ(p, q,0)

mohou byt realizovany v 6n krocich, pokud je vyuzivana symetrie.
Otézkou je, jak zvolit indexy p a ¢. Z hlediska maximalizace redukce off(A)
je rozumné volit dvojici indext (p, ¢) tak, aby a2, bylo maximélni. To je zaklad

klasické Jacobiho metody.

ALGORITMUS 3.2

1. polozime Q = I,,, tol = ¢||Al|r, kde ¢ je pozadovana pfesnost vypoctu,

ak=0
2. ze vztahu (26) vypocitdme off(A)

3. zvolime dvojici indexi (p, ¢) tak, aby platilo |a,,| =  max ” ||
©J= J

Lyl

4. pomoci algoritmu 3.1 vypocitdme parametry c a s
5. polozime
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(a) A=J(p.q.0)"AJ(p,q.0)
(b) Q=QJI(p.q.0)

6. jestlize plati off(A) < tol, polozime k = k + 1 a vréatime se do kroku 2,

v opacném piipadé vypocet ukoncime

Na vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice A, uzitim Jacobiho me-
tody, jsem vytvofila m-file (viz p¥iloha procedura JacMet.m), ktery vyuzijeme

také v nasledujicim prikladé.

Priklad 3.8 Pomoci klasické Jacobiho metody uréeme vlastni ¢isla symetrické

matice
1 2 3
A=12-2 -1
3 -1 3

Uzitim procedury JacMet.m dostaneme (s pozadovanou pfesnosti vypoctu
e = 107°) po 7 iteracich spektralni matici A = diag(0.6539, —3.8362,5.1823)

a matici

0.5962 —0.5341 0.5994
Q= 0.6346 0.7708 0.0557 | ,
—0.4918  0.3472 0.7985

jejiz sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory matice A. Lze snadno ovéfit, ze

A = QTAQ.

Problém klasické Jacobiho metody je, Ze hledani maximalniho nediagonalniho
prvku vyzaduje pro matice vysokého radu radoveé vyssi pocet operaci, nez prove-
deni jedné transformace J(p, ¢, #)" AJ(p, q,0). Abychom se tohoto hledani zbavili,
je mozné uziti metody zvané Jacobiho cyklickda metoda. Jeji podstata je v tom, ze
cyklicky nulujeme prvky na mistech (1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),...,(2,n),...,

..,(n—=1,n). V tomto pfipadé mizeme nulovat i velmi malé prvky, i kdyz
v matici jesté existuji podstatné vétsi prvky. Tim se nadmérné snizuje rychlost
konvergence. Kompromisem mezi klasickou Jacobiho metodou a cyklickou Jaco-

biho metodou je tzv. Jacobiho metoda se zavorami. U této metody stanovime
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hodnotu ¢;, tzv. hodnota zavory. Pak cyklicky, stejné jako u cyklické Jacobiho
metody, anulujeme jen ty prvky, které jsou vétsi nez ¢;. Jestlize uz neexistuje
vétsi nediagonalni prvek, hodnotu zavory zmensime a postup opakujeme. Rych-
lost konvergence zavisi od vhodného vybéru zavory. Zavory mohou byt dané na
zacatku vypoctu, jako posloupnost {g;} klesajici k nule, nebo je miZeme mé-
nit v kazdém kroku. Vzhledem k rozsahu diplomové prace se vyse zminénymi

metodami, pro volbu dvojice indext (p, ¢), podrobnéji nezabyvam.

7



ZAavér

V této diplomové praci jsou popsany nékteré metody vypoctu vlastnich cisel
a vlastnich vektorti matic. K jednotlivym metodam jsou v matematickém softwaru
MATLAB sestaveny programy, které jsou demonstrovany pii feseni priklad.

Je zde zpracovana problematika citlivosti vypoctu vlastnich ¢isel. Tato je tes-
tovana na maticich, pro které lze snadno spocitat vlastni ¢isla, aby byl vypo-
cet prehledny a nazorny. Také zde fesime problematiku Householderovy redukce
a Givensovy rotace, které jsou zadkladem pro vypocet vlastnich ¢isel nesymetrické
matice.

Dale jsou zde popsany konkrétni metody k vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich
vektor matic. Jednotlivé metody jsou prehledné roziazeny do samostatnych ka-
pitol. Jako prvni je zpracovana mocninna metoda, kterd se zabyva vypoctem
vlastniho ¢isla matice A, jez je nejvétsi v absolutni hodnoté mezi vSemi vlast-
nimi ¢isly matice A. Druha v poradi je metoda QR transformace. Tato metoda
pocita vSechna vlastni ¢isla matice A. Posledni metodou, ktera se zabyva proble-
matikou vypoctu vlastnich ¢isel nesymetrické matice, je vylepSena metoda QR
transformace, jez vyuziva k vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice A
matici v hornim Hessenbergové tvaru.

Najdeme zde také Jacobiho metodu, ktera se zabyva vypoctem vlastnich cisel
symetrické matice. Tato metoda vyuziva k vypoctu vlastnich ¢isel symetrické
matice A tzv. Jacobiho rotace.

V celé praci jsou veskeré mezivypocty pri feseni jednotlivych prikladi pone-
chany bez zaokrouhleni. Timto je docileno vyssi presnosti vysledku. Zaokrouhlen

je az konec¢ny vysledek a to na 4 desetinnd mista.
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Piilohy
Procedura house.m

function [v,B]=house(x)
% vstupni proménna: x...nenulovy sloupcovy vektor
% vystupni proménné: v...Householdertiv vektor, B. .. koeficient, ktery uchovava
% hodnotu 2/(v" * v)
m=size(x);
n=length(x) ;
if n~=m(1)
error (’vstupni vektor x musi byt sloupcovy’)
return;
end
if x==
error (’vstupni vektor x musi byt nenulovy’)
return;
end
s=(x(2:n)’)*x(2:n);
v=[1;x(2:n)];
if s==
B=0;
else
M=sqrt (x(1) "2+s);
if x(1)<=10"(-5)
v(1)=x(1)-M;
else
v(1)=-s/(x(1)+M);
end
B=(2xv(1)"2)/(s+v(1)"2);
v=v/v(1);
end
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Procedura QRHouse.m

function [Q,R]=QRHouse(A)
% vstupni proménna: A...redlnd matice
% vystupni proménné: Q...ortogonalni matice, R...horni trojihelnikova matice
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’);
return;
end
n=n(1);
R=A;
b(1:(n-1))=0;
for j=1:(n-1)
[v,Bl=house(R(j:n,j));
I=eye(n-j+1);
R(j:n,j:n)=(I-Bxvx(v’))*(R(j:n,j:n));
b(j)=B;
if j<n
A(j+1:n,j)=v(2:n-j+1);
end
end
Q=eye(n);
for r=j:-1:1
v(r:n)=[1;A(r+1:n,r)];
C=eye(n-r+1);
Q(r:n,r:n)=(C-b(r)*v(r:n)*(v(r:n)’))*Q(r:n,r:n);

end

80



Procedura givens.m

function [c,s]=givens(xk,xi)
% vstupni proménné: xk,xi...prvky zadaného vektoru x
% vystupni proménné: c,s...parametry c=cos(thlu), s=sin(hlu)
if abs(xi)<=10"(-5)
c=1; s=0;
else
if abs(xi)>abs(xk)
t=-xk/xi; s=1/((1+t"2)"(1/2)); c=s*t;
else
t=-xi/xk; c=1/((1+t"2)"(1/2)); s=c*t;
end

end
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Procedura QRGivens.m

function [Q,R]=QRGivens(A)
% vstupni proménna: A...redlnd matice
% vystupni proménné: Q...ortogonalni matice, R...horni trojihelnikova matice
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’);
return;
end
n=n(1);
R=A;
Q=eye(n);
for k=1:n-1
for i=n:-1:k+1
[c,s]=givens(R(k,k),R(i,k));
R([k,i] ,k:n)=[c -s;s c]*R([k,i],k:n);
QC:, [k,i1)=Q(:, [k,i])*[c s;-s c];
end

end
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Procedura MocMet.m

function [lambdal,x1,k]=MocMet(A,q0,e)
% vstupni proménné: A...c¢tvercova matice, qO...libovolny nenulovy vektor,
% e...pozadovand presnost vypoctu
% vystupni proménné: lambdal...aproximace vlastniho ¢isla matice A, x1... vlastni
% vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu lambdal, k. .. pocet iteraci potfebnych
% k dosazeni pozadované aproximace vlastniho ¢isla lambdal
n=size(A);
m=size(q0);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2) | n(1)~=length(q0) [n(1)~=m(1)
error (’A musi byt ctvercova matice a q0 sloupcovy vektor se stejnym
poctem prvku jako ma A radku’)
return;
end
lambda0=q0’ *A*q0;
z1=A*q0;
if norm(z1,2)==0
error (’musime zvolit jiny nenulovy vstupni vektor q0’)
return;
end
gk=z1./norm(z1,2);
lambdal=qk’*A*qk;
k=2;
while abs((lambdal-lambda0)./lambda0)>e
zk=A*qk;
gk=zk./norm(zk,?2) ;
lambdaO=1ambdal;
lambdal=qgk’*A*qgk;
k=k+1;
end

x1=qk;
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Procedura QRrozklad.m

function [Ak,Q,k,vlcA]l=QRrozklad(A,e)
% vstupni proménné: A...c¢tvercova matice, e ... pozadovana presnost vypoctu
% vystupni proménné: Ak ...horni trojuhelnikova matice s vlastnimi ¢isly matice A
% na diagonale, Q ...ortogonalni matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A,
% k ...pocet iteraci potfebnych k dosazeni pozadované aproximace vlastnich ¢isel
% v1lcA ...sloupcovy vektor, jehoZ prvky jsou vlastni ¢isla matice A (vypise se
% pouze v pripade, ze matice A ma komplexni vlastni cisla)
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’)
return;
end
n=n(1);
Ak=A;
Q=eye(n);
k=1;
vlcA=[];
for i=1:n-1
for s=n:-1:i+1
while abs(Ak(s,i))>e
if k<100
[Qk,R]=QRHouse (Ak) ;
Ak=Rx*Qk;
Q=Q*Qk;
k=k+1;
else
warning(’po 100 iteracich nedosazen uspokojivy
vysledek, pouzito nahradni reseni, jehoz vysledkem jsou

vlastni cisla matice A zobrazena v promenne vlcA’)
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vlcA(1:n)=0;
vlcA=vlcA’;
m=1;
while m<n
Bk=Ak(m:m+1,m:m+1) ;
if abs(Bk(2,1))>107-3
vlcA(m)=(Bk(1,1)+Bk(2,2))./2+sqrt ((Bk(1,1)+
+Bk(2,2)) "2-4%(Bk(1,1) *Bk(2,2)-Bk(1,2)*Bk(2,1))) ./2;
vlcA(m+1)=(Bk(1,1)+Bk(2,2))./2-sqrt ((Bk(1,1)+
+Bk(2,2)) "2-4*(Bk(1,1)*Bk(2,2)-Bk(1,2)*Bk(2,1))) ./2;
m=m+2;
else
vlcA(m)=Bk(1,1);
m=m+1;
end
end
if m==n
vlcA(m)=Ak(n,n);
end
Q=[1; k=[1;
return;
end
end
end

end

85



Procedura HessHous.m

function [H]=HessHous(A)

% vstupni proménna: A...redlnd matice

% vystupni proménna: H. .. horni Hessenbergova matice

n=size(A);

if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)

error(’matice A musi byt ctvercova’)

return;
end
n=n(1);
P=ones(n);
for i=1:n
for j=1:n

if imag(A(i,j))~=0

error(’matice A musi byt realna’)

return;
end
if i>j
if abs(A(i,j))==0
P(i,j)=0;
P(i,1)=0;
P(j,j)=0;
P(j,1)=0;
end
end
end
end

if P==zeros(n)

error(’matice A je diagonalni resp.

return;
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end

H=A;

for k=1:n-2
[v,Bl=house(H(k+1:n,k));
I=eye(n-k);
H(k+1:n,k:n)=(I-Bxvxv’)*H(k+1:n,k:n);
H(1:n,k+1:n)=H(1:n,k+1:n)*(I-Bxv*v’);

end
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Procedura QRHess.m

function [Q,R]=QRHess (H)
% vstupni proménné: H...horni Hessenbergova matice
% vystupni proménné: Q...ortogonalni matice, R...horni trojihelnikova matice
n=size(H);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice H musi byt ctvercova’)
return;
end
n=n(1);
for k=1:n-2
for i=k+2:n
if abs(H(i,k))>10"(-5)
error(’matice H musi byt v hornim Hessenbergove tvaru’)
return;
end
end
end
R=H;
Q=eye(n);
for j=1:n-1
[c,s]=givens(R(j,j),R(j+1,3));
R([j,j+1],j:n)=[c -s;s cI*R([j,j+1]1,j:n);
QC:, [3,j+11)=QC:, [j,j+1])*[c s;-s cl;

end
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Procedura RQHess.m

function [H]=RQHess(H)
% vstupni proménné: H...horni Hessenbergova matice
% vystupni proménna: H. .. horni Hessenbergova matice
n=size(H);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)

error(’matice H musi byt ctvercova’)

return;
end
n=n(1);
for j=1:n-2

for i=j+2:n

if abs(H(i,3))>10"(-5)
error(’matice H musi byt v hornim Hessenbergove tvaru’)
return;
end

end
end
C(1:n-1)=0;
S(1:n-1)=0;
for k=1:n-1

[c,s]=givens(H(k,k) ,H(k+1,k));

C(k)=c;

S(k)=s;

H([k,k+1] ,k:n)=[C(k) -S(k);S(k) C(k)I+H([k,k+1],k:n);
end
for k=1:n-1

H(1:k+1, [k,k+1])=H(1:k+1, [k,k+1])*[C(k) S(k);-S(k) C(k)];

end
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Procedura QRHrozklad.m

function [Hk,Q,k,vlcA]l=QRHrozklad(A,e)
% vstupni proménné: A...c¢tvercova matice, e ... pozadovana presnost vypoctu
% vystupni proménné: Hk ... horni trojuhelnikova matice s vlastnimi ¢isly matice A
% na diagonale, Q ...ortogonalni matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A,
% k ...pocet iteraci potfebnych k dosazeni pozadované aproximace vlastnich ¢isel
% v1lcA ...sloupcovy vektor, jehoZ prvky jsou vlastni ¢isla matice A (vypise se
% pouze v pripade, ze matice A ma komplexni vlastni cisla)
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’)
return;
end
n=n(1);
P=ones(n);
for i=1:n
for j=1:n
if i>j
if abs(A(i,j))==0
P(i,j)=0;
P(i,1)=0;
P(j,j)=0;
P(j,1)=0;
end
end
end
end
if P==zeros(n)
Hk=A; Q=eye(n); k=1; vlcA=[];

return;
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end
[Hk]=HessHous (A) ;
[Qk,R]=QRHess (Hk) ;
0=Qk;
k=1;
vlcA=[];
for i=1:n-1
while abs(Hk(i+1,i))>e
if k<100
[Hk]=RQHess (Hk) ;
[Qk,R]=QRHess (Hk) ;
Q=Q*Qk;
k=k+1;
else
warning(’po 100 iteracich nedosazen uspokojivy vysledek,
pouzito nahradni reseni, jehoz vysledkem jsou vlastni
cisla matice A zobrazena v promenne vlcA’)
v1lcA(1:n)=0;
vlcA=vlcA’;
m=1;
while m<n
Bk=Hk(m:m+1,m:m+1);
if abs(Bk(2,1))>10"-3
vlcA(m)=(Bk(1,1)+Bk(2,2))./2+sqrt ((Bk(1,1)+
+Bk(2,2)) "2-4*(Bk(1,1)*Bk(2,2)-Bk(1,2)*Bk(2,1))) ./2;
vlcA(m+1)=(Bk(1,1)+Bk(2,2))./2-sqrt ((Bk(1,1)+
+Bk(2,2)) ~2-4*(Bk(1,1)*Bk(2,2)-Bk(1,2)*Bk(2,1)))./2;
m=m+2;
else

vlicA(m)=Bk(1,1);
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m=m+1;
end
end
if m==
vlicA(m)=Hk(n,n);
end
Q=[1; k=[];
return;
end
end

end
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Procedura jacobi.m

function [c,s]l=jacobi(A,p,q)
% vstupni proménné: A...symetrickd matice, p,q...zvolené indexy
% vystupni proménné: c,s. .. parametry c=cos(thlu), s=sin(hlu)
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’);
return;
end
if p<q
if abs(A(p,q))<=10"(-5)
c=1; s=0;
else
tau=(A(q,q)-A(p,p))/(2*%A(p,q));
if tau>=0
t=1/(tautsqrt(1+tau~2));
else
t=-1/(-tau+sqrt (1+tau~2));
end
c=1/sqrt(1+t~2);
s=tx*c;
end
else
error(’p musi byt mensi nez q’)
return;

end
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Procedura JacMet.m

function [A,Q,k]=JacMet(A,e)
% vstupni proménné: A...symetricka redlna matice, e...pozadovana presnost
% vypoctu
% vystupni proménné: A...diagonalni matice, Q...ortogonalni matice, k. .. pocet
% iteraci potfebnych k dosazeni pozadované aproximace vlastnich ¢isel
n=size(A);
if length(n)~=2 | n(1)~=n(2)
error(’matice A musi byt ctvercova’)
return;
end
n=n(1);
if A==A’
Q=eye(n);
tol=e*norm(A) ;
[offA]=NedNorm(A) ;
k=1;
while offA>tol
[p,q]l=maximum(A) ;
[c,s]=jacobi(A,p,q);
J=eye(n);
J(p,p)=c; J(q,q9)=c; J(p,q)=s; J(q,p)=-5s;
A=J’*xAx]J;
Q=Q*J;
[offA]=NedNorm(A) ;
k=k+1;
end
else
error(’matice A neni symetricka’)
return;

end
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function [offA]=NedNorm(A)
% vypocita normu nediagonalnich prvkia matice A
n=size(A);
n=n(1);
suma=0;
for i=1:n
for j=1:n
if ir=]
suma=suma+A (i, j) ~2;
end
end
end

offA=sqrt (suma) ;

function [p,q]l=maximum(A)
% najde maximalni prvek z nediagonalnich prvkt matice A
n=size(A);
a=0;
for i=1:n(1)
for j=1:n(2)
if i<j
if abs(a)<abs(A(i,]))
a=A(i,j);
p=i; 9=j;
end
end
end

end
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