UNIVERZITA PALACKEHQ V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KATEDRA MATEMATICKE ANALYZY A APLIKACI MATEMATIKY

BAKALARSKA PRACE

Linearni diferencialni rovnice 2.1radu

AT

v

Vedouci bakalarské prace: Vypracoval:
prof. RNDr. Svatoslav Stanék, CSc. Lenka Nemcova
Rok odevzdani: 2010 MAP, III. ro¢nik



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem vytvofila tuto bakalafskou praci samostatné za vedeni

prof. RNDr. Svatoslava Stanka, CSc. a Ze jsem v seznamu pouzité literatury
uvedla vsechny zdroje pouzité pii zpracovani prace.

V Olomouci dne 15. dubna 2010



Podékovani

Rada bych na tomto misté podékovala vedoucimu bakalarské prace
prof. RNDr. Svatoslavu Stankovi, CSc. za obétavou spolupraci i za cas, ktery
mi vénoval pri konzultacich. Dale si zasluzi podékovani mtj pocitac, ze vydrzel
moje pracovni tempo, a typograficky systém TEX, kterym je prace vysazena.



OBSAH OBSAH

Obsah

Uvod 4
1 Homogenni linearni diferencialni rovnice 2.fadu 6
1.1 Zakladni vlastnosti feseni linedrnich diferencialnich rovnic 2.fa4du. 6
1.2 Nulové body reseni linearnich diferencialnich rovnic 2.¥4du . . .. 8
2 Reseni linearnich diferencialnich rovnic 2.fadu 25
21 Uvod . o oo 25
2.2 Reseni homogenni rovnice s konstatnimi koeficienty . . . . . . . . 25
2.3 ReSeni nehomogenni rovnice . . . . . . . . ... ... ... .... 31

ZAvér 40



Uvod

Tato bakalarska prace je vénovana linearnim diferencialnim rovnicim 2.radu,
pricemz hlavnim cilem je uvedeni a dokazani zakladnich vlastnosti feseni line-
arnich diferencialnich rovnic 2.fadu véetné Sturmovy srovnavaci véty. Dale zde
budou dokazany vysledky o odhadu vzdalenosti sousedicich nulovych bodt netri-
vialniho feseni homogenni linearni diferencidlni rovnice 2.7adu.

Diferencialni rovnice maji zasadni vyznam pfi feSeni mnohych fyzikalnich,
technickych a inzenyrskych problému. Bez diferencialnich rovnic by nebylo mozné
provadét riizné vypocty souvisejici s pruznosti a pevnosti materialu, s rizenim
slozitych jadernych reakci, s lety do vesmiru apod.

Kvalitativni teorii lineadrnich diferenciadlnich rovnic 2.fadu dal zéklad v roce
1836 J. C. F. Sturm svou slavnou praci ” Mémoire sur les équations différentielles
linéaires du second ordre” J. Math. Pures Allp. 1( 1) ( 1836 ), 106 - 186, v ném?
studoval oscila¢ni vlastnosti feseni a odvodil srovnavaci véty. Na jeho badani
navazal J. Bernoulli, ktery se v letech 1835 - 1841 zabyval fesenim okrajového
problému.

Zajimava je skutecnost, ze teprve v 1. poloviné 20. stoleti se dostala teorie
linearnich diferencialnich rovnic 2. fadu opét do stiedu pozornosti a v dnesni dobé
tvofi jednu z nejrozsahlejsich a nejpropracovanéjsich disciplin teorie obycejnych
diferencialnich rovnic.

Linearni diferencialni rovnici 2.7adu nazyvame rovnici
" + a(t)z’ + b(t)x = c(t)

O funkcich a, b, ¢ predpokladame, Ze jsou spojité na néjakém intervalu [. Jiny

bézné uzivany tvar rovnice 2.fadu je
(p(t)2") + q(t)x = r(t), p(t) > 0.
V této praci bude hlavni pozornost vénovana rovnici v Jacobiho tvaru

2" +q(t)r =0, g € C°(I),
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a odpovidajici nehomogenni rovnici
2"+ q(t)x = h(t), ¢, h € C°(I),

nebot metody, kterych budeme uzivat ke studiu, jsou stejné jako v obecném
pripadé, ale formalné podstatné jednodussi.

Prvni kapitola je rozdélena na dvé podkapitoly a vénuje se zakladnim vlastnos-
tem TeSeni diferencialnich rovnic 2.7adu a vzdalenosti sousednich nulovych bodi
feSeni. Jsou zde uvedeny véty Sturmova srovnavaci, De la Vallée-Poussinova a
Lyapunovova. Jsou zde i uvedeny priklady na odhad vzdalenosti nulovych bodu
feSeni.

Druhé kapitola se zabyva feSenim linedrnich diferencialnich rovnic 2.fadu s
konstantnimi koeficienty. Tato kapitola je rozdélena na tii podkapitol. V prvni
se seznamime se zakladnimi definicemi linearnich diferencialnich rovnic 2.fadu s
konstatnimi koeficienty. Druha je vénovana feSeni homogenni linearni diferenci-
alni rovnice a jsou v ni i uvedeny priklady na vypocet obecného feseni linearni
diferencialni rovnice 2.fddu v homogennim tvaru a feseni nehomogennich linear-
nich diferencidlnich rovnic 2.faddu. Ve treti podkapitole jsou uvedeny metody pro
vypocty feseni nehomogenni rovnice, tj. je tu uvedena metoda variace konstant a

metoda neurcitych koeficientt, a jsou tu také priklady na pouziti téchto metod.



1 Homogenni linearni diferencialni rovnice 2.radu

1.1 Zakladni vlastnosti feSeni linearnich diferencialnich
rovnic 2.radu

V této kapitole uvedeme zakladni vlastnosti feseni linearnich diferencialnich

rovnic

" 4+ a(t)z" + b(t)x = 0, (1)
kde funkce a, b jsou spojité na néjakém intervalu I C R.

Definice 1.1. Resenim rovnice (1) rozumime kazdou funkci z, kterd md spojitou

druhou derivaci na I a vyhovuje rovnici (1) na I.

Véta 1.1. Budte &, € R a tg € 1. Pak existuje prdvé jedno teseni x rovnice

(1) definované na I a spriujici pocatecni podminky

z(to) = &, 2 (to) = &.

Dusledek 1.1. Nechtty € I ax je TeSeni rovnice (1) takové, Ze x(ty) = 0,2'(ty) = 0.

Pak x(t) =0 prot € I, tj. x je nulové TeSent rovnice (1).

Dukaz: Funkce y(t) = 0 pro t € I je feSenim rovnice (1) a y(to) = 0,4/ (to) = 0.
JelikoZ feSeni x a y rovnice (1) spliiuji v bodé ¢y = 0 stejné pocatecni podminky,

je y(t) = x(t) pro t € I podle véty 1.1. Tedy z je nulové feSeni rovnice (1). O

Poznamka 1.1. Nechf = je nenulové feSeni rovnice (1) a necht x(ty) = 0 pro
néjaké to € I. Pak 2/(tg) # 0. V opacném piipadé je 2'(ty) = 0 a pak z

dusledku 1.1. plyne, Ze = je nulové feSeni rovnice (1).

Dusledek 1.2. Necht = je nenulové teseni rovnice (1). Pak jsou nulové body

resent x izolované body.

Dukaz: Nechf t; € [ je nulovy bod FeSeni x, ktery neni izolovanym bo-
dem. Pak existuje posloupnost {tn} C I navzajem riznych bodu takovych, ze
lim, .o t, = toa x(t,) =0 pron € N. Jelikoz x(t,) = z(t,.1) = 0 pron € N,
plyne z véty o prirastku funkce, ze 2/(§,) = 0, kde &, lezi mezi body t,, t,.1. Pak
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ovSem lim,, . &, = to, coz plyne z pfedpokladu lim, .. t, = ty. Ze spojitosti
funkce 2’ dostavame: 0 = lim,, o 2'(&,) = 2/(t). Tim je dokazano, ze z'(ty) = 0,
a jelikoz x(ty) = 0, je z(t) = 0 pro t € I podle disledku 1.1. To je ve sporu s tim,

ze podle predpokladu x je nenulové feseni rovnice (1). O

Dusledek 1.3. Netrividlni feseni z(t) rovnice (1) md na kaZdém kompaktnim

intervalu [a,b] C I konecny pocet nulovych bodui.

Dukaz: Nechtf [a,b] C I je kompaktni interval. Predpokladejme, Ze netrivi-
alni FeSeni x(t) rovnice (1) mé na [a,b] nekoneéné mnoho nulovych bodu. Pak
existuje {tn} C [a, b] navzajem rtznych bodu, které jsou nulovymi body FeSeni
x(t). Jelikoz {tn} je ohranicCena, existuje podle Weierstrassovy véty vybrana po-
sloupnost {tkn}, ktera je konvergentni. Necht lim,, ., tx, = to. Pak ¢ty € [a,b] a
x(tp) = 0. Odtud plyne, ze bod ty je hromadnym bodem nulovych bodu Feseni
x(t). To je vSak ve sporu s tim, Ze podle disledku 1.2. jsou nulové body kazdého

netrividlniho feSeni rovnice (1) izolované. O

Dusledek 1.4. Necht 1,5 jsou nenulovd Teseni rovnice (1) a necht xi(ty) =
xo(to) = 0 pro néjakd ty € I. Pak x1(t) = kaa(t) prot € I, kde k € R, k # 0.
Duikaz: Zpoznamky 1.1. plyne, ze 2 (t9) # 0 a 25 (to) # 0. Polozme y(t) = kxo(t)
prot € I, kde k = uto) pak k€ R,k # 0 a y je feseni rovnice (1). JelikoZ

x4 (to)

y(to) = 0 a y'(to) = kab(ty) = %xé(to) = (o), TeSeni x; a y rovnice (1)
spliiuji v bodé ¢t = t; stejné pocateéni podminky. Proto z(t) = y(t) prot € [
podle véty 1.1. Odtud plyne z;(t) = kxo(t) prot € I. O

Definice 1.2. Rekneme, Ze veseni x(t) a y(t) jsou linedrné zdvisld Yeseni rovnice
(1), jestlize existuji c1,co € R, |c1] + |c2| > 0 takovd, Ze cix(t) + coy(t) = 0 pro
t € 1. V opacéném pripadé tekneme, Ze x(t) a y(t) jsou linedrné nezdvisld Tesent

rovnice (1) nebo také, Ze x(t) a y(t) je fundamentdlni systém Feseni rovnice (1).

Véta 1.2. Reseni x(t) a y(t) rovnice (1) jsou linedrné nezavisld Teseni rovnice

(1) prave, kdyz pro jejich wronskidn Wiz, y|(t),

z(t) y(t)

z'(t) y'(¢)

Y

Wiz, y|(t) =
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plati Wiz, yl(t) 0 prot € I.

Véta 1.3. Necht x(t) ay(t) jsou linedrné nezdavisld fesent rovnice (1). Pak nulové
body tesent x(t) a y(t) se vzajemné oddéluji, coZ znamend, Ze mezi sousednimi
nulovymi body Tesent x(t) leZi pravé jeden nulovy bod TeSeni y(t) a mezi soused-

nimi nulovymi body Tesent y(t) lezi prave jeden nulovy bod Tesent x(t).

Dukaz: Staci dokazat, ze napt. mezi sousednimi nulovymi body feseni x(t) lezi
nulovy bod Feseni y(t). Necht tedy t1,ts € I,t; < t3, jsou sousedni nulové body
feseni x(t). Pak z(t;) = z(t2) = 0 a z(t) # 0 pro t € (t1,t2). Predpokladejme, ze
y(t) nema v intervalu (¢,t5) nulovy bod. Jelikoz z(t) a y(t) jsou podle pfedpo-
kladu linearné nezavisla feseni rovnice (1), je y(t1) # 0 a y(t2) # 0 podle disledku

1.4. Lze tedy na intervalu [t,t5] definovat fuknci z predpisem z(t) = % Pak

2(t1) = 2(t2) = 0 a 2/(t) = —Il(t)y(ga_(g(t)y,(t) = ——W?[jg’é])(t) pro t € I, kde W{z,y| je

wronskian Feseni x(t),y(t). Z véty 1.2. plyne, ze Wz, y|(t) # 0 pro t € I. Proto

Wiz,yl(t)
y2(t)

Z'(t) > 0 nebo 2/(t) < 0 na [ty,ts], coz je ve sporu s z(t1) = z(t2) = 0. Tim je

# 0 pro t € [t1,t2], a tedy 2/(t) # 0 na tomto intervalu. Odtud plyne, Ze

dokézano, ze y(t) ma nulovy bod v intervalu (¢;,¢3). O

1.2 Nulové body fesSeni linearnich diferencialnich rovnic
2.1adu

Pfi studiu rozlozeni nulovych bodu feSeni rovnice (1) sta¢i jenom vySetfovat
feSeni rovnice typu

2" +pt)xr =0,

coz plyne z nasledujici véty.

Vé&ta 1.4. Necht a € C*(I) a necht b € C(I). Pak substituce

1 t
xzzemp(—g/a(s)ds> to,t € 1,
to
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transformugje mnoZinu feseni rovnice (1) na mnoZinu feseni rovnice
"
2"+ p(t)z =0,

kde

p(t) = 20 _ aét) Tot), tel.

Dukaz: Necht x je feSeni rovnice (1) a polozme

z(t):x(t)e:z:p(% /t:a(s)ds) pro tel.

Pak
/(0 = eon 5 / o(5)d5) (0 + ga(0e(1)

a po upravach postupné dostavame
p 1 I , 1
2'(t) = za(t)exp| = [ a(s)ds )| x'(t) + za(t)x(t) |+
2 2 /i, 2

—i—e:l:p(% /t: a(s)ds) (:c”(t) + %a’(t)x(t) + %a(t)x’(t)) _

_ exp(% /t: a(s)ds) (x”(t) +a(t)a (1) + %a’(t):z:(t) + %az(t)x(t)
= exp(% /t: a(s)ds> ( —a(t)z'(t) — b(t)x(t) + a(t)x'(t) + 5a’(t):c(t) +

Z'(t)+p(t)z(t) =0 pro tel.

Tim je dokézano, ze funkce z je FeSenim rovnice (2). O
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Poznamka 1.2. Nebot funkce ewp(% fti a(s)ds) > 0 pro t € I, plyne ze substi-

tuce (3), ze funkce z(t) a z(t) maji stejné nulové body. Poznamenejme jesté, ze
pro studium kvalitativnich vlastnosti feseni je rovnice (2) jednodussi nez rovnice

(1).

Definice 1.3. Rekneme, Ze netrividlni feseni x(t) rovnice (1) (nebo (2)) je os-
cilujict na intervalu (a,b) C I, jestlize md alesporni dva nulové body na tomto

intervalu. V opacném pripadé rikdme, Ze teseni x(t) je neosilujict na (a,b).
Priklad 1.1. VsSechna nenulova FeSeni rovnice
" —mPr=0 meRmM#O (4)

jsou neoscilujici na R. To plyne z obecného tvaru této rovnice

= cre™ 4 cpe™

Uvazujme nyni rovnici
" +mPr=0 meR m#D0, (5)

kterd m4 obecné feSeni

T = c¢1 cosmt + co sinmdt.

Toto feSeni muzeme transformovat do tvaru
z(t) = Asin (mt + 9), (6)

kde A = +/c? + c3 je amplituda a

C1

2 2
c]+ ¢

0 = arcsin

je pocateéni faze. Z (6) je zfejmé, Ze vSechna Teseni rovnice (5) maji periodu 2%,
m

vzdalenost mezi dvéma sousednimi nulovymi body je rovna ’-, a vSechna reseni

jsou oscilujici na kazdém intervalu s délkou vétsi nez -. Tedy se zvétSovanim m,

se vzdalenost mezi nulovymi body zmensuje.
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Lemma 1.1. Necht p € C(I) a p(t) <0 prot € I. Pak jsou vSechna netrivialni
reseni rovnice

" +pt)r =0 (7)
neoscilugici na I.
Dukaz: Nechf z(t) je netrividlni feSeni rovnice (7). Pfedpoklddejme, ze x(t)
je oscilujici na I. Pak z(t;) = z(ts) = 0 a z(t) # 0 pro t € (t1,t2), kde
ti,ta € I,t; < ty. Bez Gjmy na obecnosti muzeme ptredpokladat xz(¢) > 0
pro t € (t1,t2). V opatném piipadé uvazujeme feseni —x(t). Jelikoz 2'(t1) > 0,
coz plyne z poznamky 1.1., a jelikoz 2”(t) = —p(t)z(t) > 0 pro t € [t1,ts], je
2'(t) = 2'(t) + fttl x"(s)ds > 2'(t1). Pak ovSem z(t;) — x(t2) = fttf x'(s)ds >
x'(t1)(ta — t1) > 0, coz je ve sporu s x(t) = x(ty) =0. O

V dalsich Gvahach budeme vySetfovat pouze netrividlni feSeni rovnic (1) a
(7).

Véta 1.5. Jestize p € Cla, 00),

p(t) > 0, / " p(s)ds = oo, (8)

pak vSechna teseni rovnice (7) magi nekonecné mnoho nulovych bodi na intervalu

[, 00).

Dikaz: Tento diikkaz provedeme sporem.

Necht existuje feSeni z(t) rovnice (7) a tg > « tak, ze
z(t) >0  pro tEe [ty,00).
Z (7) mame
2'(t) = —pt)x(t) <0 ¢ >t

proto z/(t) je nerostouci. Poznamenejme, ze nemuze nastat situace, kdy z'(t) = 0
na néjakém intervalu [T, o00) C [tp,00). V tomto piipadé totiz ze vztahu 0 =

2"(t) = —p(t)z(t) pro t € [T, 00) a predpokladu z(t) > 0 pro t € [tg, 00) plyne, Ze
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p(t) =0 pro ¢ € [T, 00). To je ve sporu s predpokladem [~ p(s)ds = co. Mohou
nastat dva pripady:
() >0  pro t>t,

nebo

() <0  pro t>t; >t

Zacéneme s prvnim ptipadem. Reseni x(t) roste monoténné a z(t) > ¢ = x(ty) pro
> 1.
Pak

a po zintegrovani dostavame

t

z'(t) — 2 (tg) < —c/ p(s)ds.

to

S ristem ¢ prava strana posledni nerovnosti konverguje k —oo vzhledem k (8),

ale toto je ve sporu s tim, ze
Z(t) >0  pro t>t.

Nyni se budeme vénovat druhému piipadu. Pak 2/(t) je zaporné a klesd mono-

ténné pro t > tq, tedy
() <a'(t1) <0 pro t>ty.
Integraci této nerovnosti ziskame
z(t) — x(ty) < 2'(t1)(t — t1),

coz je ve sporu s podminkou, Ze x(t) je kladné pro vSechna t > t,. O
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Nyni se budeme se zabyvat otazkou vzdalenosti mezi sousednimi nulovymi

body feseni rovnice.

Véta 1.6 (Sturmova). Necht jsou ddany dvé rovnice
v +pt)y=0 a 2"+q(t)z=0,
kde p,q € C(I) a
q(t) = p(t)  tel (9)
Pak mezi kaZdymi dvéema sousednimi nulovymi body netrividlniho reseni proni

rovnice, je nejmené jeden nulovy bod kaZdého netrividalniho reseni druhé rovnice

za podminky, Ze mezi témito dvéma nulovymi body lezi body t, pro které plati
q(t) > p(t).
Dukaz: Necht y,(t) je feSeni prvni rovnice takové, ze
y1<t1) = yl(t2> =0 a ’yl(t) >0 pro te (tl,tg)
a necht q(ty) > p(to) pro né&jaké ty € (t1,t2). Piedpokladame, zZe existuje feSeni
druhé rovnice z(t) takové, Ze
Zl(t) >0 Pro te (tl,tQ)

Poznamenejme, Ze bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat z;(¢) > 0 pro
t € (t1,t2). V opa¢ném pripadé uvazujeme —z;(t). Nyni vynasobime prvni z nich
21(t), druhou y;(t) a odec¢teme druhou od prvni, obdrzime

iz — 2y = (q(t) — p(t)) 2191

Zintegrujeme tuto rovnost na intervalu (t;,¢2). Vzhledem k tomu, Ze leva strana

je derivace rozdilu yz1 — y12] a Ze y1(t1) = yi1(t2) = 0,dostavame
to
hit)a(t) ~ t)a(t) = [ (als) ~ plshmads. (10)
t1
Podle pfedpokladu (9) této véty a q(ty) > p(to), prava strana v rovnosti (10) je
kladna. Leva strana je nekladné, jelikoz
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Tim je dokazano, ze neni splnéna rovnost
21(t) >0 pro te (t1,t2)
a tedy TeSeni z1(¢) m4 na intervalu (¢,t5) alespor jeden nulovy bod. O

Dusledek 1.5. Nulové body dvou linedrné nezdvislijch teseni rovnice (7) jsou

vzdjemne oddelene.

Tato véta byla uvedena drive, ale nyni k dikazu pouzijeme obdobny postup
jako v diikazu Sturmovy véty.
Dukaz: Necht y;1(f) a z1(t) jsou linedrné nezavisla feseni. Postupujme stejné
jako v diikazu Sturmovy véty az k rovnosti (10). V tomto piipadé je prava strana

(10) rovna nule, nebot

a levda strana je zapornd, nebot
Zl(tg) >0 21<t1) > 0,

coz plyne z toho, Ze nezavisla feSeni nemaji spoleény nulovy bod. Tedy z;(¢) ma
jen jeden nulovy bod uvnitf intervalu (¢1,t3), v opatném piipadé se méni role

rovnic, ziskdme jesté jeden nulovy bod FeSeni y; (t) mezi body tq,ts. O

Dusledek 1.6 (Odhad vzdélenosti mezi sousednimi nulovymi body netrividlniho

feSeni rovnice (10)). Necht
0<PP<plt)<L* pro tela,plCl. (11)

Pak odhad
<d<7 (12)

SIE

plati pro vzddlenost d mezi sousednimi nulovymi body netrividlniho Tesent rovnice

(5) v intervalu |, 3].

Dukaz: Je-li p(t) = 1* (p(t) = L?) pro t € |a, (], pak z piikladu 1.1 plyne, ze
vzdalenost d sousednich nulovych bodt netrividlniho feseni rovnice (5) je rovna
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7 (%), a tedy odhad (12) plati. Pfedpokladejme, Ze existuji body ¢, a t5 € [a, (]
takové, ze I> < p(t1),p(ts) < L. Pak lze pouzit Sturmovu srovnévaci vétu pro
dvojici rovnic (5) a (7).

Pro m = L dostavame levou stranu nerovnosti z (12).

Pro m = [ dostavame pravou stranu nerovnosti z (12). O

Nyni si uvedeme vétu pro dolni odhad vzdalenosti sousednich nulovych bodi

feSeni

Vé&ta 1.7 (De la Vallée - Poussinova). Necht I C R je interval, a,b € C°(I) a

necht

la(t)| < My, |b(t)]| < My pro tel, (13)

kde My, My jsou konstanty. Pak odhad
2 2 o . e
J> { A? <\/]\41 + 2M M1> 'jestl.zvze My >0, (14)
i jestlize My =0,
plati pro vzdalenost d mezi kaZdymi dvéema sousednimi nulovymi body libovolného

netrividlniho 7esent rovnice
"+ a(t)x’ + b(t)x = 0. (15)

Dukaz: Necht z(¢) je netrividlni feSeni rovnice (15) a nechf t,, ¢ + d jsou jeho
sousedni nulové body. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat ¢ty = 0. Integraci

per partes a uzitim rovnosti z(0) = z(d) = 0 dostavame

r— " lu=d—5s o =2"

v=-1 v=2a

/Ot sx”(s)ds — /td(d —8)z"(s)ds =

=ta'(t) —x(t) + (d —t)2'(t) + z(t) = 2'(t)d pro te€[0,d].

15



Odtud plyne rovnost

t d
2 (t)d = / s2(s)ds — / (d— )" (s)ds, e 0,d). (16)
0 t
Necht 4 je takové ¢islo, Ze
2’ <p pro tel0,d]. (17)

JelikoZ x je netrividlni feSeni rovnice (15), je nutné p > 0. Nyni z rovnosti

plynou odhady
[z(@)] < pt,  [x()] < pld—t) pro tel0,d].

Je tedy

EUIES P SR U (18)

a pak vzhledem k (17),
12" (t)| < Myp + Ma|z(t)] pro t€[0,d].
Odtud a z (16) dostavame

2/ ()]d < [ sl (s)|ds + [(d — s)|2"(s)|ds <

< Mlﬁb[fo sd3+ft — 5 ds] —i—MQ[fO s|z(s) ’ds—i_j;t — s)|z(s )|ds} (19)

K odhadu posledniho ¢lenu v (19) pouZijeme (18). Pak pro t € [0, 4] je

/Ots|x(s)|ds+/t (d—s)|2(s |ds<u[/ 2ds+/ d—s) ds+/dd(d—s)2ds} _

2



/
Jelikoz (%t?’ — 424 %3> =2t —dt = t(2t —d) < 0 pro t € [0,2), je funkce

u<§t3 — gtz + %) klesajici na intervalu ¢ € [0, g}, a tedy je

2 d d3 3 d
PP — < — telo,=].
gttty sy v tel0g)
Odtud plyne
t d d3 d
/ s|x(s)|d5+/ (d— s)|x(s)|ds < pg  Pro t €0, 5] (20)
0 t

Podobné postupujeme pro t € [%l, d,

/ sla(s)lds+ / (ds)la(s)lds < p[ / Yy / s(d—s)ds+ / d(d—s>2ds} -

2

B d3+d32t_s3t+(d—t)3 B
DY, 2. 131, 3|

_ [d_3+d_t2_d_3_ﬁ+d_3+u]— [M_ﬁ+£lt2_d_3]
"My Ty T8 T3 Ty 3 |7 H T3 379" gl

/
Jelikoz (M—§+4t2—£) = —(d—t)> =2+ dt = 2(d—t)(t— &) > 0 pro

3 2 24
te (g, d], je funkce (d;t)3 — % + %tQ — % rostouci na tomto intervalu, a tedy je
(d—t)3 t3+dt2 d? < d3+d3 3 &3 te(d d
— 4+t —-—< -4+ ———=— pro —. d].

3 372 "u="3"2 u 3§ 7? 2

Odtud plyne
! d d? d
/ slz(s)|ds +/ (d—s)|z(s)|ds < pg pro te [§,d]. (21)
0 t

17



Nerovnost

t d 3
/0 slz(s)|ds +/t (d—s)|x(s)]|ds < % pro t € [0,d] (22)

plyne z (20) a (21). Z (19),(22) a nerovnosti

t d t2 d—t2 d2
/5d8+/(d—5)d5=—+( ) < — pro telo,d.
; ) 2 2 2

ihned dostavame

M M.
|2'(t)|d < ,u(71d2 + §d3> pro t€0,d].

Pak ovsem ud < u(%dQ + %d?’), po tpravé 1 < 2d 4+ 2242 co Ize psat ve

tvaru

Myd? + 4Myd — 8 > 0. (23)

Tim jsme dokazali, ze vzdalenost d kazdych sousednich nulovych bodi netrivial-

nich feSeni rovnice (15) vyhovuje nerovnosti (23). Jestlize My > 0, pak

2
dy s = E( My + VM2 2M2>

jsou kofeny kvadratické rovnice Myd® + 4Mid — 8 = 0. JelikoZ vzdalenost d je

kladna, je nutné
2
d>— (x/M12 oM, — ]\/[1>. (24)
M,

Je-li My = 0, pak z (23) plyne

2
d>—. 2
> (2)

Dokazovanou nerovnost (14) dostavame z (24) a (25).

O

Poznamka 1.3 (Porovnani Sturmovy a De la Vellée - Poussinovy véty). Kdyz
odhadujeme hodnotu d , coz je vzdalenost mezi sousednimi nulovymi body feseni
rovnice
"+ a(t)r + b(t)x =0,
18



mame pro jeji dolni odhad dvé moznosti:

1. uzijeme piimo De la Vallée - Poussinovu vétu

2.ptejdeme k rovnici z” + p(t)z = 0 pomoci substituce z véty 1.4. a dale
provedeme odhad pomoci na dtsledku 1.5.

Co je vyhodnéjsi?

V obecném pripadé je nemozné doporucit jednu z moznosti, ale je tfeba pozna-
menat, ze pro dostatecné velkou |a’(t)|,t € I, by se méla druhd moznost provadét

s opatrnosti. To vyplyva ze skutecnosti, ze

() =~ 0 Ly

a rust p(t) zpusobuje odhad levé strany v (12) s mensi pfesnosti.

Priklad 1.2. Uvedeme odhad vzdalenosti dvou sousednich netrivialnich nulovych
feSeni rovnice
" + 2 + (P +t+ 1)z =0, tell,b
1. Pouziti Sturmovy véty(véta 1.6.):
podle vzorce p(t) = —@ — a;ﬂ + b(t) vypocteme p(t) = t. Funkce p(t) =t
nabyva v krajnich bodech intervalu [1, 5] hodnot 1 a 5, témito hodnotami omezime

fci p(t), a provedeme odhad pomoci dusledku 1.5.

pt)=t = 1<pit)<5 =d>-—"==04

V5
2. Pouziti de la Vallée-Pousiinovy véty(Véta 1.7.):

odhadneme funkce |a(t)| a |b(t)| tak, Zze vypocteme hodnoty téchto funkei v

pravém krajnim bod¢ intervalu [1, 5] a odhady dosadime do vzorce (14).

la(t)] < 10 = My, [b(t)| < 31 = M, =

V4-10+8-31—-2-10
=d> + =

2.
31 0

V tomto ptipadé da lepsi vysledek Sturmova véta.
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Priklad 1.3. Urcete odhad vzdalenosti dvou sousednich netrivialnich nulovych
feseni rovnice

2" — (arctan kt)r’ + 1?2 =0, teR
1. Pouziti Sturmovy véty(Véta 1.6.):
do vzorce p(t) = —@ - @ + b(t) dosadime funkce a(t) a b(t) a shora
omezime funkci % + 7% a provedeme odhad pomoci disledku 1.5.

+7r2,

+7r2<E
=2

1 k
t) = —— tankt)? + ———————
p(t) 4(arc an kt) +2(1+k2t2)

™2
VE + 272

2. Pouziti de la Vallée-Pousiinovy véty(Véta 1.7.): nejprve shora odhadneme

funkce a(t) a b(t)

d>

a(t)] < 5 = Mi,b(t) = 7,

a dosadime do vzorce (14),

q> V28t -1 2
- 2 o

Pokud plati 2k = 7% — 472, potom se odhady shoduji, pro 2k > 7* — 472 je

vyhodnéjsi de la Vallée-Poussinova véta.

Véta 1.8 (Lyapunovova). Necht teSeni x, které je identicky rizné od nuly, rov-
nice

2 +pt)r=0

md dva nulové body na intervalu [a,b,] C I. Pak

/ "ttt > — (26)

b—a’

kde p™(t) = max (p(t),0).

20



Dtikaz: Uvazujme rovnici
u” + pt(tu =0,

kterd je majorantni pro (7). Podle Sturmovy véty mé tato rovnice feSeni wu(t)
takové, ze

u(la) =u(f)=0 pro a<a<fB<b

u(t) >0 pro te (o).
Uzitim metody per-partes dostavame

B

(B-1) / (s — a)u"(s)ds + (t — a)/ (B —s)u"(s)ds =

t

= (8= 1) (t = @)/ (1) = u(t) + ul@)| + (t — @) = (B — 0 () + w(B) — u(t)
= —(8— a)u(t)

I

nebot u(a) = u(F) = 0. Tedy plati rovnost

t B
~B-apu(t) = (3-1) [ = s)ds+ (=) [ (G- ds (21)

Klademe-li v této rovnosti u”(t) = —p™ (t)u(t), obdrzime

t 8
(B—a)u(t) = (6—t)/ (s—a)p+(5)U(S)d5+(t—a)/t (B—s)p*(s)u(s)ds. (28)

u(ty) = max(u(t) : a <t < ).
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Polozme t =ty v (28) a po tpravach dostdvame
to

B
<@—awuw=4ﬁ—my/ @—a»ﬂ@u@ws+@wﬂw/‘w—sWW@u@MSS

[e% to

to

< ulty) [(@ 1) / (s — a)p*(s)ds + (to — @) / 5(6 . s)p+(s)ds] <

«@ to

<Mmﬁlﬂﬁ—$@—am%wﬁ+/ﬂs—wW—sWW@w]=

to

B
— u(to) [ (5 5)(s ~ " (s)ds.
Tim je dokdzana nerovnost

B

(B — a)u(ty) < ul(to) / (B —5)(s—a)pt(s)ds.

«

Jelikoz u(ty) > 0, je

B
g-a< [ (B9 -ap(s)ds (29)
Lehce lze ovérit, ze plati
4oy < (x +1y)* Va,y €R.

Klademe-li v této nerovnosti z = 3 — s a y = s — «, dostavame

(B —a)?

(8= s)(s —a) <

pro s € [a, ).

Z (29) a posledni nerovnosti potom plyne

BB — a)?
f—a </a %p*(s)ds‘

a tedy

/jp*(s)ds >

coz je dokozovana nerovnost (26). O

B—a
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Poznamka 1.4. V této poznamce ukdzeme, Ze volba konstanty 4 ve (26) je
nejlepsi mozna.
Necht ¢ € (0,1).Definujeme y : [0,1] — R,y € C?[0, 1] pfedpisem
y(t) =t pro te 0,0,

y(t)=1—t pro te[l—240],
je y(t)>0 a y'(t)<0 pro te[§1—94].

y(0) =y(1) =0, na (J,1-9)
PoloZzme
) ==L pro e 0.1) @ p(0)=p1) =0
Pak
p € C°0,1],p"(t) =p(t) pro tec]0,1]
1 - l—éy//(t) B u:y’ U,__y_; B
fyoa== [ |-

 Llyls y(t)
1 —1 1 1 2
_ - — :—+—:—
5 (1—(1—0) '3 o
1 ! 2
0 — — = p(t)dtﬁg — 4

Vyplyva z [4].
Poznamka 1.5. V této poznamce srovname vysledek piikladu 1.2. s vétou 1.8.

Pomoci Sturmovy véty jsme dostali odhad 0.4, pomoci de la Vallée-Poussinovy

odhad pftiblizné 0.2.
Pokud budeme piiklad 1.2. pocitat pomoci Lyapunovy véty (véta 1.8.) ob-

drZime:

—12>4:d> _ L.
1 d 12 3



Z toho vidime, Ze pro tento pfiklad je lepsi odhad pocitany Sturmovou vétou.

Dusledek 1.7. Jestlize

b 4
/a pT(s)ds < —

plati pro [a,b] C I, pak vSechna Teseni rovnice
" +p(t)x =0
jsou neoscilujici na [a, b].

Tato podkapitola byla zpracovana podle [3].
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2 Reseni linearnich diferencialnich rovnic 2.radu

2.1 Uvod

Hlavnim tkolem této ¢asti je popsat zptisob feseni linearni diferencialni rov-
nice 2.fadu
y' +ary +agy = f(x) (30)
kde aq, as jsou rediné konstanty a f je redlnd spojita funkce definovana na néjakém
intervalu 1.
Definice 2.1. Resenim rovnice (30) na intervalu I budeme rozumét kaZdou
funkci, kterd md na I spojitou 2.derivaci a rovnici (30) vyhovuje. Je-li f(x) =0
pro vSechna x € I, nazyvd se (30) rovnice homogenni, v opacném pripadé rovnice
nehomogenni.

Existenci feseni rovnice (30) zarucuje nasledujici véta:

Véta 2.1. Necht je funkce f : I — R spojita. Budte &,&% € R xq € I. Pak
existuje pravé jedno feseni y diferencidlni rovnice (30) definované na intervalu I

a splriugici pocatecni podminky
y(zo) = &1, Y (w0) = &

2.2 Reseni homogenni rovnice s konstatnimi koeficienty
Ukazeme, ze vSechna Teseni rovnice
Y '+ a1y +ay=0 (31)

lze najit algebraickymi operacemi a ze tato feSeni lze vyjadrit pomoci elementar-
nich funkci.Oznacme
d2
L:=—+4+a— + as.
dx? Ydx 2

Pak 1ze diferencialni rovnici (31) psat ve tvaru
L(y) = 0.

Vlastnosti tzv. diferencidlniho operatoru £ uvadi nasledujici véta:
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Véta 2.2. Jsou-li u,v libovolné 2-krdat diferencovatelné funkce na néjakeém inter-

valu I a C; )\ € R libovolné konstanty, plati

1.
L(Cu) = CL(w);
2.
L(u+v) = L(u) + L(v);
3.
L(eP)) = AN 4 a1\ + ay);
4.

L(uv) = w” + (2u' + a;u)v’ + (u" + a1u’ + agu)v.
Ovéreni téchto vlastnosti je trivialni.

Véta 2.3. Jsou-li u,v libovolnd teseni rovnice (31) na intervalu I, pak je téz
y = Ciu+ Cyo, VCp,Cy € R
reSenim rovnice (31) na I.
Definice 2.2. Duvojice fesent yy,ys rovnice (31) definovanych na intervalu I se

nazyvd fundamentdlni systém resent, kdyZ wronskidn je ruzny od 0, tj.

Wiy (x), ya(x)] = det Big; izgg] #0 Vrel.

Véta 2.4. Wronskidn kaZdych dvou tesent yy, yo Tovnice (31) lze vyjddrit ve tvaru
Wiy (x),ya(z)] = Ce %, C € R.
Duikaz: Oznacme
W(z) :== Wiy (z), y2()].

Plati

W' = (y1yy — vhy2)" = ¥iuh + y1ys — vhs — Yiy2 =

= yi(—a1yy — azy2) — yo(—ary; — azyn) = —a W,
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takze W je Tfesenim linearni rovnice
W' = —a, W,

jejiz obecné Teseni je

a to je tvrzeni. O

Dusledek 2.1. Je-li W(zg) # 0, v néjakém cisle xq intervalu I, pak je W(zx) # 0

pro vsechna x € 1.
Véta 2.5. Bud y1,ys fundamentalni systém feseni rovnice (31). Pak je

y = Cin(x) + Coya(x) (32)
obecné Teseni rovnice (31).

Dukaz: Mame ukazat, ze kazdé Teseni rovnice (31) lze vyjadiit ve tvaru (32).

Bud Y libovolné feseni rovnice (31),z9 € I a ozna¢me

§1 =Y (29),82 = Y/(Io)'

Funkce y definovana v (32) spliiuje v xy stejné pocatecni podminky jako FeSeni

Y, kdyz existuji konstanty C;, Cs takové, ze
Cryr(wo) + Coya(xo) = &1,

Cry1(x0) + Cays(20) = Eo.
Tento systém mé jediné FeSeni, nebot funkce yi,ys tvoii fundamentalni systém

feSeni rovnice (31), takze

aee [ ) )] 0

Z véty o jednoznacnosti plyne
Y(x) = Cyyr(z) + Coya(z) Ve e 1,

takze Y je obecné feseni. K dokonceni diikazu jeho existence staci ukazat, ze

kazda rovnice (31) ma fundamentdlni systém feSeni y,yo. O
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Definice 2.3. Necht je ddna linedrni diferencidlni rovnice
y' +ary +ay =0

s konstatnimi koeficienty ai,as # 0. Pak algebraickou rovnici tvaru
MN+uA+a,=0

nazgvame charakteristickou rovnict linedrni diferencidlni rovnice (30).

Véta 2.6. Bud
M4+ aA+a=0 (33)

charakteristickd rovnice pro rovnici (81). Oznacme A = a3 — 4as.

Je-li A > 0, md rovnice (33) redlné koreny

1 / 1 /
)\1 = 5(—011 + CL% - 4@2), )\2 = 5(-@1 - a% — 4@2)

$’ 6)\2x

a funkce eM tvori fundamentdlni systém reseni rovnice (31). Jeji obecné

resent je
y = C1eM” + Chet”.
Je-li A =0, md (33) dvojndsobny redlny koren

1
)\ = ——
oM

a funkce e’ e tvor fundamentdini systém teseni rovnice (31). Jeji obecné
resent je
A
y = e(C + Cax).

Je-li A < 0, md (33) neredlné komplexné sdruzené koreny

1 1
a+if,a—1i6,kde a = —§a1,6: 5\/4@ — a?.

Obecné tesent rovnice (31) je v tomto pripadé

y = e**(Cy cos fx + Cysin fz).
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V naésledujicich prikladech ukazeme pouziti Véty 2.6.
Priklad 2.1. Méjme diferencialni rovnici 2.fadu
' — 4y +3y=0
Ji odpovidajici charakteristicka rovnice je tvaru
N —4X+3=0
Nyni si vypocteme kofeny charakteristické rovnice a ty jsou
AM=1X=3

Oba kofeny charakteristické rovnice jsou realné, takze obecné feseni diferencialni

rovnice bude va tvaru
y(x) = cre” + cpe®®, kde ¢p,c €R.
Priklad 2.2. Mé&jme diferencialni rovnici 2.7adu
y'— 4y +4y =0
Ji odpovidajici charakteristickd rovnice je tvaru
N =4 +4=0
Nyni si vypoc¢teme koreny charakteristické rovnice a ty jsou
M =2 =2

Kofen charakteristické rovnice je dvojnasobny realny, takze obecné feseni dife-

rencialni rovnice bude va tvaru
y(x) = c1* + cpze™, kde c¢1,co € R.
Priklad 2.3. Mé&jme diferencialni rovnici 2.fadu

y//+y/ — O
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Ji odpovidajici charakteristickd rovnice je tvaru
N+1=0
Nyni si vypoc¢teme koreny charakteristické rovnice a ty jsou
Al =1, = —1

Oba koteny charakteristické rovnice jsou komplexni, takze obecné feseni diferen-

cialni rovnice bude va tvaru
y(x) = cicosx + cysinz, kde ¢p,¢0 €R.

NEHOMOGENNI ROVNICE

V této C¢asti se budeme vénovat reSenim rovnice

Y +ary + asy = f(z), (34)

kde a1, as jsou realna Cisla a f je funkce spojita na otevieném intervalu I, ktera
neni na [ identicky rovna nule. Uk&Zeme, Ze vSechna feSeni této rovnice lze urcit

pomoci fundamentalniho systému feseni rovnice
! /
Yy’ + ary + agy = 0, (35)
kterou budeme nazyvat pridruZena homogenni rovnice.

Véta 2.7. Budte f1, fo funkce spojité na intervalu I a u,v TeSeni rovnic
L(u) = fi(x), L(v) = fo(x) Vx € 1.
Pak je uw 4+ v resenim rovnice

L(u+v) = fi(z)+ fo(x), Yz €.
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2.3 Reseni nehomogenni rovnice

V této casti uvedeme obecnou metodu variace konstant a pro specialni tvary

funkce f(z) metodu neurcitych koeficientii.

a)METODA VARIACE KONSTANT

Véta 2.8. Bud y1,y2 fundamentdlni systém teseni rovnice (85). Budte K, Ko

funkce vyhovugici soustevée rovnic

Klyl + KQQQ = 07 (36)
Ky, + Koy = [ ().

Budte Cy = [ K1,Co = [ Ky libovolné primitivni funkce. Pak je
y = Ci(z)yi(z) + Ca(x)y2() (37)

resenim rovnice (34).

Je-li xg € I a volime-li
Cila) = [ Katit, Cafo) = [ Kaltha,
o o

je (37) fesenim rovnice (34), pro které€ plati
y(z0) = 0,9 (z0) = 0.
Dukaz: Derivujeme-li funkei (37), obdrzime s pfihlédnutim k (36)
Y = Ky + Cuyy + Kayz + Cayy = Curyy + Cayy

y" = K1y, + Koy + Cryi + Coysy = f(z) + Cry! + Cays,
L= f(x) + Ciyf + Coyy + a1(Cry) + Cayhy) + az(Cryr + Cayo) =
= f(z) + C1(y] + a1y] + azy1) + Colyy + a1yh + asys).

Protoze L(y1) = 0, L(y2) = 0, vyplyva odtud L(y) = f(z) a dikaz je hotov. O
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Poznamka 2.1. Tato metoda pro nalezeni partikularniho feseni nehomogenni
diferencialni rovnice se nazyva metoda variace konstant. To proto, ze feseni hle-
dame ve tvaru obecného feseni pridruzené homogenni rovnice s tim rozdilem, ze
konstanty C',Cy jsou nahrazeny funkcemi, které jsou primitivni funkce slozek

K, Ky feSeni systému (36).

Priklad 2.4. Mé&jme rovnici

T

y' =2y —3y=e¢*
Z odpovidajici charakteristické rovnice
AN —2X1-3=0
vypocteme charakteristické koreny
A =3, A=-1,
tedy obecné feSeni zadané rovnice y” — 2y’ — 3y = 0 je tvaru
Yo(z) = 163 + cye™™,  kde c¢1,co €R.

Nyni pouzitim metody variace konstant dostavame soustavu dvou rovnic o ne-
znamych ¢y, co.
e’ + e ™ =0

!/ 3z ! _ —x _ 4x
dcie” —ce”t =e

Nyni vypocitame neznamé cy, cs.

Nejprve sec¢teme rovnice, tim vylouc¢ime neznamou ¢y a vypocteme neznamou

Ct.
4c) e = et
€$
/
dy = —
L4
1
¢ = -¢€



Nyni ¢} dosadime do prvni rovnice a vypo¢teme neznamou cs.

1 x X —T
7 3 4 che ™™ =0

1
/o~ 5z
Cy = 46

1
Cy = _2_0651‘

Nyni vypoctené neznamé dosadime do obecného feseni a toto feSeni secteme s

obecnym fesenim a ziskdme feSeni rovnice

1
y(x) = c1e™ + cpe™" + 564""”.

Priklad 2.5. Mé&jme rovnici
y' +y=sinz
Z odpovidajici charakteristické rovnice
N +1=0
vypocteme charakteristické koreny
Al =1, A= —i,
tedy obecné FeSeni zadané rovnice y” + y = 0 je tvaru
Yo(x) = c1cosx + cosinz, kde ¢1,c0 € R.

Nyni pouzitim metody variace konstant dostavame soustavu dvou rovnic o ne-
znamych cq, cs.
¢icosx + chsine =0
—c)sinx + dycosx = sinx
Nyni vypocitdme neznamé cy, co.
Nejprve vynasobime prvni rovnici sin z a druhou cosz a secteme, tim vylou-
¢ime neznamou c; a vypoc¢teme neznamou cs.

2

dysin® & + ¢ cos® v = sinx cos x
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¢y = sinx cos

1.5
cy = —sin“x

2

Nyni ¢, dosadime do prvni rovnice a vypo¢teme neznamou c;.
dycosz +sin®zcosx =0
c) = —sin’z
1 1

cL = Z—lsin2x— éx

Nyni vypoctené neznamé dosadime do obecného feseni a toto feSeni secteme s

obecnym TeSenim a ziskdme feSeni rovnice

1 1. 1, .
y(x) = <01 — 5% + 750 2x> cosx + <02 + 5 sin x) sin .

b)METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU

Véta 2.9. Bud ddna rovnice
v+ a1y + asy = e**[P(z) cos Sz + Q(x) sin Bz, (38)

kde ay,as, o, B redlné konstanty a P, Q) polynomy s redalnymi koeficienty stupné r
resp. s ( pripousti se i P = 0 nebo Q = 0).
Jestlize o+ i3 je k-ndsobnym korenem charakteristické rovnice (33), md rov-

nice (38) resent tvaru
Yy, = 2" [L(x) cos Bz + M (z)sin fz]. k = 1,2 (39)
Jestlize a + i3 nent korenem charakteristické rovnice, existuje Teseni tvaru
yp = e**[L(x) cos Bz + M (x) sin fz]. (40)

V obou pfipadech jsou L, M vhodné polynomy stupné h = max(r,s). Jejich koe-

ficienty lze urcit metodou neurcitych koeficienti.
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Dikaz: Postup ovéfeni této véty je ziejmy - dosadit funkci y, do levé strany
rovnice (38) a ukézat,ze lze koeficienty polynomii L a M uréit tak, ze by funkce
(40) byla feSenim rovnice (38). Ale je patrné, ze vypocet téchto koeficienti je v
obecném pripadé velmi dlouhy. Vypocet lze ulehc¢it tim, Ze se nejprve aplikuje

véta 2.7. podle které lze feseni y, dostat jako soucet partikularniho feseni rovnic
L(y) = e**P(x) cos Pz, a L(y) = e**Q(x)sin fx.
Dokazeme tvrzeni jen pro prvni rovnici,tj. pro rovnici
L(y) = e**P(x) cos fz,

kdy a + ¢ neni kofenem charakteristické rovnice, protoze v ostatnich ptripadech
se postupuje jen s malymi zménami.

Bud tedy
P(x) = pox" + pra” " + por” 2+ -+ ppaz + pr,
Q) = qor° + a* ™" + " P 4 - + g 1T + g,
L(z) = loa" + 1" + La" 2 + - 4 Ly + 1,
M(x) = moz™ +mpa" ™t Fmea" 2 4 - my_w + my,

a oznacéme

2(x) = L(z) cos Bz + M () sin Bz, (41)
takze y, = ez ().
Z¥ejmé je
L(y,) = e*(a®z(z) + 202 (x) + 2" (z) + ar[az(x) + ¥/ ()] + ax2(x)) =
= e (2" (z) + 2a + a1)? () + [0 + ara + ag)z(x)).

Oznacime-li

A =2a+ay, Ay =a’+aja+ as
a dosadime-li do pfedchoziho vztahu za z(x) (41), vyjde

L(y,) = e**[L"(z) cos Bx — 2BL'(z) sin Bz — B*L(x) cos B+
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+ A1 (L (2) cos Bz — BL(x)sin Bz) + Ay L(z) cos ]+
+e%[M" () sin Bz + 26M’ () cos Bz — 2 M (x) sin Bz +
+ A (M () sin Bz + BM (x) cos B + Ay M () sin fz] =
= e™[cos Bx(L"(x) + A L' (x) + (Ay — B%)L(x) + 28M'(z) + BAL M (x))+
+sin Bo(M" (z) + AL M’ (z) + (Ay — )M (2) — 28L (z) — BAL(x))].

Protoze

L(y,) = e**P(x) cos Bz,

je nutné ovérit, jestli existuji polynomy L(z) a M(x) tak Ze pro vSechna x € R

plati
L'(z) + AL (z) + (Ay — B3 L(x) + 28M'(x) + A M (z) = P(x),

M"(x) + A;M'(x) + (Ay — B*)M (x) — 28L (z) — BA,L(z) = 0.

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x na obou stranach téchto rovnic do-

staneme:

porovnani koeficientt u x":

(Ay — 8%y + Aymg = po,

— A1 Bl + (Ay — %)mg = 0,

porovnani koeficient u 2"~

(Ay — B + A1pmy + ALhly + 28mg = py,

_Alﬁll + (A2 — 52)777,1 — 2/610 + Alhmg = 0,

porovnani koeficient u z~2:

(As — B2)lo 4+ A1 Bmy + Ay (h = 1)y + 28(h — 1)my + h(h — 1)l = ps,

—Alﬁlg + (A2 — ﬁQ)mg — Qﬁ(h — 1)[1 + Al(h — 1)m1 + h(h — 1)m0 = 0,



Prvni dvojice rovnic ma jen jedno feseni hg, ly. Determinant soustavy
A= (Ay — B)2 4 A2

= (o — Baja + a2)2 + 52(204 + a1)2

je totiz rtzny od nuly, protoze vyrazy v kulatych zavorkach jsou soucasné rovny
nule jen v pripadé, kdyz a + i jsou koreny charakteistické rovnice, a to spor s
predpokladem. Zname-li hg, ly, vypocteme hq, [l z dalsi dvojice rovnic, pak hs,ls
atd.,protoze determinant soustavy je ve vSech pripadech roven A, a tedy je ruzny
od nuly.

Po h krocich je vypocet koeficientti u obou polynomt L, M ukoncen a diikaz

véty je hotov. O

Priklad 2.6. Mé&jme rovnici

Y+ 4y + dy = xe*.
Z odpovidajici charakteristické rovnice

N +4AA+4=0
vypocteme charakteristické koreny
A2 = —2
tedy obecné feseni rovnice je tvaru
Yo() = cre™** + cowe™ .
S pouzizim metody variace konstant je predpokladané reseni tvaru
z(z) = (ax + b)e*

Vypocteme si prvni a druhou derivaci tohoto predpokladaného teseni

2 (x) = ae® + 2(ax + b)e*
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Z"(x) = 4ae** + 4(az + b)e*”
a dosadime do zadané rovnice.
4ae** + 4(ax + b)e** + 4ae®* + 8(ax + b)e** + 4(ax + b)e* = we*”

Jelikoz se v kazdém ¢lenu této rovnice vyskytuje e**, miizeme ho pokratit a po
secteni dostavame rovnici

8a + 16(ax +b) = x

Porovname koeficienty u mocnin ¢lenu z

2t 16a=1

h= ——
32

Tim jsme ziskali feSeni nehomogenni rovnice a to seCteme s obecnym feSenim

rovnice a dostavame
—2z 20, 1 1
y(x) =e (1 + ) + e (E:z: - 3—2)
Priklad 2.7. Méjme rovnici
y" — 3y + 2y = zcosx.
Z odpovidajici charakteristické rovnice
A =3\+2=0

vypocteme charakteristické koreny

AN=2,0 =1
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tedy obecné feseni rovnice je tvaru
Yo() = c1” + cpe™.
S pouzizim metody variace konstant je pfedpoklddané feseni tvaru
z(x) = (ax + b) cosx + (cx + d) sinx
Vypocteme si prvni a druhou derivaci tohoto predpoklddaného feseni
Z(x) = (a+cx+d)cosx — (ax +b—c)sinz
2'(x) = (2¢ — ax — b)cosx — (2a + cx + d) sinx
a dosadime do zadané rovnice.

(ax — 3cx —3a+ b+ 2c — 3d) cosx + (3ax + cx — 2a + 3b— 3¢+ d) sinx = zcosx

Porovname mocniny koeficientu x u cosz a sinx
1

Tt
cosr: a—3c=1

1

a=—

10
sinz: 3a+c¢c=0

3

= ——

10

20 -

cosz: —3a+b+2c—3d=0

3
b= ——
25
simr: —-2a+3b—3c+d=0
17
d=——
50

Tim jsme ziskali feSeni nehomogenni rovnice a to seéteme s obecnym FeSenim

rovnice a dostavame

1 3 3 17
y(z) = c1e” + cpe®® + <—x — —) cosT — <—x + —) sin x
10 25 10 20

Tato kapitola byla zpracovana podle [2].
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ZAavér

V této bakalaiské praci jsme se seznamili se zakladnimi definicemi a vlast-
nostmi linearnich diferencialnich rovnic 2.7adu. Dale jsme se zde zabyvali zaklad-
nimi vlastnostmi feSeni a vzdalenosti nulovych feseni linearnich diferencialnich
rovnic 2.fadu. V posledni kapitole jsme uvedli definice linearnich diferencialnich
rovnic 2.fadu s konstantnimi koeficienty a existence feseni pro homogenni a ne-
homogenni rovnice a byly tu uvedeny priklady na vypocet feseni nehomogennich

linearnich diferencialnich rovnic 2.fadu s konstatnimi koeficienty.
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