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Pracovǐstě: Katedra algebry a geometrie Př́ırodovědecké fakulty UPOL
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2.1 Ojničńı pohyb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Úvod

V této bakalářské práci se budeme zabývat rovinnou kinematickou geometríı

a jej́ım využit́ım v praxi.

Kinematická geometrie v rovině studuje pohyb rovinných geometrických útva-

r̊u, tj. bod̊u, př́ımek, rovinných křivek aj., které při pohybu neměńı sv̊uj tvar, ani

vzájemnou polohu. Na rozd́ıl od fyziky nás nebudou zaj́ımat př́ıčiny pohybu,

tedy śıly, které pohyb zapřičiňuj́ı, ani deformačńı účinky těchto sil. Budeme tedy

předpokládat, že pohybuj́ıćı se objekty nikterak neměńı sv̊uj tvar.

Naš́ım ćılem je v prvńı kapitole zavést základńı pojmy kinematické rovinné

geometrie – neproměnnou rovinnou soustavu, trajektorii pohybu, obálku sou-

stavy křivek, pevnou a hybnou polodii aj. V druhé kapitole se budeme zabývat

konkrétńımi rovinnými pohyby a poṕı̌seme zde rovněž synteticky vznik jedno-

tlivých křivek. Posledńı kapitolu věnujeme výskytu kinematické geometrie v praxi,

např. ve stroj́ırenstv́ı, ale i v každodenńım životě. Věř́ıme, že se nám podař́ı za-

ujmout vysokoškolské, ale i středoškolské studenty pro tuto část geometrie d́ıky

svému mezipředmětovému přesahu.

Nebude-li uvedeno jinak, budou ilustračńı obrázky narýsovány za použit́ı pro-

gramu AutoCAD. Text vysáźıme v typografickém programu TEX.
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1 Základńı pojmy kinematické geometrie

V této kapitole zavedeme základńı pojmy týkaj́ıćı se rovinné kinematické

geometrie. Jak již v úvodu bylo řečeno, kinematická geometrie v rovině stu-

duje pohyb rovinných geometrických útvar̊u, které při pohybu neměńı sv̊uj tvar,

ani vzájemnou polohu (viz obr. 1.1).

Definice 1.1

Množinu všech geometrických útvar̊u určité pevné1 roviny Π, která je jako

neproměnný celek podrobena určitému pohybu, budeme nazývat neproměnná

rovinná soustava (stručně soustava) a označovat Σ, jej́ı daľśı polohy pak Σi,

i = 1, 2, 3, . . .. Každý bod pohybuj́ıćı se soustavy Σ opisuje křivku nazývanou

trajektorie (dráha) bodu. Trajektorii bodu A budeme značit τA.

Obr. 1.1: Pohyb neproměnné rovinné soustavy

Každá křivka k neproměnné rovinné soustavy Σ vyplńı při svém pohybu část

roviny, která je omezena tzv. obálkou. Obálku křivek ki, i = 1, 2, 3, . . . budeme

značit (k) (viz obr. 1.2).

Obr. 1.2: Obálka křivek

1Pevnou rovinou Π rozumı́me rovinu, která nepodléhá žádnému pohybu.
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Z neproměnnosti pohybuj́ıćı se rovinné soustavy Σ (jak je i z obr. 1.1 zřejmé)

plyne, že mezi každými jej́ımi dvěma polohami existuje vzájemně jednoznačný

vztah. Bod̊um A1, B1, C1 soustavy Σ1 koresponduj́ı body A2, B2, C2 soustavy Σ2,

odpov́ıdaj́ıćı si úsečky jsou stejně veliké a smysl oběhu po obvodech odpov́ıdaj́ıćıch

si trojúhelńık̊u je tentýž.

Je-li tedy v pevné rovině Π dána libovolná poloha Σ1 pohybuj́ıćı se soustavy Σ,

pak je jej́ı daľśı poloha Σ2 jednoznačně určena, známe-li přemı́stěnou polohu A2B2

libovolné úsečky A1B1 soustavy Σ1. Známe tak vlastně pohyb dvou libovolných

bod̊u soustavy a poloha každého daľśıho bodu je určena vrcholem trojúhelńıku

o daných stranách a dané orientaci.

Vzhledem k tomu, že to plat́ı pro každou polohu Σi, i = 1, 2, 3, . . . pohybuj́ıćı

se rovinné soustavy Σ, můžeme vyslovit následuj́ıćı větu.

Věta 1.2

Pohyb neproměnné rovinné soustavy Σ je jednoznačně určen, jsou-li dány

trajektorie τA, τB krajńıch bod̊u libovolné jej́ı úsečky AB.

Uvedené určeńı pohybu neńı samozřejmě jediné (obr. 1.3). Mı́sto trajektoríı

τA, τB bod̊u A, B mohou být podle [1, str. 109] dány i např. obálky dvou křivek,

jedna trajektorie a jedna obálka, př́ıp. polodie pevná a polodie hybná (viz dále).

Obr. 1.3: Zadáńı pohybu

Nyńı se zabývejme konstrukćı trajektorie bodu.
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Př́ıklad I

Neproměnná rovinná soustava Σ je tvořena trojúhelńıkem ABC, který je dán

polohou A1B1C1. Pohyb soustavy je určen trajektoriemi τA, τB dvou bod̊u A,B.

Sestrojte trajektorii τC bodu C.

Řešeńı 1: Trajektorii τC libovolného daľśıho bodu C můžeme sestrojit bodově

užit́ım př́ımo shodných trojúhelńık̊u AiBiCi, kde i = 2, 3, . . . v polohách Σi po-

hybuj́ıćı se neproměnné rovinné soustavy Σ. Na τA zvolme tedy dvě r̊uzné polohy

A2, A3 bodu A. Velikosti úseček soustavy Σ se při pohybu neměńı, proto body

B2, B3 sestroj́ıme na trajektorii τB tak, aby platilo |A1B1| = |A2B2| = |A3B3|.

Konstrukce bod̊u Ci trajektorie τC pomoćı shodných trojúhelńık̊u je již zřejmá.

Obr. 1.4: Konstrukce trajektorie bodu pomoćı shodných trojúhelńık̊u

Řešeńı 2: Na trajektorii τA bodu A zvolme libovolnou polohu A2. Stejným postu-

pem jako v řešeńı 1 sestroj́ıme bod B2 na τB. Nyńı nalezneme bod S jako pr̊useč́ık

os úsečekA1A2,B1B2. Je-li S vlastńı, přejdou bodyA1, B1, C1 do bod̊uA2, B2, C2

otočeńım o úhel ϕ = ^A1SA2. Muśı tedy platit ϕ = ^B1SB2 = ^C1SC2. Je-li

bod S nevlastńım bodem, pak body A1, B1, C1 přejdou do bod̊u A2, B2, C2 po-

sunut́ım o vektor
−−−→
A1A2. Bude tedy platit |A1A2| = |B1B2| = |C1C2|. Daľśı body

Ci, i = 2, 3, . . . trajektorie τC tak sestroj́ıme pomoćı otáčeńı, př́ıp. posunut́ı.
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Obr. 1.5: Konstrukce trajektorie bodu pomoćı otáčeńı a posunut́ı

Pro libovolné dvě polohy pohybuj́ıćı se neproměnné rovinné soustavy Σ plat́ı

následuj́ıćı věta, tzv. prvńı základńı věta rovinné kinematické geometrie.

Věta 1.3

Jsou-li Σi, Σj, i, j = 1, 2, 3, . . . dvě r̊uzné polohy pohybuj́ıćı se soustavy Σ,

pak vždy existuje otočeńı nebo posunut́ı takové, které přemist’uje Σi do Σj.

Důkaz lze nalézt např. v [12, str. 233, 234].

Věta o existenci otáčeńı, př́ıp. posunut́ı plat́ı pro každé dvě r̊uzné polohy Σi,

Σj, i, j = 1, 2, 3, . . . pohybuj́ıćı se neproměnné rovinné soustavy Σ a tedy také

pro polohu soustavy Σ2 bĺıž́ıćı se poloze Σ1. Přibližuje-li se A2 po τA bodu A1,

pak se rovněž B2 bĺıž́ı po τB bodu B1. Sečna A1A2 (B1B2) trajektorie τA (τB) se

bĺıž́ı jej́ı tečně v bodě A1 (B1). Osa úsečky A1A2 se pak bĺıž́ı normále trajektorie

τA v bodě A1 (podobně osa úsečky B1B2 se bĺıž́ı normále trajektorie τB v bodě

B1). Společný bod os úseček A1A2, B1B2 se přitom bĺıž́ı společnému bodu obou

normál.

Věta 1.4

V každé poloze Σi, i = 1, 2, 3, . . . pohybuj́ıćı se soustavy Σ procházej́ı normály

trajektoríı určitým pevným (vlastńım nebo nevlastńım) bodem Si.

Bod Si z věty 1.4 se nazývá okamžitý střed otáčeńı (okamžitý pól) př́ıslušný

poloze Σi pohybuj́ıćı se soustavy Σ.
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Základńımi pohyby jsou tedy pohyb posuvný (translačńı) a pohyb otáčivý

(rotačńı).

Při translaci body útvaru vykonávaj́ı dráhy rovnoběžné, téhož smyslu a stejné

délky, udávaj́ıćı velikost posunut́ı. Zřejmě plat́ı, že, pokud přemı́st́ıme útvar Σ1

pohybem posuvným do polohy Σ2 a z ńı jiným posuvným pohybem do polohy Σ3,

je možné rovněž útvar Σ1 přesunout jediným translačńım pohybem do polohy Σ3.

Přitom výsledné posunut́ı je totéž, i když zaměńıme pořad́ı obou daných translaćı.

Rotačńı pohyb v rovině je dán středem a jeho dráhy jsou soustředné kružnice.

Nyńı ještě doplňme větu 1.4 o normálách trajektoríı větou týkaj́ıćı se obálky,

kterou vytvoř́ı křivka pohybuj́ıćı se neproměnné rovinné soustavy Σ.

Věta 1.5

Necht’ (k) je obálka křivky k pohybuj́ıćı se soustavy Σ. V každé poloze Σi,

i = 1, 2, . . ., soustavy Σ se př́ıslušná poloha ki křivky k dotýká obálky (k) v patě

P i kolmice spuštěné z okamžitého středu otáčeńı Si na ki.

Důkaz lze nalézt např. v [12, str. 235].

Obr. 1.6: Obálka křivky

Dále vylouč́ıme pohyby, jejichž všechny okamžité středy otáčeńı splývaj́ı v je-

diném bodě vlastńım (rotace) nebo nevlastńım (translace).

Následuj́ıćı př́ıklad (převzat z [1, str. 111] a upraven) nám poslouž́ı jako

názorná ilustrace pro zavedeńı daľśıch d̊uležitých pojmů kinematické geometrie

v rovině – pevné a hybné polodie.

11



Př́ıklad II

Pohyb neproměnné rovinné soustavy Σ je dán trajektoriemi τA, τB dvou

r̊uzných bod̊u A, B. K dané poloze Σ1 úsečky A1B1 sestrojte daľśı dvě polohy

Σ2, Σ3 a ke všem třem polohám jejich okamžité středy otáčeńı S1, S2, S3. Dále

sestrojte body H1, H2, H3, které lež́ı v počátečńı poloze soustavy Σ1 a které při

pohybu neproměnné rovinné soustavy Σ splynou po řadě s body S1, S2 a S3.

Řešeńı: Konstrukce úseček A2B2 aA3B3 je zřejmá (viz řešeńı př́ıkladu I). Př́ısluš-

né okamžité středy otáčeńı S1, S2, S3 sestroj́ıme podle věty 1.4 o normálách

trajektoríı. Ještě zbývá zkonstruovat body H1, H2 a H3. Ty urč́ıme pomoćı shod-

ných trojúhelńık̊u 4A1B1S1 ∼= 4A1B1H1, kde evidentně S1 splyne s H1, a dále

4A2B2S2 ∼= 4A1B1H2, 4A3B3S3 ∼= 4A1B1H3.

Obr. 1.7: Konstrukce pevné a hybné polodie

Definice 1.6

Množina všech okamžitých střed̊u otáčeńı (okamžitých pól̊u) pohybuj́ıćı se

neproměnné rovinné soustavy Σ se nazývá pevná (nehybná) polodie, znač́ıme ji p.

Definice 1.7

Množina všech bod̊u neproměnné rovinné soustavy Σ, které se při jej́ım po-

hybu stanou okamžitými středy otáčeńı se nazývá hybná polodie, znač́ıme h.

V rovině Π uvažujme tedy dvě křivky kp a kh takové, které se vzájemně

dotýkaj́ı v jednom společném bodě S. Vytyčme na obou křivkách od bodu S

obloučky stejné délky o koncových bodech P i na křivce kp a H i na křivce kh,
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i = 1, 2, 3, . . .. Dále předpokládejme, že křivka kp je pevnou křivkou (nehyb-

nou). Uvedeme-li křivku kh do pohybu, kdy se jej́ı vytyčené body H i postupně

ztotožňuj́ı s body P i nehybné křivky kp a to tak, že při uvažovaném pohybu

každý bod křivky kh splyne s jediným bodem křivky kp a že nenastane tzv. smyk

po této křivce, je zřejmé (na základě předchoźı ilustrace), že body P i jsou vlastně

okamžitými středy otáčeńı pro př́ıslušné dvě polohy pohybuj́ıćı se křivky kh. Podle

předchoźıch dvou definic je tedy křivka kp poloidou nehybnou a pohybuj́ıćı (vaĺıćı)

se křivka kh pak poloidou hybnou. Takovýto pohyb nazýváme pohybem valivým

(kotálećım). Dráha, kterou při valeńı (kotáleńı) kh po kp vykoná libovolný bod,

pevně spojený s křivkou kotálećı kh, nazýváme kotálnićı (trochoidou). Pokud

zaměńıme obě dvě polodie, dostaneme tzv. pohyb vratný k p̊uvodńımu pohybu

[7, str. 96].

Z výše popsaného vyplývá jedna z d̊uležitých vět pro konstrukce trajektoríı

bod̊u a obálek křivek.

Věta 1.8

Př́ıslušná poloha hi, i = 1, 2, 3, . . . hybné polodie h se v každé poloze Σi po-

hybuj́ıćı se neproměnné rovinné soustavy Σ dotýká pevné polodie p v okamžitém

středu otáčeńı Si.

Význam obou polodíı pro pohyb je daný tzv. druhou základńı větou rovinné

kinematické geometrie. Jej́ı d̊ukaz lze naj́ıt např. v [6, str. 4].

Věta 1.9

Každý pohyb (r̊uzný od rotace a translace) neproměnné rovinné soustavy Σ

lze převést na valeńı (kotáleńı) hybné polodie h po pevné polodii p.

Věta plat́ı i obráceně:

Věta 1.10

Kotáleńım libovolné křivky h po libovolné křivce p (r̊uzné od nevlastńı př́ımky)

je dán pohyb (s vyloučeńım rotace a translace) neproměnné rovinné soustavy Σ

pevně spjaté s křivkou h.
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Na závěr této kapitoly ještě uvedeme konstrukci (př́ıklady III, IV) trajektorie

bodu a obálky křivky, je-li dána pevná polodie p (př́ımka) a hybná polodie h

(kružnice), s využit́ım věty 1.8 a zjednodušenou (tzv. Ponceletovu) konstrukci

trajektorie bodu a obálky křivky (př́ıklady V a VI).

Př́ıklad III - konstrukce trajektorie bodu

Je zadaná pevná polodie p (př́ımka) a hybná polodie h (kružnice o středu O)

navzájem se dotýkaj́ıćı v bodě S. Dále je dán (vně hybné polodie) bod A pevně

spojený s kružnićı h (s bodem O a body H i, i = 1, 2, 3, . . ., což jsou body hybné

polodie h). Sestrojte trajektorii τA bodu A při pohybu určeném pevnou a hybnou

polodíı p a h.

Řešeńı: Na hybné polodii h máme tedy dán bod H = S a libovolně zvoleny body

H i, i = 1, 2, 3, . . .. Nejprve na pevné polodii p sestroj́ıme body Si, i = 1, 2, 3, . . .

tak, aby platilo |÷HH1| = |‘SS1|, |Ÿ�H iH i+1| = |◊�SiSi+1|. Dále zkonstruujeme daľśı

polohy hybné polodie h, tj. kružnice hi se středy Oi, i = 1, 2, 3, . . . tak, že

|‘SS1| = |’OO1|, |◊�SiSi+1| = |ÿ�OiOi+1|. Nakonec urč́ıme body Ai trajektorie τA

pomoćı shodných trojúhelńık̊u 4H iOA ∼= 4SiOiAi, i = 1, 2, 3, . . ..

Obr. 1.8: Konstrukce trajektorie bodu

Př́ıklad IV - konstrukce obálky křivky

Mějme opět zadanou pevnou polodii p (př́ımku) a hybnou polodii h (kružnici

se středem O), které se vzájemně dotýkaj́ı v bodě S. Dále je dána př́ımka q

procházej́ıćı body O, A, kde bod A je libovolným bodem kružnice h (př́ımka q je
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tedy s hybnou polodíı pevně spojena). Zkonstruujte obálku (q) př́ımky q vzniklou

zadaným pohybem.

Řešeńı: Postupujeme obdobně jako při řešeńı př́ıkladu III. Na hybné polodii

h zvoĺıme body H i, na pevné polodii p sestroj́ıme body Si a zkonstruujeme

kružnice hi, i = 1, 2, 3, . . .. Nyńı nalezneme daľśı polohy př́ımky q, opět na základě

shodných trojúhelńık̊u 4H iOA ∼= 4SiOiAi, OiAi = qi, i = 1, 2, 3, . . .. Body do-

tyku Q a Qi obálky (q) s jednotlivými polohami př́ımky q urč́ıme podle věty 1.5

o obálce křivky. Právě tyto body lež́ı na hledané obálce (q) př́ımky q.

Obr. 1.9: Konstrukce obálky př́ımky

Následuj́ı zmı́něné Ponceletovy konstrukce trajektorie bodu a obálky křivky,

což jsou zjednodušené konstrukce, které nevyžaduj́ı opakované sestrojeńı polohy

hybné polodie h jako v předchoźıch dvou př́ıkladech. Zadáńı př́ıklad̊u V a VI

koresponduj́ı se zadáńımi př́ıklad̊u III a IV.

Př́ıklad V - Ponceletova konstrukce trajektorie bodu

Řešeńı: Stejně jako v př́ıkladu III libovolně zvoĺıme na hybné polodii h body

H i, i = 1, 2, 3, . . .. Na pevné polodii p sestroj́ıme body Si, i = 1, 2, 3, . . . tak,

aby opět platilo |÷HH1| = |‘SS1|, |Ÿ�H iH i+1| = |◊�SiSi+1|. Nyńı sestroj́ıme kružnice

k(S, r = |HA|) a ki(Si, ri = |H iA|), i = 1, 2, 3, . . .. Trajektorii τA bodu A pak

źıskáme jako obálku kružnic k, ki, i = 1, 2, 3, . . .. Body dotyku neurčujeme.
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Obr. 1.10: Ponceletova konstrukce trajektorie bodu

Př́ıklad VI - Ponceletova konstrukce obálky křivky

Řešeńı: Na hybné polodii h zvoĺıme body H i, na pevné polodii p zkonstruujeme

body Si, i = 1, 2, 3, . . . stejně jako v předešlém př́ıkladu. Body H, H i vedeme

kolmice k př́ımce q a paty těchto kolmic označ́ıme po řadě P , P i, i = 1, 2, 3, . . ..

Sestroj́ıme kružnice k(S, r = |HP |) a ki(Si, ri = |H iP i|), kde i = 1, 2, 3, . . ..

Obálkou (q) př́ımky q je obálka kružnic k a ki, i = 1, 2, 3, . . .. Body dotyku opět

nesestrojujeme.

Obr. 1.11: Ponceletova konstrukce obálky př́ımky
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2 Speciálńı pohyby a konstrukce křivek

Nyńı budeme studovat vybrané speciálńı pohyby kinematické geometrie v ro-

vině a rovněž se zaměř́ıme na syntetické konstrukce některých vznikaj́ıćıch křivek.

2.1 Ojničńı pohyb

Ojničńı pohyb je zadaný tzv. kloubovým čtyřúhelńıkem. To je takový čtyřúhel-

ńık ABCD pevné roviny Π, jehož body A, B jsou pevné a body C, D se pohybuj́ı

po kruhových trajektoríıch τC , τD se středy po řadě v bodech A, B (A 6= B).

Strana AB se nazývá rám a strana CD ojnice. Strany AD, BC kloubového

čtyřúhelńıku pak nazýváme kliky, opisuj́ı-li body C, D kružnice, anebo vahadla,

jsou-li τC a τD pouze kruhové oblouky.

Obr. 2.1: Kloubový čtyřúhelńık

Zvláštńım př́ıpadem kloubového čtyřúhelńıku je př́ımovod (viz obr. 2.2). Jed-

ná se o takový kloubový čtyřúhelńık ABCD, jehož klika BC je nekonečně dlouhá.

Kruhová dráha bodu C se tak měńı v př́ımočarou.

Obr. 2.2: Př́ımovod
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Daľśım speciálńım př́ıpadem jsou tzv. kloubové antiparalelogramy, což jsou

zkř́ıžené1 kloubové čtyřúhelńıky ABCD.

Obr. 2.3: Antiparalelogram eliptický a hyperbolický

Na obrázćıch 2.3 vid́ıme, že polodiemi antiparalelogran̊u jsou bud’ shodné

elipsy, nebo rovnoosé hyperboly s ohnisky v bodech A, B a C, D. Plat́ı tak

následuj́ıćı věta.

Věta 2.1.1

Pohyb kloubového antiparalelogramu můžeme převést bud’ na valeńı elipsy

po shodné elipse, nebo na valeńı hyperboly po shodné hyperbole.

U eliptického a hyperbolického antiparalelogramu na obrázku 2.3 sledujme po-

hyb okamžitého středu otáčeńı S dané neproměnné rovinné soustavy. Konstrukce

př́ıslušné pevné a hybné polodie vyplývá z věty 2.1.1. Sestroj́ıme elipsu (hyper-

bolu) p a na ńı zvoĺıme libovolný bod S. T́ımto bodem vedeme tečnu t k dané

kuželosečce. Sestroj́ıme druhou elipsu (hyperbolu) h osově souměrnou s elip-

sou (hyperbolou) p podle tečny t. Kloubový antiparalelogram ABCD je tvořen

úsečkami s krajńımi body v ohnisćıch jednotlivých kuželoseček p a h. Pohybem

bodu S po kuželosečce p vytvářej́ı body C a D kružnice τC , τD.

1Zkř́ıženým čtyřúhelńıkem (antiparalelogramem) rozumı́me čtyřúhelńık ABCD, jehož pro-

tilehlé strany jsou stejně dlouhé (tj. plat́ı |AB| = |CD|, |AD| = |BC|) a strana BC prot́ıná

stranu AD (př́ıp. AB prot́ıná CD).
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2.2 Eliptický pohyb

Pohyb neproměnné rovinné soustavy Σ, jej́ıž dva r̊uzné body X, Y opisuj́ı

př́ımé r̊uznoběžné trajektorie τx, τ y, nazýváme pohybem eliptickým. Vzdálenost

bod̊u |X iY i| pro všechny polohy soustavy Σ je stále stejná.

Obr. 2.4: Zadáńı eliptického pohybu

Odvod’me jeho pevnou a hybnou polodii.

Vı́me, že pevná polodie je množina všech okamžitých pól̊u pohybu a tedy

pr̊useč́ık̊u normál trajektoríı bod̊u X, Y v daném okamžiku. Necht’ př́ımkové

trajektorie τX , τY krajńıch bod̊u X, Y úsečky XY pohybuj́ıćı se neproměnné

rovinné soustavy Σ sv́ıraj́ı úhel 0 < ϕ < π
2
. Pr̊useč́ık př́ımek τX , τY označme Op,

okamžitý střed otáčeńı pro polohu Σ pak S. Trojúhelńıky OpXS a OpY S jsou

pravoúhlé a maj́ı společnou přeponu OpS. Body Op, X, Y a S tak lež́ı na jedné

kružnici h, jej́ıž střed Oh je středem úsečky OpS. Ze vztahu mezi obvodovým a

středovým úhlem v́ıme, že velikost úhlu ^XOpY je stejná jako polovina velikosti

úhlu ^XOhY . Odtud můžeme odvodit poloměr kružnice h: rh =

∣∣∣X̂Y ∣∣∣
2ϕ

(viz obr.

2.5). Jelikož velikost oblouku X̄Y je stále stejná (plyne ze zadáńı pohybu), vid́ıme,

že i poloměr rh bude stále konstantńı. Z toho již vyplývá, že všechny okamžité

póly S lež́ı na kružnici p se středem v pr̊useč́ıku Op trajektoríı τX , τY a poloměrem

rp =

∣∣∣X̂Y ∣∣∣
ϕ

, která je tedy pevnou polodíı eliptického pohybu.
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Obr. 2.5: Pevná polodie eliptického pohybu (obecný úhel trajektoríı)

Zvolme si nyńı trajektorie τX , τY bod̊u X, Y na sebe kolmé. Jejich pr̊useč́ık

opět označme Op, okamžitý střed otáčeńı S. Tentokrát body Op, X, S a Y vytvoř́ı

obdélńık s úhlopř́ıčkami XY a OpS stejné délky. Obdobně vytvoř́ıme obdélńıky

OpX
iSiY i, i = 1, 2, . . .. Protože všechny úhlopř́ıčky X iY i jsou stejně velké, jsou

stejně dlouhé i úhlopř́ıčky OpS
i. Všechny okamžité póly Si tak opět vyplňuj́ı

kružnici p se středem v pr̊useč́ıku Op trajektoríı τX , τY a poloměrem rp = |OpS
i|.

Obr. 2.6: Pevná polodie eliptického pohybu (kolmé trajektorie)

Hybnou polodíı eliptického pohybu je také kružnice. Jestliže zvoĺıme polohu

X1, Y 1 bod̊u X, Y , dostaneme okamžitý pól S1. Body Op, X
1, Y 1 a S1 lež́ı

na kružnici h1. Označme H pr̊useč́ık OpS
1 s kružnićı h (viz obr. 2.7). Výpočtem

lze ověřit, že velikost oblouku S̄H je shodná s velikost́ı oblouku S̄S1 [6, str. 10].

Čili bod H valeńım kružnice h po kružnici p přejde do bodu S1. Hybná polodie je

tedy kružnice h, která v daném okamžiku procháźı pr̊useč́ıkem Op trajektoríı τX ,

τY a body X i, Y i (lež́ı tedy uvnitř pevné polodie p). Jej́ı poloměr rh je polovičńı

než poloměr rp pevné polodie p.
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Obr. 2.7: Hybná polodie eliptického pohybu

Věta 2.2.1

Eliptický pohyb vznikne kotáleńım vněǰśıho obvodu kružnice h po vnitřńım

obvodu kružnice p, jej́ıž poloměr je roven dvojnásobku poloměru kružnice h.

Nyńı se ještě pod́ıvejme na trajektorie daľśıch bod̊u neproměnné rovinné sou-

stavy Σ při eliptickém pohybu.

Nejprve zkoumejme trajektorii libovolného daľśıho bodu H lež́ıćıho na hybné

polodii h. Délka oblouku H̆X na kružnici h je ve všech polohách hybné polodie

stejná, což znamená, že úhly ^XOpH a ^X1OpH
1 jsou shodné (viz obr. 2.8). Bod

X se pohybuje po zadané př́ımkové trajektorii τX . Toto rameno úhlu s vrcholem

Op je pevné a bod H oṕı̌se druhé rameno úhlu. Trajektoríı τH je tedy úsečka,

která je pr̊uměrem kružnice p.

Obr. 2.8: Trajektorie bodu hybné polodie

Trajektoríı τM každého jiného bodu M (r̊uzného od středu Oh kružnice h) je

elipsa. Odtud plyne i pojmenováńı tohoto pohybu. Vedeme-li bodem M př́ımku
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středem kružnice h, dostaneme dva pr̊useč́ıky této př́ımky s hybnou polodíı A′,

B′ (viz obr. 2.9). Trajektorie těchto bod̊u jsou př́ımky procházej́ıćı bodem Op, čili

jsou k sobě navzájem kolmé. Źıskali jsme tak hlavńı a vedleǰśı osu elipsy. Délky

poloos se odvod́ı z proužkové konstrukce elipsy, tedy a = |MB′|, b = |MA′|

[12, str. 251].

Obr. 2.9: Trajektorie bodu při eliptickém pohybu

Samotný střed Oh hybné polodie h evidentně opisuje kružnici τOh se středem

v pr̊useč́ıku Op trajektoríı τX , τY .

Obr. 2.10: Trajektorie středu hybné polodie při eliptickém pohybu

2.3 Kardioidický pohyb

Vratným pohybem k pohybu eliptickému je pohyb kardioidický. Ten je tedy

určen pohybem dvou r̊uznoběžných př́ımek x, y neproměnné rovinné soustavy Σ,

které stále procházej́ı dvěma r̊uznými pevnými body X a Y (viz obr. 2.11). Body
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X, Y jsou tak vlastně obálkami (x), (y) př́ımek x, y. Odchylka př́ımek xi a yi je

konstantńı pro všechny polohy Σi soustavy Σ.

Obr. 2.11: Zadáńı kardioidického pohybu

Jelikož se jedná o pohyb vratný k eliptickému, pevnou i hybnou polodíı kar-

dioidického pohybu jsou opět kružnice. Přesvědčme se o tom u pevné polodie.

Uvažujme dvě r̊uznoběžné př́ımky x, y (|^xy| = ϕ) se společným bodem Oh

procházej́ıćı dvěma r̊uznými pevnými body X, Y (viz obr. 2.12). Sestroj́ıme-li

v bodech X, Y kolmice po řadě k př́ımkám x, y, źıskáme jako jejich pr̊useč́ık

okamžitý střed otáčeńı S v daném momentu (podle věty 1.5). Body X, Y , S, Oh

evidentně lež́ı na kružnici p = (Op, rp), kde Op je středem úsečky SOh (Thaletova

kružnice nad pr̊uměrem SOh). Protože úhel ϕ je stále konstantńı, pohybuje se bod

Oh do daľśı polohy neproměnné rovinné soustavy Σ, tud́ıž i př́ıslušný okamžitý

pól S, právě po kružnici p, což plyne z vlastnost́ı obvodových úhl̊u. Kružnice p

je proto pevnou polodíı kardioidického pohybu.

Obr. 2.12: Pevná polodie kardioidického pohybu

Při vratném pohybu je hybná polodie eliptického pohybu pevnou polodíı

pohybu kardioidického a naopak. Hybnou polodíı kardioidického pohybu pro da-
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nou polohu Σi, i = 1, 2, 3, . . ., neproměnné rovinné soustavy Σ je tak kružnice

hi = (Ohi , 2rp), kde rp je poloměr polodie pevné.

Obr. 2.13: Hybná polodie kardioidického pohybu

Věta 2.2.2

Kardioidický pohyb vznikne valeńım vnitřńıho obvodu kružnice h po vněǰśım

obvodu kružnice p, jej́ıž poloměr je roven polovině poloměru kružnice h.

Konečně prozkoumejme trajektorie daľśıch bod̊u hybné soustavy Σ r̊uzných

od pr̊useč́ıku Oh př́ımek x a y (ten opisuje pevnou polodii p) při kardioidickém

pohybu.

Mějme neproměnnou rovinnou soustavu Σ zadanou dvěma r̊uznoběžkami x, y

a jejich obálkami (x), (y) při kardioidickém pohybu. Uvažujme libovolný bod M

(M 6= Oh, kde Oh = x∩y) hybné soustavy Σ. Ten bude mı́t ve všech polohách Σi

stejnou vzdálenost od bodu Oh. Př́ımka m určená body M a Oh má s př́ımkou

x konstantńı odchylku (pro všechny polohy). Odtud plyne, že druhý pr̊useč́ık P

př́ımky m a pevné polodie p je pevný (jedná se o obálku (m) př́ımky m). Z tohoto

vyplývá syntetická konstrukce trajektorie bodu M . Bodem P vedeme př́ımky mi,

na které od př́ıslušných bod̊u Ohi (Ohi = mi ∩ p) nanáš́ıme úsečky délky |OhM |.

Takto vzniklé křivky se nazývaj́ı Pascalovy závitnice. Rozlǐsujeme tři druhy

závitnic v závislosti na velikosti |OhM | ve srovnáńı s pr̊uměrem rp pevné polodie

p. Pokud |OhM | < 2rp, jedná se o tzv. prodlouženou Pascalovu závitnici. Plat́ı-

li |OhM | = 2rp (tj. lež́ı-li bod M na hybné polodii h), mluv́ıme o tzv. prosté

Pascalově závitnici neboli rovněž kardioidě (srdcovce), která dala název pohybu.
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Pro |OhM | > 2rp je trajektoríı bodu M naopak tzv. zkrácená Pascalova závitnice

(ta se pevné polodie nedotýká v žádném bodě).

Obr. 2.14: Prodloužená Pascalova závitnice

Obr. 2.15: Kardioida

Obr. 2.16: Zkrácená Pascalova závitnice
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2.4 Konchoidálńı pohyb

Konchoidálńı pohyb je určen př́ımkou x neproměnné rovinné soustavy Σ, která

stále procháźı daným pevným bodem P , a trajektoríı τQ bodu Q ∈ x. Obálku

př́ımky x, tedy bod P , nazýváme pólem a křivku τQ ř́ıdićı křivkou konchoidálńıho

pohybu. Křivky vznikaj́ıćı t́ımto pohybem zveme konchoidami. Ty můžeme rozdě-

lit na př́ımé a kosé. Př́ımou konchoidou křivky τQ rozumı́me trajektorie takových

bod̊u př́ımky x, jejichž vzdálenost od bodu Q je stejná. Kosé konchoidy jsou pak

dráhy bod̊u nelež́ıćıch na př́ımce x.

Obr. 2.17: Zadáńı konchoidálńıho pohybu

Nyńı se bĺıže pod́ıvejme na př́ımou konchoidu př́ımky a př́ımou konchoidu

kružnice.

Mějme nejprve dánu př́ımku x a jej́ı obálku P , dále bod Q na př́ımce x

a jeho př́ımkovou trajektorii τQ (P /∈ τQ). Na př́ımce x zvolme body M , M ′ tak,

že |MQ| = |QM ′| = d. Uvažujme konchoidálńı pohyb př́ımky x. BodyM aM ′ vy-

kresĺı př́ımou konchoidu př́ımky τQ o dvou větv́ıch τM , τM ′ , kterou také nazýváme

Nicomedovou konchoidou. Jej́ı bodová konstrukce je zřejmá – ve všech polohách

soustavy Σ nanáš́ıme na př́ımky xi od bod̊u Qi úsečky konstantńı velikosti d,

koncové body pak tvoř́ı právě trajektorie τM , τM ′ . Ř́ıdićı př́ımka τQ je asympto-

tou Nicomedovy konchoidy. Podoba křivky je určena poměrem mezi velikostmi

úseček d a v, kde v je vzdálenost pólu P od ř́ıdićı př́ımky τQ. Je-li v = d, mluv́ıme

o tzv. prosté konchoidě (viz obr. 2.18). Plat́ı-li d > v, jedná se o tzv. prodlouženou

konchoidu (viz obr. 2.19), pro d < v naopak o tzv. zkrácenou konchoidu (viz obr.

2.20).
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Obr. 2.18: Prostá Nicomedova konchoida

Obr. 2.19: Prodloužená Nicomedova konchoida

Obr. 2.20: Zkrácená Nicomedova konchoida

Dále se věnujme př́ımým konchoidám kružnic.
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Lež́ı-li pól P na kružnici τQ, jej́ı př́ımou konchoidou je evidentně Pascalova

závitnice. Uvědomme si, že ř́ıdićı kružnice τQ v konchoidálńım pohybu je pevnou

polodíı p v kardioidickém pohybu.

Jestliže pól P nelež́ı na ř́ıdićı křivce τQ, konchoida kružnice se rozpadá na dvě

části. Bodová konstrukce obou větv́ı je obdobná jako u Nicomedovy konchoidy.

Pro d < 2r+v, d = 2r+v a d > 2r+v, kde r je poloměr τQ a v je vzdálenost pólu

P od kružnice τQ, dostáváme opět tři druhy konchoid kružnic, po řadě konchoidu

prodlouženou, prostou a zkrácenou [6, str. 14].

Obr. 2.21: Zkrácená konchoida kružnice

Obr. 2.22: Prostá konchoida kružnice
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Obr. 2.23: Prodloužená konchoida kružnice

2.5 Úpatnicový pohyb

Nejprve si definujme pojem úpatnice.

Definice 2.1

Úpatnice (ř́ıdićı) křivky k je křivka, která vznikne jako množina všech pat N i

kolmic ni spuštěných z daného bodu P (pólu) na tečny ti křivky k, i = 1, 2, 3, . . .

Trajektoríı úpatnicového pohybu je tedy dráha vrcholu N pravého úhlu, jehož

jedno rameno obaluje ř́ıdićı křivku k a druhé procháźı pevným bodem P . Bod

P (pól) a křivka k jsou tak vlastně obálkami dvou vzájemně kolmých př́ımek

neproměnné rovinné soustavy Σ. Bodová konstrukce úpatnice je tak zřejmá.

Na následuj́ıćıch obrázćıch si ukážeme úpatnice kružnice pro pól na jej́ım

obvodu i mimo něj, úpatnice elipsy a hyperboly pro pól ve středu a v ohnisku

kuželosečky a úpatnice paraboly s pólem v jej́ım vrcholu a ohnisku.
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Obr. 2.24: Úpatnice kružnice

Obr. 2.25: Úpatnice elipsy

Obr. 2.26: Úpatnice hyperboly
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Obr. 2.27: Úpatnice paraboly

Je-li ř́ıdićı křivkou k kružnice, jej́ı úpatnice je Pascalovou závitnićı. Jestliže

nav́ıc plat́ı P ∈ k, jedná se o kardioidu [1, str. 118]. Ležel-li by pól P ve středu

kružnice, úpatnićı by byla samotná kružnice k. Množinou všech pat kolmic (úpat-

nićı) vedených z ohniska elipsy (resp. hyperboly) k jej́ım tečnám je vrcholová

kružnice elipsy (resp. hyperboly) se středem ve středu elipsy (resp. hyperboly) a

poloměrem rovným délce hlavńı poloosy elipsy (resp. hyperboly). Úpatnićı rov-

noosé hyperboly pro pól P ve středu S hyperboly je tzv. Bernoulliho lemniskáta.

Množinou všech pat kolmic (úpatnićı) vedených z ohniska paraboly k jej́ım tečnám

je vrcholová tečna. Úpatnićı paraboly s pólem P ve vrcholu V paraboly je tzv.

Dioklova kisoida.

2.6 Cyklické pohyby

Pohyby, při nichž jsou obě polodie (pevná i hybná) kružnice, anebo jedna po-

lodie je kružnice a druhá polodie př́ımka, nazýváme cyklickými pohyby. Trajekto-

rie bod̊u neproměnné rovinné soustavy Σ vzniklé cyklickými pohyby se nazývaj́ı

cyklické křivky. Bodová konstrukce trajektoríı bod̊u je popsána v př́ıkladu III,

v prvńı kapitole. Dále uvedeme zjednodušené konstrukce některých vznikaj́ıćıch

křivek.

Cyklické pohyby děĺıme podle toho, která křivka je pevnou a která hybnou

polodíı. Může nastat pět př́ıpad̊u, které si postupně přibĺıž́ıme.
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2.6.1 Cykloidálńı pohyb

Pohyb definovaný valeńım kružnice h (hybné polodie) po př́ımce p (pevné po-

lodii) zveme pohybem cykloidálńım. Trajektoriemi bod̊u pevně spojených s kruž-

nićı h jsou pak tzv. cykloidy. Lež́ı-li bod tvoř́ıćı trajektorii na kružnici h, jedná se

o tzv. prostou cykloidu, je-li tento bod vněǰśım (vnitřńım) bodem kruhu s hranićı

h, hovoř́ıme o tzv. prodloužené (zkrácené) cykloidě. Trajektoríı středu Oh hybné

polodie h je př́ımka rovnoběžná s pevnou polodíı p.

Obr. 2.28: Zadáńı cykloidálńıho pohybu, trajektorie středu hybné polodie

Syntetická konstrukce prosté cykloidy: Sestroj́ıme hybnou kružnici h

a libovolnou jej́ı tečnu – pevnou polodii p. Na kružnici pravidelně zvoĺıme do-

statečný počet bod̊u H i. Ty vymezuj́ı oblouky př́ıslušné středovým úhl̊um určité

velikosti. Délku těchto oblouk̊u naneseme na rovnoběžku s př́ımkou p procházej́ıćı

středem Oh kružnice h. Dostaneme tak středy Oi
h daľśıch poloh hybné polodie h.

Jejich pr̊useč́ıky s př́ıslušnými rovnoběžkami s p jdoućımi body H i jsou body

hledané prosté cykloidy [13, str. 120].

Obr. 2.29: Syntetická konstrukce prosté cykloidy
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Obr. 2.30: Prostá cykloida

Syntetická konstrukce prodloužené (zkrácené) cykloidy: Bodem, který

má vytvořit trajektorii, vedeme kružnici soustřednou s hybnou polodíı h. Poté

postupujeme stejně jako při konstrukci prosté epicykloidy [13, str. 121].

Obr. 2.31: Prodloužená cykloida

Obr. 2.32: Zkrácená cykloida

33



2.6.2 Evolventńı pohyb

Vratným pohybem k cykloidálńımu je pohyb evolventńı. Pevnou polodíı je

tedy tentokrát kružnice p, hybnou polodíı pak př́ımka h. Trajektoriemi bod̊u jsou

tzv. evolventy kružnice. Uvažujeme-li libovolný bod př́ımky h, jeho trajektorie

se nazývá prostá evolventa, trajektoríı bodu poloroviny určené př́ımkou h, v ńıž

lež́ı (nelež́ı) střed Op pevné polodie p, je tzv. prodloužená (zkrácená) evolventa

kružnice. Splyne-li bod tvoř́ıćı trajektorii při evolventńım pohybu se středem

Op pevné kružnice p, jeho dráhu nazýváme Archimédovou spirálou (na obrázku

znázorněna jedna jej́ı větev, viz obr. 2.34).

Syntetická konstrukce prosté evolventy: Zkonstruujeme kružnici p a li-

bovolnou jej́ı tečnu – hybnou polodii h. Bod dotyku označ́ıme P 0. Na kružnici

opět pravidelně zvoĺıme dostatečný počet bod̊u P i, i = 1, 2, . . ., které vymezuj́ı

oblouky př́ıslušné středovým úhl̊um určité velikosti. Délku jednoho takového ob-

louku označme d. V bodech P i, i = 1, 2, . . . sestroj́ıme tečny ke kružnici h, na které

postupně od dotykových bod̊u nanáš́ıme úsečky délky id, i = 1, 2, . . .. Źıskané

body tvoř́ı hledanou prostou evolventu [13, str. 122].

Obr. 2.33: Syntetická konstrukce prosté evolventy
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Obr. 2.34: Prostá evolventa (vlevo) a Archimédova spirála (vpravo)

Obr. 2.35: Prodloužená evolventa (vlevo) a zkrácená evolventa (vpravo)

2.6.3 Epicykloidálńı pohyb

Epicykloidálńı pohyb je definovaný valeńım vněǰśıho obvodu jedné kružnice

(hybné polodie h) po vněǰśım obvodu kružnice druhé (pevné polodii p). Trajek-

toriemi jsou tzv. epicykloidy. Bod hybné kružnice h přitom vykresluje tzv. pros-

tou epicykloidu, vnitřńı (vněǰśı) bod polodie h (pevně s ńı spojený) opisuje tzv.

zkrácenou (prodlouženou) epicykloidu. Střed Oh hybné polodie h vytvoř́ı kružnici

soustřednou s kružnićı p.

Pokud je poloměr rh hybné kružnice h stejně velký jako poloměr rp kružnice

pevné, pak jsou trajektoriemi pohybu Pascalovy závitnice, prostou epicykloidou
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je v tomto př́ıpadě kardioida. Pro poměr poloměr̊u rh : rp = 1 : 2 se vzniklá

prostá epicykloida nazývá nefroida.

Je zřejmé, že vratným pohybem k pohybu epicykloidálńımu je opět pohyb

epicykloidálńı.

Obr. 2.36: Zadáńı epicykloidálńıho pohybu, trajektorie středu hybné polodie

Syntetická konstrukce prosté epicykloidy: Sestroj́ıme pevnou a hybnou

polodii – kružnice p(Op; rp) a h(Oh; rh) s vněǰśım bodem dotyku H0. Na kružnici h

pravidelně zvoĺıme dostatečný počet bod̊uH i, i = 1, 2, . . ., které vymezuj́ı oblouky

př́ıslušné středovým úhl̊um určité velikosti. Jeden z těchto oblouk̊u opakovaně

navineme na kružnici p. Źıskáme tak body P i, i = 1, 2, . . .. Dále zkonstruujeme

kružnice hi(Oi; rh), kde Oi = τOh ∩OpP
i, a kružnice ki(Op; r

i), kde ri = |OpH
i|.

Body hledané prosté epicykloidy jsou pr̊useč́ıky kružnic ki, hi. Uvažujeme pouze

jeden z nich, a to s ohledem na skutečnost, že bod dotyku se po pevné polodii p

pohybuje ve stejném smyslu, v jakém se kotáĺı hybná polodie h [13, str. 123].
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Obr. 2.37: Syntetická konstrukce prosté epicykloidy

Obr. 2.38: Prostá epicykloida (vlevo) a nefroida (vpravo)
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Obr. 2.39: Prodloužená epicykloida (vlevo) a zkrácená epicykloida (vpravo)

2.6.4 Hypocykloidálńı pohyb

Mějme v rovině Π dány dvě kružnice p(Op; rp) a h(Oh; rh) s vnitřńım dotykem

(rh < rp). Hypocykloidálńı pohyb vznikne valeńım vněǰśıho obvodu hybné polodie

h po vnitřńım obvodu pevné polodie p. Trajektoriemi jsou tzv. hypocykloidy. Bod

hybné polodie h vytvoř́ı tzv. prostou hypocykloidu. Libovolný vněǰśı (vnitřńı) bod

kružnice h (a pevně s ńı spjatý), oṕı̌se tzv. prodlouženou (zkrácenou) hypocykloidu.

Trajektoríı středu Oh polodie h je opět kružnice soustředná s pevnou polodíı p.

I zde se můžeme setkat se speciálńımi křivkami. Pro rh : rp = 1 : 3 nazýváme

prostou hypocykloidu Steinerovou hypocykloidou, též deltoidou, pro rh : rp = 1 : 4

se prostá hypocykloida nazývá asteroida. Plat́ı-li rh : rp = 1 : 2, vznikne pohyb

eliptický. Zkrácené a prodloužené hypocykloidy jsou v tomto př́ıpadě elipsy, pros-

tou hypocykloidou je úsečka (pr̊uměr pevné polodie p).

Obr. 2.40: Zadáńı hypocykloidálńıho pohybu, trajektorie středu hybné polodie
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Syntetická konstrukce prosté hypocykloidy: Postupujeme analogicky

jako při konstrukci prosté epicykloidy.

Obr. 2.41: Syntetická konstrukce prosté hypocykloidy

Obr. 2.42: Prostá hypocykloida – deltoida (vlevo) a asteroida (vpravo)
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Obr. 2.43: Prodloužená hypocykloida (vlevo) a zkrácená hypocykloida (vpravo)

2.6.5 Pericykloidálńı pohyb

Jedná se o pohyb vratný k předchoźımu. V rovině Π jsou tedy dány kružnice

p(Op; rp) a h(Oh; rh) s vnitřńım dotykem (tentokrát rh > rp). Kotáleńı hybné

polodie h po pevné polodii p zveme tedy pohybem pericykloidálńım, trajektorie

pak tzv. pericykloidami. I zde mohou vzniknout zkrácené, prosté a prodloužené

pericykloidy (zkrácené, resp. prodloužené, pro vnitřńı, resp. vněǰśı, bod kružnice

h). Lze dokázat, že každá pericykloida je epicykloidou a obráceně [12, str. 249].

Již v́ıme (věta 2.2.2), že pro rh : rp = 2 : 1 se jedná o pohyb kardioidický.

Obr. 2.44: Zadáńı pericykloidálńıho pohybu
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3 Využit́ı v praxi

V této posledńı kapitole zmı́ńıme určité aplikace dř́ıve uvedených kinema-

tických rovinných pohyb̊u, resp. jejich výskyt v praktickém životě.

Ojničńı pohyb se vyskytuje u klikových mechanismů, což jsou technická zař́ı-

zeńı, která nám umožňuj́ı převést rotačńı pohyb na př́ımočarý posuvný, př́ıp.

obráceně. Rozlǐsujeme úplné klikové mechanismy a zkrácené klikové mechanismy.

Zkrácený klikový mechanismus se skládá z ṕıstu (1), ṕıstńıho čepu (2), který

slouž́ı ke spojeńı ṕıstu a ojnice, ojnice (3) a kliky (4). Použ́ıvá se tam, kde tlak

pracovńı látky p̊usob́ı pouze na jednu stranu ṕıstu (tj. předevš́ım při přeměně

př́ımočarého pohybu na pohyb rotačńı), např. u ṕıstových spalovaćıch motor̊u.

Obr. 3.1: Zkrácený klikový mechanismus [9, str. 209]

Úplný klikový mechanismus se naopak použ́ıvá tam, kde tlak pracovńı látky

p̊usob́ı stř́ıdavě na obě strany ṕıstu (tedy hlavně při převáděńı otáčivého po-

hybu na př́ımočarý posuvný pohyb), např. u ṕıstových čerpadel a kompresor̊u.

Je sestavován s kotoučovým ṕıstem spojeným s ṕıstńı tyč́ı (2) a křižákem (5).

Obr. 3.2: Úplný klikový mechanismus [9, str. 209]

41



S hyperbolickým antiparalelogramem se můžeme setkat u lemniskátového me-

chanismu (na obr. 3.3 se střed hyperboly p pohybuje po křivce zvané lemniskáta).

Ten je jednou z možnost́ı, jak přenést śıly mezi rámem podvozku a skř́ıńı loko-

motivy. Tento mechanismus byl použit např. u podvozku české lokomotivy Škoda

109E1 [3, str. 3].

Obr. 3.3: Lemniskátový mechanismus

Zaj́ımavou aplikaci kardioidického pohybu můžeme nalézt v akustice. Směrová

charakteristika mikrofonu je závislost jeho citlivosti na úhlu, který sv́ırá akustická

osa mikrofonu s osou akustického zdroje [10]. Mikrofon s kardioidńı charakteri-

stikou zachycuje zvuk z oblasti př́ımo před sebou. Jde o typickou charakteristiku

dynamických mikrofon̊u pro zpěváky, protože potlačuje zpětnou vazbu.

Obr. 3.4: Mikrofon s kardioidńı charakteristikou [14]
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Nikomedovu konchoidu, Dioklovu kisoidu a Archimedovu spirálu lze využ́ıt

při řešeńı klasických problémů antické matematiky – trisekci úhlu, kvadratuře

kruhu a zdvojeńı krychle. Postup trisekce úhlu pomoćı Nikomedovy konchoidy

lze nalézt např. v [2, str. 15]. K trisekci úhlu (a následně i ke kvadratuře kruhu)

můžeme využ́ıt rovněž Archimedovu spirálu. Tu nav́ıc uplatńıme i při rektifikaci

kružnice [8, str. 56]. Nikomed̊uv postup při duplicitě krychle nalezneme např. v [5,

str. 260-261]. Za účelem vyřešeńı zdvojeńı krychle byla rovněž zavedena Dioklova

kisoida [5, str. 264].

Cyklických pohyb̊u se použ́ıvá např́ıklad pro r̊uzné druhy ozubených kol a

soukoĺı, kde docháźı k převáděńı rotačńıho pohybu na jiný pohyb rotačńı, př́ıp.

na posuvný, a naopak, což je hlavńım principem převodovek a daľśıch podobných

zař́ızeńı. Jako tvořićı křivky zub̊u ozubených kol se využ́ıvaj́ı cykloidy a evolventy,

které splňuj́ı podmı́nku, že jejich společná normála při valeńı je stále shodná

s tečnou obou základńıch kružnic (kol) a t́ım z̊ustává zachován převodový směr.

Profil boku zubu je tedy tvořen část́ı evolventy. Výhodou takového ozubeńı je

menš́ı opotřebeńı.

Obr. 3.5: Evolventńı ozubeńı [11]

Evolventa kružnice se rovněž využ́ıvá při běžeckých závodech na oválném

závodǐsti k rozmı́stěńı startovaćıch blok̊u.

Daľśı zaj́ımavou aplikaćı cykloidálńıho pohybu je úloha o brachistochroně

(křivce nejkratš́ıho spádu), kdy hledáme křivku, po které se přemı́st́ı hmotný

bod z jednoho bodu do druhého v homogenńım gravitačńım poli za nejkratš́ı

možný čas. Přǐslo se na to, že hledanou křivkou je právě část prosté cykloidy.
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Obr. 3.6: Brachistochrona [4]

S cykloidou se rovněž setkáváme v architektuře. Využ́ıvá se j́ı např́ıklad při

stavbě ramp na skateboarding a snowboarding, či při budováńı mostńıch oblouk̊u

[16, str. 132].

Důležitý význam má cykloida také v zobrazovaćıch metodách. V pravoúhlém

promı́táńı je pr̊umětem šroubovice křivka odpov́ıdaj́ıćı v osové afinitě cykloidě,

jestliže osa o šroubovice sv́ırá s pr̊umětnou ostrý úhel [1, str. 133].

Obr. 3.7: Pr̊uměty pravotočivé šroubovice v pravoúhlé axonometrii [1, str. 136]

Prostá cykloida vzniká rovněž při j́ızdě cyklistického kola po silnici, sledu-

jeme-li trajektorii libovolného bodu na obvodu pohybuj́ıćıho se předńıho (nebo

zadńıho) kola. Dráhou bodu, který je bĺıže k ose otáčeńı, je pak zkrácená cyk-

loida. Pokud se kolo pohybuje po vněǰśım, resp. vnitřńım povrchu válce podél

jeho kruhového řezu (v reálu přes kopec, resp. údoĺım s profilem části kružnice),

sledujeme epicykloidu, resp. hypocykloidu jakožto trajektorii bodu na obvodu

otáčej́ıćıho se kola.

Pericykloidálńı pohyb pak můžeme naj́ıt ve Wankelově motoru, kde se vaĺı

velké ozubené kolo po menš́ım.
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Obr. 3.8: Wankel̊uv rotačńı motor [15]

S cykloidami se také setkáváme v obkreslovaćı sadě, kterou jistě všichni znáte

pod názvem Inspiro.

Obr. 3.9: Sada Inspiro. Foto autor
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Závěr

Tato bakalářská práce se zabývá kinematickou geometríı v rovině a jej́ım

využit́ım a výskytem v reálném životě.

V prvńı kapitole, která vznikala převážně s využit́ım publikace [1], jsme za-

vedli základńı pojmy a principy rovinné kinematické geometrie. Druhá a zároveň

nejobsáhleǰśı kapitola studuje r̊uzné druhy pohyb̊u a vznikaj́ıćı křivky. Je zde

rovněž popsána syntetická konstrukce většiny křivek, což považujeme za velký

př́ınos, nebot’ řada text̊u pojednávaj́ıćıch o této problematice je založena na mo-

derńıch softwarech vykresluj́ıćıch trajektorie bod̊u př́ımo ze zadaných prvk̊u a

čtenář̊um tak uniká samotný vznik jednotlivých křivek. Kapitola třet́ı je stručným

přehledem aplikaćı jednotlivých pohyb̊u a křivek v praxi.

Bakalářská práce je vhodná nejen pro vysokoškolské studenty oboru deskrip-

tivńı geometrie, ale může sloužit d́ıky svému mezipředmětovému přesahu i jako

motivace pro žáky středńıch škol ke studiu př́ırodovědných a technických obor̊u.

Pokračováńı práce by se mohlo věnovat kinematické geometrii v prostoru.
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wikipedia.org/wiki/User:Farmer

[5] HEATH, Sir Little Thomas. A History of Greek Mathematics I. From Thales

to Euclid. New York: Dover Publications, 1981.
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