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Uvod

Tato prace pojednava o linearni kombinaci bodi. Nejprve si definuji co je to linearni

kombinace bodd, za jakych podminek existuje, jak ji vyuzivame, popfi. zapisujeme.

Na jednoduchych piikladech aplikuji dana teoreticka vychodiska. Uvadim nejenom piiklady,
ale 1 jejich feseni, vetné obrazki. Diky t¢émto ndzornym ukazkam by mélo byt s vyuzitim této
bakalarské prace pro kazdého studenta snadné si danou problematiku ptedstavit, ucivu

porozumét a nasledné procvicit.

Nejprve uvadim ptiklady, pro které je pouziti linearni kombinace bodt vyhodné. Nasleduji
ptiklady s aplikaci teorie na vzajemné polohy podprostorti, vyjadieni polorovin, poloprostort,

pocitani obsahli a objemd mnohothelnikti, konvexnich a nekonvexnich mnozin.

K ovéfeni védomosti slouzi soubor obdobnych netfesenych piikladl s vysledky uvedenymi na

konci prace.

Linearni kombinace bodi se V naSem Zivoté pouziva, aniz bychom si toho v§imli. Napiiklad
GPS systém je zalozen na linearni kombinaci druzic a RGB barveni na linearni kombinaci tii

zakladnich barev.



Teoreticka ¢ast

Co vas napadne pod slovem line4rni kombinace? Tento pojem by nam mél jiz byt zndm
v souvislosti s vektory. Vzdyt’ vektor U lze vyjadfit pomoci napiiklad souc¢tu dvojnasobku

vektoru a a trojnasobku vektoru b.
u=2a+3b

Kdyby vektory a, b mély v libovolné bazi soufadnice a = (as, az), b = (bs, b,), pak souradnice

(u1, Up) vysledného vektoru U mizeme zapsat:

u1 = 2a1 + 3b1

U, = 2a2 + 3b2

Graficka predstava:

Pohybujeme-li se ve vice dimenzich, vektory by mély pouze vice soufadnic. Obecné tedy
plati, ze mame-li libovolnou linearni kombinaci soutadnic vektord a, b v libovolné bazi,
ziskame soufanice vektoru u v dané bazi. Muzeme najit analogii postupu pro body z afinniho

prostoru?

Jaké by bylo grafické feSeni tohoto zapisu?
U=A+B

Jestlize bychom zvolili body A, B rizné a bod A by byl po¢atkem soustavy soufadné
v nékteré bazi, pak U = B. V jiné bazi, kde by byl po¢atkem bod B, by platilo U = A. Z toho
vyplyva, ze U = A = B coz je spor s piredpokladem, ze body A a B jsou rizné. Je tedy ziejmé,

ze na rozdil od vektorti linearni kombinace bodti nebude vzdy definovana.

Znate n¢jaky piiklad, kdy linedrni kombinaci intuitivné vyuzivate? Co stied dvojice bod?



S=-A+<B
2 +2

1 1
(s1,82) = 2 (ay,az) + 2 (b1, b3)
Bude-li P libovolny bod (napf. poc¢atek) soustavy souradné, mizeme stied S zavést i timto
zpusobem:
1 1
S=P+§(A—P)+§(B—P)

Rozepiseme-li rovnost, je ziejma nezavislost na volbé bodu P, tedy na volbé baze.

1 1 1
S=P+5A-P)+5(B-P)= A+5(B~4)

Také rozdilem dvou bodl dostavame vektor, ktery je nezdvisly na volbé baze:
u=X-Y

(Uy, Uz, Uz, ooy Up) = (X1, X2, X3, 000, X)) — (Y1, Y25 V30 w00s Vi)

Dany zapis bychom mohli zapsat:
u=X+(-Y)

Pozménime-li zapis:

u=X+Y

Vektor u jiz neni definovan. Kdyby bod X byl po¢atkem v dané bazi, bod Y by se rovnal

vektoru u, coz nelze.

Jak mizeme tedy korektné zavést linearni kombinaci bodii?
M¢jme body Ly, L, Ls, ... Lk € Ay askalary ¢y, C, Cs, ... Ck € T. Zvolme bod P € A,.
Sestrojime-li libovolny bod L:

L = P + Cl(Ll - P) + CZ(LZ - P)+C3(L3 - P)+ R Ck(Lk - P),

a hledejme, kdy nebude bod L zavisly na volbé bodu P. Coz nastane, jestlize pro libovolny
bod K # P bude platit, 72e L =T,kde T =K + ¢;(L; — K) + c;(L, — K)+c3(L; — K)+ -+
(L — K).



P + Cl(Ll - P) + CZ(LZ - P)+C3(L3 - P)+ ...+ Ck(Lk - P)
= K + Cl(Ll - K) + CZ(LZ - K)+C3(L3 - K)+ + Ck(Lk - K)

P—K+c((Ly—P)— (L, —K))
+ (L = P)—(Ly — K)) + ¢3((Ls — P) — +c3(Ls — K))+ ...
+e((Ly—P)—(Ly—K)=L-T

Muzeme také zapsat:

(c;+c++c,—1)(K—-P) =o.

Aby tato rovnost platila, soucet koeficientti c; + ¢, + -+ + ¢;, se musi rovnat 1 a bod L bude
nezavisly na volbé bodu P. Dostaneme tak linearni kombinaci bodi Lj, Ly, Ls, ..., Lk, Kterou

oznacujeme symbolem
L =cLy+cyLy+c3lsy + ...+ cp Ly
kde {cy, cy, C3, ..., C} jsou koeficienty bodu L linearni kombinace bodui L, Ly, L, ..., L.
Analogicky odvodime, kdy vektor u € V bude nezavisly na volbé bodu P.
u=c(Ly —P)+cy,(Ly, — P)+c3(Ls — P)+ ... + ¢, (L, — P)

Vektor u bude nezavisly na bodé P, jestlize pro libovolny bod K # P bude platit, ze u = v,
jestliie: v = Cl(Ll — K) + CZ(LZ — K)+C3(L3 - K)+ R Ck(Lk - K)

c;(L; —P)+c,(Ly — P)+c3(Ls — P)+ ...+ ¢, (Ly — P)
= (c1(Ly — K) + c3(Ly — K)+c5(Lg — K)+ -+ + ¢ (L — K))

ci((Ly —P)— (L1 — K))
+ c((Ly — P)—(Ly — K)) + c5((Ls — P) — +c3(Ls — K))+ ...
+o (L —P)— Ly —K))=u—v

(C1+C2+“'+Ck)(K—P) =0



Aby platila rovnost, musi se soucet skalarti ¢; + ¢, + ¢3 + ... + ¢ rovnat 0 a vektor u bude
nezavisly na volbé bodu P. Dostaneme tak linearni kombinaci bodu Ly, Ly, L3, ..., Lk, Kterou

oznacujeme symbolem
u = C1L1 + C2L2+C3L3 + ..+ CkLk
kde {cy, c2, C3, ..., Ck} jsou koeficienty linearni kombinace vektoru u.

Vsimnéme si, ze vyjadieni pomoci linearni kombinace bodii bodu a vektoru jsou tataz. Proto

vénujme pozornost koeficientiim a jejich souctu!

Definice 1:
M¢jme body P, Ly, Ly, Ls, ...Lx € A, a skalary cy, C, C3, ... Ck ET.
Je-li soucet ¢isel ¢; + ¢, + ¢3 + ... + ¢, = 1 nazveme bod
P+c,(Ly —P)+cy(Ly — P)+c3(Ls — P)+ ... + ¢, (Ly — P)
linearni kombinaci bodu Lj, Ly, Lg, ...Lk, s koeficienty cy, Cp, C3, ..., Ck a vyjadiujeme jej
c1Ly + cLy+c3ly + ..+ Ly,

Analogicky nadefinujeme vektor.

Definice 2:
M¢jme body P, Ly, Ly, Ls, ...Lx € Ay a skaldry ¢y, Cp, C3, ... CKE T.
Je-li soucet ¢isel ¢; + ¢, + ¢35 + -+ + ¢, = 0 nazveme vektor
c1(Ly = P) +c,(Ly — P)+c3(Ls — P)+ -+ ¢ (Ly — P)
linearni kombinaci bodu Ly, Ly, Ls, ..., Lx S koeficienty ¢y, C, Cs, ... C a vyjadiujeme jej

c1L1 + cyLy+c3lz + ...+ cp L.
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Jak budou vypadat soutadnice bodu, resp. vektoru?

Piedpokladejme, ze mame danu afinni bazi < P; fy, fo, f3, ... fy>abody Ly, Ly, Ls, ... Ly € Ay

mame dany v linearni soustaveé soufadnic:

Ly =l la, ..., lin]
Lo=1[lo, b, ..., l2n]
L= [ la, ko, --- s Il

M¢jme dan soucet koeficientl pro bod 1 a vektor 0. Snazme se urcit soufadnice bodu, resp.
vektoru c;L; + cy;Ly+c3Lls + ...+ ¢ L. Oznaéme hledané soufadnice Sy, ... , Sp. JelikoZ bod
P je pocatek afinni baze, budou jeho soutadnice [0, O, ... , 0]. Pak pro jednotlivé rozdily bodi
a pocatku plati: L; — P = (11, liz, i, -+, lin), pro vSechna i = (1, ..., k). Tedy libovolna m-ta
soutfadnice bodu, resp. vektoru bude ve tvaru:

Sm = Cilym + 2 lomtczlam + o+ e, m=1,...,n

V dalsim textu budeme predpokladat, ze symbol ¢;L; + c;L,+c3L5 + ...+ ci Ly je definovan,
tedy soucet koeficientll nabyva vzdy ptipustné hodnoty {0, 1}.

Véta 1:

Bud’ C libovolna baze afinniho prostoru. Je-li U = [uy, uy, ..., Uyl ¢, resp.

u = [ug, Uy, ..., Up]c,, linearni kombinaci bodi Ly, Lo, Ls, ...Lx € Ay,

pticemz Ly, = [Ln1, lnzs > Lmnlc pro vSechnam =1, ..., n. Pro m-tou soufadnici bodu U,

resp. vektoru u, plati:
k

Uy = z C]l]m

j=1
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Véta 2:
M¢jme body W, X, Y, Z € A, adislaa, b, ¢, d, e,f € R. Necht je splnén jeden z piedpokladu:
Da+b=1 c+d=1, e+f=1
2)a+b=1 c+d=1 e+f=0
a+b=0, c+d=0.
Potom plati:
e(aW + bX) + f(cY + dZ) = eaW + ebX + fcY + fdZ.

Diikaz:
Staci ov¢étit, ze linearni kombinace na pravé strané rovnosti je definovana, a Ze na levé strané
je stejny objekt (tedy bod, nebo vektor), jako na pravé stran¢. Postacujici podminkou pro tuto

rovnost je rovnost jejich soufadnic v nékteré (pak ale zaroven ve vSech) bazi.

Stejnym zptisobem bychom postupovali, kdybychom méli vice bodu. Ale to uz zde uvadet

nebudeme.

Véta 3:
Necht’ mame libovolny konecny pocet bodti Ly, Ly, Ls, ... L € A, skalary ¢y, Cp, C3, ... ck €T,
které maji tu vlastnost, ze jejich soucet ¢; + ¢, + c3 + -+ ¢, = 0, tedy
1Ly + cyLy+c3ls + ...+ ¢ Ly = u.
Pak je-licy +c,;+c3+ -+ ¢, =0 prom €N azaroven 1 <m<kje

C1L1 + C2L2+C3L3 + ..+ CmLm =u- (Cm+1Lm+1 + ...+ CkLk)'

Je-liale ¢c; +¢c; +c3+ -+ ¢, =d kde d # 0, pak plati:
€1

d

C2

d

C3

L+
1 d

c 1 c c
Ly+—Ly+ -t =Ly =—u— (m—“Ler1 + ---+—kLk).

d d d d
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Véta 4:
Necht mame libovolny kone¢ny pocet bodt Ly, Ly, Ls, ... Ly € A, skalary C1, Cp, C3, ... ck € T,
které maji tu vlastnost, ze jejich soucet c; + ¢, + c3 + -+ ¢, = 1, tedy
¢1L1 + cyLy+c3lz + ...+ ¢ L = U.
Pakje-lic, +cy;+c3+-+¢c, =0 promeN azaroven 1 <m<kje

C1L1 + C2L2+C3L3 + ...+ CmLm = U - (Cm+1Lm+1 + ..+ CkLk)'

Je-liale ¢c; +¢c; +c3+ -+ ¢, =d kde d # 0, pak plati:

1 Cm+1 Ck
Ly ==U - (mTLm+1 + o +3Lk).

C1

d

C2

d

C3
d

Cm

L, +
1 d

L2+ L3++

Diikaz:
Stejnym zplsobem jak v ditkaze véty 2 stai ovéfit, zda se na obou strandch jedna o objekty

téhoz druhu a Ze maji stejné soutradnice.

Zavedeme linearni zavislost, popfipadé nezavislost bodi.

Definice 3:
Rekneme, Ze body Ly, Ly, L3, ... Lk € A, jsou linearné nezavislé, jestlize c;L; +
cyLy+csls + ...+ ¢l = 0 pak ¢; = 0,pro i = 1,..., m. Nejsou-li body linearné

nezavislé, jsou linearné zavislé.

Z ptedeslé definice vidime, Ze linearni zavislost bodi je naprosto analogicka s linearni

zavislosti vektoru.

Plati-li, ze vektory L, — L4, ..., Ly — L{budou linearné nezavislé, pak i body L, Ly, L3, ... Lk
jsou linearné nezavislé a naopak urcuji-li podprostor dimenze k — 1, pak museji byt linearné

nezavislé.
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V¢ta 5.

M¢jme linearn€ nezavislé body Li, Ly, L, ... L € A, a libovolny podprostor Ax.; €< A,. Pak
bod X nalezi podprostoru Ay.; praveé tehdy, jestlize existuji ¢islac; +c, +c3 + -+ c, €T
tak, Ze:

X ES C1L1 + C2L2+C3L3 + ..+ CkLk'

Véta 6:

Bud’ podprostor Ay.; uréen linearné nezavislymi body Ly, Ly, L3, ... Lk € Ay a necht’ Vi je
jeho zaméfeni. Vektor s nalezi podprostoru V., praveé tehdy existuji-li koeficienty

€1, €y, C3,..., Cx €T, pro které plati:

S = C1L1 + C2L2+C3L3 + ..+ CkLk'

Definice 4:
Body Ly, Ly, L3, ... Ly Z vét 5, 6 se nazyvaji geometricka baze afinniho podprostoru Ay ;.
Skalary ¢4, ¢y, c3,..., Cise nazyvaji geometrické (barycentrické) souiadnice bodu X, resp.

vektoru s, vzhledem ke geometrické bazi <Lj, Ly, Ls, ... Ly >.

Simplex

Definice 5:

M¢jme linearn€ nezavislé body Li, L, L3, ... Lk € An. Pak otevifenym k-1 rozmérnym
simplexem nazveme mnozinu K (L1, Ly, L3, ... L) pro kterou plati:

KLy, Loy Ls, ... L) ={X € A;: X =c;Ly + c;Lo+c3ls + ..+ ly; ¢;>0,1<i<k}
Uzavienym k-1 rozmérnym simplexem nazveme tutéz mnozinu, pro kterou ale plati ¢; > 0

a budeme ji znacit K(Ly, Lo, L3, ... Ly).

14




Co je konvexni mnozina?
Konvexni mnozina je mnozina bodi, v které kdyz spojime dva libovolné body, tak v§echny

body na dané usecce nalezi mnozin€. Nazorng¢:

Nekonvexni Konvexni

V prvnim ptipadé€ lze najit dva body, na jejichz spojnici lezi body, které nelezi v predem dané
mnozing. Proto se jedna o nekonvexni mnozinu. V druhém obrazku spojime-li jakékoli dva

body, vzdy budou body tusecky nalezet mnozing. Proto je mnozina konvexni.

Vynechame-li pozadavek linedrni nezavislosti bodi, dostavame konvexni obal mnoziny bodu,
coz je nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané body. Jednoduse tuto mnozinu miizeme

ziskat sjednocenim simplexd.

Jak vypada poloprostor interpretovan linearni kombinaci boda?

Véta 7:
Mg¢&jme linearné nezavislé body Ly, Ly, L3, ... Ln+1V An. Pak poloprostor uréeny nadrovinou

Ly, Ly, Ls, ... Ly, abodem L+ je roven

{X € ATl X = C1L1 + C2L2+C3L3 + ...+ Cn+1Ln+1; Cn+1 > 0}

Uzavieny poloprostor:

{X € An X = ClLl + C2L2+C3L3 + ..+ Cn+1Ln+1; Cn+1 = 0}

15




Véta 8:

M¢jme linearné€ nezavislé body Ly, Lo, Ls, ..., Lk vV An Jestlize N; , 1 < j < k, oznacéime-li
nadrovinu ur¢enou body {L;, L,, s, ..., Ly }/{L;} symbolem N;(B;), pak musi platit: K(Ly, Lo,
Ls, ... Lk) = N 1<j<k N; (B)).

Uzavienym simplexem v afinnich prostorech dim 1 je usecka, dim 2 trojuhelnik a dim 3

Ctyfstén.

Jestlize bychom méli v A; linedrni kombinaci bodi Ly, Ly, L, ... Ly, pak konvexni obal této
mnoziny nazyvame konvexni mnohouthelnik. V A, by tato linearni kombinace byla

konvexnim mnohosténem.
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Res$ené tilohy

1. Jsou tyto linearni kombinace bodii definovany?

Q) K=2L+M—-3N—-0+2P

b) K—2L=M—-3N—-0+2P

c) 3BK+S=2L-3N+M

d 20-3P+Q=2K-L-M

e) u=-34+B+C+D

f) u=3(-A+3B)+(C+D)

o) u=(-4A+3B+3iC+3D)

h)y u+3A=B+C+D

) u-—(24-2B)=(-3C+3D)

N

) A=B+C-D
KNk A—B=C—-D
) A—(B+C)=-D

Resent:

Vzdy secteme koeficienty na obou stranach rovnice. Mame-li néktery vyraz v zavorkach,
musi 1 on byt definovan. Jestlize tedy na obou stranach rovnice mame soucet koeficienti 1,
nebo 0 a totéz plati pro odd€lené vyrazy, pak je tato linedrni kombinace definovana. Pozor!

Na pravé a levé stran¢ rovnice musi byt vzdy tentyZ soucet (bud’ 0, nebo 1).

a)
Na levé stran¢ mame bod. Soucet koeficientd je 1.
Na pravé stran¢ rovnice mame soucet koeficienti 2+1—-3 -1+ 2 = 1. CoZ je
také dle definice bod.
1 = 1 tedy tato linearni kombinace je definovana.
b)
L: 1 — 2 = —1 pro tento soucet neni definovana linearni kombinace. Proto druhou
stranu rovnice nemusime vySetfovat.
c)
L:3+1=4

17



P:1-341=0

L#P Linearni kombinace neni definovana.

d)

L: 2 —3 4+ 1 = 0 Vyraz je dle definice vektor.
P:2 —1—1 = 0 Vyraz je dle definice vektor.
L=P Linearni kombinace je definovana.

€)

L: 0 Vyraz je dle definice vektor.

P: =3+ 1+ 1+ 1 = 0 Vyraz je dle definice vektor.
L=P Linearni kombinace je definovana.

f)

L: vektor
P: 1. zavorka (—1 + %) = — % Vyraz neni definovan, proto cely vyraz nebude

definovan.
9)
L: 0 ...vektor
P: (—1 + §+§+§) = 0 ...vektor
L= P Linearni kombinace je definovana.
h)
L:1+ 1+ 1 = 3 Vyraz neni definovan.
i)
L: (2 — 2) = 0 Kombinace bodu v zavorce je vektor. Odeéteme-li od vektoru

vektor, dostavame vektor.
P: (—% + %) = 0 Vyraz je dle definice vektor.

Na obou stranach rovnice mame vektory. Linearni kombinace bodi je definovéna.
)

L: 1 Vyraz je dle definice bod.

P:1+1—1 =1 Vyraz je dle definice bod.

L=P Lineéarni kombinace je definovana.

K)

L: 1 —1 = 0 Vyraz je dle definice vektor.

P:1—1 = 0 Vyraz je dle definice vektor.
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L=P Linearni kombinace je definovana.

1)

L: 1+ 1 = 2 Vyraz v z&vorce neni definovan.
P: —1 Také neni definovan.

Linearni kombinace neni definovana.

W Wew

W

kombinace bodi. A poté odvod’te obecny vztah pro vypocet tézisté

mnohouhelniku.

Reseni:

Nejprve potiebujeme priisecik téZnic, coz jsou spojnice stfedil stran a protilehlych vrchola.
Zvolime si bazi C = (4; B — A, C — A) ve které maji body A, B, C soutadnice

A =1[0,0],B =[1,0],C = [0,1]. Stied strany AB ozna¢me S; a jeho soufadnice budou

Sy = [3,0]- Stred AC oznacme S, = [0,5].

2

1
CSy:xq = Em;xzzl—m

1
CSy:x;=1-— n,X; =-n

w o . e . ey . 11
VyfteSenim dvou rovnic o dvou nezndmych zjistime, Ze prusecikem je bod T = [5, 5].

A%

Tézisté vyjadiené pomoci linearni kombinace bude ve tvaru:
T = ClA + CzB + C3C,
kdeC1+C2+C3 =1
11
[5.5] = 1001 + o101 + 1011
X . . 1 1
Regenim soustavy rovnic je: ¢; = =; €3 = 2; €1 = V.
Jelikoz vime, Ze soucet koeficientd musi byt jedna: é + é +tv=1 v= é
Obecny vztah pro t€Zist€ trojuhelniku: T = ;A + %B + é C.
Kdybychom pocitali t&€zisté ¢tyf linearné nezavislych boda A,B,C,D, dosli bychom k zavéru:
T=2A+=B+-C+:D.V libovolné bazi prostoru Ay, libovolné dimenze n-1, bude T

v v

t&zisté n linedrné nezavislych bodt: T = %Al + %Az + -+ %An.
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3. Najdéte tézisté mnohouhelniku ABCDE v g,4:
A = [0) 0; 0) 0]; B = [1P 0; 3r 3]; C = [3' 21 4" 2]) D = [_4' 11 _27 1]' =
[0,1,0,0].

Resent:

T = %A + %B + EC + -+ %]; kde s je pocet bodi z nichZz vychazime.

1 1 1 1 1
T = [t,,t,, t3,t4] ==1[0,0,0,0] + < [1,0,3,3] + < [3,2,4,2] + < [—4,1,-2,1] + 3 [0,1,0,0]

5
1 3 4
t1—§+§—§=0
2 1 1 4
2= 5T5T57s
3 4 -2 5
ty=ctgte=g=1
3 2 1 6
45Tt
4 6
r=[og.g]

4. Rozhodnéte, zda jsou body linearné zavislé: K = [1;1;1],L = [1;2; 1], M =
[1;2;2].

Resent:

aK +bL+cM =o
a[1;1;1] + b[1;2;1] + ¢[1;2;2] = [0; 0; 0]
a+b+c=0
a+2b+c=0

a+2b+2c=0
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Mozné je také tesit slozitéjsi rovnice pomoci matice:

1 11 1 0 0
1 2 1]~{0 1 0
1 2 2 0 0 1
Jedinym fesenim soustavy rovnic je a = 0; b = 0; ¢ = 0. Body K, L, M jsou tedy linearné

nezavislé.

Dalsim moznym zptsobem feSeni je zjisténi zavislosti vektora:

u=L—-K=1(0;1;0)
v=M-K=(0;1;1)

Vektory u a vjsou linearné nezavislé, tedy body K, L, M také.

5. Méjme trojuhelnik ABC zadan soufadnicemi: A = [2; 2], B = [10; 4], C = [4; 8].
Rozhodnéte o poloze bodi D = [3; 5], E = [5; 5], F = [6; 1] viidi trojuhelniku
ABC.

Regent:
Obecné plati:
X lezi uvnitif AABC @ X =aA+bB+cC; a,b,c>0

X nalezi roviné AABC, ale nenalezi AABC © X =aA+bB+cC;a<0V b<0OVcec<O
X naleZzi jedné ze stran AABC © X =aA+bB+cC;a=0Vb=0Vc=0

X = a[2;2] + b[10; 4] + c[4;8]; X[x,y]

x =2a+ 2b + 4c
y=2a+4b+ 8¢
l=a+b+c

Zjistujeme, v jakém vztahu je bod X (v nasem ptipadé body D, E, F) k AABC.
Dosadime-li za bod X nas bod D:

3=2a+2b+ 4c
5=2a+4b + 8¢
l=a+b+c.
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Resenim soustavy ti rovnic o tfech neznamych je: a = % ;b=0;c = % Jelikoz je jeden
koeficient roven nule, bod D bude nalezet AABC, a to jedné z jeho stran.

Obdobné miizeme za nezndmy bod X = [x, y] dosadit bod E a F, u kterych nam koeficienty

linearni kombinace vyjdou E = [5;5]:a = ;;b = g;c = —% aprobod F = [6;1]:a =
E;b=—E;C=—Z.
36 36

Dle vyse uvedenych vztahti mizeme fici, Ze body E a F nenaleZi trojuhelniku ABC, protoze

mayji zaporné koeficienty.

6. Pomoci vypoctu zjistéte, zda body S, T, U lezi v konvexnim uhlu AVB, na jeho
ramenech, nebovné. S =[5;0];T = [3;2];U =[1;2];V =[3;2]; A=
[4;0]; B = [5; 3]

Regent:

X nalezi thlu AVB & X =vV +aA+bB; a,b >0

S =v[3;2] + a[4;0] + b[5; 3]; X[5,0]

l=a+b+v
5=3v+4a+5b
0=2v+3b
l=a+b+v
VyieSenim rovnic dostavame pro bod S = [5;0]: v = —%; a= S; b = g Koeficienty a, b jsou

kladné, tedy bod S lezi v konvexnim thlu AVB.
Dosadime-li na levé strany rovnic soufadnice bodu T = [3;2]:v =1;a=0;b =0.Bod T

nalezi rameni thlu AVB, protoze koeficienty @, b jsou nulové. Obdobné budeme pocitat

11

shodem U = [1;2]:v = v=17

a= —g h=— g Bod U lezi mimo konvexni uhel AVB.

7. a) Stanovte dimenzi nejmensiho podprostoru a, ktery obsahuje body A, B, C:

A=[2; -1;1],B = [5;2; —3],€ = [1;0; 2].
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b) Nalezi podprostoru a bod D = [3; 2;5]?
¢) Jestlize mame poloprostor urc¢eny podprostorem a a bodem D, leZi v ném body

E=[0;0;0]aF = [4;2;1]?

Reseni:
a) Zjistime, zda jsou body A, B, C linearné nezavislé. Musi platit:

aA+bB+cC=0=>a=b=c=0.

2 5 1 -2 5 1 -2 5 1
(—1 2 0>~( 0 5 —7>~< 0 5 —7)
1 -3 2 0o -1 2 0 0 -3

Matice ma hodnost tii, tedy body jsou linearné nezavislé. Urcuji tedy rovinu.

b) Nalezi bod D = [3; 2; 5] roving? Jednotlivé soufadnice jsou oznaceny napi. A =

[a;; ay; as].

Musi platit:

D=aA+bB+cC;a+b+c=1
dy = a;a+ bib + c4c
d, = aya + by,b + c,c
d; = aza + bzb + c3c
3=2a+5b+c

2=—a+2b
5=a-3b+ 2c
l=a+b+c

Tato soustava nema feSeni, proto bod D nendleZi roving.

¢) Mame poloprostor ur¢eny rovinou a bodem D. Body E a F mohou naleZet poloprostoru,

hrani¢ni rovin€, nebo poloprostoru opacnému.

Obecné plati, Ze libovolny bod X nalezi danému poloprostoru ABCD uréenému rovinou ABC
a bodem D:
{X =aA+bB+cC+dD; d > 0}.

Libovolny bod X nélezi hrani¢ni roving, jestlize plati:
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{X=aA+DbB+cC+dD; d =0}

Jestlize posledni koeficient d bude zaporny, bod X bude nélezet opacnému poloprostoru.

Sestavime si soustavu rovnic pro hledanou pozici bodu E:
0=2a+5b+c+3d
0=-1la+2b+2d
0=a—-3b+2c+5d
l=a+b+c+d

Vyjadiime si jednu z neznamych napt.: a = 1 — b — ¢ — d. Doplnime do zbylych rovnic za
nezndmou @ @ mame tfi rovnice o tfech neznamych. Sectenim rovnic je vyfesime.
Sousttedime se na hodnotu koeficientu d, jehoz hodnota rozhoduje o poloze bodu. Koeficient
d vyjde zaporny, proto bod E = [0; 0; 0] nenalezi danému poloprostoru. Lezi tedy v opacném
poloprostoru.
Pii feSeni polohy bodu F = [4; 2; 1] vzhledem Kk poloprostoru budeme postupovat obdobné.
Sestavime si soustavu rovnic:

4 =2a+5b+c+3d

2=-1la+2b+2d

1=a—-3b+2c+5d

l=a+b+c+d

Resenim bude kladny koeficient d, proto bod F leZi v poloprostoru daném rovinou ABC a
bodem D.

8. Pomoci linearni kombinace bodi rozhodnéte o vzajemné poloze piimek p a g,

jestlize: p = AB : A = [1;1;1], B = [3; 0; 2] a g je d4na body:
a) C = [z- Y 5] D = [7;-2;4]
) 2’ 2 ) ) )

b) E =[5;2;4],F = [1;4; 2]
c)G =[8;1;3],H = [2;5;1].

ReSeni:
Pti feSeni vzajemnych poloh dvou podprostort zjistime, jaky je priinik zaméteni dvou

podprostorii a zda maji spole¢né body.
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a)C = [2; %; %],D = [7; —2; 4]

Vysetteni spolecného sméru:

aA+bB=cC+dD;a+b=0;,c+d=0.
1 3
al[1;1;1] + b[3;0; 2] =C[2; > E]+d[7;_2;4]

Dostavame soustavu rovnic:

a+3b=2c+7d

1
a+0b=§c—2d

3
a+2b=§c+4d

a+b=0
c+d=0

Mame pét rovnic o ¢tyfech neznamych. VyieSenim soustavy dosp&jeme k vysledktim:

5 5
d =t (parametr),c = —t,b =§t,a = _Et'

Body jsou tedy linearné¢ zavislé a ptimka p a q maji spole¢ny smér.
Hledame-li spole¢né body piimek:
aA+bB=cC+dD;a+b=1;,c+d=1.
Obdrzime obdobnou soustavu rovnic:
a+3b=2c+7d

1
a+0b=§c—2d

3
a+2b=§c+4d

a+b=1
c+d=1

Reseni soustavy rovnic je d = t (parametr); a = % —t; b= %+ t;c =1+ 2t . Pfimky

budou mit ne jeden, ale pfimku spole¢nych bodi. Ptimky p: 4B a q: ) Jjsou totozné.
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b) E = [5;2;4],F = [1;4; 2]
aA+bB =eE + fF

a[1;1;1] + b[3; 0; 2] = e[5; 2; 4] + f[1; 4; 2]

a+3b=5e+f
a+ 0b = 2e +4f
a+2b =4e+ 2f

Vysetiujeme-li spoleény smér, pridame k rovnicim tyto dvé: a + b = 0; e + f = 0. ReSenim
pak bude b = —2f. Proménné jsou zavislé na jednom parametru, tedy ptimky maji spole¢ny
smér. O tom jestli budou rovnobézné rizné, nebo totozné rozhodnou spole¢né body.
Vysetiujeme-li spolecné body, ptidavame k rovnicim tyto podminky: a +b =1; e+ f = 1.

Soustava rovnic nebude mit Zadné feSeni. Ptimky p: 4B a q: EF jsou tedy rovnobézné, riizné.
c)G =1[8;1;3],H =[2;5; 1]
aA+bB = gG + hH
al1;1;1] + b[3; 0; 2] = g[8; 1; 3], +h[2; 5; 1]

a+3b=8g+2h
a+0b=g+5h
a+2b=3g+h

Spole¢ny smér:a+b =0; g+ h = 0.
Spole¢né body: a+b=1; g+ h = 1.
Zjistime, Ze feSeni pro spole¢né smery je pouze trivialni a to nulovy vektor a Ze ptimky

nemaji Zadny spole¢ny bod. Ptimky p: 4B a q: GH jsou mimobéZné.

9. V Ajrozhodnéte o vzajemné poloze dvou rovin:

a=KLM:K = [4;2;2;2],L =[5;2;5;4],M = [5;2;2;1],
B =0PG:0 =[-2; —2;2;0],P = [-3; —2;7;0],Q = [0;0;3;0].
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Reseni:
kK + IL + mM = 00 + pP + qQ
k[4;2;2;2] +1[5;2;5;4] + m[5;2;2;1]
= 0[-2; —2;2;0] + p[-3;—2;7; 0] + q[0; 0; 3; 0]

4k +50+5m = —-20—3p
2k+2l+2m=-20-2p
2k +50l+2m=20+7p+ 3q
2k+4l+m =0

Hledame-1i spole¢né sméry téchto rovin, pfiddme k vysSe uvedenym ¢tyfem rovnicim o Sesti
neznamych: k + 1+ m = 0a o + p + q = 0. Soustava rovnic ma pouze trivialni feseni.

Roviny a a f nemaji zadny spole¢ny smér.

Pro vypocet spole¢nych bodt zadanych rovin vime, ze soucet koeficientii linearni kombinace
bodli musi na obou stranach byt jedna. Proto soustavu doplnime o rovnice:

k+l+m=%Lo+p+q=1.

5 2 1 16
Resenim je: k = —g;l =—gm=—;0= 0;p=-1;q =2
Z vypoCti mizeme zaveérem fici, Ze roviny maji spoleény pouze jeden bod, jsou tedy

raznobézné.

10. Méjme rovinu y:TYZ: X =[2;-2;1],Y =[0;0;1],Z = [1; —1; 4] a pfimku
K, uréenou body:
a)AB:A = [0;2;3],B = [-6; —4; 3]
b) AD: A = [0;2;3],D = [4; —2; 3]
¢)EF:E=[1;-1;-2],F = [3;-3;4]
d) GH: G = [4;-2;3],H = [2;1; 5]
Urcete vzajemnou polohu primky a roviny.

Resent:

a)AB:A =[0;2;3],B = [-6; —4; 3]

27



xX+yY +2zZ =aA+ bB

Nejprve vySetiime spole¢ny smér. Musi tedy platit: x + y +z = 0;a + b = 0. Vyjadfenim a

ay z rovnic dostdvame: a = —b;y = —z — x.

2x+z=—6b
—2x—z=2a—4b
x+y+4z=3a+3b

Dosadime a = —b; y = —z — x:

2x+z=—6b
—2x—z=—-2b—4b
x—z—x+4z=-3b+3b

Resenim soustavy t&chto tii rovnic o tiech neznamych je: z = 0;x = 0;b = 0;a = 0;y = 0.
Piimka nema s rovinou spole¢ny smér. Jak to bude se spole¢nymi body? Protoze jde o A3,

o¢ekavame, ze bude jediny. Pfesvéd¢me se o tom:

2x+z=—6b
—2x—z=2a—4b
x+y+4z=3a+ 3b.

Musiplatit: x +y+z=1;,a+ b = 1.

2x +z = —6b
—2x—z=2(1—b)—4b
x+(1—x—2z)+4z=31-b)+3b

Resenim soustavy je b = Piimka ma s rovinou jeden

olu

. —21 —
’Z_Ela'_

]

—>
Ptimka AB je riznobé&zna s rovinou y.

o lu

. — 5. —
;X—_g;y—

w SIlr

spole¢ny bod R = [—1; 1;

b) AD: A = [0;2;3],D = [4;—2; 3]
xX+yY+2zZ=aA+dD

Nejprve vySettfime spole¢ny smér. Musi tedy platit:

x+y+z=0;a+b=0.
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2x +z=4d
—2x—z=2a-—2d
x+v+4z=3a+ 3d

Resenim soustavy rovnic je d = t (parametr); a = —t;y = 2t;z = 0; x = —2t.

Piimka AD ma spole¢nd smér s rovinou y.
Vysettujeme-li spolecné body, feSime tuto soustavu:

2x+z=4d

—2x—z=2a-2d
x+y+4z=3a+3d
x+y+z=1

at+d=1

2x+z=14d
—2x—z=2(1-d)—2d
x+1—x—2z4+42z=3(1—-d)+3d

2x+z=4d
—2x—z=2-—4d
3Z=2,Z=z.

3

Po dosazeni z do soustavy rovnic zjistime, Ze dana soustava nema feSeni. Pfimka s rovinou

nemaji spolecné body a pfitom maji spolecny smér, proto musi byt navzajem rovnobé&zné.
¢)EF:E =[1;,—-1;-2],F = [3;-3; 4]
Spole¢ny smér roviny y a ptimky:

2x +z = 1le + 3f
—2x—z=-1e—3f
x+y+4z=—-2e+4f

x+y+z=0
e+f=0
Resenim soustavy rovnic je: x = 0; y = 2e; z = —2e; f = —e. Pfimka ma tedy spole¢ny smér

S rovinou y.
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Spolecné body podprostori:

2x +z = 1le + 3f

—2x —z=-1e —3f

X+y+4z =—2e+4f

x+y+z=1

et+f=1.
Resenim dané soustavy rovnicjex =2 —2t;y =2 —4t;z=-3+6,e=1—t; f =
t (parametr). Pfimka mé s rovinou spolecny smér a ptimku bodti. Miizeme tedy fici, ze

—> .o
pfimka E'F nalezi roving y.

d) GH:G = [4;-2;3],H = [2;1; 5]
Vysetiime spoleény smér danych podprostori:

2x +z=4g + 2h

—2x—z=-2g+1h

x+y+4z=3g+5h

x+y+z=0

g+h=0
Soustava rovnic ma pouze trivialni feSeni. Pfimka GH nema s rovinou y zadny spole¢ny smér.
Pti hledani spolecnych bodl zménime posledni dvé rovnice na soucet 1. VyfeSenim soustavy
dostavame toto feSeni: x = 3;y = —4;z = 2; g = 3; h = —2. Prlsecik roviny s ptimkou je

R = [8; —8; 1]. Z &ehoz vyplyva, ze ptimka GH je riznob&zna s rovinou y.

11. Vypoctéte obsah ¢tyiruhelnikii:

a) ABCD: 4 = [1;0],B = [4;0],C = [5;3],D = [4;1]
b) KLMN: K = [1;0],L = [4;0],M = [5; 3], N = [4; 4]

Reseni:

Nejdtive zjistime, zda jsou body ABCD linearn¢ nezavislé (postup viz vyse). Poté si
vybereme u daného ¢tyttihelniku pouze tfi body ABC a pomoci kladnych ¢i zdpornych
koeficientd bodu zjistime, zda bod D lezi uvnitt, nebo vné trojuhelniku ABC.

Lezi-li uvnitf, je ctyithelnik nekonvexni a musime od Sp,pc odecist Sycpa- Je-li naopak bod

D vn¢€ AABC, pak je ¢tyiuhelnik konvexni 0bsah Sycp4 pti¢teme k Spypc. K spravné
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piedstavé ndm pomuze obrazek.

a) ABCD: A =[1;0],B =[4;0],C = [5;3],D = [4; 1]

aA+bB+cC=D;a+b+c=1

a+4b+ 5c =4

3= Tjc=2a=25h=
A T Y

JelikoZ jsou koeficienty a, b, ¢ kladné, bod D lezi uvnitt trojuhelniku ABC. Ctyfuhelnik je

nekonvexni. Nastal tedy prvni ptipad.

Sapcp = Saasc — Sacpa

Obsah trojuhelniku ABC vypocteme dle vztahu:

1 1
Sasnc = 5 11(C ~ DB ~ M)l =5 1[(43)3 0]l =
4 3” _9
3 0 2

Nésledné dopocteme obsah trojuhelniku CDA:

1
2

1 1 1{|—3 — 5
Sacoa = 571[(4 = D)€ = D)II = 5 1[(=3; =) (1; 2)]| =5‘| 3 21” =2

=2

N[O
N Ul

Sapcp = Saasc — Sacpa =
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b) KLMN: K = [1;0],L = [4;0], M = [5;3], N = [4; 4]

S(KMN)

S(KLM)

[N ]

kK +IL+mM=N;k+1l+m=1
k+4l+5m=4->k+4(1—-m—-k)+5m=1

3m=4;m=o
m = ,m—3

Jelikoz je jeden koeficient zaporny, bod D lezi vné trojuhelniku ABC. Ctyfuhelnik je
konvexni. Nastal tedy druhy piipad.

Skrmn = Sakim + Samnk

Obsah trojuhelniku ABC bude stejny jako KLM, tedy: Sagiy = 3.

Nasledné dopocteme obsah trojuhelniku MNK:

1 1 1{|—3 — 7
Sunwi = 57 |[(K = NY(M = W] = 5 1[(=3; ~H (L =D]| = 5|| 3 _‘1*” =2

9 7
Skimn = Spakim + Samnk = > + 2=
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12. Najdéte souradnice vrcholu C trojuhelniku ABC, vite-li, Ze bod C leZi na stejné
pfimce jako body X = [1;1;1]aY = [-1;—-7;17]. Vrcholy A, B maji
soufadnice A = [—1;1; —5], B = [3; 2; 4] a obsah trojuhelniku ABC je 30.

Reseni:
Bod C = [cy, ¢y, c3] miZeme vyjadiit pomoci linearni kombinace bodu X a Y:

C=xX+yY;x+y=1.

Vyjadiime si y a dosadime do rovnic:
ci=x—-y=1-2y
c;p=x—7y=1-8y
cz=x+17y =1+ 16y.

Pro nas ptiklad budeme pocitat s vektory:

a=B—-A=(4;1,9)
b=C—A=(C1+1, Cz—l; C3+5).

Vektorovy soucin a X b = (14, 15, l3) mizeme vyjadfit:
ly = azbs — azb,
lz = a3b1 - a1b3

l3 = a;b, — ayby

Doplnénim soufadnic vektora a, b dostavame rovnice:
lL=c3+5-9(c;—1) =¢c3—9c, + 14
l,=9-(c;+1)—4(c3+5) =9¢; —4c; — 11
l3=4-(c;—1)—¢c;—1=4c, — ¢, — 5.

Za soufadnice bodu C dosadime jiz diive vyjadiené souradnice pomoci bodu X, Y.

[, =6+ 88y
l, =—-6—82y
l; =-2-30y
Dopocitame ptiklad. Obecné plati:
S = 1 la X b|
2

IaXbI =J112+l22+132
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1
30 =§\/l12+l22+l32

1921y? + 270y — 440,5 = 0

. v . —270+V3457702
Rovnice ma dvé feseni: y, , = —————

Pro y; budou soutradnice vrcholu C:

2191 — /3457702
1921

3001 — V55323232
C2=1-8y= 1921

—239 + 221292928
1921 '

C1=1_2y=

c3 =1+ 16y =

Pro y, budou soufadnice vrcholu C:

2191 + V3457702
1921

3001 + \/55323232
N 1921

—239 — /221292928
1921 '

cg=1-2y=

c,=1-8y

c3=1+16y =

13. Vypoctéte stied Sestithelniku KLMNOP, jestliZe znate souradnice dvou vrcholi
K = [4;0] a L = [2;2+/3]. Poté pomoci linearni kombinace bodi vypoététe
souradnice zbylych bod Sestiihelniku KLMNOP.

Resent:
Nalezeni souiadnic bodu S = [sy; s5]:
Nejprve nalezneme stted usecky KL, tim povedeme ptimku p, ktera bude kolma na tisecku

KL. Je ztejmé, ze ptimka p bude prochazet hledanym stfedem S Sestithelniku KLMNO.

[4;0] +3[2:2v3] = [3; V3]

N| =

S 1L+1K—
LK* 5 o=

u=1L-K=[22V3]-[40] = (-2;2V3)
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Smérovy vektor U je normalovym vektorem piimky p. Vytvoiime obecnou rovnici pfimky p:

p: —2x; +2V3x, + ¢ =0,

SLK (S p,p: _le + 2\/§x2 = O
\/§X2 - xl
Vime, Ze vnitini tthel mezi KS a KL je 60°.
u=KL= (—2; 2\/§)
U=E§= (51_4‘; 52)
Ze znamého vzorce:
lu- vl

cos60° = ———

llull - vl

1 |=2(s1 =49 +2V35s,)|
2 4./(s1 — 4)% + 5,2

s2(s2 —2V3) =0

ReSenim jsou dva kofeny: s, = 0;s,, = 2+/3 . Dosazenim do rovnice v3x, = x;
vypocteme druhou soufadnici stfedu. s;, = 0; s;, = 6. Dostavame tedy dva mozné€ stiedy:

S, = [0;0],S, = [6;2V3].

Dale budeme pocitat soufadnice vrchold Sestithelniku KLMNOP jen pro stied S; = [0; 0]. Pro
druhy stfed bychom postupovali analogicky.

Ptedstavme si zadany Sestiuhelnik:




Miuizeme provést vypocet soufadnic vrcholl Sestithelniku napt. t€émato dvéma zplsoby:

1. Zname soufadnice tii bodli a to K, L a S, pomoci kterych mizeme vyjadrit zbylé body.

K nalezeni téchto kombinaci miizeme vyuzit obrazku.

0=25-1
N=25—K
P=S+K-L
M=S+L—-K

Dosadime soufadnice bodu:

0 = 2[0;0] — [2;2V3] = [-2; —2V3]
N = 2[0;0] — [4;0] = [—4; 0]

P =1[0;0] + [4;0] — [2;2V3] = [2; —2V3]
M = [0;0] + [2;2v3] — [4;0] = [-2;2V3].

Dostavame soufadnice vSech vrchold Sestithelniku KLMNOP.

2. Zptsob vypoctu je ponékud méné vhodny. Vime, ze AKLS a APKS jsou rovnostranné.
Spojime-li body LP mzeme vidét, ze Giseka déli SK v pili a je na ni kolma.

Nejdtive zjistime bod Sgg, ve kterém PL puli usecku SK:

S —1S+1K
SK_Z 2

1 1
Sex ==10;0 4,0
sk = 510,01+ [4;0]
SSK_[Z'O]

Podobnym zptisobem vypocteme soutadnice vrcholu P = [pq, p2]:

Soo=ipylp
=L L
Ty
1 1
=_ .2
py=2; p, =—2V3
= [2;—2\/?].
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Vrchol O = [04; 0,] vypoéteme:

S —1P+1S
SP_Z 2
—12+1 0=1
S1=347 0T
1 1
Sz=§'(—2\/§)+z'0=—\/§
Ssp = [1; —V3]
S —10+1K
sP =5 5
1 1
125014‘5'4
1 1
_\/§:§02+EO
01=_2; 02=_2\/§
0 =[-2;-2v3.]

Ostatni vrcholy bychom vypocetli analogicky.

14. Pomoci linearni kombinace bodu vyjadiete obecny vztah déliciho poméru tii

bodii na primce.
ReSeni:

Obecné délici pomér tii kolinearnich bodu vyjadiime vztahem:

(A—X) =8B —X).

Chceme vyjadrit tento zapis ve tvaru:

X = aA + bB.
Upravou zjistime koeficienty a, b:

A—X=6B —6X
5 1 ,_ 8 . A
G- - G- -1
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X = ! A+( J )B
T 1-6 1-6/

Hledame-li vyjadieni déliciho poméru pomoci linearni kombinace krajnich boda useCky AB a

5 “y s
;b = ———. Pro ovéfeni existence tohoto

o . . 1
bodu X, zjistime, ze koeficienty jsou rovny: a = P 3

vyjadieni, seCteme koeficienty a musi se rovnat jedné, protoze na druhé strané€ rovnice

vyjadiujeme bod.

o1 6 \_1-6_,
a+ _1—6+( 1—5)‘1—5‘

15. V A; jsou dény dvé mimob&zky: a = AB: A = [1; —2;0],B = [2;0;3];b =
CD:C = [3; 0; 4], D = [5; —1; 3]. Najdéte pFicku mimobéZek prochazejici bodem
R =[—-1;6;14].

Resent:

Zvolime-li si jednu z ptimek a rozsitime podprostor o bod R, dostavame novy podprostor
a = ABR.
Najdeme prinik tohoto podprostoru s druhou ze zadanych piimek, tedy pfimkou b. Jejich
prasecikem bude bod, jimz bude prochazet pticka p.
anb:aA+bB+rR=cC+dD;a+b+r=1;c+d=1.
a[1;—2;0] + b[2;0; 3] + r[—1; 6; 14] = c[3;0; 4] + d[5; —1; 3]

Dostavame soustavu rovnic:

a+b+r=1
c+d=1
a+2b—1r =3c+5d
—2a+6r =-1d

3b + 14r = 4c + 3d.
. y . " o N v 26
Maéme pét rovnic o péti neznamych. Soustava ma prave jedno feSeni: a = —5; b = 5iC=
-5d=6m=-— 2. Prinikem roviny a a ptimky b je bod. Dosazenim koeficientli mizeme

vypocist soutadnice bodu, ktery ozna¢ime K = [xq, X5, x3].

26 8
X1:—5'1+?'2+§'1:15

26 8
X, ==5 (-2 + 5 0-5:6=—6
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_ 5. +20.3_ 8.,
X3 = 3 3 T T T3

Hledana pticka p bude dana body K a R.
p:S=kK+rR k+r=1

Za jednu z proménnych zvolime parametr t.
Po Upravé parametrické vyjadieni pfimky p mizeme zapsat:

p:51 = _1+16t

So =6_12t
=14 76t
S3 = 3 .

16. M&jte v A, polorovinu danou pfimkou p: AB: A = [1;4], B = [4; 3] a bodem
C =[6;5].
Rozhodnéte, v které poloroviné lezi body D = [3;5]; E = [2;2]; F = [7;2].

Reseni:

Poloprostor miizeme zadat nadrovinou daného prostoru a bodem, ktery nenalezi nadroviné

prostoru. V' A, je nadrovinou ptimka dana body A, B a bod C urcujici kladny smér

poloroviny.

Odvod’me si podminky pro libovolny bod. Jak pozname, ze lezi v dané, ¢i opacné poloroving?
X=A+t;(B—A)+t,(C—A) =A+t;B—t;A+t,C—t,A
X=0-t;—t,)A+t;B+t,C

Jakych hodnot mohou nabyvat hodnoty, aby dany bod lezel v poloroving? V prvni fadé¢ musi

platit pro soucet koeficient: (1 — t; — t,) + t; + t, = 1. Tato rovnost plati vzdy. Bude-li t;

zaporné zméni se nam polorovina? Ne, nezméni. Smér vektoru B — A bude opacny, ale bude

stale nalezet zadané poloroving. Jak bude zalezet na koeficientu t,? Tento koeficient mame
ptred vektorem: t,(C — A). Bude-li tedy zaporny, bod jiz nebude nalezet dané poloroving, ale
opacné poloroving. Pokud je koeficient t, kladny, nebo roven nule, bod nalezi zadané
uzaviené poloroving.

Bude platit, ze bod X nalezi poloroving, pravé tehdy jestlize spliuje:

X=aA+bB+cC;c=0.
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D=aA+bB+cC;a+b+c=1;
3=1a+ 4b + 6¢C
5=4a+ 3b+ 5¢c

l=a+b+c
Resenim soustavy rovnic je a = Z; b=- g; c= g. Koeficient ¢ je kladny, bod D tedy nalezi

dané poloroving.

E=[22]
E=aA+bB+cC;a+b+c=1;
2=1a+4b+ 6cC
2=4a+3b+ 5¢c
l=a+b+c
Resenim soustavy jea = 0; b = %; c= —%. Jelikoz je ¢ < 0, bod E nalezi opacné
poloroving.
F =17;2]:
E=aA+bB+cC,a+b+c=1;
7=1a+4b + 6¢C
2=4a+3b+ 5c
l=a+b+c
Resenim soustavy rovnic je a = —1; b = 2; ¢ = 0. Koeficient ¢ je nulovy. Nastal posledni

mozny ptipad. Bod F néleZi hrani¢ni pfimce.

17. Méjte v A4 poloprostor dan nadrovinou p = KLM: K = [1;1;1;1],L =
[3;1;2;1],M = [2;1; 3;2] abodem N = [6; 2; 4; 5]. Rozhodnéte o vzajemné
poloze poloprostoru p abodt X = [3;5;1;1]a Y = [-1;2; 2; 3].

Reseni:
X=kK+IL+mM+nN;k+1l4+m+n=1
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Hodnoty koeficientu n mohou nabyvat hodnot:
n > 0 ...Bod bude lezet v zadaném poloprostoru.
n < 0 ... Bod bude nélezet opacnému poloprostoru.

n = 0 ... Bod bude nalezet hrani¢ni nadroviné.

3=1k+3l+2m+6n
5=1k+1l+1m+2n
1=1k+2l+3m+4n
1=k+1+2m+5n
l=k+l+m+n

Resenim rovnicjek =7;l = -8, m = —2;n =4 > 0, tedy bod X nalezi zadanému

poloprostoru.

Vysettujeme-li, zda bod Y nalezi danému poloprostoru, zménime v ptedeslych rovnicich
. . ¥ . SR . .- 34
levé strany rovnic, za soufadnice bodu Y. ReSenim takto upravené rovnice je: k = = l=

41 46 2 . “
—mm=gin=—< 0, tedy bod Y lezi v opaéném poloprostoru.

18. P¥imka p = XY: X = [3;—4; 0], Y = [0; 0; 3] prochazi konvexnim &tyFsténem
ABCV, kde 4 = [0;0;0],B = [5;—4;0],C = [3; —5;1],V = [2; —2; 8]. Pomoci
linearni kombinace bodu vypoctéte body priuniku piimky a télesa. Jaké budou

koeficienty linearni kombinace téchto boda?
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Resent:

Uvedeme dva mozné postupy feseni. Nejprve pfimym zplisobem vypocteme cast ptimky,
ktera protina Ctyfstén. V nize uvedeném postupu, budeme hledat priseciky se st€nami
Ctyfsténu.
1) Vypoctéme pomoci linearni kombinace boda priinik Ctyfsténu s piimkou.

Xx+yY =aA+bB+cC+vV

x+y=1

a+b+c+c=1

3x =5b+3c+2v

—4x = —4b — 5¢c — 2v

3(1—x)=c+8v

Pomoci matice vyfeSime soustavu rovnic jejiz feSenim jsou koeficienty:

115-190t 52-70t —140+470t 81-102t —20-102t
- Cc = Y = Cx = AP — .

a =t (parametr); b =

305 61 '’ 305 ! 61 '’ y 61
Pro libovolny bod, ktery bude nélezet ptimce a zaroven Ctyfsténu musi platit, Ze koeficienty a,
b, ¢, v museji byt vétsi, nebo rovny nule. Hledejme tedy podminky pro parametr t:
52 — 70t -0

61 -
—140 + 470t
—— >0

305

115 — 190t
— >0

305
t=0.
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. ’ v , < . 14 23
Parametr t vyhovuje vy$e uvedenym nerovnicim v intervalu (E ; E)'

Body vyhovujici soutadnicim bodu S = [s4, 55, 53]:

243 — 306t
15761
—324 + 408t
52 = 61
—60 — 306t
53T T 61

. : 14 23 s I o
a pro néz bude parametr t v intervalu <E ; g), budou naleZet pruniku ¢tyifsténu a piimky p.

2) Primka p:
xXX+yY=Lx+y=1

ll = +3x
lz = _4'x
l3 = 3 - 3x

Nejprve vySettime prasecik AABC N p:
aA+bB+cC=Q;a+b+c=1.

Bod Q je bod pruniku.

Soustava rovnic ma tvar:

5b +3c = 3x
—4b — 5¢c = —4x
c=3—-3x
a+b+c=1.
Resenim soustavy rovnic je x = g; a= %; b= :;7; c= %. Koeficienty a, b,c = 0, tedy

pfimka p prochazi timto trojuhelnikem. Parametr t dosadime do parametrického vyjadieni

piimky p a vypocteme soufadnice bodu Q.

117 156 114

0=l 27 ~ 371
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Kterou dalsi stranou bude nejspiSe pfimka prochazet? Zkusime priisecik trojihelniku ABV a
piimky p.

aA+bB+vW=Za+b+tv=1
Postupovat budeme analogicky jako v pifedchozim piipad¢€. Po vyfeseni soustavy rovnic nam
vyjde zaporny koeficient b. Pfimka tedy neprochazi touto stranou ¢tyfsténu.
DalSim pravdépodobnou stranou je AACV N p:

aA+cC+vV=~Z,a+c+v=1.

Koeficienty a, ¢, v jsou nezaporné. Tedy piimka p prochazi timto trojuhelnikem. Jaké budou
soufadnice bodu Z? Ze soustavy rovnic je parametr t = % Dosazenim parametru t do

parametrického vyjadieni piimky p zjistime soufadnice bodu Z.

18 24 39

' "19°19

Usecka QZ je vnitini ¢asti étyisténu ABCV. Vyjadiime-li body usecky QZ pomoci vrcholt

z=|

Ctyfsténu, vSechny body budou mit nezaporné koeficienty.

19. Pas je ohranicen primkami p = XY:X = [1;6],Y =[2;4]aq = KL: K =
[4; 4], L = [2; 8]. Riiznob&na pfimka s = QZ: Q = [6; 0], Z = [0; 8] protina
tento pas. Pomoci linearni kombinace bodu naleznéte body primky leZici na

priniku pasu a primKky s.
ReSeni:

Pro libovolny bod F, ktery nalezi priniku pfimky S a pasu p, q musi platit:
F=t;L+t,K+t;YV; t; +t, +t3=1;t, =0
a zaroven musi platit:
F=kY+k,X+ksL; ky +ky,+ks=1; k3 =0.

Ozna¢me krajni body usecky, na niZ lezi pravé vSechny body, které naleZi pasu i1 pfimce
s body M a N.

M:qNns

MeqgM=IL+kK

Mes:M=qQ+2zZ
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Soustava rovnic bude ve tvaru:
IL+ kK =qQ +zZ
2l + 4k = 6q + 0z
8l + 4k =0qg + 8z

k+1l=1
q+z=1.
Resenim soustavy je l = —1;k = 2; g = 1; z = 0. Dosazenim koeficientli do libovolné

z dvou rovnic, které pomoci linearni kombinace dvou bodu vyjadiuji bod M, dostaneme

soufadnice: M = [6; 0].

Analogicky vypoéteme druhy krajni bod usecky, bod N:
N:pns
Nep:N=xX+2zZ
N €s:N =qQ + zZ.

Soustava rovnic bude ve tvaru:
xX +zZ =qQ +zZ
X+ 2y =6q+ 0z
6x +4y =0q + 8z

x+y=1
q+z=1.
Resenim soustavy je x = 2; ¥ = —1; g = 0; z = 1. Dosazenim koeficientd do libovolné

z dvou rovnic, které pomoci linearni kombinace dvou bodu vyjadiuji bod N, dostaneme

soufadnice: N = [0; 8].

Prinik pasu piimek p, g a pfimky s bude tsecka MN. Body M, N jsou nadhodou totozné s body
Q, Z. V piipad¢ kde by ptimka s byla zadana jinymi body, postup by se nezménil.

20. Rovnobéznostén ABCDEFGH ma objem 150. Vrchol D leZi na primce l = XY.
Vypoctéte souiradnice bodu D.

A=[2;3;6], B=[8;4;1], E=[0;0;0], X = [4;,-3;1],Y = [-6;2; 1]
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Reseni:
Bod D mizeme vyjadiit pomoci linearni kombinace bodi X a Y.
D=xX+yY;x+y=1
di=4x—-6(1—-x)=10x—6
dy =—-3x+2(1—-x)=—-5x+2
d;=x+(1—-x)=1
Objem rovnobé&znosténu miizeme vypocitat pomoci vnéjsiho soucinu téchto tii vektort:
B—A=(6;1;-5)
D—A=(dy—-2;d,—3;d; —6)
E—-A=(-2;,-3;6)

Za soutadnice bodu D dosadime nami jiz vyjadiené soufadnice bodu D na koeficientu x.
D—-A=(10x — 8;,—5x — 1; =5)
Vypocet objemu:

V=I[B—AD-AE—Al|

6 1 -5
1| -2 -3 —6[| = 150
(10x—-8) (-5x—1) -5
6 1 -5
| —2 -3 —6(| =202 + 440x
(10x—-8) (-5x—1) -5

|202 + 440x| = 150

4 13
X{=—=; Xy = ———
YTOo5T TP 110
Dosazenim koeficientu x do rovnic pro soufadnice bodu D dostavame dvé mozna feSeni:
79 57
x::D =1[2;-2;1]apro x,: D = [_E’Z' ].
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NereSené ulohy

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Jaké souradnice t&zisté bude mit AABC: A = [0;5],B = [6;8],C = [3;5].
(T=1[36D
Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek:
A)p=XV:X=[L1],Y=[3;5; q=2Z7=[23]7=][41]
b) a = AB:A = [2;7],B=[4;9]; b =CD:C = [1;6],D = [—4;1]
)k =RS:R=1[0;2],S=[-2;6]; 1=TU:T=][6;11],U = [0; —1]
(a) rtiznobézné, b) totozné, c) rovnobézné)
Rozhodnéte, zda bod M = [3; 2] lezi v konvexnim thlu AVB: A = [3;3],V =
[1;1],B = [4;1].
(Ano)
Rozhodnéte, kde lezi body M, N, O viic¢i AABC:
A=[1;1],B=[1;1],C=[1;4],M = [1;3],N = [2;2],0 = [4;2].
(M € AG; N € AABC; 0 lei vné AABC)
Vypoctéte obsah nepravidelného ¢tyirahelniku OPQR:
O=[0;0],P = [5;0],Q = [6; 3], R = [4; 2].
(Sopqr = 387)
Urcete vzajemnou polohu piimky p:x; = 2+ t; x, = 1 + 2t; X3 = 2 + taroviny
p=ABC:A=[0;0;3],B=1[2;1;1],C = [5;0; 2].

21 12 21

(primka je rtiiznobézna s rovinou p, spolecny bod X = [E;E;E]
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Z.avér

V analytické geometrii je pouzivani metody linearni kombinace bodut pro feseni tloh vétSinou
neobvykly zptsob. Pfizndm se, ze mné samotné se nepodafilo nalézt priklady feSené touto

metodou. Proto jsem se rozhodla vypracovat bakalaiskou praci na dané téma.

V prvni Casti prace jsem vysvétlila danou problematiku, nutnou k pochopeni feSenych

prikladu. Zahrnuje zakladni definice a teoretické souvislosti.

Nasledovaly fteSené ulohy. Nejdiive bylo uvedeno, kdy je linearni kombinace bodu
mnozinam, poloprostoriim a prostorim. Nasledovala feSeni vzajemnych poloh piimek, rovin,
mimobéznych podprostord, pasu a ptimky, délici pomér, obsahy a objemy téles. Konec ¢asti

feSenych uloh uzaviraly poloroviny, poloprostory a prinik piimky s télesem.

Castym problémem studenti je piedstavivost, proto u slozit&jsich uloh jsem piilozila obrazky.
Myslim si, Ze feSeni bylo vzdy popsano jasné, dostate¢né podrobné a srozumitelné. V piipad¢,
ze byl postup feseni uveden v nékteré vySe uvedené uloze, nebyl uz dale tak podrobné

rozepsan.

Zavérecnou Cast jsem doplnila o n€kolik nefesenych ptikladt s uvedenym vysledkem. Student

se tedy muze pokusit vyfesit ulohy samostatné a tak procvicit ziskané znalosti.

Doufam, ze tato prace pomohla studentim ptiblizit metodu linearni kombinace bodu, jak

teoreticky, tak prakticky, a splnila tak svij cil.

48



Seznam pouzité literatury

[1] JUKL, Marek. Analytickd geometrie. Univerzita Palackého, 2014, 352 s. ISBN 978-80-244-3963-1
[2] SEKANINA, Milan. Geometrie 1. Praha : SPN - pedagogické nakladatelstvi, 1986. 14-462-86.

[3] ZLATOS, Pavol. Linedrna algebra a geometrie,. 2011, 744 s. ISBN 978-80-811-4111-9.

49



