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Abstrakt

Cilem prace je popsat moznosti urceni vlastnich tvart kmitjicich desek, zejména vyuzitim
Chladniho obrazcti. Déale je pozadovana demonstrace Chladniho obrazci na experimen-
talni soustavé buzené desky navrzené dle MKP modelu. Model byl vytvoren pomoci soft-
waru Ansys 2019 vyuzitim modulu Workbench. Dany experiment byl poté proveden na
desce z plexiskla a dale i na ocelové ¢tvercové a ocelové obdélnikové desce, a porovnaly se
s frekvencemi a tvary ziskanymi z modelu. Pii experimentu byla deska buzena za pomoci
Elektrodynamického shakeru od spole¢nosti The Modal shop, inc. (model K2007E01).

Summary

The focus of this bachelor thesis is finding natural frequencies and shapes of thin plate, by
using mainly the Chladni figures. Then there is requiered an experimental demonstration
on plate excitated, designed acording to FEM model. FEM model was created using soft-
ware Ansys 2019 workbench. The experiment have been done on plexiglass plate, steel
square plate and steel rectangular plate, and aquired frequencies and shapes were compa-
red with the model results. The plates were excitated by electrodynamic shaker from the
company The Modal shop, inc. (type K2007E01).
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1 Uvod

Ernst Chladni nebyl prvni, kdo se zabyval vlastnimi tvary rozkmitanych desek. Na tuto
problematiku narazil jiz G. Galilei, ktery si povsiml, Ze se na zvuénych deskach hudeb-
nich nastroja shluky prachu v urcitych mistech pohybuji velmi vyrazné, kdezto v jinych
se nepohybuji vibec. Dalsim prikopnikem byl R. Hook, ktery 8. ¢ervna 1680 provedl
experiment sklenénych deskach, které posypal moukou a nasledné je rozkmital smyccem.
Zasluhy za objev tohoto jevu jsou ale pripisovany E. Chladnimu, protoze byl prvni kdo se
problematikou zabyval podrobnéji a zpracoval tuto problematiku pro nékolik pravidelnych
tvaru desky (¢tverec, kruh, obdélnik). [9]

Poznatky o vlastnich tvarech kmitajici desky publikoval Ernst Chladni ve své knize: Ent-
deckungen tber die Theorie des Klanges v roce 1787. Experiment byl proveden tak, Ze stie-
dem upevnén kovovy plat, na ktery se nanesl jemny pisek, byl rozkmitan pomoci smycce.
Rozkmitanim desky se pisek zacal seskupovat v mistech desky, kde se vyskytovaly vinové
uzly (nulova vychylka stojatého vInéni). Tak vznikaly ndznaky danych vlastnich tvari
desky (obr. 1.1). E. Chladni ovliviioval obrazce pridrzenim desky nebo smykanim smycce

Lo

Obrazek 1.1: Znazornéni experimentu E. Chladniho (prevzato z: [8])

na ruznych mistech. Pridrzenim desky do daného mista vnutil vilnovy uzel a zménil tak
vznikly obrazec. Naopak v misté, kde se smyka smyccem, je na plat vnucenda maximalni
vychylka. Nékteré ziskané obrazce E. Chladnim je mozné vidét na obrazku 1.2.
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Fig. 1 Ny 2 doa M 4 21 5. 29

Obréazek 1.2: Znazornéni experimentu E. Chladniho (pfevzato z: [9])

Resonanc¢ni frekvence predstavuji zavazny problém u vSech stroji. I sebemensi vibrace
muze napachat velmi zavazné skody pokud bude zesilena resonanci. K zjisténi vlastnich
frekvenci se v praxi da velmi dobfe vyuzit modalni a harmonické analyzy a odhalit tak
pripadné rizikové frekvence a predejit tak problémtm bez vétsich nasledk.
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2 Pohybové rovnice kmitajici desky

2.1 Matematicko-fyzikalni popis Chladniho obrazct

K popisu desky muze byt pouzita Kirchhoffova teorie tenkych desek (zndma také jako
Kirchhoff-Love teorie desek). Tato teorie predpoklddéa desku o dvou vyrazné vétsich roz-
mérech nez je rozmér treti (rozméry desky jsou vyrazné vétsi nez jeji tloustka), a vychézi
z Euler-Bernoulliho teorie pro ohyb prutu. [6]

Predpoklady, které G. R. Kirchhoff zavedl, a A. E. H. Love potvrdil byly:

1. Strednicova plocha se deformuje jen velmi malo.
2. Normalové napéti (o,) je v porovnani s napétimi o, a o, zanedbatelné malé.

3. Body lezici na primce kolmé ke stfednicové plose pred deformaci, na ni lezi i po
deformaci. Déle ztstavaji i ve stejné vzdalenosti od strednice a plati e, = 0

4. Body lezici na stfednicové plose desky se pri deformaci posouvaji pouze po ose
z(musi platit, Ze je symetricky tvar i materidl desky).

Na zakladé téchto predpokladii lze pretvoreni vyjadrit jako funkci ohybu strednicové plo-
chy w(z,y). [3], [6]
Zkoseni 7., vy jsou na zakladé predpokladi nulova

_8u (f)iw ov  Ow

Tz — :O, = = 7:0, 2.1
& 8z+8x Ty 82+8y (21)

a protoze je posun w nezavisly na soutadnici z (¢, = g—f = 0), tak pro posun bodu o

SoufadniCiCh ($, Yy, Z) plati
u\xr z —Z —+ uglx v\xr z —Z —+ vl .
Y, o\, Y), » Y, Y o\T,Y),

kde uy a vy reprezentuji posuvy v a v v bodé (z,y,0) (bod lezici na stfednicové plose).
2.1.1 Fyzikalni rovnice desky

Z obrazku 2.1 je patrné uplatnéni Kirchhofovych predpokladii.

 Stfednicova plocha se pohybuje pouze ve sméru osy (z).

11



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

us-Z8ind,

Obrézek 2.1: Geometrie desky ohybané za uvazovani Kirchhoffovych predpokladi. (Prevzato z

3])

« Normaéla (n) ke stfednicové plose pred deformaci, ztistava normalou (n’) i po defor-
maci.

e Posunuti bodu mimo stfednicovou plochu (bod K do bodu K’) lze vyjadrit jako
funkei u = fi(w), popt. v = fao(w).

Na zdkladé geometrie znazornéné v obrazku 2.1 ziskame pro vektory posunuti (2.3):

ow
u = —Zﬁx = —Z%’

ow 9
v=—2U, = —z—ay, (2.3)

a deformace (2.4, 2.5):

ox Z(‘?x Z(‘?x?’
ov 0 ow 0*w
_Jr_ Y7y 24
% Jy 8y<28y> oy’ (24)
ow
€, 5—0,

12



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY
_@+@_2 _ow +£ _ow __Qza%
oy = dy  Oxr Oy ox oz oy ) dzdy’
0
_%+w_a_ﬁw+%_ﬂwi%%’%_o
Yoz = 0z Ox 0Oz ox or ox 0z  Ox (2.5)

Lo w0 ow\ ow_ o o ow
T2 = 5, oy 0z oy oy Oy yoz oy

Dle Hookuiva zakona rozsifeného pro rovinnou napjatost (2.6)(predpoklad tenké desky)
muzeme ze vztahit pro pretvoreni odvodit vztahy pro jednotlivé slozky napéti(2.7).

Egp = E(UgC — joy)
1
Ey = E(O'y — po) (2.6)
Ty
Vay = ?y
E (0 + e, Ez 02w+ J*w
Oy = ——5\&x = -
1— Hey 1—p? \ Ox? M@yz
E Ez [0*w 9*w
0y = 756y T HE) =i <8y2 +M8x2> (2.7)
. Ez J*w
Ty = Ty — Ty — T
v Ty 2(1—|—u)7y 1+ 0z dy
Pro jednotlivé slozky tenzoru napéti tedy plati:
E (e + ) Ez 0*w n 0*w 20
Oy = Ex Ey) = —
1 — p? Hey 1—p? \ Ox? M3y2
E Ez [J*w 9*w
- )=— 0 2.8
O-y 1_M2(€y+l’t€) ]._[1/2<8y2 +Ma$2>?§ ( )
E Ez 0w
Tay Ty 2(1—|—u)7y 1—|ru8:1:8y7é

Abychom urcili vztah pro smykova napéti (7,., 7,.), musime vyjit ze statické rovnovahy

prvku. Pro urceni 7., vyjdeme z rovnice pro statickou rovnovahu ve sméru x:
0o, OTyy n 0Ty

=0 2.9
ox y 0z (2.9)
Jednoduchou tpravou si vyjadiime 7,.,:
OTy 0o, OTyy z 0o,  OTyy
_ 90z _ — = _ 9% dz, 2.10
0z Ox Ay K /_ B ( Ox dy ) : (2.10)

kde —g znaci krajni vlakno priifezu desky a z znac¢i z-tovou soutadnici vysetfovaného

13



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

Obrazek 2.2: Napéti a sily pusobici na prvek desky (Prevzato z: [3])

bodu. Pro ziskani 7,., dosadime do rovnice 2.9 za o, a 7., z rovnic 2.7 a provedeme
prislusné derivace.

do, Bz PPw N Aw
oxr 1 —pu?\ 0 M@x8y2

(2.11)
OTuy Ez Pw

dy _1—1—,u8x8y2

Ziskdme pak vztah pro 7., ktery lze nasledné upravit.

# do, OT,
7-:62:/_; <_83: — a;) dz =
:/z Ez (8310 b Pw )+ Ez d%w Qs —
S AN 0xy? 1 + p 0z0y?
z Ez Pw Pw Ez Ow
- /h (14 p)(1—p) <6m3 +'u8x8y2> 7 + p 0x0y? dz =
. Ez Pw Ez Ez Pw (2.12)
/ L+ w1 —p) a7 ((1+u><1—u>"’+ )

1+p
/Z Ez OPw N Ez PPw
(T p) (L= p) 02 (14 p)(1 — p) Ox0y?

E /z Ow Ow E 217 [(Pw Pw
= | 2|t de= —— | —t—
1—p? /) b ox3  Jxdy? 1—p? | 2| »\0x® Oxdy?
Nyni kdyz se dosadi horni a dolni mez do zintegrovaného clenu, ziska se finalni tvar pro
E 22 W] (DPw Pw
Tez = o T q a5 T -
1—p? |2 8| \dz? = Oxdy?

E R L\ (Pw  DPw
e e e | R
2(1—p?) \ 4 0x3 ~ OJxdy?

14

0x0y? dz =

Ny

dz =

Trz-

(2.13)



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

Stejnym postupem jako v 2.12 se ziska vztah pro 7, :

E h* Pw  Pw
= (1) (e * o) ——

2.1.2 Vnitfni sily na desce

Meérné vnitini sily jsou takové sily, které reprezentuji intenzitu vnitinich sil. Jejich jed-
notky a hodnoty jsou vztazeny na jednotkovou délku fezu a znaci se malymi pismeny. Na
desce celkem pisobi 2 mérné ohybové momenty (m,, m,) ,1 mérny kroutici moment (m,)
a 2 mérné posouvajict sily (¢, ¢,). Jednotlivé mérné vnitini sily jsou zavislé na piislus-
nych napétich. Naptiklad, integraci napéti o, po tloustce desky se ziskda mérny ohybovy

moment m,,.
q / Ez [(0*w N 0*w q
o.zdz = — 2dz =
v L= p? \ 022 a dy?

h
E2 2 2 312 E 2 2
:/ _ B 8w+lu8w |7 B 8w+M8w _ (2.15)
_h 1 — p? Ox? oy? 3| n 1—p2\0x? 0y?

- Eh? 82w+ 0w _ D 82710+ 82721)
T 20— @) \or e ) T 022 " Moy

[N

kde D oznacuje tuhost desky a plati:

Eh?

Stejnym postupem ziskdme i vztah pro mérny ohybovy moment m, ve tvaru:

9*w 9*w

Vztah pro mérny krutovy moment m,, urc¢ime integraci smykového napéti 7., pres tloustku
desky v mezich pro z od —% do %

. / e /h B Ow  Pw
Ty — Te = — =
v n _n 14+ poxdy 0Oxdy

[Ny
[ V]

|
|

L L
_ B [ E PP Pu (2.18)
L+p ) n 14w | 3| n0xdy
E 10w 1l—p 0w
- = —D(1 )
14+ p12020y1 —p 0xdy

Vztah mezi slozkami napéti a mérnymi vnitinimi silami lze odvodit porovnanim vyrazi

15



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

pro normalova napéti o,, 0, (2.7) a mérné ohybové moment m,, m, (2.15, 2.17).

Or Ez 1 Ez12(1 —p?)
My (1—w?)D (1 —p?)ER3 (2.19)
~ 12m,
0o = 5%
Obdobné lze postupovat pro mérny kroutici moment m,, a smykové napéti 7.
Toy —f; _ 122
- E k3 = p3
May  —ii P (2.20)
_ 12my,
Toy =5 %

Jednotlivé slozky napéti na desce tedy lze urcit z prislusnych mérnych vnitinich sil. Kon-
krétné z mérnych ohybovych (m,, m,) a mérnych krouticich (m,,) momentt.
12m, 12m, 12my,

Ox = 75 %0y = 35 % Tay = 33

(2.21)

Aby bylo pozdéji mozné z rovnice statické rovnovahy elementarniho prvku urcit pohybo-
vou rovnici desky, tak je jesté potieba vyjadrit vztahy pro mérné posouvajici sily ptisobici
na prvek. Mérnou posouvajici silu ¢, ziskame integraci smykového napéti 7., pres tloustku

desky.
/ b /h E h? Fw , Pw
r — Txz - =
I h % 2(1 — 2) 4 A3 Dxdy?
3
B [me 2] L 0w (2.22)
201 —2) 3 8x3 (9x8y2
Pw  Pw
_DlZ=
(8953 + 8x8y2)
Obdobnym postupem se ziska i vztah pro mérnou posouvajici silu g,.

Pw  w
Gy =—D (W/ + 8y3> (2.23)

SIS
[\v]

\ >

B E Pw
21 —p ) 8x3 8x6y

2.1.3 Rovnice rovnovahy desky

Vezmeme si elementarni prvek tenké desky o rozmérech dx-dy-h a vyjadiime si vztahy pro
jednotliva zatizeni ptisobici na tento prvek. Pomoci téchto vztaht a rovnic pro statickou
rovnovahu ve smérech os =, y a z se dopracujeme k pohybové rovnici tenké desky. Na
uvolnéném prvku, dle obrazku 2.3, mame vyznacené vnitini sily, pro které dokizeme

16



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

Obréazek 2.3: Uvolnény elementérni prvek tenké desky (Prevzato z [3])

nasledujicimi vztahy urcit jejich hodnotu. Pro ohybové momenty My, My, M3, M, plati:

My =m,dy
om,,
My =|m,+ ——dx | dy
Ox
(2.24)
Ms = m, dx
M. + amyd dx
=|m
4 Yy ay y
pro kroutici momenty K, Ko, K3, K, plati:
Ky = my, dz
OMigy
KQ = | Mgy + dy dx
dy
(2.25)
K3 =my, dz
K + Oy 4
= [ my. x
a pro posouvajici sily @1, Q2, Q3, Q4 plati:
Ql = 4z dy
04
Ox
(2.26)
QS = Qy dw
Qi = (4, + 2ay ) da
Yy ay

17



2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

Timto méme vyjédfené vyslednice jednotlivych mérnych momentt a sil. Nyni je mozné

Vviev

Z Mi,z =0,
S M, =0, (2.27)
Z E,z = 07

Dosadime za vSechny sily a momenty do prislusnych rovnic.
dx dx
ZMi,z :M1—M2+K1—K2+Q1?+Q2? =

OMyy

dy

Z M; , = mydy — (mx + ?dx) dy + my,dx — <mxy +

 Omy, 8mxy 0q,, dxdy
ZMW— pe dxdy By dxdy +8 5

dy) dx + qa;d;dy =0

+ ¢, dzdy =0
(2.28)

Rovnici 2.28 podélime ¢lenem —dxdy a c¢len aqz dmy predpoklddame v porovnani s ostat-

nimi ¢leny zanedbatelné maly, tudiz ho zanedbame [2] Tim paddem se ndm rovnice zjed-

nodusi na:
Omy — Omy,

ox dy

4z = (2.29)

Obdobnym zptsobem pristoupime ke zbyvajicim rovnicim rovnovahy a dostaneme vztahy

ve tvaru:
om,  Omy,

a%: aQy
2.31
o + Dy +p=0, (2.31)

kde p reprezentuje spojité plosné zatizeni a plati p = Fdaxdy Kdyz rovnice 2.29 a 2.30
dosadime do rovnice 2.31 a provedeme prislusné derivace, ziskdme rovnici ve tvaru:
*m 0?m *m
-+ = L=—p (2.32)
0x? 0x0y Oy?

Nyni do rovnice 2.32 dosadime z rovnic 2.15, 2.17 a 2.18 vztahy pro ohybové a kroutici

momenty a ziskame tim po upravé pohybovou rovnici tenké desky ve tvaru:
NMtw *w o'w p
+ 2 + — (2.33)
ox* 0x20y?  Oy* D

Jedna se o parcidlni, linedrni a nehomogenni diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu. [3] Pro
pripad Teseni kmitani desky, musi byt do diferencidlni rovnice pridan ¢len, vychazejici z

2. Newtonova pohybového zdkona a to ve tvaru: pt %t;” [7]. Vysledné rovnice pro kmitajici
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2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

desku by pak tedy méla tvar:
0w O*w Htw  ptd*w  p
2 == 2.34
Oxt * 0x20y? * oyt + Dot2 D’ (2:34)

kde p je hustota materialu, ze kterého je deska vyrobend a %%” je zrychleni ve sméru osy
z.

2.1.4 Okrajové podminky

Kirchhoffova teorie je obdobou teorie ohybu prutu, kde je ohyb prutu dan Bernoulliho
diferencidlni rovnici (diferencialni rovnice ohybové ¢ary) a proto se dé i k okrajovym pod-
minkam pristupovat obdobné jako u ohybu prutu. Rovnice desky je diferencialni rovnice
4. ¥ddu, a ma 2 proménné z a y. Obecné pro Teseni rovnice (w(z,y)) musime Ctyrikrat
zintegrovat rovnici desky podle x a ¢tyrikrat podle y. Tim ndm vznikne 8 integrac¢nich
konstant, které musime urc¢it na zédkladé okrajovych podminek, popisujicich ulozeni desky.
Okrajové podminky by pro jednotliva ulozeni desky vypadaly nasledovné.

Prosty podepreny okraj

Podpéra brani prihybu desky v jednom sméru a kdyz se jednd pouze o podeprenou
desku, nemé na ni jak vzniknout zadny ohybovy moment primo na okraji desky. Tudiz
pro prosté podepreny okraj desky sestavime okrajové podminky jako nulovy prihyb a
nulovy ohybovy moment v daném sméru.[3] [7]

w=0 m,=-DZL% = (2.35)

Ox2

7 deformacni podminky 2.35 plyne, zZe:
0%w
—=0 2.36
52 (2.36)

Volny okraj

Pro volny okraj desky je nulovy ohybovy moment a posouvajici sila:
M,=0 Q,=0, (2.37)

tyto podminky plati, protoze na volném okraji na desku neptisobi zadné sily, tudiz tam
nemaji jak vzniknout reakéni sily.
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2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

Vetknuty okraj

Vazba vetknutim odebird vsechny stupné volnosti, tudiz predpokladame nulovy prihyb i
natoceni a plati:

w=0 V¥,=9%"=0, (2.38)

Stejné tak musi byt nulova i kiivost, tedy druhd derivace prithybu:
ow Pw  dw

w e o

(2.39)

Z vnitinich sil je nulovy kroutici moment w,, a tvar ohybovych momenti m, a m, se
zjednodusi.

*w B

0xdy
2

my = —Dg;;} (2.40)
0w

my = _DM@ = [y,

2.1.5 ReSeni deskové rovnice

Jelikoz byla rovnice desky (2.33) odvozena na zékladé Hookova zikona, je pouzitelnd
pouze pro pripady s deskou z Hookovského materidlu. To znamend, Ze material musi
byt izotropni a linedrné pruzny. Rovnice je TeSitelnd pouze v jednoduchych pripadech.
Konkrétné, mé-li deska tvar obdélniku nebo ¢tverce, je jednoduse zatizena a podeprena.
Pro pripad kruhové desky se v teorii pruznosti a pevnosti vyuziva symetrie a odvozeni

metod. Napriklad:
o Metoda hranic¢nich prvka
« Ritzova metoda
o Metoda siti

» Metoda kone¢nych prvkia (MKP)

Na zékladé zadani, bude pfi tvorbé modelu vyuzito metody kone¢nych prvka (MKP).

2.2 Metoda konecnych prvki

Metoda konec¢nych prvki je variacni metoda vychazejici z Lagrangeova variacniho prin-
cipu, ktery 1ze formulovat: ,, Mezi vSsemi funkcemi posuvi, které zachovavaji spojitost télesa
a splnuji geometrické okrajové podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencialni
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2 POHYBOVE ROVNICE KMITAJICI DESKY

energii [T stacionarni hodnotu.“ [5] Hodnota II lze urcit jako:

=W —P, (2.41)

kde W predstavuje energii napjatosti télesa (2

1
W:/afedv (2.42)
2 Ja

a P predstavuje potencial vnéjsiho zatizeni
P:i/zﬂﬁo-dv+i/‘uT-p-¢9 (2.43)
Q r

P

Ve vztazich 2.42 a 2.43 vystupuji sloupcové matice:

- posuvil u” = [u,v,w|

- pretvoreni el = ez, €4y €2, Yaus Vyz» Va2
- napéti ol = (04,04, Oy Tays Tyz» Taz)
- objemového zatizeni o = [o,,0,,0,]

- plosného zatizeni T = [ps, py, 0]
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3 MKP model kmitajici desky

Na zakladé zadani bylo rozhodnuto o vytvoreni modelu desky a naslednych vypoctia vlast-
nich tvart a frekvenci, za pomoci metody konecnych prvki (MKP). Pro vytvoreni modelu
desek, a provedeni vypocti, byl vyuzit software ANSYS Workbench 2019. Prvni byla na-
vrzena plexisklova deska, na které doslo k seznameni s prostiedim softwaru. Poté byly
navrzeny dalsi dveé desky z oceli.

3.1 Model desky

Pro vytvoreni vypoctového modelu, je v Ansysu potieba nastavit nékolikero véci ohledné
zkoumaného télesa. Je treba zavést vlastnosti pouzitého materialu, vytvorit model télesa,
vytvorit vypoctovou sit télesa, vybrat typ analyzy a nastavit parametry analyzy.

3.1.1 Vlastnosti materialu

Do bloku ,,Engineering Data“ v modelu, ktery definuje material, je tfeba nastavit vlast-
nosti materidlu. Jmenovité: Youngiv modul pruznosti v tahu - F, hustota materialu - p,
Poisontiv pomér - k a pripadné koeficient teplotni roztaznosti. Jako material desky bylo
zvoleno plexisklo a ocel, a tak byly v modelu nastaveny hodnoty parametri (viz tabulka
3.1a3.2):

Parametr Hodnota
E 3,25GPa
) 1,18 - 107 %kg/m?
K 0,45

Tabulka 3.1: Tabulka vlastnosti plexiskla

Parametr | Hodnota
E 210G Pa
p 7850kg/m?
K 0,3

Tabulka 3.2: Tabulka vlastnosti oceli
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3 MKP MODEL KMITAJICI DESKY

3.1.2 Vytvoreni modelu desky

V ANSYSu je mozné vytvorit model télesa ve dvou riznych prostredich. Bud , Design
Modeler* anebo ,, SpaceClaim“.Obé prostfedi jsou pro znazornéni desky vhodna. Pro vy-
tvoreni modelu desky bylo vyuzito prostredi Design Modeleru. Pro vytvoreni modelu staci
téleso (v nasem piipadé desku) nacrtnout a z nacrtku lze vytvorit téleso bud jako skote-
pinovy utvar pomoci elementarnich prvka tipu SHELL, nebo jako téleso na zakladé 3D
elementarnich prvka (napf.: SOLID). JelikoZ tenkd deska ma velmi podobny charakter
skoreping, je vhodné vyuzit prvku SHELL.

3.2 Sit - Mesh

MKP funguje na principu rozdéleni télesa na malé ¢asti, tzv. prvky. Tyto prvky tvori
sit a maji na vrcholech uzly, pro které se vypocitaji jednotlivé veli¢iny a pro vyobrazeni
se vyuzije aproximace vysledné hodnoty vSech uzli na jednom prvku. Tloustka desky se
zadava jako vstupni parametr.

3.2.1 Prvek SHELL181

SHELL181 je prvek vhodny pro analyzy tenkosténnych struktur jako jsou tenké desky.
Kazdy prvek ma c¢tyti uzly a Sest stupni volnosti. Na obrazku 3.1 jsou uzly oznaceny

Triangular Option

not recommended
KEYOPT(11) =0 ( ) KEYOPT{11) =1

Obrazek 3.1: Geometrie elementarniho prveku SHELL181 (Prevzato z [1])

pismeny [, J, K, L. 2D prvek ma vyhodu oproti prostorovym prvkim v tom, ze ma méné
uzll, tudiz je mensi naroc¢nost vypoctu.

3.2.2 Optimalizace sité
Pro vytvoreni optiméalni sité je potieba vytesit dva zakladni problémy. Prvni problém,

ktery nastal bylo vytvoreni symetrické sité a druhy problém bylo zvoleni velikosti prvki,
aby byl vysledek relevantni.
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3 MKP MODEL KMITAJICI DESKY

Symetrie sité

Jelikoz bylo modelovano ulozeni desky upevnéné ve stredu za pomoci kulatého sroubu.
Zéaroven je deska timto sroubem i buzena. Kulaty otvor se ¢tvercovymi prvky opisuje velmi
obtizné, a proto se pri automatické tvorbé sité zacnou prvky v okoli kruhového otvoru
zmensovat a sit se v dané oblasti nahusti. Nahusténim se sit stava znacéné nesymetrickou
(viz obrazek 3.2) a to v dusledku vyrazné ovliviiuje vysledky vypoctu: Jelikoz bude mo-

Obrazek 3.2: Priklad nesymetrické sité

delovana deska buzena stredem, je pro zatiZzeni nezbytné, mit oddélenou oblast, a proto
nelze kruhovou plochu ve stredu desky jednoduse vypustit. Se siti lze pracovat nékolika
zpusoby. Lze nastavit maximalni velikost prvku a dale lze rozdélit sit do nékolika oblasti.

Volba velikosti prvku

MKP je priblizna vypocetni metoda a jeji presnost je imérna parametrium sité télesa,
predeviim tedy velikosti jednotlivich prvki sité. Cim jemnéjsi je sit, tim presnéjsi je
vysledek. Na druhou stranu s jemnéjsi siti se vyrazné prodluzuje doba vypoctu a to by
mohlo u slozitéjsich téles byt problém, jelikoz by jeden vypocet mohl trvat i nékolik
dni. Deska modelovana je na studentské licenci softwaru ANSYS Workbench 2019. Ve
studentské verzi je omezeny maximélni rozmér vypoctové matice a to omezuje nejmensi
mozna rozmeér prvku sité pro nas vypocet.

Z grafu na obrazku 3.3 je dobre vidét, ze vypoctené vlastni frekvence z modalni analyzy
jsou pro malé frekvence témér stejné, nezavislé na velikosti prvku sité. Pro vyssi frekvence
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3 MKP MODEL KMITAJICI DESKY

Zavislost vypocitané vlastni frekvence na velikosti prvku

500

450

400

350

——frekvence 1

——frekvence 2

frekvence 3

—=—frekvence 4

Fre kve nce [Hz]
r
It
=)

200 frekvence 5

——frekvence 6

150 - frekvence 7

frekvence 8
100 +

50

i} 5 10 15 20 25 30 35

Velikost prvku [mm]

Obrézek 3.3: Graf zavislosti vypoctenych vlastnich frekvenci na velikosti prvku sité

jsou tyto rozdily ve vysledku ovsem znatelné a proto je potieba nastavit jemné;jsi sit, aby
se dosahlo presnéjsich vysledkii. Spodni hranici pro omezeni velikosti prvku je maximélni
povolené mnozstvi uzli sité a prevedeno na rozmeér kovové desky 2502250mm vychéazi
nejmensi mozny prvek na necelé 2mm. Pro vypocty byl tedy pro vSechny pripady nastaven
rozmér prvku na 2mm

Rozdéleni na podoblasti

P1i tvoreni modelu desky v ANSYSu je mozné roziezat desku na mensi ¢asti, které budou
mit pouze oddélenou sit, ale budou se nadale chovat jako jedno téleso. Timto rozdélenim
se zabrani deformaci sité po celé desce a tato deformace zistane pouze v mensi stredové
oblasti (viz. obrazek 3.4). Timto omezenim se zaroven deformace sité stane mensi a vzni-
kaji tak mensi nesymetrie (viz. obrazek 3.4 v porovnani s 3.2). Vysledné rozdéleni desky
na elementy je mozné vidét na obrazku 3.5.
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Obrézek 3.4: Deformovana sit ve stfedu desky

Obrézek 3.5: Rozdéleni desky na mensi elementy.
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3.3 Modalni analyza

Modalni analyza je metoda vypoctu, kterou lze vyuzit pro identifikaci zadkladnich mo-
délnich vlastnosti télesa (vlastni frekvence, vlastni tvar, ...). Téleso je mozné upevnit
vazbami, a tim ovlivnit okrajové podminky, a tim padem i vysledné tvary a vlastni frek-
vence. V modalni analyze byla nasimulovana deska s omezenym pohybem ve stfedu desky
pro smér osy z. Rozsah vysSetfované oblasti je mozné omezit bud poc¢tem nalezenych moda
nebo rozsahem zkoumanych frekvenci. V planovaném experimentu byl rozsah frekvenci
omezen parametry elektrodynamického shakeru na rozsah (0Hz - 1kHz). Je mozné nasta-
vit maximalni pocet vypoctenych vlastnich tvartt v nastaveni analyzy. Modalni analyza
byla provedena pro t¥i desky. Prvni deska byla vyrobena z plexiskla ve tvaru obdélniku
o rozmeérech 291x246mm a tloustku 3, 7mm. Nésledovaly dvé desky z oceli. Prvni byla
¢tvercova deska o rozmérech 2502250mm a s tloustkou 1mm. Druhé deska byla navrzena
ve tvaru obdélniku o rozmeérech 350z175mm a a tloustce 1mm.

3.3.1 Vyhodnoceni vyslednych tvart

Z modalni analyzy vyjde rada frekvenci a jim prislusicich vlastnich tvart. Je dilezité
podotknout, Ze ne vSechny tvary, které se ziskaji z modélni analyzy, je mozné vyvolat
libovolnym buzenim. V nasem pripadé je simulovano buzeni desky stredem, a ne vsechny
tvary, které vysly z modalni analyzy, jsou realné timto buzenim dosazitelné.

3.3.2 Vlastni frekvence ziskané z modalni analyzy

Z modalni analyzy byly ziskdny vlastni tvary a frekvence desek. V nasledujicich tabulkach
3.3, 3.4 a 3.5 je uvedeno prvnich 30 moda pro kazdou desku.

Dalsi charakteristicky tip vysledku je prvnich 5 vlastnich tvard. Omezenim pohybu ve
sméru osy z je desce odebran jeden stupen volnosti. Tim padem ztstane 5 stupni volnosti
a pro kazdy z nich vyjde vlastni tvar pfi nulové frekvenci a pohybu v daném sméru do
teoretického nekonecna. Kdyz ma néktery z téchto prvnich péti vlastnich tvara frekvenci
riznou od nuly, je to zptisobené drobnou nesymetrii ¢i nepravidelnosti sité. Z praktického
hlediska jsou to ovSsem nepodstatné vysledky a ¢isla jsou tak mald, Ze jsou v podstaté
rovné nule.
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Mode | Frekvence [Hz] | Mode | Frekvence [He]

1 0 16 369,43
2 0 17 417,63
3 0 18 450,38
4 1,5915-004 19 495,37
5 1,8441e-004 20 500,74
6 48,847 21 637,9
7 53,075 22 639,88
8 83,753 23 644,98
9 132,18 24 699,63
10 149,66 25 733,67
11 198,77 26 766,97
12 226,1 27 870,02
13 264,26 28 913,75
14 311,41 29 960,73
15 356,36 30 982,9

Tabulka 3.3: Vlastni frekvence ziskané z modalni analyzy desky z plexiskla

Mode | Frekvence [Hz] | Mode | Frekvence [He]

1 0 16 356,38
2 0 17 409,87
3 0 18 409,87
4 0 19 458,34
5 0 20 511,39
6 45,08 21 511,39
7 52,74 22 563,92
8 76,99 23 597,19
9 135,27 24 630,81
10 135,27 25 771,78
11 184,42 26 771,78
12 237,67 27 794,28
13 237,67 28 834,85
14 269,27 29 837,28
15 301,6 30 837,28

Tabulka 3.4: Vlastni frekvence ziskané z modalni analyzy ¢tvercové desky
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Mode | Frekvence [Hz] || Mode | Frekvence [Hz]

1 0 16 384,62
2 0 17 401,54
3 3,536e-004 18 440,66
4 2,0961e-003 19 467,94
5 2,2688e-003 20 486,76
6 27,63 21 517,75
7 23,163 22 565,02
8 112,03 23 586,62
9 115,98 24 669,67
10 118,31 25 698

11 202,33 26 710,77
12 206,36 27 753,58
13 211,57 28 820,21
14 247,69 29 859,89
15 317,84 30 900,32

Tabulka 3.5: Vlastni frekvence ziskané z modalni analyzy obdélnikové desky
3.3.3 Vybrané vlastni tvary
Vsechny vlastni tvary a vlastni frekvence ziskané z modalni analyzy lze najit v Ptilohach.

Priloha A - pro desku z plexiskla, ptiloha B - pro ¢tvercovou desku z oceli, a Priloha C -
pro obdélnikovou desku z oceli.

ANSYS

2019 R2
ACADEMIC

2019 R2
ACADEMIC

v v
0,00 50,00 100,00 (mm) 000 50,00 100,00 ()
I . L] N . e
25,00 75,00 25,00 75,00
X X

(a) Mode 25 étvercové desky (b) Mode 26 ¢tvercové desky

Obrazek 3.6: Dva mddy o stejné frekvenci

U pravidelnych desek, jako je napriklad ¢tverec, mize béhem modalni analyzy nastat
situace, kdy mame dva vlastni tvary pro jednu vlastni frekvenci. Tvary jsou totozné,
akorat kazdy pripad je natoceny pro jiny smér. Tato situace nastane pouze v modelu s
dostatecné pravidelnou siti a mizeme ji vidét u modu ¢étvercové desky (viz obrazky 3.6,
3.7) nebo v tabulce vypocitanych hodnot 3.4. Pokud by v siti nastala znateln& nesymetrie
nebo nepravidelnost sité, pak by mody meéli mirné odlisnou frekvenci.
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ANSYS

2019 R2
ACADEMIC

NSYS
2019 R2
ACADEMIC

N ¥
000 50,00 100,00 (rrr) 000 50,00 100,00 (rrm)
[ . [ [ . — e
25,00 75,00 25,00 75,00

X X

(a) Mode 29 c¢tvercové desky (b) Mode 30 ¢tvercové desky

Obréazek 3.7: Dva mddy o stejné frekvenci

Nékteré vlastni tvary pravouhlych desek jsou si velmi podobné, ikdyz je pomér stran
vyrazné rozdilny (1:1 a 2: 1). Tento jev je dobfe vidét na obrazcich 3.8a a 3.8b.

ANSYS

2019 R2 2019 R2
ACADEMIC ACADEMIC

v X,
000 5000 100,00 () 000 5000 100,00 (rrm)
N L] [ . E— .
25,00 75,00 25,00 75,00

3 Y

(a) Mode 9 ¢tvercové desky (b) Mode 9 obdélnikové desky

Obrazek 3.8: Obdobné vlastni tvary obdélnikové a ¢tvercové desky

3.4 Harmonicka analyza

Druhy tip analyzy, kterému byly desky podrobeny, je harmonicka analyza. Vypocet pro-
béhl za pomoci modulu ,, Harmonic response”. Tato analyza, na rozdil od analyzy modéalni,
zohledni i zplisob buzeni desky a ziskdme tak pouze vlastni frekvence odpovidajici nasemu
zpusobu buzeni desky.

3.4.1 Nastaveni harmonické analyzy

Pro harmonickou analyzu lze nastavit rozsah frekvenci, pro které se provede vypocet.
Lze zadat na kolik ¢asti se ma frekvenc¢ni rozsah rozdélit. Po vypoctu ANSYS vykresli
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frekvencni charakteristiku, ze které se vyctou resonancni frekvence a maximalni vychylky.

Zvolené parametry harmonické analyzy

Vlastnosti materidlu (viz tabulka: 3.1 a 3.2) a sit byla nastavena totozné s nastavenim v
modalni analyzy, protoze Ansys umoznuje sdilet data mezi jednotlivymi analyzami, tim se
zajisti i adekvatni provazani obou analyz. Zkoumany rozsah frekvenci byl navolen opét na
(0OHz - 1kHz) a byl rozdélen na 3000 intervali. Deska byla buzend ,, definovanym posuvem*
ve sméru osy 2z o hodnoté 0, Imm.

3.4.2 Vysledky harmonické analyzy

Analyzou se snazime odhadnout, jaké vlastni tvary se podaii vyvolat na desce buzené ve
stfedu desky. Jelikoz pro jev Chladniho obrazcti je podstatna vychylka desky ve sméru z,
zkoumame deformaci desky ve sméru osy z. Vykreslenim amplitudy vychylky v zavislosti
na frekvenci ziskame frekvencni charakteristiku desky.

&

8,2531
4,8009

2,7927

5
=
i

0,94493

0,5457

Amplitude (mm)

0,31976

0,186

0,082
10,539 250, 500, 750, 1000, 1100,

Frequency (Hz)

Obrazek 3.9: Zavislost amplitudy vychylky ve sméru osy z na frekvenci - plexi-deska

Vlastni tvar [pof. ¢.] | Frekvence [Hz]

1 48,24
83,24
196,87
365,43
491,99
696,1
7 971,29

Tabulka 3.6: Vlastni frekvence ziskané z Harmoincké analyzy plexi-desky

O UL = W N

Z grafi 3.9, 3.10 a 3.11 1ze vidét, ze vychylky pfi rezonancni frekvenci jsou mnohonasobné
veétsi nez vychylky o jinych frekvencich. Teoreticky by pro presnou resonancni frekvenci
mély vychylky vyjit nekonecéné, redlné vsak takova situace nemuze nastat. Z harmonické
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7,7971 -

4,5233

2,6241

1,5223

0,88311

0,51232

Amplitude (mm)

0,29721

0,17242

0,10002
0,525 250,

500, 750, 1050,

Frequency (Hz)

Obréazek 3.10: Zavislost amplitudy vychylky ve sméru osy z na frekvenci - ¢tvercova deska

Vlastni tvar [pof. ¢.] | Frekvence [Hz]

1 44,63
2 183,75
3 354,9
4 562,8
5 924,53

Tabulka 3.7: Vlastni frekvence ziskané z Harmonické analyzy ¢tvercové desky

analyzy byly timto ziskany vlastni frekvence desky odpovidajici jejimu ulozeni a tyto tvary
bude snaha najit béhem experimentu.

32



3 MKP MODEL KMITAJICI DESKY

15,654

8,328

4,4306

2,3571

Amplitude (mm)
=
7

0,66714

0,35492

0,18882

0,10046
1,4905 125, 250, 375, 500, 625, 750, a7s, 1000,

Frequency (Hz)

Obrézek 3.11: Zavislost amplitudy vychylky ve sméru osy z na frekvenci - obdélnikova deska

Vlastni tvar [pof. ¢.] | Frekvence [Hz]

1 27,47
2 111,39
3 211,29
4 247,25
5 438,56
6 564,44
7 749.25
8 931,57
9 998

10 1102,3
11 1223.5

Tabulka 3.8: Vlastni frekvence ziskané z Harmonické analyzy obdélnikové desky
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4 Experiment - kmitajici desky

Pro experiment byly navrzeny celkem tti desky. Prvni deska byla vyrobenda z plexiskla
a mela rozméry 291224623, 7mm. Pomoci této desky probéhlo prvni ovéreni vysledkl z
Ansysu. Po drobnych tpravach modelu byly navrzeny dalsi dvé desky, tentokrat z oceli.
Ocelové desky maji rozméry 2502250mm pro étvercovou a 175x350mm pro obdélnikovou
desku. Obé desky byly z ocelového plechu o tloustce 1mm. Béhem experimentu byly
desky buzeny elektro-dynamickym shakerem K2007E01, ke kterému byla deska stredem
pfipevnéna, a do kterého byl ptivadén sinusovy signdl z generdtoru (viz obrézek 4.1). Na
generatoru bylo mozné nastavit frekvenci a amplitudu budiciho signalu a tim se fidilo
buzeni desky v pribéhu experimentu.

Obréazek 4.1: Experimentélni soustava

Cilem experimentu najit vlastni tvary a frekvence desek, a porovnat je s vysledky z mo-
delu v Ansysu. Experimentalné se vlastni frekvence daly najit podle sluchu. Jelikoz pti
rezonan¢nich frekvencich byl zvuk vydavany deskou znatelné intenzivnéjsi, bylo snadné
rezonanc¢ni frekvence detekovat.
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

4.1 Deska z plexiskla

Pro desku z plexiskla byly nalezeny t¥i vlastni tvary shodujici se s modelem. (4.2, 4.3,
4.4)

(a) Ansys - 196 Hz (b) Experiment - 240 Hz

Obrézek 4.2: Prvni nalezeny vlastni tvar plexi-desky

(a) Ansys - 365 Hz (b) Experiment - 406 Hz

Obréazek 4.3: Druhy nalezeny vlastni tvar plexi-desky
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

(a) Ansys - 421,99 Hz (b) Experiment - 538 Hz
Obrazek 4.4: Tteti nalezeny vlastni tvar plexi-desky

4.2 Ctvercova deska z oceli

Pro ¢tvercovou ocelovou desku se podarilo najit ¢tyti vlastni tvary, které odpovidaji mo-
delu. (4.5, 4.6, 4.7, 4.8)

(a) Ansys - 183,75 Hz (b) Experiment - 211 Hz

Obrézek 4.5: Prvni nalezeny tvar ¢tvercové desky
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

(a) Ansys - 354,9 Hz (b) Experiment - 370 Hz

Obrézek 4.6: Druhy nalezeny tvar ¢tvercové desky

(a) Ansys - 562,8 Hz (b) Experiment - 547 Hz

Obrézek 4.7: Treti nalezeny tvar ¢tvercové desky
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

(a) Ansys - 924,53 Hz (b) Experiment - 877 Hz

Obréazek 4.8: Ctvrty nalezeny tvar étvercové desky
4.3 Obdélnikova deska z oceli

Pro obdélnikovou desku vyrobenou z oceli se podatilo najit ti vlastni tvary odpovidajici
modelu. (4.9, 4.10, 4.11)

(a) Ansys - 439 Hz (b) Experiment - 367 Hz

Obrézek 4.9: Prvni nalezeny vlastni tvar obdélnikové desky
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

T

(a) Ansys - 749 Hz (b) Experiment - 601 Hz
Obrazek 4.10: Druhy nalezeny vlastni tvar obdélnikové desky

(a) Ansys - 1223,5 Hz (b) Experiment - 970 Hz

Obrazek 4.11: Treti nalezeny vlastni tvar obdélnikové desky
4.4 Odchylky vysledki

Frekvence jednotlivych namérenych vlastnich tvari se oproti frekvencim ziskanych z mo-
ropnim po celém télese. Na realné desce se ale podepisuji vady materialu. Jde napiiklad
o necistoty v materidlu nebo degradaci materidlu mechanickou upravou (napr. rezani
desky,...). Na fotkach z experimentu je vidét znacné deformace tvartu. Dalsi aspekt od-
lisnosti frekvenci je zpusob zjistovani experimentédlnich frekvenci. Ackoli jde resonancéni
frekvenci sluchem vcelku dobte rozeznat, obtizné se trefi dana frekvence naprosto presné.

Frekvence Ansys [Hz] | Frekvence experiment [Hz] | Odchylka [%]

196 240 18,3
365 406 10,1
422 538 21,5

Tabulka 4.1: Odchylka frekvenci - plexi-deska
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4 EXPERIMENT - KMITAJICI DESKY

Odchylka frekvenci [%]
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Frekvence Ansys [Hz] | Frekvence experiment [Hz] | Odchylka [%]

183,75 211 14,8
354,9 370 43
562,8 547 2.8
924,53 877 5,1

Tabulka 4.2: Odchylka frekvenci - ocel-¢tverec

Frekvence Ansys [Hz] | Frekvence experiment [Hz] | Odchylka [%]

438,56 367 16,3
749,25 601 19,8
1223,5 970 20,7

Tabulka 4.3: Odchylka frekvenci - ocel-obdélnik

Odchylka méfeni v zavislosti na frekvenci

[
*»
e S
+*
/"",r—-.
./
T T T T T T 1
2040 4040 6040 204 10040 1200
L
Frekvence [Hz]
# Odchylka- plexi-deska M Odchylka- ocel-Ctverec A Odchylka - ocel - obdélnik

Obrézek 4.12: Graf: Zavislost odchylky na frekvenci kmitédni desky.
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5 Zaver

Tato préace je rozdélena do tii hlavnich casti. V prvni ¢ésti je predstavena Kirchhoffova
teorie tenkych desek, pomoci které byla odvozena pohybova rovnice tenké desky. Plati
predpoklady, ze deformace stfednicové plochy jsou malé, Ze napéti o, je vyrazné mensi
nez o, a o, a zanedbava se, Ze body lezici na norméle ke stfednicové plose pied deformaci,
na ni lezi i po deformaci (a ve stejné vzdédlenosti od stfednicové plochy), a ze se body
stfednicové plochy pohybuji pouze ve sméru osy z. Odvodila se pohybova rovnice desky.
Jednd se o nehomogenni parcialni diferencialni rovnici ¢tvrtého radu, ktera je platna pro
Hookovsky material, a je analyticky fesSitelnd pouze pro zakladni tvary desky jako je
¢tverec nebo obdélnik. Pro slozitéjsi tvary se musi fesit za pomoci numerickych metod.

V druhé casti prace bylo popséano vytvoreni MKP modelu desky v softwarovém prostiedi
ANSYS Workbench 2019. Byly provedeny dvé vypoctové analyzy - Modalni a Harmonicka
k navrzeni celkem t¥i desek. Prvni navrzena deska byla vyrobena z plexiskla o rozmérech
291224623, 7mm. Dalsi dvé desky byly vyrobeny z oceli. Prvni byla ¢tvercova o rozmeé-
rech 250x250x1mm a druha byla obdélnikova o rozmeérech o rozmérech 350x175z1mm.
Z modalni analyzy byly pro kazdou desku vypocitany vlastni tvary a frekvence. Modélni
analyza ovsem nezohlednuje zptisob buzeni desky, a proto byla provedena jesté harmonicka
analyza, kterd vyselektovala frekvence a tvary desek odpovidajici buzeni elektrodynamic-
kym shakerem ve stredu desky. MKP je priblizna metoda, a je dilezité mit na paméti, ze
s rostoucimi frekvencemi budou nartstat i poc¢etni nepresnosti.

Treti cast prace popisuje experiment s realnymi deskami, které byly buzeny ve stfedu elek-
trodynamickym shakerem. Béhem experimentu byla snaha najit vlastni tvary a frekvence,
ziskané z modelu, na realné desce. Oblast zkoumanych frekvenci byla omezena parame-
try shakeru na rozsah priblizné 1Hz - 1kHz. Frekvence nalezenych tvart byly porovnany
s hodnotami ziskanych z modelu. Odchylky pro plexi desku byly priblizné 10-20%, pro
ocelovou ¢tvercovou desku priblizné 5-15% a pro ocelovou obdélnikovou desku priblizné
15-20%. Odchylky jsou pomérné velké a jsou zpisobené nejspiSe vadami materidlu vyro-
benych desek, napriklad degradace materialu pti fezani plechu. Tyto vady se podepisuji
také na deformovanych tvarech obrazct. S rostouci nepresnosti modelu pro vyssi frekvence,
narustaji i odchylky s frekvencemi ziskanymi z experimentu.
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7 Seznam priloh
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