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Uvod
Tématem této bakalarské prace jsou rovnice, nerovnice a jejich soustavy. Prace je zaméfena na
vyuku daného tématu primarné na zakladni a sekundarné na stfedni Skole. Proto se konkrétné

zamétuji na rovnice a nerovnice linedrni a kvadratické, stejné jako 1 na jejich soustavy. Prace

je rozdélena do dvou cCasti: teoretické a praktické.

V teoretické Casti se dozvime, co je to program MATHEMATICA, odkud pochézi, co umi,
k ¢emu je dobry a jak souvisi s aplikaci Wolfram Alpha a webovou strankou Wolfram Cloud.
Dale se uvadi, jak se provadi zdkladni tkony v programu, a nasleduje vypis pouzitych ptikazu

pro tuto praci.

Déle se pojednava o ramcovych vzdélavacich programech pro zaky na druhém stupni
zakladnich skol a na gymnaziich a o tom, jak konkrétné€ je v nich téma rovnic, nerovnic a jejich

soustav zakotveno.

Nasledujici kapitola popisuje algebraické rovnice a jejich definice. Je rozdélena do nékolika
podkapitol, kterymi jsou: linearni rovnice, kvadratické rovnice, nerovnice, matice, soustavy
rovnic. Kazda podkapitola obsahuje popis toho, jak se téma dané podkapitoly vyskytuje
v osnovach na zékladnich a stfednich Skolach a do jaké miry je probirano. V kazdé podkapitole
nalezneme ukazkovy priklad s komentafem. Komentare k piikladiim jsem se rozhodla do prace
zatadit, protoze z mych osobnich zkuSenosti vim, jak je pro zaky problematické se vyjadrit, jak

budou pfi vypoctu postupovat.

V praktické Casti se nachazi fesené priklady pro jednotlivé typy danych podkapitol. Kazdy
ptiklad je opatien obrazkem, na némz je vystfizek z webové stanky Wolfram Cloud. Na obrazku
je tedy znazornéno, jaky piikaz pouzit, aby nam Wolfram Cloud ukazal vysledek pro piislusny
priklad. Stejné tak je ke kazdému piikladu dodan i obrazek s grafickym znazornénim, ktery
jsem vytvotila ve Wolfram Cloud. U vétsiny prikladi nalezneme komentar, ktery popisuje, jak
se vztahuje feSeni piikladu k feseni pfikladu z obrazku nebo taky popisuje dané kroky feseni,

které mohou byt nékdy slozité a ptipadné chaotické.

Cilem této prace je zpracovat feSené priklady na téma rovnic, nerovnic a jejich soustav a ukazat

jejich feSeni ve Wolfram Cloud.



1.Co je to Wolfram Cloud

1.1. Zakladni informace

MATHEMATICA je pocitacovy program, jehoz tvorbu zahajil Stephen Wolfram roku 1986.
Dnes je program pod spravou firmy Wolfram Research, ktera sidli v americkém Champaign
v Illinois, a je nadale vyvijen tymem matematikt a programatord. Program MATHEMATICA
pouziva programovaci jazyk Wolfram a je dostupny pro tfi nejroz§ifenéjsi operacni systémy -
Microsoft Windows, Apple macOS a Linux. Skutecnost je takova, Ze je licencovany a pomérné
drahy, tudiz neni pro Sirokou vefejnost dostupny. Nicmén¢ jsou nam dostupné online verze
tohoto programu, a to v podobé aplikace Wolfram Alpha a webové stranky Wolfram Cloud.
Jejich volna dostupnost vsak omezila jejich schopnosti (Bouska, 2012, Wikipedia, 2022,
Wolfram: Language & Systém, 2022).

MATHEMATICA/Wolfram Cloud je tedy program, ktery je uren pro provadeéni
matematickych vypocti, numerickych ¢i symbolickych. Je také mozné pracovat s piibliznymi
hodnotami, maticemi, rovnicemi, komplexnimi ¢isly atd. Dale lze vytvaret grafy, tabulky,
pisemné texty 1 zvukové a animacéni vystupy. Vzhledem k velkému mnozstvi funkci je program
veetné vSech jeho verzi dostupny pouze v anglictingé. Je tedy dobré mit pfi praci s Wolframem

slovnik nebo pieklada¢ (Bouska, 2012).

1.2. Prikazy

Poté, co si zalozime ucet na strance wolframcloud.com, si otevieme prazdny sesit, kam budeme
psat nase vypocty. Zakladem je védét, ze pro spusténi vypoctu je tieba zmacknout , Shift* +
,,Enter nebo pripadné , Enter” na numerické klavesnici. Pro jednoduché vypocty jako scitani,
odcitani, nasobeni a deleni neni potieba psat zadny piikaz. Pokud jiz vSak chceme postup
vypoctu specifikovat, je potieba psat kazdy prikaz s velkym pismenem (napt. Solve, FindFit)
(Bouska, 2012).

A= 243
Out[1}= 5

Obrazek 1: Ukdzka zadavani vypoctu do Wolfram Cloud.


http://wolframcloud.com

Na obrazku 1 mizeme vidét, jak vypada zadavani piikazu do Wolfram Cloudu. In[1] je zkratka
anglického slova ,,input® a oznacuje fadek vlozeni pfikazu. Podle potadi je pak oznacen Cislem
1. Odpoveéd na nas piikaz se nachazi v druhém tadku, ktery je oznaCen Out[1] (z anglického

,output™) (Bouska, 2012).
V nasledujicim odstavci je vycet piikazi, které jsou v této praci pouZity, a jejich popis funkei:

e Solve[expr,vars,dom] — solve“ v prekladu znamena , fesit” a tento prikaz hleda feseni
rovnic 1 nerovnic, které dosazujeme na misto oznaCené ,expr a které mezi sebou
oddélujeme znakem , &&*“. Na misto oznacené ,,vars“ vypiseme do slozenych zavorek
veskeré proménné, které se v rovnicich nachazeji. Pozici ,,dom* vypisovat nemusime,
ale pouzijeme ji v piipad€, ze chceme rovnice fesit nad konkrétnim Ciselnym oborem
(pt. ,,Integers* — cela Cisla, ,,Reals” — realna Cisla, ,,Complexes* — komplexni ¢isla).

2 9 2 9

o  Plot[f,{x,Xmin,Xmax}] — ,,plot 1ze v tomto pfipadé pielozit jako , graf a ptikaz generuje
graf funkce f s proménnou x od dolni hranice ,,Xmin™ po horni hranici ,,xmax"*. Tedy Cisly
»Xmin'» ,,Xmax ~ 0znacujeme, kterou ¢ast grafu podle osy x chceme vykreslit.

e  NumberLinePlot[{v1,v2,...}] — jizZ podle prekladu ,,number line plot* (= graf Ciselné
osy) je jasné, ze tento piikaz generuje praveé graf Ciselné osy. ,vi®, ,,v2“, ... jsou
jednotlivé body ¢i intervaly, které chceme na dané ose zobrazit.

e Interval[min,max] — pfedstavuje rozsah mezi hodnotami min a max.

e Abs[z] —,abs” je zkratka z anglického ,,absolute value“ a znamena ,,absolutni hodnota“.
Je tedy zfeymé, ze prikaz , Abs[z]* nam generuje absolutni hodnotu z realného nebo
komplexniho ¢isla z.

e Reduce[expr,vars,dom] — reduce” znamena ,redukovat“ a ptikaz zjednodusuje vyraz
,,eXpr fesenim rovnic nebo nerovnic pro proménné ,,vars“ a eliminuje kvantifikatory
nad danym oborem ¢isel ,,dom*.

e  ContourPlot[{fi==g1, f2==g2, ...},{ X,Xmin,Xmax },{ ¥,ymin,ymax }] — jak naznacuje
preklad, ptikaz generuje obrysovy graf, ve kterém je znadzornéno vice funkei (fi1, g1, ...)

pro proménné x ay (Wolfram: Language & Systém, 2022).



2.RVP

Ramcovy vzdélavaci program je vydavan Ministerstvem Skolstvi, mladeze a télovychovy a
zadava zakladni kostru uciva, které by se melo na jednotlivych typech skol vyucovat. Dle téchto
dokumentut si pak kazda skola sestavi svij Skolni vzdé€lavaci program, ktery je ve vyctu uciva
podrobngjsi. Aktualné RVP prochazi zménami, které vSak jesté nejsou platné, proto se budeme

drzet stavajiciho RVP (NUV, 2022).

V RVP pro Zakladni vzdélavani nalezneme rovnice zakotvené takto: Zak matematizuje
jednoduché realné situace s vyuzitim proménnych; ur¢i hodnotu vyrazu, sCitd a nasobi
mnohocleny, provadi rozklad mnohoc¢lenu na soucin pomoci vzorcu a vytykanim, formuluje a
fesi realnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav, analyzuje a fesi jednoduché problémy,
modeluje konkrétni situace, v nichz vyuziva matematicky aparat v oboru celych a racionalnich
¢isel.“ (RVP, 2017). Jedna se o ucivo linearnich rovnic a soustav dvou linearnich rovnic se

dvéma neznamymi (RVP, 2017).

Pro vzdélavani na stfednich Skolach je mozné zvolit nékolik riznych RVP. Uvedeme tedy jeden
piiklad z RVP pro gymnazia: ,,Zak rozklada mnoho&leny na souéin vytykanim a uZitim vzorc,
aplikuje tuto dovednost pifi feSeni rovnic a nerovnic, fesi linearni a kvadratické rovnice a
nerovnice, fe§i soustavy rovnic, v jednodussich pripadech diskutuje feSitelnost nebo pocet
feSeni, rozliSuje ekvivalentni a neekvivalentni upravy.“ (Balada, 2007). Pfehled uciva o

linearnich rovnicich, nerovnicich a jejich soustavach a kvadratickych rovnicich (Balada, 2007).



3. Rovnice

3.1. Definice algebraickych rovnic

Definice algebraickych rovnic podle Emanovského vychazi z rovnosti polynomu, tedy kdyz
g(x) = h(x), g(x), h(x) € T[x], kde T[x] je téleso vSech polynomi, pak g(x) = h(x) nazveme
algebraickou rovnici. Znamena to tedy, ze hledame jisty prvek a z nadtélesa T* télesa T, pro
ktery plati, ze po dosazeni do obou polynomu g(x), h(x), davaji tyto polynomy stejny prvek
g(a) = h(a) e T*. Kazdé takovéto hledani nazveme feSenim algebraické rovnice o jedné neznamé
x nad télesem T a kazdy prvek a € T* s danou vlastnosti budeme nazyvat feSenim algebraické
rovnice. Prvek a € T je feSenim rovnice g(x) = h(x) pravé tehdy, kdyz je kotfenem polynomu

fix) =0, ktera je ekvivalentni s pivodni rovnici, plati-li f{x) = g(x) — h(x).

Emanovsky fika, ze stupeil rovnice je totozny se stupném polynomu. Algebraické rovnice

prvniho stupné€ nazyvame linearnimi a algebraické rovnice druhého stupné kvadratickymi.

Krome algebraickych rovnic existuji i rovnice nealgebraické neboli transcendentni, jako jsou

napiiklad rovnice exponencialni, logaritmické, goniometrické atd. (Emanovsky, 2002).

V ucebnici pro stiedni Skoly je definice velmi podobna, ale piesto je ponékud zjednodusena a
pouziva jinou terminologii. Napiiklad namisto slova , polynomy* pouzivaji termin vyrazy,
které jsou piimo oznaceny jako leva a prava strana rovnice. Dale pak misto télesa feSime rovnici
v ¢iselném oboru, podmnozina v niz jsou oba vyrazy definovany je defini¢nim oborem rovnice
a Ciselny obor, vnémz hledame feSeni rovnice, je oborem feSeni rovnice. Rovnéz zde
nalezneme popis postupu feSeni, vypis ekvivalentnich a disledkovych uprav a také, kdy a jak

provadét zkousku (Poléak, 2008).

V ucebnicich pro zakladni Skolu se sice dozvime o levé a pravé strané rovnice, neznamé,
podminkach a kofenech, nicmén¢ nelze hovortit o definici. Jedna se spiSe o vysvétleni potiebné
terminologie k vypoctim. Celé chapani rovnic je tedy zakim na zakladni $kole predstaveno

pfimo na piikladech (Odvarko, 2000).
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3.2. Linedrni rovnice

Jak jiz bylo zminéno, algebraickd rovnice prvniho stupné se nazyva linearni. Pro kazdou

linearni rovnici nad télesem T ve tvaru ax + b =0, kde a, b e T, a # 0, plati, ze ma pravé jedno

C s N . b ,
feSeni v télese T. Jestlize ¢ je kofenem rovnice, pak ¢ = — —eT. (Emanovsky, 2002)

Dalsi moznosti feseni jsou, Ze rovnice ma nekone¢né mnoho reseni, kdyz a = b =0. Anebo také

nemusi mit zadné feSeni, a to v piipadé€, kdy a = 0, b # 0. (Polak, 2008)
Piiklad A: Reste rovnici 5x + 1 = 2x + 7 v R.

S5x+1=2x+7 /—2x Rovnici chceme upravit tak, aby na levé
strané rovnice byly vSechny ¢leny rovnice

(5x+1) -2 2x+7) -2 s neznamou a na pravé strané vSechny ¢leny
x — 2x = (2x — 2x

bez neznamé. Proto od obou stran rovnice

Sx+1—2x=2x+7—2x odecteme 2x.

Pak od obou rovnic odeéteme 1.

3x+1=7 /—1
3x+1-1=7-1 Celou rovnici nakonec vydélime 3.
3x =6 /:3
3x 6
3 3
Vysledek zapiSeme jako mnozinu K kofent
x=3
rovnice.
K = {3}
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3.3. Kvadratické rovnice

Kvadraticka rovnice je algebraickou rovnici druhého stupné nad télesem T ve tvaru

ax?>+bx+c=0, kde a, b, c € T, a # 0. Kazda kvadratickd rovnice ma feseni v télese

T(\/b2 — 4ac) ve tvaru

—-b+VD

X12 = (D)

Prvek D ztélesa T, definovany jako D = b? — 4ac, se nazyva diskriminant kvadratické
rovnice. Podle diskriminantu mizeme poznat, zda-li ma rovnice dvé riizna feseni, a to kdyz D
# 0, nebo ma jedno dvojnasobné feseni, kdyz D = 0. Jestlize jsou koeficienty kvadratické
rovnice z télesa realnych Cisel, pak z diskriminantu mizeme poznat jestli ma rovnice dvé rizna
realna feseni (D > 0), jedno dvojnasobné feSeni (D = 0) nebo dve riizna imaginarni feseni (D <
0). Jsou-li feSenim rovnice dvé ruzna imaginarni feseni, pak se jedna o Cisla komplexné

sdruzena (Emanovsky, 2002).

Informacemi z ucebnice pro stiedni Skoly doplnime stavajici odborny popis kvadratické
rovnice. Rovnici ve tvaru ax? + bx + ¢ = 0 nazyvame kvadratickym troj¢lenem, kde ax? je
kvadraticky cClen, bx je linearni ¢len a ¢ je absolutni ¢len. Kvadratickou rovnici mizeme dale
specifikovat na rovnici bez absolutniho &lenu, kdy ¢ = 0, pak ma rovnice tvar ax? + bx = 0. A
na rovnici ryze kvadratickou, kdyZ b = 0 a tedy ax? + ¢ = 0. Dale specifikujeme normovany

tvar kvadratické rovnice, ktery je x2 + px + ¢ = 0. KdyZ mame rovnici v normovaném tvaru,
O w r w w r . . b

muizeme nalézt feSeni rovnice skrze Vietovy vzorce: x; + x, = —== DX Xy = 5 =q
(Polak, 2008).

Na zakladni Skole se zaci s kvadratickou rovnici setkaji jen velmi okrajové, konkrétné
s kvadratickou rovnici bez linearniho ¢lenu nebo bez absolutniho ¢lenu. Takovéto rovnice se
pak jednoduseji fesi tak, ze se rozlozi na soucin Ciniteld a - b = 0, kde se zakonité a, nebo b
musi rovnat nule. Rovnice bez linearniho &lenu se upravi podle vzorce A> — B2 = (A — B) -
(A + B) do tvaru x? +£ = (xl — \/5) . (xz + \E), kde 5 > 0, a # 0. Je tedy zfejmé, ze zaci
na zéakladni Skole tento druh rovnice umi vyfteSit pouze v piipadé, ze ¢ < 0. Rovnice bez
absolutniho ¢lenu se jednoduse upravi tak, Ze se z obou Clent rovnice vytkne x do tvaru

x2+2x:x-(x+2).
a a

12



Priklad B: Reste rovnici 3x2 +x —2=0v R.

3x24+x—-2=0

D = b?% — 4ac

D=12—-4-3-(-2)

D =

1+ 24

2a

—b++D

13

Vidime, Ze rovnici nemame v normovaném
tvaru. Pokud bychom ji chtéli normovat,
museli bychom ji vydélit tremi, pak bychom
nedostali u linearniho a absolutniho ¢lenu
cela cisla a rovnici bychom nevyftesili
rychlym zpisobem pomoci Vietovych
vzorcl. Proto bude lepSi rovnou vyuzit

vzorec (1).

Nejprve vSak vypocitame diskriminant.

Jelikoz D > 0, ma rovnice 2 ruzna realna

feseni.

Dale dosadime diskriminant do vzorce (1).

Nakonec zapiSeme feSeni ve tvaru mnoziny

K kofenu rovnice.



3.4. Matice

Matice nejsou zafazeny do vyuky zak( na zakladni ani stfedni Skole. Nicméné toto téma je
zakladem pro definici soustav linearnich rovnic a néktefi ucitelé na stfednich Skolach zaky
s maticemi seznami, protoze se jednd o jednu z metod jejich feSeni. Nebudeme tedy uvadét
zadné narocné definice matic, ale predvedeme si, jak vypadaji, a taky zakladni princip jejich

feseni.

Matice je algebraicky Ciselny utvar, kde jsou Cisla usporadana do fadka m a sloupct n, pificemz

m a n jsou piirozena Cisla, takto:

all e aln

M = :
Am1 - Qmn

Kazdy tadek predstavuje jednotlivou rovnici a kazdé Cislo a je koeficient piislusné neznamé.

Pravidla pro pocitani s maticemi:

e poradi radkt v M lze libovolné ménit,
o kazdy radek v M je mozné vynasobit libovolnym nenulovym ¢islem,

o kazdy radek v M je mozné secist s jinym libovolnym fadem v M.

Pravidla pro pocitani s maticemi potfebujeme k tomu, abychom matici soustavy upravili do
tvaru, ve kterém jsou viechny prvky pod hlavni diagonalou' nulové. Takovému tvaru matice se
tika horni trojithelnikova. Uprava do horni trojuhelnikové matice nam velmi pomdze pii
vypoctu, aviak pokud matici soustavy upravime na matici jednotkovou?, zjistime, ze
v poslednim sloupci nalezneme usporadanou n-tici, ktera je kofenem soustavy rovnic. Béhem
uprav matic nepiS§eme mezi maticemi znaménko ,,rovna se*, protoze matice se sob€ rovnaji jen
tehdy, maji-li stejny tvar a jsou-li Cisla jsou na stejnych pozicich shodna. Proto namisto

znaménka ,,rovna se* pouzivame symbol pro podobnost ~ (Emanovsky, 2002, Kotinek, 1956).

! Hlavni diagonala jsou prvky matice, jejiz oba indexy maji stejné Cislo (a,1, @y, d33, -.)-
2 Matice jednotkova ma takovy tvar, ze prvky na hlavni diagonale jsou jedniky a v§echny ostatni prvky jsou nuly.
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2 1 4
Priklad C: Upravte matici (1 2 3) na horni trojahelnikovy tvar.

9 0 3
2 1 4
1 2 3|~
9 0 3

1 2 3
~2 1 4]~
9 0 3

Prvky prvniho tadku (dale jen ,,prvni tfadek™) zaménime
s prvky fadku druhého a zbytek prvka opiSeme (dale jen
ZPO).

Prvni fadek vynasobime -2 a ZPO.

Prvni fadek seCteme s druhym a vysledek napiSeme do

druhého radku, ZPO.

Prvni fadek vydé€lime -2, ZPO.

Prvni fadek vynasobime -9, ZPO.

Prvni fadek seCteme se tretim a vysledek napiSeme do

tretiho radku, ZPO.

Prvni fadek vydélime -9, druhy fadek vydélime -1 a treti
fadek vydélime 6.

Secteme druhy a tieti fadek a vysledek napiSeme do tfetiho

fadku, ZPO.

Tento tvar matice je nas hledany horni trojuhelnikovy,

avsak pro vétsi eleganci tieti fadek jesté muzeme vydélit -

15



3.5. Soustavy linearnich rovnic

Soustava m linearnich rovnic o n neznamych s koeficienty v télese T se zapisuje obecné ve

tvaru:
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = C1

a21x1 + azzxz + -+ aann = C2

Am1X1 + QppXy + -+ QnXn = Cm-

Takovou soustavu rovnic muzeme fesit pomoci matice. Chceme-li vytvorit ze soustavy rovnic
matici, ziskame bud’ roz§ifenou matici soustavy, nebo matici soustavy ve tvaru M. Navzijem
se lisi tim, ze do rozSifené matice soustavy jsou piidany absolutni Cleny soustavy (prvky
€1,Cq,*+, Cm), téZ nazyvané pravé strany soustavy. Roz§ifena matice soustavy ma tvar:

a11 e aln C1

M =

Ami - Al Cm
(Kofinek,1956).

Se soustavami rovnic se zaci poprvé setkaji uz na zékladni Skole a podle ucebnice od Odvarka
a Kadecka z roku 2000 se rovnou seznami se tfemi metodami feSeni jednoduchych soustav.

Uvedené metody jsou: sCitaci, dosazovaci a srovnavaci. Na stfednich Skolach je pak toto téma

prohlubovano a zaci maji moznost se setkat i s grafickym fesenim téchto soustav.

16



Piiklad D: Reste soustavu linearnich rovnicy = x + 2,y = —x +4 v R.

y=x+2
yv=—x+4

x+2=—x+4 /=2
x+2)—2=(—x+4) -2
X+2—-2=—x+4-2
x=—-x+2 /+x
() +x=(—x+2)+x
xX+x=—-x+2+x
2x =2 /2
(2x):2=1(2):2
x=1
y=(1)+2
y=1+2
y=3
K ={[1;3]}

17

Mame soustavu dvou linearnich rovnic o
dvou neznamych, a protoze se levé strany
sobé rovnaji y =y, pak se sobé rovnaji i

prave strany.
Od obou stran rovnice odecéteme 2.

Odstranime zavorky.

K obéma stranam rovnice priteme x.

Obé¢ strany rovnice vydélime 2.

x = 1 dosadime do prvni rovnice.

Kofenem soustavy rovnic je jedna

usporadana dvojice Cisel.



3.6.

Linedrni nerovnice

Nerovnosti jsou matematické ukony, které pouzivaji symboly pro vyjadreni usporadani

matematickych objektd. Jedna se o symboly: <, >, <,
znaménko ,,rovna se“ jednim ze znamének nerovnosti, pak vytvofime linearni nerovnici, ktera

muze byt ve tvaru: ax +b <0, ax+b >0, ax+b <0, ax+ b =>0. Redenim nerovnice

>. Pokud v linearni rovnici nahradime

muze byt bod, ale obvykle je to interval. Reseni nerovnic v oboru realnych &isel je prehlednd

zpracovano do tabulky A. (Charvat & spol., 1971, Polak, 2008)

Tabulka 1: ReSeni nerovnic podle hodnoty koeficientu a.

ax+b>0 ax+b >0 ax+b<0 ax+b <0
ax > —b ax = —b ax < —b ax < —b
b b b b
x> —= X2 —= X< —— x<——
a a a
b b b b
a>0 K:(——,OO) K:<——,'00> K:(—oo)——) K:(—OO,——
a a a a
b
a<0 K:(—OO,——)
a

Pokud a = 0, pak nastanou pfiipady jako: b >0, b >0, b <0, b < 0. V téchto piipadech

rozhoduje hodnota koeficientu b, zdali je pro x € R, K = R nebo K = ¢. (Polak, 2008)
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Priklad E: Reste nerovnici 6 — 5x > 2 — x v R.

6—-5x>2—x

(6—-5x)—-6>2—-x)—6
6—5x—-6>2—x—6

—5x>—-4—x

(-5x)+x>(—4—x)+x

—Sx+x>-4—x+x

—4x > —4
—4x —4
4 4
—x > -1

(=x) (=) >CD-(—1)
x <1

K = (—o0;1)

19

U nerovnice stejn€ jako u rovnice chceme,
aby na levé strané byly vSechny Ccleny
s neznamou a na pravé stran¢ vSechny bez
neznamé, a proto od obou stran nerovnice

odecteme Cislo 6.

Pak odstranime zavorky.

Déle k obéma stranam nerovnice piicteme

neznamou Xx.

A odstranime zavorky.

Pak obé¢ strany nerovnice vydélime 4.

Nakonec  nerovnici  vynasobime -1
(nesmime pfi tom zapomenout zmenit znak

nerovnosti).

Vysledkem je interval, vnémz budou

vSechna ¢isla mensi nez 1.



3.7. Kvadratické nerovnice

Kvadratick4 nerovnice je nerovnice ve tvaru ax? + bx +c¢ >0, ax?+bx +c <0, ax? +

bx + ¢ > 0 nebo ax? + bx + ¢ < 0,kde x,a,b,c € Raa # 0. (Polak, 2008)

Podle Polaka kazd4 kvadraticka nerovnice, pokud je jeji diskriminant vétsi nebo roven nule, jde
upravit na kofenovy soulin Ciniteld a - (x — x;) - (x — x,). Kofeny rovnice nam rozdeli

Ciselnou osu na tfi intervaly a podle koeficientu a oznacime interval znaménkem + nebo -:

Tabulka 2: Rozdéleni intervalii podle a.

(—o0; %)

(%15 2x2)

(%15 )

a>0

+

+

a<0

+

Pokud chceme a - (x — x;) - (x — x,) > 0, volime intervaly s oznaCenim +, pokud chceme
a*(x—x1) (x—xy) <0, tak —. Jestlize v pfedchozich rovnicich ostré nerovnosti (<, >)
nahradime nerovnostmi (<, =), pak se fidime stejnym pravidlem, jen k vyslednym intervalim

pfidame 1 krajni body. (Polak, 2008)

Polak tika, ze jestlize diskriminant bude roven nule, pak ma rovnice jeden dvojnasobny kotfen
a nerovnice bude ve tvaru a - (x — x;)2. V tom pfipadé je ¢iselna osa rozdélena jednim bodem

a tabulka A je pouzitelna i pro tento ptipad, staci, kdyz interval (x;; x,) nahradime bodem x;.

Jestlize je diskriminant men$i nez nula, pak mohou nastat dvé situace. Nejprve nerovnici
upravime na normovany tvar x2 + px + q a pak mizeme fict, ze pro x2 + px + q > 0 bude
kofen roven celé realné ose K = R. Jestlize x2 + px + q < 0, pak je kofenem prazdna mnoZina

K = ¢. (Polak, 2008)
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4.Redené piiklady
4.1. Linearni rovnice
Priklad 1: Reste rovnici 5 {5- [5- (5x —4) — 4] —4} =5vR.
5-(5-[5-(5x—4)—4]—4}=5
5-{5-[25x —20—4] —4} =5
5-{5-[25x —24] —4} =5
5-{125x — 120 —4} =5

5-{125x — 124} = 5

625x — 620 =5 /+620
625x = 625 /:625
x=1
K={1}

4= Solve[5 (5 (5 (5x-4) -4) - 4) =5, x]

outtd= [ [x21))

Obrazek 2: Zadani prikladul do Wolfram Cloud.

Na obrazku 2 muzeme vidét, jak zadat rovnici do Wolfram Cloud, a tim si velmi rychle ovéfit

spravnost naseho pocitani. Chceme-li rovnici znazornit graficky, mizeme to udélat dvéma

zpusoby. Prvni zpusob je, Ze si rovnici upravime do normovaného tvaru, ktery pro priklad 1 je
p y p J p ry pro p J

x —1 = 0. Graf, ktery chceme vykreslit, je tedy f(x) = x — 1. Na obrazku 3 vidime, jak

takovy graf vypada a ze nalezené feSeni je bod, kde se protina graf funkce s osou x. Ale samotna

uprava na normovany tvar zabere stejné mnozstvi ¢asu, jako vypocet celé rovnice. Na obrazku 4

se vSak muzeme presvedcCit, Ze kdyz misto normovaného tvaru zadame celou pavodni rovnici,

vykresli se nam sice graf jiny, ale bez zddného vlivu na vysledek rovnice, protoze 1 graf na

obrazku 3 je rovnéz ptimka, ktera protina na ose x bod 1.
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In[18]:= Plot[x -1,y {xy =14 2}]

1.0F

Obrdzek 3: Grafické zndzornéni prikladu ve Wolfram Cloud.

In[17:= Plot[5 (5 (5 (3x-4) -4) - 4) =5, {xy -1y 2}]

-1000 |

Obrazek 4: Grafické znazornéni prikladu 1 ve Wolfram Cloud.
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4.2, Linedrni rovnice v soucinovém tvaru

Jedna se o druh kvadratické rovnice bez absolutniho €lenu a je mozné ji vyfesit jako soucin

Cinitel a - b = 0, kde se bud a = 0 nebo b = 0.
P¥iklad 2: Reste rovnici x2 +x- (x +1) =0 v R.
x2+x-(x+1)=0

X4+ x24+x=0

2x2+x=0
x-(2x+1)=0
x=0 2x+1=0 /-1
2x = —1 /:2
w1
2

o)

Jak je vidét, pouzili jsme postup feseni rozkladu na soucin a nasledné jsme hledali dva nulové
body. Reseni této rovnice nebylo aZ tak zdlouhavé, nicmén& na obrazku 5 miZeme vidét, Ze
Wolfram Cloud si s tim poradil velmi rychle. A stejné€ rychle si poradil i s vykreslenim grafu
na obrazku 6, kde 1 prehledné vidime, kde se graf funkce ve tvaru paraboly protina s osou x ve
dvou bodech.

= Solve[x™2 + k& (x+ 1) =8, x]

1 . ¥
Out[Z}= ”x- 5., X 8

Obrazek 5: Zadani prikladu 2 do Wolfram Cloud.

23



M= Plot[x"2 &+ %% (1) =@, {x, -O.7, 8.2}]

02
0.2 |
01}
Out
-:nl.f- -:|I: :|.|:

-0k

Obrdzek 6: Grafické zndzornéni prikladu 2 ve Wolfram Cloud.

4.3. Linearni rovnice v podilovém tvaru
vr SO .. 3 1
Priklad 3: ReSte rovnici =-vR
4x—5 5
3 1
4x—5 5 [ (4x =5)
3 x5y 4x — 5
. — — x —
4x%—5 5 ( )
4x—5
3=— /"5
3.5 4x — 5 c
5
15=4x—-5 /+5

15+5=4x—-5+5

20 = 4x /:4
x=5
K = {5}
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Nepochybné ve vSech piikladech, kde mame neznamou ve jmenovateli, musime urcit podminky

tak, aby se jmenovatel nerovnal nule. Pro tento pfiklad stanovime podminku  4x —5# 0 —
4x #5->x # %‘ Protoze koren rovnice spliiuje podminku, je platny. Na obrazcich 7 a 8 si

muzeme prohlédnout feseni pomoci Wolfram Cloud.

3 1
Solve[ = -, x]
4x-5 5

[ [ {x =5}

Obrazek 7: Zadani prikladu 3 do Wolfram Cloud.

. 3 1
Pot[ ==, [x, 0, 8 ]
A | 4)(_5 5.'{ ¥ ¥ }
1.0F
05

Obrazek 8: Grafické zndazornéni prikladu 3 ve Wolfram Cloud.
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4.4, Linearni rovnice s absolutni hodnotou
Piiklad 4: Reste rovnici |x] = 6 v R.
x| =6
K = {-6;6}

Tenhle piiklad se fesi tak, ze nalezneme nulovy bod pro vyraz v absolutni hodnoté. V tomto
ptipadé¢ je nulovy bod 0. Cela rovnice fika, ze vzdalenost od nulového bodu 0 je 6 jednotek.
Predstavime-li si situaci na Ciselné ose, je nam jasné, ze ve vzdalenosti 6 jednotek od ¢isla 0, se

nachazi Cisla 6 a -6, jak je vidét na obrazku 9.

n2:= NumberLinePlot[{-B, @, 6}]

-8 -4 -2

Obrdzek 9: Grafické zndzornéni prikladu 4 ve Wolfram Cloud.
Wolfram Cloud si samoziejmé poradi i s vypoctem celého piikladu vcéetné jeho grafického

znazornéni, které je uvedené na obrazku 10.

In[z71= Solve [Abs[x] == 6, x]

OufZTE [ [X = -6}, [X=26]}

rEi= Plot[Abs[x] == 6, {X, -18, 18} ]

4

(=]

Obrdzek 10: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 4 ve Wolfram Cloud.
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P¥iklad 5: Reste rovnici |[x — 5| = 2 v R.
|x — 5| =2
+(x—-5)=2 —(x—5)=2

x—5=2 —x+5=2

K ={3;7}

Tento priklad se da fesit podobné snadno jako piiklad 4. Nejprve nalezneme nulovy bod tak, ze
x — 5 = 0. Nulovy bod je v tomto pfipadé Cislo 5. A rovnice nam fika, ze kofeny rovnice jsou
ve vzdalenosti 2 jednotek od nulového bodu (5). Pochopitelné jsou témito body Cisla 3 a 7. Tato

situace je zobrazena na obrazku 11.

[41:= MumberLinePlot[{3, 5, 7}1]

Obrazek 11: Grafické zndazornéni prikladu 5 ve Wolfiram Cloud.

Na tomto piikladu si ukazeme, jak jej vytesit jinym zpusobem nez piiklad 4. Zacatek je stejny,
nejprve nalezneme nulovy bod (5), ktery nam rozdé¢li ¢iselnou osu na dva intervaly (—oo; 5) a
(5; ). Poté sestavime dv€ rovnice, v nichZ absolutni hodnotu nahradime kulatymi zavorkami
a pred jednu dame znaménko plus (rovnice nalevo), kterou budeme fesit v intervalu (5; ), a
ptfed druhou minus (rovnice napravo), kterou budeme fesit v intervalu (—oo; 5). KdyZz vyfesime
obé rovnice a jejich feSeni bude nalezet prislusSnému intervalu, ziskdme nami hledané koteny
rovnice. Na obrazku 12 si mizeme prohlédnout, jak 1ze tuto situaci vyfesit pomoci Wolfram
Cloud.
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151= Solve[Abs[x - 5] == 2, %]

Outfisls [ [x =3}, {(x=27})

ngg= Plot[Abs[x - 5] == 2, {x, @, 10}]

5

Obrdzek 12: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 5 ve Wolfram Cloud.

P¥iklad 6: Reste rovnici |2x — 4] — [x + 3| =2 —|x = 5| v R.
|2x — 4| — |x+ 3| =2 —|x— 5|

Tabulka 3: Pomocna tabulka pro vypocet prikladu 6.

-3 2 5
(—o03=3) (=3;2) (2:5) (5 0)
2x — 4 — — + +
x+3 . + + +
x—5 - - - +
I I, I3 I,

Tento priklad je uz ponékud slozitéjsi a budeme postupovat stejné jako u prikladu 5. Abychom
se 1épe orientovali, sestavili jsme prehlednou tabulku, kterd nam jiz fika, jaké jsou nulové body,
jak nam nulové body rozdé¢lily Ciselnou osu a jaka znaménka budeme déavat pred zavorky pii
vypoctu. Znaménka jsme zjistili tak, ze kdyz jsme vybrali libovolné Cislo z daného intervalu a

dosadili jej do prislusného ¢lenu, dostali jsme bud’ kladnou nebo zapornou hodnotu.
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ILi: —2x—4)+x+3)=2+((x-5) I;: +2x—-4)—-(x+3)=2+(x-5)

—2x+4+x+3=2+x-5 2x —4—x—-3=2+x-5

2x =8 Ox =14

x=4 I,; +Q2x—-4)—-(x+3)=2—-(x—-5)

IL: —(2x—4)—-(x+3)=2+((x-5) 2x —4—x—-3=2—x+5

—2x+4—-—x—-3=2+x-5 2x = 14

4x =4 x=17

x=1

K={1,7}

Ze Ctyt sestavenych rovnic pouze jedna nema feSeni, a to rovnice sestavena v intervalu
I3. Dale rovnice sestavena v intervalu [; sice feSeni m4, ale to nespada do ptislusného intervalu.
Zbyla dvé feseni odpovidaji svym intervaltim a jsou proto kotfeny rovnice. Numerické i grafické

feSeni ve Wolfram Cloud je na obrazku 13.

In20):= Solve [Abs[2x - 4] - Abs[x 4+ 3] == 2 - Abs[x - 5], %y Integers])

In22):=

Obrdzek 13: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 6 ve Wolfram Cloud.
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45, Linedrni rovnice s odmocninou
Priklad 7: Reste rovnici 3 vV2x—1=4v R

3-V2x—1=4 /?
3. (VZx—1) =4
9-(2x—1) = 16

18x -9 =16

25

X'IE

V prikladech, kde je nezndma pod odmocninou, vzdy na zacatku musime stanovit podminky

tak, aby se vyraz pod odmocninou nerovnal zapornému cislu. Tedy aby byl vyraz vétsi nebo

roven nule. Pro pfiklad 7 bude podminka vypadat takto: 2x —1>0—->2x>1->x > %

Reseni pfislusné rovnice danou podminku spliiuje, a proto je kofenem rovnice. ReSeni

ptikladu 7 ve Wolfram Cloud je na obrazku 14.

501\!&[3#"\!’2)(— 1 =4, x]

o

25 -

18!

Plot[3*'\.|"2x-1 == 4, {x, 0, 3}]

9

Obrdzek 14: Zadani a grafické zndzornéni prikladu 7 ve Wolfram Cloud.
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Priklad 8: Reste rovnici V2x + 7 +Vx — 5 =vV3x + 2 v R.

V2x+7+Vx—5=+/3x+2 /?

(V2x +7 +Vx — 5)2 = (V3x + 2)2

(v2x+7)2+2-\/2x+7-\/x—5+(\/x—5)2:3x+2

2x+7+4+2-V2x+7-Vx—54+4x—-5=3x+2

2:V2x+7-vx—-5=0 /:2

V2x+7-Vx—-5=0 /?
(VZx+7) -(Vx=35) =0

2x+7) (x—5)=0
2x% —10x + 7x — 35 =0
2x (x=5)+7-(x—5)=0

(x—5)2x+7)=0

x—5=0 2x+7=0
x=5 2x = =7
B 7
=73
K = {5}

Jak jiz bylo fec¢eno vyse, nejprve musime stanovit podminky, které jsou v tomto ptipad¢:

2x+7>0 3x+2>0 x—5>0
2x = —7 3x = —2 x>5
> / >

x> > x> 3

Jestlize mame vice podminek pro jednu rovnici, plati ten interval, v némz se shoduji vSechny
dané podminky. Vysledna podminka pro ptiklad 8 je x = 5. A protoze v tomto intervalu lezi
pouze jedno z vypocitanych dvou feSeni, kofenem rovnice je tedy jen jedno feSeni x = 5. Cela

situace je znazornéna na Ciselné ose na obrazku 15.
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7
2

In[TE):= MumberLineP]o‘t[{Intewal[[— 5 u:}], Inter‘va][{— g, u:}], Interval[ {5, m}], - g, 5]]

Obrdazek 15: Grafické znazornéni prikladu 8 ve Wolfiram Cloudu.

In[5]:= So]ve[‘\f2x+? +yx-5 ::"i.llr3)(+2_.|)(]

. 7, .
Quel= {{x-o [, (x »5]
o= Plot[V2x+ 7 +Vx -5 ==3x+2, ix, 0, 10} ]
15}
10}
:_t_T::
05}k
2 4

Obrazek 16: Zaddni a grafické znazornéni prikladu 8 ve Wolfram Cloud.

Na obrazku 16 mizeme vidét feseni rovnice ve Wolfram Cloud vcetné jeho grafického feseni.
Vsimnéme si, ze program nam vypsal oba vysledky bez ohledu na podminky. Nicméné
z grafické podoby rovnice je patrné, ze kofen rovnice je jen jeden. Proto je na misté upozornit
vSechny uzivatele jakéhokoliv programu, ze kalkulacka je jen tak chytra, jako je ten, kdo ji

pouziva. Proto je dobré kontrolovat vysledky vicero zpusoby.
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4.6. Nerovnice

Priklad 9: Reste rovnici 2x +1 > 1—x v R.

2x+1>1—x

2x+x>1-1
3x >0
x>0

K = (0;0)

r[15:= Reduce[2x+ 1 > 1 - x]

Out[15}= X > @

r[12):= NumberLinePlot[2x + 1 > 1 - X, {X; =5, 51]

|

Obrazek 17: Zaddni a grafické znazornéni prikladu 9 ve Wolfram Cloud.

Nerovnici upravujeme stejné€ jako rovnice. Jediny rozdil v upraveé nerovnic oproti rovnicim je
ten, ze pokud nerovnici nasobime nebo délime zdpornym cislem, pak se znaménko zmeni, z <
na > a naopak, stejné¢ tak se z < stane > a naopak. Toto pravidlo sice v tomto piikladé
nepouZijeme, ale mizeme vidét, e jsme postupovali stejné jako pii feSeni rovnice. Reseni
ptikladu pomoci Wolfram Cloud je zndzornéno na obrazku 17. VSimnéme si zmeény
v zobrazovani vysledku. Jak jiz vime, z linearni a kvadratické rovnice 1ze vytvorit funkci, ktera
predstavuje graf. ReSenim rovnice je bod, ve kterém graf funkce protina osu x. Kdybychom
chtéli feSeni linearni nebo kvadratické rovnice prenést na Ciselnou osu, byl by to jeden ¢i dva

body. OvSem u linearnich a kvadratickych nerovnic je to tak, ze nerovnice predstavuje Cast

plochy. Proto feSenim na Ciselné ose je interval, ktery je pro nasi vizualizaci dostatecny.

33



4.7. Nerovnice v soucinovém tvaru
P¥iklad 10: Reste nerovnici (x —2) - (2x +3) > 0v R.
(x—2)-(2x+3)>0

Tuto nerovnici Ize fesit dvéma zpusoby. Jedna moznost je pouzit tabulku jako v piikladu 6,
nebo si mazeme fict, Ze nerovnost bude platit, pokud oba Cinitelé budou kladné nebo naopak

pokud budou oba zaporné. Matematicky tuto situaci zapiSeme takto:
[x—2>0A2x+3>0]V[x—2<0 A 2x+3<0]

Nyni vypocitame jednotlivé nerovnice, ¢imz ziskame intervaly Iy, 1, 13,1, které podle

logickych spojek uporadame do vysledného intervalu.

x—2>0 2x+3>0 x—2<0 2x+3<0
x> 2 3 x <2 3
—_ — <__
x > 7 X 7
I; = (2; ) I3 = (—;2)
I 3 I 3
= (——:;00 = (—oo"— —
2 ( 4’ ) 4 ( 4 4)

LNnl,=K,=1, =(—o00; ——
3 M Iy 2 4= (- 4)

3

In[*7:= Reduce[ {x-2) = {21+ 3) » @]

3
Qutfi7s X < = — W2
2

In[z07= NumberLinePlot[{x-2) % (2x+ 3) > 8, {x, -5, 5}]

Y

il
-

Obrdzek 18: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 10 ve Wolfram Cloud.
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4.8. Nerovnice v podilovém tvaru

Priklad 11: Reste nerovnici g <0vR.

x+4

0
2+x<

U tohoto prikladu mizeme postupovat jako u predchoziho, avSsak musime myslet na to, Ze pro
tento pfipad musime stanovit podminku 2 + x # 0 — x # —2. ReSeni piikladu 11 ve Wolfram

Cloud vidime na obrazku 19.

x+4>0A24+x<0]V[x+4<0A2+4+x>0]

x+4>0 24+x<0 x+4<0 24+x>0
x> —4 x < =2 x < —4 x> -2
I, = (—4; ) I = (—o0; =2) I3 = (—o0;—4) I, = (—2; )
LN, =K =(—4-2) Lnl,=K,= ¢

K=K, UK, =K, = (—4;—-2)

njz1:= Reduce[ {x+4) /(2 +x) < 8]

Outf2i -4 < X < =2

njz2l:= MumberLinePlot[(x+4) / (2 +x) <8, {x, -5, 8}]

(=1 8

Obrdazek 19: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 11 ve Wolfram Cloud.

35



4.9, Nerovnice s absolutni hodnotou

Priklad 12: Reste nerovnici |x + 3| > 5v R.

|x +3] >5
Tabulka 4: Pomocna tabulka pro vypocet prikladu 12.
-3
(—o0; =3) (—3; )
x+3 — +
Iy I
I: —(x+3)>5 I: x+3>5
—-x—3>5 x> 2
—x>8 L' = (2; )
x < —8 K2=12012’=12’=(2;00)
I = (—o0;-8)
K]_ - 11 N 11, = 11, = (_OO,' _8) K - K]_ U K2 - (_OO,' _8) V) (2,' OO)

V tomto piikladu si budeme pocinat podobné jako v ptrikladu 6. Nejprve rozdélime Ciselnou osu
na dva intervaly I; a I, podle nulového bodu (—3). Libovolné ¢islo z I; dosadime do dvojclenu
x + 3. Dostaneme zaporné cislo. Pak pro I; v pivodni rovnici absolutni hodnotu zaménime za
kulaté a pied zavorku napiseme minus. Poté nerovnici upravime a dostaneme interval ;. Kofen
rovnice K, pak ziskame priinikem intervalii I; a I;". Stejny postup opakujeme pro I, a vysledny

koten vznikne sjednocenim K; a K.

In[7:= NumberLinePlot[Abs[x ¢+ 3] > 5, {x, -108, 10}]

-

Y

Tl
=14

[=]
L=

Obrazek 20: Grafické zndazornéni prikladu 12 ve Wolfram Cloud.
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4.10. Nerovnice s odmocninou

Priklad 13: Reste nerovnici Vx2 — 1 < x + 2 v R.
Va2 —1<x 42 /?
x?—1< (x+2)2
x+D) - x—1D<x+2)-(x+2)

Tento piiklad je slozitéj§i a pouziti stejného postupu jako v prikladech 10 a 11 by bylo
nepiehledné, tudiz bychom snéze udélali chybu. Proto udélame 1épe, kdyz pouzijeme stejny

postup jako v prikladu 6.

Tabulka 5: Pomocna tabulka pro vypocet prikladu 13.

-2 -1 1
(—o0;=2) (=2;,-1) -LD (1; )
x +2 — + + +
x—1 — — — +
x+1 - - + +
I I I Iy
I: —(x+D [-(x-—D]<—=(x+2) [-(x+2)]

(x—-1D - (—x+1)<(—x—-2)-(—x—2)
x> —x+x—-1<x*>+2x+2x+4

X’ —1<x’+4x+4

—5< 4x

S 5

X7y
11’ = (—=;)
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I: —(x+D [-x-D]I<x+2) (x+2)
(x—D'(=x+D)<x+2)'(x+2)

X2 —1<x?+4x+4

, 5
K,=Lnl, = (—Z;—l)

I3: x+D) ' (x+D)<(x+2)-(x+2)
—x?+x—x+1<x?+4x+4
0 < 2x%+4x+3
L'=R
Ki=Lnk' =(-11)
I x+D) - x—1D<x+2)-(x+2)
x2—-1<x?+4x+4

5

x>—Z

1, >
=(——:00
4 ( 4’ )
K4_ 214014’ :<1,'00)
5
K=K1UK2UK3UK4=(—Z;—1)U(1;00)

Priklad 13 je sice dlouhy, avSak i tak jsme dokazali prehledné dojit k zavéru. Ani v tomto
pfikladu nesmime zapomenout na podminku, kde x? —1 > 0. Po Upravé této nerovnice
dojdeme k zavéru, ze x € (—1; 1). Na tuto podminku je jiz pfihlédnuto pfi zapisu vysledku. Na

obrazku 21 muzeme vidét, ze nas vysledek je spravny.
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In[27]:= REdIJEE[\JI -1 <x4 2]

—aox=E -1 x =1

In[28]:= Mumber‘LineP]ot[\Jl W o1l e x42, (X, -2, 2}]

—_— —_—

Out]28}=

=]

Obrdzek 21: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 13 ve Wolfram Cloud.

4.11. Kvadratické rovnice a nerovnice bez absolutniho ¢lenu
Priklad 14: Reste rovnici 4x2 + 16x = 0 v R.

Jak je jiz zminéno vySe, kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu mé stejny tvar jako linearni
rovnice v soucinovém tvaru. Proto jen pro uplnost uvadime tento priklad, ale resi se uplné stejné

jako priklad 2.

4x% +16x =0
4x-(x+4)=0
dx =0 44+x=0
x=0 x=—4
K = {-4;0}

Rovnici mizeme fesit i pomoci diskriminantu. Pak by feSeni vypadalo takto:

D=16%—-4-4-0= 162

_ —16 £ V16?
x1/2——2_4
_-16+16_0_ _-l6-16 32
xl 8 _8_ xz— 8 = 8 =
K ={-4;0}

Vidime, Ze jsme se obéma postupy dopracovali ke stejnému vysledku jako Wolfram Cloud na
obrazku 22.
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In[3z]:= Solve[r-'l xt s 16 == a, x]
outEzlE (I -4}, (x=81])

nas= Plot[4x” + 16 x == @, {x, -6, 2}]

Obrdzek 22: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 14 ve Wolfram Cloud.

Priklad 15: Reste nerovnici 4x2 + 16x > 0 v R.

Zde si mizeme pocinat stejn€ jako v prikladech 6 a 13, tedy vypracovat tabulku. Av§ak my

jsme zvolili postup jako v prikladech 10 a 11, tedy logickou uvahu.
4x% + 16x >0
4x-(x+4)>0

[Ax >0 Ax+4>0]V[4x <0 A x+4<0]

4x >0 x+4>0 4x <0 x+4<0
x>0 x> —4 x<0 x < —4
I; = (0; ) I = (=4; ) I3 = (=0;0) Iy = (—o0; —4)
L nl, =K, =1; = (0; ) Lnl, =K, =1, =(—o0;—4)

O pravdivosti naseho vysledku se mizeme presveédcit na obrazku 23.
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n[Z5]:= Reduce[4 ¥+ 16% > G]

Obrdzek 23: Zaddni a grafické zndzornéni prikladu 15 ve Wolfram Cloud.

Vsimnéme si, ze ptiklady 14 a 15 jsou si podobné. Piesnéji feCeno nerovnici 15 jsme vytvorili
zrovnice 14 zpasobem, ktery je popsan v teorii na strané 17 V této souvislosti porovnejme
grafy téchto prikladl. Pro ptiklad 14 na obrazku 21 hledame body, kde graf protina osu x, tedy
ve kterych se funk¢ni hodnota grafu se rovna 0. Pro piiklad 15 na obrazku 23 hledame interval
na ose x, kde jsou funkéni hodnoty grafu kladné. Tento hledany interval je zobrazeny na

obrazku 23.

4.12. Ryze kvadratické rovnice a nerovnice

Piiklad 16: Reste rovnici 9x2 — 16 = 0 v R.
Pro tento ptiklad pouzijeme stejny postup jako pro priklady 2 a 14.
9x2—-16 =0

Bx+4)-3x—4)=0

3x+4=0 3x —4=0
B 4 _4
X = 3 x—3
K—{ 44}
L 3’3
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Stejné jako v prikladu 14, 1 zde je vhodné si predvést, jak by vypadal postup feseni, kdybychom

rovnici chtéli vytesit pomoci diskriminantu.

D=0—-4-9-(—16) =576

04576
x1/2——2_9
0424 4 0-24 4
1718 T3 » 27798 T 2
K=1{-2.2
{ 3 3}

Je vidét, ze jsme dosli opét ke stejnému vysledku jako Wolfram Cloud na obrazku 22. Dale je
treba fict Ze z ptikladu 16 jsme stejné jako z piikladu 14 vytvorili nerovnici. V§imnéme si tedy
souvislosti, jaké maji mezi sebou grafy prikladi 16 a 17 na obrazcich 24 a 25.
In[44)= Solve[9 x"~2 - 16 == @, x]
4. 4. .
3

Oudl {{x -y (x>

In[47:= Plot[9x"2 - 16 == @, {x, -3; 3}]

Obrdzek 24: Zadani a grafické zndzornéni prikladu 16 ve Wolfram Cloud.
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Priklad 17: Reste nerovnici 9x2 — 16 < 0 v R.

Levou stranu rovnice upravime na soucin Ciniteld a poté budeme postupovat jako v prikladech

10, 11, 15.
9x2 - 16 <0
Bx+4)-3x—4)<0

[Bx+4<0A3x—4>0]V[3x+4>0 A 3x—4<0]

3x+4<0 3x—4>0 3x+4>0 3x—4<0
3x < —4 3x>4 3x > —4 3x<4
< 4 >4 > 4 <4
X 3 X 3 X 3 X 3
4 4 4 4
11=(—°°:—§ 12=(§:°°) 13=(—§:°°) 14=(—°°:§)
Ki=Lnl,=¢

4 4
K;=5nl,= (_gig)

4 4
kK=K UK =(-3:3)

In[32):= Reduce[g ¥ -16 < 9]
4 4

Out[32}= = — « < =

. 3

n2¢)= NumberLinePlot[9x’ - 16 < @, {x, -4, 4}]

Obrazek 25: Zadani a grafické zndazornéni prikladu 17 ve Wolfram Cloud.
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4.13.  Uplné kvadratické rovnice a nerovnice

Priklad 18: Reste rovnici x2 + (2\/§ +1)x+3+ V3=0VvR.

Priklad 18 budeme fesit stejnym postupem, jaky je uveden v teorii u ptikladu B. Vizualizovany

je ptiklad 18 ve Wolfram Cloudu na obrazku 26.

x2+(2V3+1)x+3+V3=0

D=(2v3+1) —=4-1-(3+v3)=(2v3) +2-2V3- 1+ 12— 12— 4/3
=12+4/3+1-12-4/3=1

_—2V3+ 1 £Vl
x1/2— 2.1
x1:_2\/§_1+1—_2\/§——\/§
2 2
_—2V3-1-1 -2v3-2 2(—V3-1)
Xy = > =———= 5 =-3-1
K ={—/3-1;,-/3}

In[37]:= Solve[xz + (2’\.{? + 1} g ’\.I'r? == @, x]

3 /3

S )

In[45]:= F*]ot[x1 ' (MG " 1} x+3+3 =0, {x, -10, 5}]

Obrdzek 26: Zadani prikladu 18 ve Wolfram Cloud.
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Priklad 19: Reste rovnici x° — 7x3 —8=0v R.

Tuto rovnici je mozno pomoci substituce upravit do kvadratického tvaru. Zavedeme substituci
x3 =t a dale budeme pocitat s neznamou ¢. Jakmile nalezneme feseni pro ¢, dosadime tuto

nalezenou hodnotu nebo hodnoty zpatky do substituce a tim nalezneme hodnoty pro neznamé

x. Na obrazku 27 vidime, ze jsme pocitali spravne.
x6—-7x3-8=0 Substituce: x3 =t
t2—-7t—-8=0

D=(-7)2—4-1-(-8)=49+32 =81

(-1 +V8l
tl/z——z_1
74+9 16 7—9 =2
X3 =1y x° =1,
x,3=8 x,3 =—1
x1:§/§ x2:3—1
X, =2 x, =—1
K ={-1,2}

In[48]:= 5::&11..r|=¢|:>¢:IS TR -B== B, ¥, Rea]s]

Dutf48}= [ {® = -1}, [x=2})

inzE)= Plot[x® - 73 - 8 == 0, {x, -10, 10} ]

=
(]

(=)
L
—
[=]
[=]
[=]
[=]
[=]
T

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

[=]
[=]

Obrdzek 27: Zadani prikladu 19 ve Wolfram Cloud.
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Priklad 20: Reste nerovnici x2 — 2x — 15 > 0 v R.

Zde nejprve budeme hledat nulové body, a to lze dvéma zplsoby. Jelikoz je rovnice
v normovaném tvaru, mizeme nulové body najit pomoci Vietovych vzorca, tedy budeme hledat
dvé cisla takova, ktera kdyz secteme, daji nam ¢islo 2 (-b) a kdyz je vynasobime, Cislo -15 (c).

Pokud vSak nelze Cisla najit rychle a efektivng, je lepsi je najit pres diskriminant.
x2—-2x—-15=0
D=(-2)2—4-1-(-15) =4+ 60 = 64

—(—2) V64
2-1

X1, =
(x—=5)'(x+3)=0

Pomoci nulovych bodl jsme nerovnici v prikladu 20 rozlozili na soucin. A jak jiz je znamo, od
této Casti piikladu mizeme postupovat dvéma zpusoby. Bud’to tabulkou jako v prikladech 6 a

13, nebo logickymi spojkami jako v ptrikladech 10, 11, 15, 17.

[x—-5>20Ax+3=>0]V[x—5<0Ax+3<0]

x—5>0 x+3>0 x—5<0 x+3<0
x>5 x> -3 x<5 x < -3
I; = (5; ) I, = (—3; ) I3 = (—; 5) Iy = (—0;—3)

Lnl, =K, =1 =(5;0)

Lnl,=K,=1I,=(—;-3)

K = K; UK, = (—o0; —3) U (5; =)
= Fb.=_-r.:|u|:e[1¢:1 ~2x-15=z G]
OutEdl X = =3 ® =05
=11= NumberLinePlot[x’ - 2x - 15z @, {x, -5, 8} ]

- = —_ =

[=]

Obrdzek 28: Zaddani a grafické zndzornéni prikladu 20 ve Wolfram Cloud.

46



4.14. Soustavy rovnic

Piiklad 21: Reste soustavu rovnic 2x +y = 2, 5x +3y =5 vR.

Tuhle soustavu rovnic vyfeS§ime dosazovaci metodou. To znamend, ze si z prvni rovnice
vyjadfime neznamou, kterou pak dosadime do rovnice druhé. Jakmile vypocitame hodnotu
jedné neznamé, pak ji dosadime do jedné z rovnic ze zadani. Jak jiz vyplyva z textu, nezalezi
na tom, jakou neznamou vyjadiime jako prvni, a ani na tom, do jaké z rovnic potom dosadime.
Proto postupujme idealné pro nas nejjednodussi cestou, a to je ta, ktera zahrnuje nejméné

matematickych operaci a nevede ke zlomkiim ¢i vysokym Cislim.
2x+y=2 - y=2-12x
5x+3y =05 y=0
5 +3:-(2—2x)=5
5x+6—6x=5

—x =-1

Inf221= r = Solve[2x 4y == 28&& S5x 4 3y == 5, {xy v}]

Outfzil= [ (x =1,y =+0}]

rizfl= ContourPlot[{2x+y =2, 5%+ 3y =5}, {xy -2y 2}, {ys -2, 2}, Epilog + {Red, PointSize[.02], Point[{x, y}] /. r}]

Obrdzek 29: Zadani a grafické zndzornéni prikladu 21 ve Wolfram Cloud.
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Na obrazku 28 mame pomoci Wolfram Cloud zobrazeny obrysovy graf, ktery nam ukazuje ¢ast
soufadnicového systému, kde se nachazeji dvé kiivky. Kazda rovnice pfestavuje jednu kiivku,
a protoze jde o linearni rovnice, jedna se tedy o pfimky. Kofenem sousty rovnic jsou body, které

maji obé piimky spolecné. Pokud tedy mame dvé ptimky, mohou nastat tfi piipady, Ze jsou:

e Totozné — Pokud jsou ptimky totozné, pak maji spole¢nych nekonecné mnoho bodi a
presné tolik bodt obsahuje jejich koren.
e Rovnobézné — Pokud jsou pfimky rovnobézné, nemaji pfimky zadny spole¢ny bod.

e Riznobézné — Jestlize jsou piimky riznobézné, pak maji spolecny pravé jeden bod.

Z vysledku prikladu 21 je tedy patrné, ze pfimky maji jeden spole¢ny bod. Pravé tuto situaci

zachycuje graf na obrazku 28 a jejich spole¢ny bod je oznacen Cervenou teckou.
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Piiklad 22: Reste soustavu rovnic x + 2y = 5, x —2y =1 vR.

Na prikladu 22 si predvedeme jiny postup feSeni soustavy rovnic. Jednd se o metodu
dosazovaci, ktera spociva v tom, Ze rovnice spolu secteme. Idealné by se timto sectenim meéla
jedna neznama vyloucit, pokud se tak nestane, je tfeba rovnice vynasobit tak, aby se tak po
secteni stalo. V naSem piikladu 22 se po secteni jedna neznama vylouc¢i a my tedy nemusime
rovnice nijak upravovat. Déle postupujeme jako v ptfedchozim piikladu. Dopocitame jednu

neznamou, kterou dosadime do libovolné rovnice ze zadani.

x+2y=5 3+2y=0
x—2y=1 y=1

2x =6

x=3
K = {[3;1]}

= s =Solve[x+ 2y =58k x-2y==1, {3 v}]

OutlZif= {[{x =3, y=>1}}

riz2)= ContourPlot[{x+ 2y =5, x-2y ==1}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, Epilog + {Red, PointSize[.02], Point[{x, y}] /. s}]

AT T T T T T T T T T T T T T]

Qut| 2=

Obrdzek 30: Zadani a grafické zndzornéni prikladu 22 ve Wolfram Cloud.

Stejny pripad nastal u prikladu 21. Soustavu rovnic v ptikladu 22 tvoti dvé riznobézné ptimky

s jednim spoleCnym bodem. Tuto situaci zobrazuje graf na obrazku 30.
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Piiklad 23: Reste soustavu rovnic x + y+ 2z = —1,2x —y + 2z = —4, 4x + y + 4z = =2
v R.

Nyni mame soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych. Je mozné pouzit metodu scitaci nebo
dosazovaci, ale je tfeba si uvédomit, ze tyto postupy se pii vétsim poctu rovnic a neznamych

stavaji méné prehledné. Vhodnym postupem je v tomto pfipadé pocitani s maticemi.
x+y+2z=-1
2x —y+2z=—-4

dx+v+4z=-2

Koeficienty soustavy vepiSeme do roz§ifené matice soustavy a tuto matici upravime na horni

trojuhelnikovy tvar.
1 1 2]-1 -2 =2 —4] 2 -2 =2 —4| 2 -4 -4 -8| 4
2 -1 2|-4|~({2 -1 2|-4|~l 0 -3 =2|-2]~1 0 =3 =2|-2]~
4 1 41-2 4 1 41-=2 4 1 41-=2 4 1 41=2
-4 -4 -8| 4 1 1 2|-1 11 2]-1 1 1 21-1
~l0 -3 =-2|-2])~{0 3 2|2 ])~{0 3 2|2 ]~|0 3 2|2
0 -3 -412 0 -3 —412 0 0 21 4 0 0 1I-2

Kdyz mame matici takto upravenou, mizeme ji bud’ pfepsat zpé€t na rovnice, nebo ji jesté

upravit na matici jednotkovou. Uvedeme oba pfipady. Zacneme prevodem zpét na rovnice.

x+y+2z=-1 3y+2-(-2)=2 x+2)+2-(-2)=-1
3y+2z=2 3y=6 x=1
z=—-2 y=2
K ={[1;2;-2]}

Kofenem soustavy rovnic je usporadana trojice Cisel. V dalsim vypoctu si ukazeme, jak by to

vypadalo, kdybychom matici upravili na jednotkovou.

1 1 2|-1 1 1 2|-1 11 0]3 1 1 0] 3 1 1 0]3
(0 3 2 2)~(0 3 2 2)~(0 3 0 6)~(0 1 0 2)~(0 -1 0f|-2
0 0 11-2 0 0 214 0 0 214 0 0 11-2 0 0 11-2
1 1 0] 3 1 0 0|1 1 0 01
~(0 -1 0 —2)~(0 -1 0 —2)~(0 1 0 2)
0 0 11-2 0 0 11-2 0 0 11-2
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Matici se nam podafilo upravit na jednotkovou a je patrné, ze prvky Ctvrtého sloupce tvori
usporadanou trojici, ktera je kofenem soustavy rovnic.

4= v=5Sclve[x+y+2z=-1882x-y+2z = -AB&Ax+y+417=-2, {3y, z}]

Outfdl= [ (¥ =21,y =2,22-2}]

Inj2)= ContourPlot3D[{x+y+27= -1, 2x-y+27 = -4, Ax+y+47 = -2}, {x, -10, 10}, {y, -10, 10}, {z, -10, 10}]

Obrazek 31: Zadani a grafické zndzornéni prikladu 23 ve Wolfram Cloudu.
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Zaver
Cilem této zavérecné prace bylo zpracovat piiklady na téma rovnic, nerovnic a jejich soustav a

ukazat jejich feSeni ve Wolfram Cloudu. Tohle téma jsem si vybrala, protoze je mi téma rovnic

blizké a bavi mé je fesit a zobrazovat. Osobné ve své praci spatiuji dvoji vyuziti.

Prvni vyuziti je pro zéky, ktefi cht&)i studovat téma rovnic, nerovnic a jejich soustav. Tato prace
jim podrobné ukaze, jak se piiklady fesi a jak si mohou své feseni velice snadno ovéfit a
ptipadné znazornit. Druhé stranka vyuziti je velmi podobnd, jen je uchopena z druhé strany.
Muze totiz slouzit uCitelim, ktefi z této prace mohou Cerpat navrhy na priklady, ale hlavné se

z ni mohou naucit, jak pouzivat Wolfram Cloud k ovérovani vypocti.

Béhem vypracovavani své prace jsem prisla na jednu véc, a sice, ze jako ucitelé mame tendence
své upravy pii vypoctu zkracovat. Tedy snazime se napsat zapis vypoctu prikladu tak, aby byl
co nejkratsi a aby v ném bylo co nejmén¢ symbolt. Nepochybné je to z divodu, abychom stihli
vypocitat vice prikladi za kratsi Cas. Zda se to byt nevinné, ale jestlize se u jednoduchych
ptikladii vyhybame kompletnimu a fadnému zapisu, velice snadno se muze stat, ze zaci budou

zmateni, da-1i jim ucitel ptiklad tézsi (viz ptiklad D v porovnani s piikladem 8).

Co se vybranych prikladi tyce, tak ty jsou spiSe zaméfené na vyssi stupen zakladni skoly a na
stfedni Skoly spiSe mén¢. Takze dle mého Gsudku ma prace mize slouzit i jako pojitko mezi

témito meznikem ve vzdélavani.

V praci nalezneme popis programu Wolfram MATHEMATICA a zakladni kroky k jeho
pouzivani. Dale je pak vypis, jak je téma rovnic, nerovnic a jejich soustav zakotveno
v ramcovych vzdélavacich programech pro zaky na vy$§im stupni zékladnich a stfednich Skol.
Poté nasleduje definovani pojmt rovnic, nerovnic a jejich soustav. Nakonec najdeme sbirku
feSenych piikladd, které jsou doprovazeny feSenim ve Wolfram Cloudu jak numericky, tak

graficky.
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