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Abstrakt

Tato préace se zabyva resenim evoluc¢nich parcialnich diferencidlnich rovnic metodou ¢asové
diskretizace, ktera vychazi z Rotheho metody (metody piimek). Prace je rozdélena na tii
zékladni casti. V prvni ¢éasti je ukdzan princip jejitho fungovani. Druha cast se zabyva
teoretickymi aspekty metody, konkrétné je zaméfena na existencni a konvergencni vétu,
spolu s odvozenim odhadu chyby a zavedenim potiebnych definic. Na zavér je v praci
uveden program vytvoreny v prosttedi MATLAB.

Abstract

This thesis deals with solving evulution partial differential equations by the time discre-
tization method. It originates form the Rothe’s method (methond of lines).The thesis is
divided into three parts. The first one shows principle of the method. The second part
focuses on teoretical aspects, in particular, on existence and convergence theorem along
with an error estimate. Some function analysis tools are presented here as well. In the
last part, a MATLAB code is listed.
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1 Uvod

Parcialni diferencidlni rovnice patii k nejatraktivnéjsim a nejobtiznéjsim matema-
tickych disciplindm v inzenyrstvi, pro jejichz feSeni existuje celd fada numerickych me-
tod. Jednou z téchto metod navrhl v tficatych letech E. Rothe. Jeho metoda se zabyva
feSenim parabolickych rovnic ve dvou proménnych, ¢asové a prostorové. Zakladem Ro-
theho metody je rozdéleni ¢asového intervalu na p podintervalu délky h a v kazdém
délicim bodé nahrazeni ¢asové derivace prislusnym diferencénim podilem, ¢imz vznikne p
obycejnych diferencidlnich rovnic. Tato myslenka byla vyuzita velkou fadou autoru, pro
feSeni obecnéjsich dloh. Jednim z nich byl prof. Karel Rektorys, jehoz vylepsend Rotheho
metoda dostala ndzev metoda casové diskretizace.Tato metoda je vhodnd k feseni tzv.
evolu¢nich problému, parcidlnich diferencidlnich rovnic obsahujicich cas.

Cilem bakalaiské prace je seznameni s metodou casové diskretizace. V prvni ¢asti
ukézeme zakladni princip metody na jednoduchém ptikladé, u kterého porovname ziskané
vysledky s jejich presnou hodnotou. Déle uvedeme potiebnou teorii, kterou poté vyuzijeme
u otazky konvergence metody a existenci, resp. jednoznacnosti jejiho feseni. Jelikoz je tato
metoda pouze metodou pribliznou, budeme se také zabyvat odhadem chyby ziskaného
feSeni od presného vysledku. V posledni ¢ésti prace zminime program vytvoreny v prostiedi
programu MATLAB, jenz byl zaméfen na feseni vybranych tloh pravé touto metodou.

Pro vétsi nazornost ziskanych vysledku se v praci omezime na linedrni parabolickou
tlohu s homogenni pocatecni a okrajovymi podminkami.

Velka cast této prace je inspirovana knihou Metoda casové diskretizace a parcialni
diferencialni rovnice od prof. Karla Rektoryse.

12



2 Princip metody

Nejprve se podivame na princip metody casové diskretizace. Postup Teseni ukazeme
na rovnici

%:% na Q= (0,7) x (0,1) (2.1)
spolu s pocateéni podminkou
u(x,0) = sin(z) (2.2)
a okrajovymi podminkami
u(0,t) = u(m, t) = 0. (2.3)

U tohoto pomeérné jednoduchého ptikladu se da snadno ovérit, ze funkce
u(z,t) = e ' sin(z) (2.4)

fesi rovnici (2.1) na oblasti Q a vyhovuje podminkdm (2.3), (2.4).
Provedme nyn{ rozdéleni intervalu I = (0,1) na pét podintervalu I,..., Iy (I; =
<tj_1,tj> ,j=1,...,5) délky h = 0,2. Pro ty = 0 Polozme

vo(x) = sin(x), (2.5)

coz odpovidé pocdtecni podmince (2.2). Hledejme nyni postupné pro hodnoty ¢; = 0,2ty =
0,4,t3 =0,6,t, = 0,8 a t; = 1 takové funkce

Ul(l’),Ug($),2]3(l’),2]4(l’),2]5(l’),
aby pro 7 =1,...,5 platilo

Uj ({L’) B Uj—l(x) " .
; — v (z) = 0. (2.6)

Vzhledem k okrajovym podminkdm (2.3) musi byt splnéno

Déle si muzeme vsimnout, ze derivaci du/0t z rovnice (2.1) nahrazujeme diferen¢nim
podilem

vi(2) — vj-1(z)

h

Nyni spo¢itdme pomoci rovnice (2.6) funkce v; a porovname je s presnymi vysledky
vyuzitim explicitniho feSeni. Pro j = 1 dostavame

Ul(x) _UO(x) " _
W () =0,

coz muzeme upravit na tvar

—hvi’ + v = vg. (27)
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Spolu s okrajovymi podminkami v;(0) = v(7w) = 0 dostavame Dirichletovu okrajovou
ulohu pro obyéejnou diferencidlni rovnici. Reseni rovnice (2.7) hledejme ve tvaru

v1(z) = By cos(z) + A sin(z). (2.8)
Dosazenim druhé derivace
v{(x) = —Bj cos(x) — Ay sin(x).
do rovnice (2.7) dostaneme
—h [=B; cos(z) — Ay sin(z)] + By cos(z) 4+ A; sin(z) = sin(z).

Odtud nam ihned vyplyvaji dvé rovnice pro neznamé A; a B,

Bi(h+1)=0,
Al(h + 1) - 1,
tedy hodnoty téchto dvou neznamych jsou
B =0 A !
1 LT T

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnice (2.8), ziskdme

1
1+h

vi(x) = sin(z). (2.9)

Podobné pro j = 2 dostdvdme podle (2.6) rovnici —hvy + va = v1(x), opét s okrajovymi
podminkami v3(0) = vo(m) = 0. ReSeni lze ocekdvat v podobném tvaru jako je (2.9),
budeme ho proto piimo uvazovat jako

vo(x) = Agsin(z). (2.10)

Pokud si opét spocitame druhou derivaci a dosadime do ptislusné rovnice, dostaneme

1
1+h

Ashsin(zx) + Agsin(z) = sin(z),

resp. po Upravé ma neznama A, hodnotu

1

Ay = ——
7 (14 h)?

Dosadime-li tedy opét zpét do (2.10), ziskame

1 .
vg(x) = ———— sin(x).
Podobné bychom postupovali pii vypoctu pro hodnoty j = 3,4,5. Obecné muzeme hod-
noty jednotlivych funkei spocitat podle vzorce




Pokud nyni dosadime za h = 0.2 a zaokrouhlime na pét desetinnych mist, dostaneme

vi(x) = 0,83333sin(x),
va(x) = 0,69444 sin(x),
vs(x) = 0,57870 sin(x),
vg(x) = 0,48225 sin(x),
vs(z) = 0,40188 sin(z).

Nami vypoéitané vysledky muzeme nyni porovnat s presnym feSenim (2.4) pro t = t; =

0.2,...,t=t5=1:

u(x,t;) = 0,81873sin(z),
u(x,ta) = 0,67032sin(z),
u(x,t3) = 0, 54881 sin(z),
(, t4) ()
(, t5) ()

u(x,ty) = 0,44933 sin(z),
u(z,t5) = 0,36788sin(x).

Muzeme vidét, ze metodou casové diskretizace dostavame pribliznd feseni vy (z), . .., vs(x)
problému jen pro diskrétni hodnoty proménné ¢. Abychom dostali priblizné resSeni, defi-
nované v celé oblasti €, muzeme zkonstruovat funkci — oznaé¢me ji uy(z,t) — definovanou
v j-tém podintervalu I; = <tj_1,tj> predpisem

up(z,t) = vy () +

t—ti

. [vj(z) — vj—1(2)].

Pro kazdé pevné x je tedy funkce wu;(x,t) po ¢astech linedrni funkci proménné t.

Obrézek 1: Priblizné reseni uy (z,t)

Rozdélme déle interval I = (0, 1) postupné na 5-2 = 10, 5-22 = 20, 5-23 = 40,...,5-

n—1
on-l .,

podintervalt délky 0,1, 0,05, 0,025,. .., m, .
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dy, d3, dy, ..., d,,... (dy znaéi puvodni déleni na pét podintervalu délky h = 0,2) Na-
prosto stejnym zpusobem jako diive zkonstruujme pro tato déleni funkce

ug(x,t), ug(x, t), ..., up(z,t),... .
Tak dostavame posloupnost funkeci

{un(z,t)},

Lze ocekdavat, ze tato posloupnost bude v ur¢itém smyslu konvergovat k reseni tlohy. Pro
nazornost si ukazeme, jak se hodnoty zméni pii zvySovani déleni d;. K porovnani zvolme
dy,dy a ds (pro jednoduchost budeme porovnéavat pouze koeficienty bez funkce sin(x)).

n=12....

Tabulka 1: Porovnéavaci tabulka

Pfesnd hodnota dy da ds
t=0,2 0,81873 0,83333 | 0,82270 | 0,82075
t=04 0,67032 0,69444 | 0,67684 | 0,67362
t=0,6 0,54881 0,57870 | 0,55684 | 0,55288
t=0,8 0,44933 0,48225 | 0,45811 | 0,45377
t=1,0 0,36788 0,40187 | 0,37689 | 0,37243

Vidime, Ze pti zjemnovani déleni se aproximace pfiblizuje presné hodnoté. Zdvojnasobime-
li déleni, chyba se v ¢asech 0,2, 0,4, ..., 1 pfiblizné dvakrat zmensi.
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3 Matematické zaklady

V této casti prace se zamérime na zakladni definice a vysledky funkciondlni analyzy,
které nam budou slouzit k porozumeéni nasledujiciho textu.

3.1 Soboleovy prostory

V dalsim textu bude symbol €2 vzdy znacit oblast v euklidovském prostoru Ey s
lipschitzovskou hranici®.

Definice 3.1. Oznaé¢me C*°(£2) mnozinu funkei nekoneénékrat spojité diferencovatelnych

v Q. Dale i = (iy,...,in) je vektor (tzv. multiindex), jehoz souradnice jsou celd nezdpornd
¢isla a jeho velikost definujme jako|i| = i; + -+ +iy. Pro u € C*°(Q2) oznatme
| il
D'u “

= 5a in
Oxit...0zy

Necht k je pevné pfirozené ¢islo. Na mnoziné C°°(Q2) definujme skaldrni soucin, ktery
oznacime (v, u)y (o), takto:

(v, W) = Z(D%,Diu) = Z / D'wD'udx pro wu,v € C=(Q). (3.1)
jil<k jil<k 7S
Normu a vzdalenost definujeme klasickym zptsobem, tj.
||u||W2k(Q) =V (u, U)Wé“(ﬂ)
P (v, 1) =lv = ullyy ) -

Tim ziskdme metricky prostor, ktery se obvykle zna¢i S5(€2). Tento prostor neni pro k > 0
Uplny?. Provedeme-li jeho ztplnénf (1ze nalézt naptiklad ve [4]), dostaneme Hilberttv pro-
stor se skalarnfm soucinem (3.1). Tento prostor se potom nazyva Soboleviiv prostor Wi ().
V pripadé oblasti s lipschitzovskou hranici je tento prostor ekvivalentni s prostorem vsech
lebesgueovsky integrovatelnych funkei s kvadratem, které maji s kvadratem integrovatelné
zobecnéné derivace (ve smyslu distribuci).

3.2 Slaba formulace

Omezme se na eliptickou tlohu, kterou budeme uvazovat ve tvaru
—Au +bu=f vQ (3.2)
spolu s okrajovou podminkou

u =0 mnal. (3.3)

1Zhruba ifeeno, je to takovd oblast, jejiz hranici lze vyjadfit lokdlné jako lipschitzovskou funkci
(pfesnou definci lze nalézt napi. v [2]). Pojem lipsichtzovské hranice je dostateéné obecny, aby pokryl
v praxi bézné potfebné mnoziny, ale zaroven nedovoli piili§ ,divoké“ hranice, pro které by nemusely
platit nékteré déle uvedené vysledky z funkciondlni analyzy. Oblast s lipschitzovskou hranici nemé zadné
wzarezy“, body vratu, a hranice ma kone¢nou miru.

2 Jako tiplny metricky prostor, oznacujeme takovy prostor, ve kterém je kazdé cauchyovska posloupnost
bodu prostoru konvergentni.
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Oblast €2 budeme v tomto piipadé uvazovat jako podmnozinu euklidovského prostoru Ey
s lipschitzovskou hranici I'. Symbol A je Laplaceuv operdtor

2 52
A= —.
; x?

Okrajova podminka (3.3) (tzv. Dirichletova) se nazyva stabilni okrajovou podminkou. Za-

definujme nyni pojem stopa funkce spolu s prostorem V' s nimz budeme déle pracovat.

Definice 3.2. Pro libovolnou u € W3 () vezméme posloupnost u,, € C*(Q)? takovou,
ze lim = u ve W3 (Q). Oznacime-li u,(s) hodnotu funkce u na hranici Q, pak lze ukézat,
n—oo

ze existuje prvek u € Lo(I), takovy ze lim u,(s) = u(s) v Lo(I).
n—oo

Definice 3.3. Podprostor prostoru Wi () vsech funkci, které splituji ve smyslu stop
prislusné homogenni stabilni okrajové podminky, nazveme prostorem V.
Tedy v nasem piipadé bude mit prostor V' podobu
V ={ve W, (Q),v=0nal vesmyslu stop}. (3.4)
Abychom mohli vyslovit slabou formulaci tlohy (3.2) potfebujeme jesté néasledujici vétu.

Véta 3.4 (Greenova véta). Méjme funkce vy, vy € W3 (Q). Pro vsechny funkce z tohoto

prostoru plati
ov ov
V1 2dg = /vlvgwds —/ 1vgdx,
o O r o 0x;

kde v; je i-td souradnice jednotkového vektoru normdly ke I' a v1(S),v2(S) jsou stopy
funkei vi(x),vo(x) na L.

Bud f € Ly(Q), prostor V je dan vztahem (3.4) a necht nejprve u € C?(Q) je klasické
feseni okrajové ulohy (3.2)—(3.3). Zvolme libovolnou funkci v € V| ndsobme ji rovnici
(3.2) a integrujme pfes oblast Q. Dostaneme

_/QU Adx_;_b/ﬂyu:/ﬂvfdx. (3.5)

Vyuzijme-li nyni véty (3.4) a polozime v; = v,vs = —0u/dx; dostaneme
y 0*u Qe — Jv Ou
o 02" Jo Ox;0x;

Uvazime-li, ze v € V, je podle (3.4) v = 0 na I' ve smyslu stop. A konecné tedy souctem
pres vSechny 7 v (3.5) dostaneme

2 ov Ov
dx—l—b/vu:/v dz. 3.6
;/ﬂ&ﬁi&ﬁi Q Q ! ( )

Rovnost (3.6) nazveme integrdlni identitou. Pokud sumu na levé strané rovnice (3.6)
oznac¢ime jako ((v,u)), coz je bilinedrni forma prislusnd problémum (3.2) a (3.3), a vyraz
z pravé strany zapiSeme jako skaldrni souéin, tj. (v, f), muzeme (3.6) struéné zapsat ve
tvaru

((v,u)) 4+ b(v,u) = (v, f). (3.7)

3Takova posloupnost uréité existuje, protoze C>°(€2) je hustd v Wi (Q).
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Definice 3.5. Ulohu nalézt funkci v € V takovou, ze rovnost (3.7) je splnéna Vv € V

nazyvame slabou formulaci dlohy (3.2)—(3.3). Funkce u se pak nazyva slabym tesenim
probléma (3.2)—(3.3).

Definice 3.6. Bilinearni forma ((v,u)) se nazyva omezend v prostoru W} (), existuje-li
takova konstanta K > 0 (nezavisld na v a u), ze plati

‘((v,u))‘ <K ||v||W21(Q) pro viechna v,u € W, (Q),
nazyva se V-eliptickd, jestlize existuje takova konstanta o > 0 (nezavisla na v), ze
((v,u)) 2 Oé||U||W21(Q) pro vSechna v € V.

Véta 3.7 (Laxovo-Milgramovo lemma). Necht forma ((v,u)) je V-eliptickd, omezend ve
W) a necht f € Ly(Q). Pak existuje prdavé jedno slabé reseni problému (3.2) a (3.3).

Pozndmka. Je-li forma ((v,u)) omezend ve W3 (Q) a je zde V-eliptickd, pak pii pevném
h > 0 plati totéz pro formu

(((w,))) = ((0,) + 3 (v, ).

3.3 Abstraktni funkce
Definice 3.8. Necht I = (0,T) a necht H je Hilbertuv prostor. Pak zobrazen{

y: 1 — H (3.8)
se nazyva abstraktni funkce z intervalu I do prostoru H.

Tedy abstraktni funkce je podle této definice zobrazeni, definované na intervalu I
a takové, ze kazdému t € [ je ptitazen urcity prvek y € H. Piseme y(t).
Uved'me si nyn{ zédkladni pojmy tykajici se abstraktni funkce, zaénéme spojitosti.

Definice 3.9. Rekneme, Ze abstraktni funkce (3.8) je spojitd ve vnitinim bodeé t € I,
jestlize Ve > 0 lze najit takové ¢, ze plati

At| <6 = ||y(t+ At) —y(t)||,, <e
kde||-||;; je norma v prostoru H.

Obdobné definujeme spojitost zprava, resp. zleva. Funkece (3.8) se nazyva spojitd v in-
tervalu (0,7, je-li spojitd v kazdém bodé ¢t € (0,7). Déle se nazyva spojita v intervalu
I = (0,T), jestlize je spojitd v intervalu (0,7) a v bodé t = 0, resp. T' = 0, je spojitd
zprava, resp. zleva.

Zavedme nyni{ derivaci abstraktn{ funkce.

Definice 3.10. Rekneme, ze abstraktni funkce ma ve vnitinim bodé t € I derivaci
y(t)=g€H,

jestlize je splnéno




Podobné se opét definuje derivace zprava, resp. zleva. O funkci pak fekneme, ze ma
derivaci v intervalu I = (0,T), ma-li derivaci v kazdém vnitinim bodé tohoto intervalu
a v bodé t =0, resp. t =T ma derivaci zprava, resp. zleva.

Definice 3.11. Mnozina vsech funkei (3.8), které jsou spojité na I s normou
||?J||c(1,H) = n}g]XHy(t)HH

se nazyva prostor C(I, H).

Definice 3.12. Rekneme, ze posloupnost funkef 3, € C(I, H) konverguje k funkei y €
C(1,H) v prostoru C(I, H) jestlize je splnéno:

Jim fly = yallem = 0.

Posledni dva vztahy ndm tikaji, ze konvergence v prostoru C(I, H) je stejnomérnd
konvergence v H na intervalu I, tj. ze ke kazdému e > 0 lze najit takové ng = no(e), ze

n>ny = Hy(t)—yn(t)HH<€ vVt e I

3.3.1 Bochneruv integral

Pro zavedeni Bochnerova integralu se nejprve musi nadefinovat tzv. jednoducha funkce.
Je to takova abstraktni funkce (3.8), ktera nabyva na intervalu I jen konetného poctu
shodnot® gq,..., 9, € H ato na méfitelnych mnozinach Ny, ..., N,, o mirach p1, ..., tiy,-

Definice 3.13. Bochneruv integral z jednoduché funkce y(t) definujeme vztahem

/y(t)dt => git-
I i=1

Definice 3.14. Abstraktni funkce (3.8) se nazyva silné méritelnd v Bochnerové smyslu,
existuje-li takovd posloupnost jednoduchych funkei y,(t), ze plati

lim Hy(t) — yn(t)HH =0 skoro vsude v I.
n—oo

Jestlize navic plati

n—oo

i [ 6) = )] =0,

fekneme, ze funkce (3.8) je integrovatelnd v Bochnerové smyslu a definujeme

/y(t)dt = lim [ y,(t)dt.

n—oo I

Definice 3.15. Ozna¢me Ly(I, H) prostor viech funkci integrovatelnijch v Bochnerové
smyslu s druhou mocninou, tj. integrovatelnych a splinujicich podminku

I, <o

se skaldrnim souc¢inem
(Y1, Y2) Lo(1,1) = /(yl(t)>y2(t))Hdt>
I

kde pro kazdé pevné ¢t symbol (y;(t),y2(t))y znamend skalarni sou¢in v prostoru H.
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Jelikoz je H Hilbertuv prostor, muzeme to stejné fici i o prostoru Lg(1, H). Primitivni
funkei Y (t) k y(¢) 1ze definovat pomoci Rieszovy véty jako

(Y (8), )i = / (y(r). 9)ndr Vg € H,

kdy funkciondl na pravé strané je reprezentovan abstraktni funkei Y (¢) € H. Lze ukazat,
ze pro y € Ly(I, H) je funkce Y (¢) na intervalu I spojita, tedy

Y eC(I,H),
je dokonce absolutné spojité*, coz oznacujeme
Y € AC(I, H). (3.9)
Funkce Y (t) ma v I skoro vSude derivaci rovnou funkci y(t), piseme
Y'(t)=y(t) v Ly(I,H). (3.10)

Uvazujme nyni za prostor H prostor V', ktery byl definovan diive. Skalarni soucin
bude potom v Ly(I, V') definovany jako

e = [0, w0
I
tedy normu muzeme zapsat jako
2
192y =/ [ - (311)
A koneéné konvergence y, -y v Lo(I,V), je chdpdna ve smyslu

. 2 -
lim /IHy = Ynlly dt = 0.

Podrobnosti k vyse uvedenym pojmum a tvrzenim (véetné dukazu) lze nalézt napiiklad
v monografiich [4] nebo [2].

4Tj. na intervalu I = (a,b) pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze Zzzllf(bi) — f(ai)’ < g, kde
(ai, b;) jsou libovolné disjunktni intervaly v I, spliujici Y 7" (b; —a;) <6 .
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4 Existen¢ni a konvergencni véta

V této casti se zaméfime na existencni a konvergencéni vétu pro linedrni parabolickou
tlohu s homogenni pocatecni a Dirichletovou okrajovou podminkou ve tvaru

%—Au —f v Q=0x(0,T) (4.1)
u(x7y70):07

u(x,y,t) =0 na L.

Pripomenme, ze I' je hranice oblasti ). Dale, funkce f je nezavisla na case t a f €
Ly(R2). Pro feseni problému metodou ¢asové diskretizace vyuzijeme stejny postup jako
u ukazkového prikladu v kap. 2.

Zacneme rozdélenim casového intervalu I = (0,7) body t; = jh, kde j =1,...,p—1,
na p podintervalu

L= (ti—1,t;), j=1,...,p,

délky
T
h=—.
p
Nyni v bodech t =¢;, j =1,...,p nahradime casovou derivaci Ou/0t z (4.1) diferen¢nim
podilem
Zj— Zj-1
h, )

kde z; = u(z,t;). Tim ndm vznikne problém

G _ gy um
h h’
z;=0 mna I.

Pro vzniklé problémy nyni postupné pro j = 1, ..., p hleddme funkce z; takové, které jsou
jejich feSenfm, pFicemz z(z) = 0 diky pocétecni podmince (4.3). Reseni budeme hledat
ve slabém tvaru, kdy je potieba najit postupné pro j = 1,...,p funkce z; € V takové, ze
jsou splnény integralni identity
1 Zi_1
((v,25)) + 5 (v,2) = (v,f + JT) Yo €V, (4.4)

coz muzeme upravit na tvar

(@) =(vf+32) woev,

Pii stejném znaceni jako v poznamce za lemmatem 3.7. Dle predpokladu je f € Ly(Q2) a
uvazime-li, ze zo(z) = 0, dostavame

f+2 € Ly,
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z ¢ehoz ihned plyne, Ze problém najit feseni z; € V takové, aby bylo splnéno
20
(o) = (v +2) vo eV,

m4 praveé jedno feSeni, viz véta 3.7. Vime, ze z; € V implikuje z; € Ly(Q), tedy

f+%€Lﬂm.

Opét muzeme tvrdit, ze problém najit takové feseni

21

(((v,22))) = (v,f + h) Yo €V,

ma také pravé jedno feseni a naprosto stejné bychom postupovali pro j = 2,..., p a dostali
bychom funkce z; € V..., 2, € V, coz jsou aproximace hledaného feseni problému u(z,t)
pro t = ty,...,t,. Tak jako v ukdzkovém piikladé muzeme nyni sestrojit funkci u;(z,?),
tzv. Rotheho funkci, kterou definujeme v intervalu I jako

zi(x) — zj_1(x
Ul(l’, t) = Zj_l(l’) + J( ) h J 1( )(t - tj_l) A Ij (45)
j=1,...,p. Vsimnéme si, ze pro kazdé pevné x € () je funkce (4.5) po ¢astech linedrni

funkce na intervalu I promeénné ¢, kdy v bodech ¢ = ¢; nabyva hodnot z;(z).
Uvazujme nyni misto déleni d; intervalu I na p podintervalu I; délky h déleni d,

(n=2,3,...), intervalu I na 2"~'p podintervalt I = < [P ;L>, kde

n __ . n—1
iy =jghn, j=0,1,...,2"'p

a jednotlivé intervaly maji maji délku

T
Iy = ———.
2n—1p

Obdobné jako pti déleni d; dostaneme pro jednotliva n funkce
2eV, j=1,...,2""p,

které jsou v tomto pripadé feSenim integralni identity

n

(= v+ 32) wev

Muzeme tedy konstruovat piislusné Rotheho funkce w,(z,t), které definujeme v intervalu
I jako

Zs . n—
un(z,t) = 27y (7) + . t—ti,) v L, j=1,...,2 Ip. (4.6)
Dostaneme tedy posloupnost funkei {un(x, t) }Zozl. Tuto posloupnost budeme nazyvat Ro-
theho posloupnosti prislusnou problému (4.1)—(4.3). Lze ocekavat, ze posloupnost bude
konvergovat k néjaké funkei u(z,t), kterd bude fesenim problému (4.1)—(4.3). Dukazem,
ze tomu tak opravdu je, se budeme zabyvat v nasledujicim textu.
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4.1 Konvergence

Nyni se budeme zabyvat otdzkou konvergence Rotheho posloupnosti. Odvod'me nej-
prve vztahy, které budeme dale vyuzivat.
Integralni identitu (4.4) prepisme jako
1
((U> ZJ)) + E(U> Zj = Zj—l) = (U> f) Vo € V7 (47)

kde opét z pocatecni podminky plyne, ze
2o(z) = 0. (4.8)

Opét je splnéna podminka jednoznacnosti feseni téchto problému.

Jelikoz jsou funkce z; z prostoru V (tedy stejneé jako funkce v vystupujici v integralnf
identité), muzeme vyuzit pro j = 1 substituci v = 21, ¢imz dostaneme integralni identitu,
ktera je ve tvaru

((z1,21)) + %(2’1,2’1) = (21, f). (4.9)

Podivejme se na jednotlivé ¢leny této rovnice. Pokud vyjdeme z predpokladu omezenosti
bilinedrni formy a toho, ze je V-eliptickd, musi platit ((21,271)) > 0. Dale skaldrni soucin
stejnych funkei z; muzeme ptepsat na tvar

(21,21) = |’ (4.10)

a dle Schwarzovy nerovnosti muzeme skaldrni sou¢in na pravé strané vztahu (4.9) odhad-
nout

(21, ) <llzllllAl- (4.11)

Vyuzijeme-li téchto tprav, tak rovnosti (4.9) vyplyva
1
E||21||2 <[lzalllfll = [l < Rl f]]- (4.12)

V dalsim kroku si pomtuzeme odectenim integralni identity ve tvaru

(0, 25)) + 3 (0,2 = 212) = (0, )

od identity puvodni tj. (4.7). Takto ziskdme rovnici

(v, 25 — 2j-1)) + l(% (zj — 2j-1) — (-1 — 2j—2)) = 0.

h

Aby byly néasledujici uivahy ztetelné, jesté tento tvar poupravime, a to za vyuziti vlastnosti
skaldarntho souc¢inu (cyu; + coug, v) = ¢ (ur,v) + co(ug, v), diky ¢emuz dostaneme
1
(v, 25 = 2zj1)) + (v, 25 — 2j1) = (0, 221 — 2j-2).

h h

Nyni opét uplatnime fakt, ze funkce z; a v patii do jednoho prostoru a budeme uvazovat
substituci v = z;—z;_;. Opét plati ((v, zj—z;_1)) > 0. Spolu s vyuzitim stejnych vlastnosti
skaldarniho souc¢inu jako v (4.10) a (4.11), dostaneme nerovnost

2 <
125 = 2| <25 = 2= ||| 2-1 = 22|
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resp. po pokraceni
sz_zj_lH SHZ’j_l—Zj_QH, j:2,,p

Kdybychom uvazovali v nerovnosti j = 2 a vyuzijeme-li vztahu (4.8) a (4.12), ziskdme
nerovnost

2z =zl S RIS, G=1....,p. (4.13)
Pokud vyuzijeme vlastnosti normy, kdy ||u —||v|| <|lu — v||, dostaneme
2]l <llz =1+ AllAL G=1,....p,
coz muzeme ddle upravit na tvar
2] <gbllfIl, G=1,....p,

uvazime-li, ze norma funkce z; je nulova. Pro posledni ipravu si pomuzeme vztahem pro
velikost jednoho kroku, tj.

h=—.
b

Konecné tedy muzeme zapsat nerovnost ve tvaru

Izl <TIFl, G=1,....p.

Oznacme nyni

Z(z) = %() _hzj—l(x), j=1,....p. (4.14)

Vyuzijeme-li nerovnosti (4.13) dostaneme ihned

1Z;|| <Ifl, G=1,-00p

Analogicky lze stejné vysledky pro déleni d; odvodit i pro obecny pripad libovolného
déleni d,,. Na zakladé integralnich identit

1

h—(v 2=z )= (v, f) Yv €V (4.15)

((U> Zgn)) + g} j—1
bychom obdobnym postupem dosli k odhadum

<T\fll, i=1,...,2"'p, (4.16)

n
Zj
resp.

|zl <irn. =12, (4.17)

Normy (4.16) a (4.17) jsou stejnomérné omezené vzhledem k j i n, tedy nezavislé
na délenf d,, to znamena, ze pro normy funkef 27 (x) a Z}(z) v prostoru Ly((2) existuje
takova konstanta ¢ > 0, ze

n n
Z; Z"

j <ec.

Lo(Q)

<c ,resp. ‘
L2(Q)
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Stejnou vlastnost muzeme ukdzat i pro normu funkef 27, které lezi tentokrat v prostoru
W4(2). Chceme tedy dokdzat, ze opét existuje konstanta ¢ > 0 takové, ze pro viechna j
a n plati

7 S <ec. (4.18)
Zapiseme-li integralni identitu (4.15) jako
(v, 2]) + (v, Z}) = (v, f) YweV (4.19)
a pouzijeme-li substituci v = 2} dostaneme
(2, 27)) + (2], Z27) = (2], ) (4.20)

Nyni za vyuziti Schwarzovy nerovnosti, podminky omezenosti bilinearni formy v prostoru
W4(Q) a toho, ze je V-eliptickd, mizeme prepsat jednotlivé ¢leny rovnosti ndsledovné

‘(Z?,ZJ’) <z 1Z71] (4.21)

G| <=, (4.22)
2

((27,2])) = a||=} i@ (4.23)

Z (4.20) plyne (27, 21')) = ‘(Z;L, )= (zn 2| < ‘(z;z, f)‘ —}—‘(z?, z)|. 8 vywitim vztahi

(4.21)—(4.23) spolecné s vlastnostmi (4.16) a (4.17) dostaneme

n

Z; <

(If1l + <),

1
o

W39

tedy tyto normy jsou stejnomérné omezené. Pro zjednoduseni bude tento zapis vyjadirovan
ve tvaru ||v||,, jestlize bude v € V. Za vyuziti tohoto oznaceni muzeme nerovnost (4.18)
zapsat jako

<ec. (4.24)

Tim jsme dospéli k pozadovanym vysledkum (4.16), (4.17) a (4.24), které budeme
v nasledujicim textu vyuzivat pii dokazovani konvergence.

Uvazujme nyni Rotheho posloupnost funkei v prostoru Lo(1, V'), které jsou definovany
predpisem (4.6). Uvazime-li, ze

t—1"
0< T“ <1 prot€ (tj1,t;),

a vyuzijeme-li (4.24) spolecné s vlastnosti trojihelnikové nerovnosti pro normu, muzeme
pro libovolné t € I vyjadrit normu Rotheho funkce jako

n j—1 n j—1
Zj ! (1 hn ) Zj hn
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t—1t" t—1t"
Jj—1 n Jj—1 _n
< (1 — h—) Zj —l—H %

t—t" t—1t"
S(l— 31)64— Ile—e.

Ptimo z definice normy v prostoru Lo(I, V) (3.11) nam vyplyva vztah

T
ool sy = [ a0t < 7,

tj. Rotheho posloupnost {uw,(t)} je v prostoru Lo(I, V) omezena. Jelikoz je tento pro-
stor Hilbertuv, je mozné vybrat podposloupnost {u,, ()}, pro kterou plati, ze je slabé
konvergentni k néjaké funkci u € Lo(1,V), piSeme

Up, —u v Lo(I, V). (4.25)

V nésledujicim textu ukdzeme, ze pravé funkce u je hledanym fesenim. Zacneme prepsanim
Rotheho funkce na tvar

un(t) = 2j + Z7(t —t7_y) v I (4.26)
Déle budeme potrebovat abstraktni funkce
Upy: 1 — Ly(Q), n=12,...,
které definujeme predpisem

Zy prot=0

Un(t) = ( noyn

N - , . (4.27)
Z@ protel}l = tj_1,3>, j=1,2,...,2" 1p.

Z (4.17) nam ihned vyplyvé, ze posloupnost {U,(t)} je v prostoru Ly(1, L2(£2)) omezen4.
Tento prostor je opét Hilbertuv, muzeme tedy vybrat podposlopnost {U,, (t)}, kterd bude
slabé konvergentni k néjaké funkci U z tohoto prostoru, tj.

Uy =~ U v Ly(I,Ly(). (4.28)

To znamena, ze existuje integral
t
/ U(r)dr =w(t) Vtel. (4.29)
0

Spocitejme nyni integral

t t1 to tj—1 t
/ Uy (r)dr = / U, (r)dr + / Un(r)dr +--- + / U, (r)dr + / U, (v)dr.
0 0 t1 tj—2 ti—1
Vyuzijeme-li definice abstraktnich funkei U, (¢) na intervalech I = (t?_l, t;L> spolus (4.14),

a uvazime-li, ze t7 — t7_; = h, a z5 = 0 dostaneme

n n n 2

t n o __ —
/ Un(r)dr = 087 = 0) + 2L (8 — 1) + - + L2
0 n n
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+Jh73_1(t —t ) =20+ A et

Tedy za vyuziti (4.26) a (4.27) muzeme vidét, ze v Lo(I, Lo(€2)) plati

/Ot Up, (T)dT = uy, (t),

tedy z konvergenci (4.28) a (4.25) vyplyva
w=u v L(I,L(0)). (4.30)
Analogicky jako v (3.9) a (3.10) pak dostavame z (4.30), (4.29)

u € AC(I, Ly(Q))

u'(t) =U(t) v Ly(Q) skoro viude v I. (4.31)
Dosadime-li do (4.29) w(t) = u(t), a budeme-li uvazovat ¢t = 0, dostaneme ihned, ze
u(0)=0 v C(I,L2()).

Nyni se pokusime zjistit, v jakém smyslu je funkce u(t) feSsenim zadané diferencidlni
rovnice. Uvazujme nejprve posloupnost funkci {@,(t)}, u které definujeme jednotlivé
funkce jako

2z pro t=0

U (t) = ( . t”> (4.32)

n ™ __
zi pro te = |(1]_4,1]

a ukazeme implikaci
Up, U = Uy, —u v Lo(I,V). (4.33)

Pokud vyjdeme z definice slabé konvergence®, je nasim tkolem dokézat

lim T(v(t),u(t)—&nk(t))vdtzo Yo € Lo(I,V).

k—o0 0

Vyraz u — t,, lze rozepsat jako (u — wup, ) + (Un, — @y, ). Protoze u,, — u, plati

lim T(v(t),u(t) — Uy, (1))vdt =0 Yo € Ly(I,V).

k—o0 0

Zbyva tedy ukazat platnost vyrazu

lim T(v(t),unk(t)—&nk(t))vdtzo Yo € Lo(I,V). (4.34)

k—o00 0

?Coz znamend dokdzat konvergenci (v, u — tn, )r,(r,v) = 0 Yo € Lo(1, V).
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Uvazujme nyni mnozinu M, kterd obsahuje vSechny abstraktni funkce v € Ly(1, V'), které
jsou rovné urcité funkci g € V na néjakém intervalu (o, 5) C I a vné tohoto intervalu
jsou rovny nule. Dale predpokladame, ze body « a [ splyvaji s délicimi body casového
intervalu I pii dostatecné velkém n, tedy za téchto predpokladu plati

o = ah,, B=Phy, (4.35)
kde & a 3 jsou celd nezdpornd ¢isla, takova, ze plat
0<a<p<2vp. (4.36)

Oznacime-li mnozinu M*, ktera obsahuje vSechny linedrni kombinace funkei z mnoziny
M. Lze ukdzat, ze takovd mnozina je husta® v prostoru Lo(I, V). To znamen4, Ze platnost
(4.34) staci dokazat pro Yo € M.

Predpoklddejme, ze ny je jiz dostatecné velké, tedy plati (4.35) a je splnéna vyse
zminénd podminka (4.36). Zvolme libovolnou funkci v z mnoziny M, ktera bude rovna
nékteré funkci v € V' na intervalu (o, ) a nulové funkci mimo tento interval. Za téchto
predpokladu muzeme integrél (4.34) zapsat ve tvaru

B Bhn,,
[ @m0 = vt = [ w000 (0) = i Bt
« Ahng
Pro jednotlivé intervaly I #* muzeme podle definic posloupnosti uy, (t) a i, (t) psét
P
) = T () = 232+ T g ) e =
n

— (ST ng 1 t— t;LEl _ (% Nk t— t?k 4.37
= (Zj—l —Z; ) - o, = (Zj - j—l) T, ) (4.37)

kde posledni upravu provadime za vyuziti h,, = t;”“ — t?ﬁ 1- Pokud vztah (4.37) dosadime
do prislusného integralu, ziskame

/t;‘lfl ( - - )t — t;”“ &t
J \4

Tedy pokud nahradime meze integralu zavedenymi body « a  dostaneme

B8
/@@wmwwmwwaz

hn n n n n n

= Tk(% (23 — Zdﬁ—l) + (Zalfu — Zay2) ot (Zgil - ng))v =
hn n n

= Tk(va dk - ng)v

6Tj. obecné takovd podmnozina A C X jejiz uzavér je celd mnozina X.
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Tuto rovnost vyuzijeme k dukazu (4.34). Vime, Ze pfi zvySovani ny, tj. n,, — oo, ndm hod-
nota hy,, bude klesat, v limité h,, — 0. Déle za vyuzit{ vztahu (4.16), muzeme odhadnout
druhou ¢ast vyrazu jako

ng

N
Zd — 25

(v, 2% — 22%) ;

§||U||V

<2l

a jelikoz funkce v je zvolena pevné, mame konvergenci (4.34) dokazénu. Funkce v byla
vybrana z mnoziny M libovolné, proto je vztah (4.34) splnén Yo € M.

V dusledku hustoty mnoziny N je vztah splnén dokonce Vv € Lo(I, V). Timto jsme
dokazali uvazovanou implikaci (4.33), tedy

Up, —~u v Ly(L, V). (4.38)

Poslednim tkolem je ukdzat, v jakém smyslu funkce u(t) spliiuje ptuvodni rovnici (4.1).
K tomu vyuzijeme nejprve integralni identitu (4.19) psanou pro n = ny, tj.

(0, 27*) + (v, Z7*) = (v, f) Vv €V. (4.39)

Necht v je libovolné zvolend funkce z Lo (I, V). Déle vyuzijeme definic funkef i, (t) a U, (t)
(viz. (4.27) a (4.32)) a definujme abstraktni funkci f € Lo(I, Ly(€2)) predpisem

f&)=f vte(0.T).
Za téchto predpokladu muzeme integralni identitu (4.39) napsat ve tvaru
((0(t), n, (1)) + (v(t),Un, () = (v(t), f(t)) pro skoro vsechna t € (0,T').
Po zintegrovani
T T T
| @@+ [ @U@= [ o @
0 0 0
Diky (4.28) a (4.31) muzeme pro k — oo psat
Unk — Ul A LQ(I, LQ(Q))
a uvazime-li, ze
T
| 00000t = 0.V sy
0
T
(v, Unk)Lz(Isz(Q)) - (U>u/)L2(LL2(Q)) = /0 (U(t)>ul(t))dt>

tak pro prostfedni integral z (4.40) plati

/0 (v(t), Up, (t))dt — /0 (v(t), ' (t))dt.

Integral obsahujici bilinearni formu ptredstavuje omezeny linedrni funkciondl, z ¢ehoz na
zaklade (4.38) vyplyva

/0((v(t),ﬂnk(t)))dt—>/0 ((v(t), u(t)))dt pro k — oo.
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Integral na pravé strané rovnice (4.40) zustane nezménén, resp. bude roven

/ (o0). Pt

jelikoz funkce f(¢) je na intervalu I konstantni, tedy neni zavisld na case.
Celkove tedy z (4.40) pro k — oo a zvolenou funkci v plyne

/0 ((v(t),u(t)))dt+/0 (v(t),u’(t))dt:/o (v(t), f)dt. (4.41)

Protoze jsme ale funkci v(t) volili libovolné z Lo(1, V) je (4.41) splnéno Yv € Lo(I, V).
Timto jsme ukazali, v jakém smyslu funkce u(t) splituje diferencialni rovnici (4.1).

Definice 4.1. Funkci u nazveme slabym tesenim problému (4.1)—(4.3), jestlize spliauje
nasledujici vlastnosti:

1.
u € Ly(I,V), (4.42)

2.
u € AC(I, Ly(9)), (4.43)

3.
' € Ly(I, Ly(9)), (4.44)

4,
w(0)=0 v C(I,Ly(Q)), (4.45)

5.

/0((v(t),u(t)))dt+/0 (v(t),u’(t)dt:/o (v(t), f)dt Vv € Ly(I,V). (4.46)

4.2 Jednoznacnost

Predpoklddejme, ze problém (4.1)—(4.3) m4a dvé ruznd slaba teseni @(t) a u(t). Jejich
rozdil si oznacime jako u(t). Tato funkce spliuje vlastnosti (4.42)—(4.46). Uvazujme také

/OT((v(t),u(t)))dt + /OT(v(t),u’(t)dt —0 W € Ly(I,V), (4.47)
kde funkci v(t) definujeme predpisem

o(t) = u(t) pro 0<t <a,
0 pro a<t<T.
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Bod a je libovolné vybran z casového intervalu I = (0, 7). Jestlize nyni vyuzijeme vlast-
nosti (4.43) a pouzijeme-li integraci per partes dostaneme

1 1

(v(t), /' (t)dt = a(u(t),u’(t)dt = ju@)||* = 5 [[w(0)||* = 5[ju@)*.  (4.48)
0 0 2 2

Zaroven plati ,ze

/0 ((v(t),u(t)))dt:/Oa((u(t),u(t)))dtzo. (4.49)

Tedy 7z (4.47), (4.48) a (4.49) ihned plyne Hu(a)H = 0 a jelikoz byl bod @ volen libovolné
muzeme psat

u(t) =0 skoro vsude v I.

Tim jsme dokézali, Ze nami dvé uvazovana slaba teseni jsou si sobé rovny az na mnozinu
miry nula, tedy existuje jediné slabé reseni poc¢atecnich problému.

Zformulujme nyni veskeré poznatky a informace ziskané v této podkapitole do jedné
véty:

Veéta 4.2. Uvazujme oblast Q2 jako podmnozZinu euklidovského prostoru Ey s lipschitzov-
skou hranici I'. Pak existuje prdvé jedno reseni problému (4.1)-(4.3) ve smyslu definice
4.1. Toto tesent je slabou limitou posloupnosti Rotheho funkci u,(t) (resp. funkci @, (t);
viz. (4.6) a (4.32)) v prostoru funkci Lo(1,V') a silnou limitou této posloupnosti v prostoru
O(1. Lo(%).

5 Odhad chyby

Jelikoz je metoda casové diskretizace priblizna metoda, vyvstava otazka, jak odhad-
nout rozdil mezi aproximaci feseni ziskanou metodou casové diskretizace s krokem h
a slabym fesenim problému (4.1)—(4.3). Veskeré normy v této kapitole uvazuje v prostoru
V, index V, v zdpise normy ||-||,,, bude pro jednoduchost vynechan. K odvozeni tohoto
odhadu budeme vychdazet z predpokladu véty 4.2 a mimo né budeme pro jednoduchost
predpokladat, ze

fev (5.1)
a existenci konstanty M nezavislé na v, takové ze
(0, /)] < Mol Yo eV. (5.2)

Uvazujme nyni integralni identitu (4.19), od které odecteme tutéz identitu, pouze s j
nahrazenym j — 1. Tento rozdil dale vydélime ¢islem h,, a dostaneme

n 1 n n
Nyni ode¢teme identitu (4.19), ve které namisto j piseme j — 2, ¢imz ziskame
((v, Zj - Zj—l)) + h_n(U>Zj - Zj—l) = h_n(v’ Zj—l - Zj—2) Yo eV
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Polozime-li v = Z;L — Z;L_l muzeme psat

((Zj - Zj—1> Zj - Zj—l)) + h Zj - Zj—lH = (Zj - Zj—1>Zj—1 - Zj—2)' (5.4)

Vezmeme-li v dvahu, ze ((Z} — 27,

< HZJ" — Z;L_lHHZ;L_l — Z;L_QH, tak z (5.4) plyne

Zr— 70 ) >0a (20— 77

3 j—1s Z;’L_1 - Z;L—z) <

|22 -z <| 73 - 7)) (5.5)
Polozime-li nyni Z' = f a v (5.3) dosadime za j = 1, dostaneme
1
(v, Z1)) + h—(v,Z{L —f)=0 Yv €V. (5.6)

Nyni ode¢teme (resp. pricteme) bilinedrni formu ((v, f)) od integrélni identity (5.6), tj.

((v, 27)) = (0, 1)) + ((v, f)) + hin(%Z? —f)=0 Vv eV.

Po tupravé, s vyuzitim substituce v = Z7 — f, ziskame tvar

(20~ £, 50~ D)+ (Z = £~ D=~ ~1.0) W eV, (57)

Uvizimeli, ze ((Z¢ — f.Z7 — 1) 2 0, (Z¢ — f. 27 — [) <12 =[] a podle (5.2) je
(27 = £.£))] < M| Z  fIl, 2 (5.7) dostévéme

120 = £l < M,
Odtud z (5.5) vyplyva vztah
‘ zr =270 || < Mh, proj=2,....2""p. (5.8)
Pokud oznacime
st = i ;anﬂn‘l, j=1,...,2""1p, (5.9)
lze (5.8) zapsat struc¢né ve tvaru
Pl <M, j=1,....2""p. (5.10)

Uvazujme nyni déleni d; intervalu I = (0,7) na p podintervalu délky h. Déale pro bod
t; = jh plat{ integralni identita

(0.2 + 302 =2l = (0./) Yo €V (5.11)

Spolu s touto identitou budeme uvazovat identitu pii déleni ds, kde je délka podintervalu
h/2, ve stejném bode jako pii déleni dy, tj. t; = t3; a dostaneme tedy

(0. ) + 7 (0.~ ) = (0./) Yo €V, (5.12)
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Nyni od (5.12) odecteme (5.11) a dostaneme

(0, = ) + 30,28 = ) = 30,2} = L) =0
(0.5 =)+ 3 [0, = Byma) + (0,5 = o) = (021 = 2Ly)] =0
((v, Zgj - Zgl)) + % :(Ua Zgj - Zgj—l + Zgj - Zgj—l - Zgl + Zjl'—l + Zgj—Q - Zgj—Q):| =0
(0.5 =) + 3 [0, = 2 = (o = 21))] =
= —%(v, zgj — 2z§j_1 + zgj_z) Yv e V. (5.13)

Nynf vyuzijeme definice funkce Z7 (4.14) pomoci niz, spolu s (5.9), vyjddifme

h h 222 - Z%'—l Z%'—l - Z%'—z h?
_(Z22j - Z22j—1) =3 . h — - h . = Zgj - 2253'—1 + Zgj—Q = _ng-
2 2 7 3 4
Ozna¢me 22, — 2z} = ¢!, 7=0,1,...,p a dosadme do (5.13
2j J J
1 1 11 h 2
((%%’)) + E(ang' - Qj—1) = Z(Uaszj) Vo €V (5.14)

Polozme nyni j = 0 a v = ¢;. Déle v dusledku poc¢dtecni podminky je ¢} = 23 — 25 = 0

a dle (5.10) plati s?‘ < M. Pak z (5.14) dostavame
ot <
1 — 4 Y

uvéazime-li skutecnost, ze ((q1,q1)) > 0a (v, f) <||v|||| f||. Podobné bychom dosli k vysledku
pro j =2

h*M _ 2h*M
laoll <llaall + == = ——
Obecné tedy muzeme tento vztah zapsat jako
72
i §]h4M, i=0,1,....p.
n+l

Pro obecné délent d,, kdy ¢} = z3; 27, dostaneme tvar

2
j () M
<—— 7 _ 4j=0,1,...,2"p.

q;L — 4 Y

Zvolme nyni pevné k a uvazujme diference v bodeé t, = kh. Je tfeba si uvédomit, ze pii
déleni d, je tieba vzit j = 2" 'k, abychom dosli do stejného bodu t,. Na zdkladé toho
dostaneme

|wn () — ua () || < ||unte) = wacr ()| + -+ - + |Jua(te) — ui(te)|| <
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h2M [ 2" 'k 2k kh*M ([ 1 1 kh2M
< e+ 24k ) = e —41 < . 1
<= <(2n_1)2+ + 5+ ) . (2n_1+ +2+)_ S (5.15)
Jak bylo dokazéno v predchozi kapitole, posloupnost {u,(t)} konverguje k funkci u(t)
v prostoru C(I, Ly(f2)), specidlné v prostoru Ls(€2) v kazdém pevném bodé t;. Tedy pro
n — oo z (5.15) vyplyva

kh?:M
Vyslovme nyni vétu shrnujici dosazené poznatky.

Véta 5.1. Necht jsou splnény predpoklady véty (4.2), specidlné nécht forma ((v,u)) je

omezend ve W3 (Q) a V-eliptickd. Necht jsou navic splnény predpoklady (5.1) a (5.2). Pak

plati nasledujici odhad chyby:

kh*M
5

Zname-li ,koeficient pozitivni definitnosti“ formy ((v,u)), tedy takové c¢islo C > 0, pro

které plati

(v, 1)) = C*lol* Vo €V,
muzeme odhad (5.16) nahradit odhadem

hM 2
|wlte) — w ()| < 2_02(1 _ o= CPhy,

resp. odhadem’

hM 1
Ju(te) — )] < oot (1 - m) |

6 Numerické reseni

Jednim z cilu bakalarské prace bylo sestaveni kodu pro feseni vybranych 1iloh v prostiedi
MATLAB. Jako modelova rovnice byla vybrdana parabolickd rovnice ve stejném tvaru jako
v kapitole 4, tj.

ou

K jejimu feseni metodou casové diskretizace bylo vyuzito matlabovské prostiedi PDE
Toolbox (uzivatelska pfirucka [5] je na strankach serveru MathWorks), za pomoci kterého
je mozné nadefinovat oblast, na které fesime problém spolu s okrajovymi podminkami
a pocateéni podminkou v pripadé parabolického problému, ktery uvazujeme. Dulezitou
rutinou PDE Toolboxu je mesh, ktera na zvolené oblasti vytvoii sit trojihelniki. Pozname-
nejme, ze jednotlivé eliptické problémy v ¢asovych okamzicich ¢, je tfeba Tesit numericky,
v nasem piipadé metodou konec¢nych prvku s linedarnimi trojihelnikovymi prvky. Pislusna
data je nasledné mozné vyexportovat do uzivatelského prostredi MATLABu a déle s nimi
pracovat ve funkcich, které byly vytvoreny. Nize jsou uvedeny zdrojové kody.

"Odvozeni tohoto presnéjitho odhadu je mozné nalézt v [1].
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function [u]=bakalarka(b,p,e,t,c,f,T,n,u0)

% koeficienty b,p,e,t,c,a,f dle znaceni PDEtoolboxu

% koeficiety b,p,e,t ziskdme vyexportovanim dat z PDE Toolboxu

% koeficienty f a u0 je potfeba zadat jako string (i v pripadé
konstant )

% n: pocet casovych kroku

% T: finali cas

% u0: pocatecni podminka

% tau: délka casového kroku

% u: matice reseni (k—ty sloupec predstavuje reseni ve vrcholech
trojuhelniku v kroku t_k)

%% vypocet soutradnic tézist trojihelniku
itl = t(1,:);

it2 = t(2,:);

it3 = t(3,:);

xpts = (p(1,itl) + p(1,it2) + p(1,it3))/3;
ypts = (p(2,itl) + p(2,it2) + p(2,it3))/3;

NI=size (t,2);  Y%pocet vrcholu
NP=size (p,2) ; %pocet trojuhelniku
tau=T/n; %délka kroku
atau(1,1:NT)=1/tau;

Y%oprevedeni nekonstantnich koeficientu ze stringu na funkce
F=inline (f, 'x’, 'y ");
fupdt (1,1:NT)=F(xpts,ypts);

Ul=inline (u0, 'x’,

<7,y )5
u0=U0(p(1,:),p(2,:)

)

%%1. krok — zapsdni pocdatecni podminky
u(1:NP,1)=u0;

f=fupdt (1,1:NT);

%% cyklus pro ziskani feSeni u
for i=2:n+1
Yopomocnd proménnd
U=u(:,i—-1);

%interpolace feSeni u do tézisté trojuhelniku
uintrp = pdeintrp (p,t,U);

%vypocet nové pravé strany rovmnice
fupdt=nxuintrp+f ;

%vypocet feseni ve vrcholech trojuhelniku
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u(:,i)=assempde(b,p,e,t,c,atau,fupdt);
end ;
animace(p,e,t,u,n);
end

function animace(p,e,t,u,n)

figure
h = newplot;
hf = h.Parent;

~ ’

%Ziskdnad maximdalni, resp. minimalni hodnoty, které fesSeni u
nabyva

minu = min(u);

minu = min

maxu = max

maxu = max

axislimits=([—inf inf —inf inf minu maxu]) ;

for j = 1:n

%Vykresleni feseni v ¢asovém bodé t_j

pdeplot (p,e,t, "xydata’,u(:,j), zdata’ ju(:,j), colormap’, jet |’
ColorBar’, 7 off ) ;

%0Omezeni souradnicového systému
axis (axislimits);
axis off

%Snimek vykresleného ftesSeni
M(j) = getframe(hf);
end

%Piehrani vytvorfenych snimku
movie (hf M,2 ,10)

Algoritmus programu je pomérné jednoduchy a vyuziva nékteré matlabovské funkce.
Jakmile jsou data vyexportovdna z PDE Toolboxu, jsou vypoéitany souiadnice t&7ist
trojuhelniku jenz vygeneruje funkce mesh. Je to z toho duvodu, ze hleddme funkéni hod-
podminky ze fetézce string na pouzitelnou funkci, tento prevod je realizovan pro pripady
zadani nekonstantnich hodnot. Poté jiz probiha vypocet samotného feseni, kdy nejprve
jsou do Teseni u zapsany hodnoty pocatecni podminky a nésledné jsou v cyklu provadény
vypocty TeSeni v jednotlivych bodech ¢asového intervalu. V tomto cyklu jsou vyuzity dvé
integrované matlabovské funkce. Prvni je funkce pdeintrp jenz vrati interpolovanou hod-
upravena prava strana rovnice, jenz vstupuje do druhé funkce, kterou je assempde. Tato
funkce za pomoci vstupnich tdaju vypocita hodnotu feseni u ve vrcholech zminovanych
trojuhelniku. Tento proces je opakovan podle poc¢tu navoleného déleni. Na konci je vy-
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voldna funkce animace jenz slouzi k vykresleni teseni v zavislosti na case. PTi vySsim n je
samozrejmeé animace plynulejsi.

Poznamenejme, 7e se nezabyvame chybou, které se dopustime numerickym Fesenim
eliptickych problému v ¢asovych krocich tj.
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7 Zavér

V této bakalarské préaci byl vysvétlen zakladni princip metody casové diskretizace,
ktery byl demonstrovan na jednoduchém modelovém piikladé. Dale byly vysloveny nutné
definice, pomoci kterych byla odvozena existencni a konvergencni véta spolu s dukazem
jednoznacnosti feseni. Vzhledem k povaze metody, ktera je pouze ptiblizna, byl odvozen
odhad chyby, kterého se pti vypoctech dopustime. Tento odhad je teoreticky v tom smyslu,
ze uvazuje znalost presného feseni prislusného eliptického problému (v jednotlivych ¢asech
tr), toto presné feseni je vSak malokdy k dispozici. V posledni kapitole byl uveden program,
vytvoreny v programu MATLAB, pomoci kterého je mozné resit vybrané tlohy prave
metodou ¢asové diskretizace.

V bakalarské praci jsme se pro vétsi nazornost a pochopeni omezili na linedrni pa-
rabolickou 1lohu s nulovou pocateéni podminkou a Dirichletovou okrajovou podminkou
na hranici oblasti, kterda byla uvazovana jako podoblast euklidovského prostoru Fs. Me-
todu casové diskretizace je mozné rozsitit o pripady parabolické ilohy s nehomogennimi
pocatetnimi a okrajovymi podminkami, spolu s nelinedrnim tvarem téchto uloh (kvazi-
linedrnim tloham je vénovana monografie [3]). Kromé parabolickych tloh je také mozné
tuto metodu vyuzivat pii feSeni uloh hyperbolickych, u kterych bychom opét mohli
vySetfovat jednotlivé piipady pocatecnich, resp. okrajovych podminek. Tato rozsiteni
nejsou z duvodu rozsahu prace jeji soucasti, ale je mozné tuto problematiku nalézt v pracich
uvedenych v seznamu literatury.

Poznamenejme, ze z numerického hlediska metoda ptilis efektivni neni, mé spise te-
oreticky vyznam, napiiklad v uvedeném dukazu existence a jednoznacnosti feSeni pro
pocateéné-okrajovou ulohu s parabolickou parcialni diferencidlni rovnici.
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