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Uvod

Diferencialni pocet se v praxi aplikuje velmi c¢asto a pravé vysetfovani ex-
trémi funkci patii k jeho nejdilezitéjsim castem. Jeho praktické vyuziti vidime
nejcastéji v ekonomii, jelikoz ekonomické rozhodovani jakéhokoli subjektu, ktery
je soucasti narodniho hospodarstvi, je postaveno na tom, ze onen subjekt chce do-
sahnout minimalizace naklad a maximalizace zisku. Hledanim maxim a minim
funkci se zabyva jiz v nadpisu prace zminéna ¢ast diferencialniho poctu.

Ma prace se bude skladat ze dvou velkyjch ¢asti, z nichz druha bude jesté roz-
délena do t¥i mensich. Prvni, pouze teoreticka, se nebude zabyvat primo extrémy,
ale teorii tykajici se funkci dvou proménnych a parcidlnich derivaci funkci dvou
proménnych, protoze znalost téchto kapitol je bezpodminecné nutna pii dalsim
pracovani s témito funkcemi, v mém pripadé pti hledani jejich extrémii. Teore-
ticko — praktické ¢ast bude rozdélena do tii podkapitol (lokalni, vazané, globalni
extrémy), v nichz si vzdy nejprve vysvétlime, co tyto extrémy vlastné jsou, jaké
jsou podminky pro to, aby jich funkce viibec mohla nabyvat a jaky je postup pri
vySetfovani, zda funkce ma ¢i nema v jistém bodé extrém. Kazda z téchto podka-
pitol bude nésledné doplnéna o mnou vytvorené, podrobné vysvétlené a nasledné
vytesené priklady tykajici se postupné lokalnich, vazanych a nakonec globalnich
extrémil funkci dvou proménnych. Ctenai by po prostudovani této prace mél byt
schopen hloubéji proniknout, pochopit a vyftesit priklady s touto problematikou,
jejiz znalost je myslim duilezita nejen pro osoby, které se zabyvaji matematickym
studiem ¢i vyzkumem.

Cil je tedy jasny, jak je jiz v nadpisu celé prace uvedeno, jde o vytvoreni
sbirky piikladi na zadané téma. Udelem této sbirky je jeji nasledné poskytnuti
studenttim nizsich ro¢énikti matematickych oborti Univerzity Palackého pro lepsi
pochopeni této latky.

Text je vysazen typografickym systémem TEX ve formatu ETEX2e.



Seznam znaceni

R"=RXR Xx ... xR —mn - rozmérny prostor

R? — 2 - rozmérny prostor

2 — libovoln4d podmnozina v R™ (popt. R?)

X = (21, 29,...,2,) € 2 — bod v libovolném oboru 2
y = f(x1,29,...,2,) — funkce n proménnych

z = f(x,y) — funkce dvou proménnych x a y

X = (z,y,2) € R* — bod v prostoru R?

Dy — defini¢ni obor funkce f(z,y)

H¢ — obor hodnot funkce f(z,y)

o(x) = f(x,y0) — funkce jedné proménné x

fi(xo,y0), fr(X), of (gi’yo), afa(f), %(X ) — parcialni derivace funkce

f(z,y) v bodé X = (x0,y0) podle proménné x

f2 nebo % — parcialni derivace funkce f podle proménné z
lim, ,, f(z) — limita funkce f v bodé a

() — prazdna mnozina

U(X) — okoli bodu X

" (X) — parciélni derivace druhého fadu funkce f podle proménné x
"

yy(X ) — parcialni derivace druhého fadu funkce f podle proménné y

(X)), [ (X) — smiSené parcialni derivace druhého fadu funkce f podle

proménnych = a y



Kapitola 1

Teoreticka c¢ast

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Funkce vice proménnych

Na zacatku této kapitoly je tfeba si fici, co si predstavujeme pod pojmem
funkce vice proménnych, protoze umime-li definovat funkci vice proménnych, ne-
bude pro nas pak problém zamérit se konkrétné na funkci dvou proménnych,
jejimiz extrémy se budeme v praci nasledné zabyvat.

Definice 1 Necht € znaci libovolny obor v prostoru R"™, pficemZ kazdy bod
X € Q lze popsat n-tici (1, xs,...,2,). Pak kazdé zobrazeni f mnoziny 2 do
mnoziny R v8ech redlnych ¢isel nazyvame redlnou funkci n redlnijch (nezavisle)
promeénnych (nebo redlnou funkci n redlnjch argumenti) xi,x, ..., x, a piSeme

y = f(x1,22,...,2,), popi. y= f(X)proVX € Q.
Obor 2 se nazyva definiéni obor funkce f(X).

1.1.2 Funkce dvou proménnych

Jak jiz bylo Feceno, v této praci se omezime na funkce dvou argumentu (pro-
ménnych), tim padem je tieba predchozi definici zjednodusit pro n = 2.

Definice 2 Redlnou skaldrni funkci, neboli redlnou funkci dvou redlnyjch pro-
meéennych, budeme rozumét predpis ¢i pravidlo, jimz usporadané dvojici realnych
¢isel (z,y) € Dy, kde Dy C R? je neprazdnd mnozina, piifadime redlné ¢&islo
z = f(z,y) € R. Jedné se tedy o zobrazeni

f:(z,y) € Dy — f(z,y) € R.
6



Mnozina Dy je defini¢nim oborem funkce f.

Mnozina H; = {z € R| existuje (x,y) € Dy tak, ze z = f(x,y)} je obor hodnot
funkce f.

Grafem funkce f je mnozina Gy = {(x,y, f(x,y)) € R? x R|(z,y) € Df}.
[5]

Protoze se dale budeme zabyvat pouze realnymi funkcemi dvou realnych promén-
nych, budeme zkracené pouzivat termin funkce dvou promeénnych.

Poznamka 1 Kazda funkce dvou proménnych je uréend svym funkénim pted-
pisem a definicnim oborem. Pokud jeji defini¢ni obor nezname, budeme za néj
povazovat tu mnozinu bodi (z,y) € R?, pro které ma funkéni piedpis této funkce
smysl.

1.1.3 Parcialni derivace funkci dvou proménnych

Abychom v dalsi ¢asti této prace byli schopni pochopit a nasledné fesit pii-
klady tykajici se extrému funkci dvou proménnych, je pro nas nezbytné nutna
znalost dalsi kapitoly diferencialniho poc¢tu a tou jsou parcidlni derivace funkci
dvou proménnych, které nam pii vypoctech téchto prikladti budou velmi napo-
mocné.

Parcialni derivace prvniho radu

Nejprve si povime néco o parcialnich derivacich funkce dvou proménnych v
bodé.

Definice 3 Necht funkce z = f(z,y) je definovidna na oblasti 2, ve které lez
bod X = (l'(),yo).

1. M&-1i funkce ¢(x) = f(x, o) 0 jedné proménné = v bodé xq derivaci ¢'(zy),
nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f(x,y) podle x v bodé X = (xo,y0) a
znacime ji nékterym z téchto symboli:

df (2o, yo) af (X) 0z X

fa::(lb;yo)a f;(X), o ) or %( )

Piitom je
_ h B
f;(xo’ yO) = lim f(xa yO) f(l‘Oa yO) — lim f(l'() + ,y()) f(l‘()’ yo) .
T—x0 T — To h—0 h




2. Ma-li funkce ¢(y) = f(xo,y) o jedné proménné y v bodé yo derivaci ¢'(yp),
nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f(x,y) podle y v bodé X = (zo,y0) a
znacime ji n€kterym z téchto symboli:

9 (xo, Yo) 9f(X) %

fy(J;O)yO)a fy(X)’ ay ) ay ) ay

(X).

1 f(zo, 90 +p) — f (20, %0)
= lim .
y—yo Y — Yo p—0 p

[4]

V piipadé parcialni derivace funkce f podle x v bodé X postupujeme pii vypoctu
tak, ze za y dosadime néjakou pevnou hodnotu yg a tim ziskdme funkci pouze
o jedné proménné ¢(x) = f(x,yo). Existuje-li f.(xo,yo) = lim, 4, %fﬁxoyo)

tedy ma-li funkce ¢ v bodé g derivaci, pak funkce f ma v bodé (zo, yo) parcidlni

derivaci podle proménné x.

Pii vypoctu parcidlni derivace funkce f podle y v bodé X postupujeme ana-
logicky.

Toto byla definice toho, co jsou to parcidlni derivace funkce f v konkrétnim
bodé X, nyni se zaméiime také na parcialni derivace funkce na mnoziné.

Definice 4 Necht funkce f je definovand na mnoziné D; C R? a necht Dy, # 0,
Dy, C Dy je mnozina vSech bodi (z,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parci-
alni derivace f,(x,y). Funkce dvou proménnych definovana na Dy, pfedpisem
(x,y) —> fi(x,y) se nazyva parcidlni derivace funkce f podle proménné = a
znaci se f, nebo 5&

Necht funkee f je definovand na mnoziné Dy C R?* anecht Dy, # 0, Dy, C Dy
je mnozina vSech bodt (x,y) € Dy, v nichz existuje vlastni parcialni deri-
vace f,(z,y). Funkce dvou proménnych definovand na Dy, predpisem (z,y) —
fo(z, y) se nazyva parcidlni derivace funkce f podle proménné y a znadi se f
nebo ai

[7]

Parcialni derivace pouzivame ve vypoctech vsech druhii extrémii funkci dvou pro-
ménnych, neobesli bychom se bez nich.

Poznamka 2 Diky tomu, Ze pri ur€ovani parcialnich derivaci povazujeme jednu
proménnou za konstantu a derivujeme tedy pouze vzhledem k jedné proménné,
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miizeme pii vypoctech pouzivat stejnd pravidla pro derivovani jako u totalnich
(oby¢ejnych) derivaci funkei jedné proménné.

Véta 1 Necht funkce f(z,y), g(x,y) maji v daném bodé (x¢,yo) parcidlni de-
rivace f1(xo,Y0), g.(To,Y0) podle proménné x, pak také funkce f(x,y) £ g(z,y),

f(z,y)-g9(z,y) a % maji v tomto bodé parcidlni derivace podle x, ty vypocteme

podle téchto pravidel:
a) (f+9)u(xo,y0) = fi(wo,y0) + g4(T0, Y0);
b (f 9) (ﬁo,yo) fg/c(xo,yo) - gé(xo,yo);

)
c) (f - 9)s(x0,y0) = fr(x0, y0) - 9(wo, y0) + f (20, %0) - 95 (%0, Yo);
d) (¢ f)o(zo,y0) = ¢ fi(0,Y0), kde ¢ je konstanta;

5) To, yO fx(:vo,yo) (x(;g;)(l;(ﬁ(;‘,y)-gac(:L‘(),yo) ; pokud g(l‘o, yo) # 0

Obdobné vzorce plati pro parcialni derivace podle proménné y.

Poznamka 3 Funkce jedné proménné je vzdy spojita v bodé, v némz ma vlastni
derivaci. Existence obou parcidlnich derivaci v bodé (zg,yo) u funkce dvou pro-
ménnych nam ovSem spojitost nezarucuje a to proto, ze z parcidlnich derivaci
funkce dvou proménnych lze vycist pouze to, jak se funkce chovd ve smérech,
které jsou rovnobézné s osami = a y (jak pozdéji uvidime v gometrické interpre-
taci parcidlnich derivaci). V jinych smérech se funkce mtize chovat jakkoli jinak.

Geometricka interpretace parcialnich derivaci:

Necht z = f(z,y) je funkce dvou proménnych z a y definovand na okoli
U(X) bodu X = (z0,yo). Utvorime funkci g(z) = f(z,yo) definovanou na mno-
ziné takovych bodi z U(X), které lezi na piimce o rovnici y = yo. Graf funkce
g(x) je prisecnice roviny y = yo s grafem funkce z = f(z,y). Je to jakési kiivka,
ktera prochéazi bodem P = (xg, yo, f(x0, yo)). Sestrojime tecnu této kiivky v bodé
P = (20, y0, f(z0,%0)). Pro tangens ahlu «, ktery svira tecna s kladnym smérem
osy x, plati, Ze je roven derivaci %. (viz. obrazek 1.1)

Necht z = f(z,y) je funkce dvou proménnych = a y, definovand na okoli
U(X) bodu X = (9, o). Utvorime funkci h(y) = f(xo,y) definovanou na mno-
ziné takovych bodu z U(X), které lezi na piimce o rovnici x = xy. Graf funkce

9



h(y) = f(xo,y) je prusecnice roviny x = zo s grafem funkce z = f(z,y). Je to
jakasi kiivka, ktera prochézi bodem P = (¢, yo, f (o, yo)). Sestrojime tecnu této
kiivky v bodé P = (o, yo, f(z0,v0)). Pro tangens ahlu (3, ktery svird tecna s

kladnym smeérem osy y, plati, Ze je roven derivaci %)y(). (viz. obréazek 1.2)

Whe

() =1f(x.yo)

Obrazek 1.1: Parcialni derivace podle proménné z.

£X)

z=f(xy)

"B =f(x0.y)

Obrazek 1.2: Parcialni derivace podle proménné y.
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Parcialni derivace druhého radu

Parcialni derivace prvniho fadu jsou opét funkce dvou proménnych, proto mu-
zeme dale pocitat jejich parcialni derivace a tim ziskat parcialni derivace druhého
radu.

Definice 5 M4-li funkce z = f(z,y), kterd je definovana na oblasti 2, v kazdém
bodé X = (xp,yo) oblasti Q; (piicemz )y C Q) obé parcidlni derivace f;, f,,
predstavuji tyto derivace opét funkce dvou proménnych z, y s definicnim oborem
Q1. Maji-li tyto funkce opét parcialni derivace podle x, popt. podle y, dostaneme
(¢tyti) parcidlni derivace druhého tadu, které znacime:

¥ 9 02 . 92
a) f (X), popf. a%((?—i) - 8_1};’ pOpF. a_xg;

b) f1,(X), popt. 7

Ty

o 2
d) f1,(X), popt. & (55) = 5L, pop

=<
J

v 2 4 2Z
©) fi(X), pobt. & (%) = 24, povt. £

[4]

Nyni vyslovime Schwarzovu vétu, kterd se nam mozné ted jevi jako nedi-
lezita, ale v budoucich vypoctech zjistime, ze ma v teorii extrémt funkci dvou
proménnych své opodstatnéni.

Véta 2 (Schwarzova véta) Jestlize smiSené parcidlni derivace f (X), f.(X)
existuji na okoliU(X) a jsou spojité v bodé X = (x9,yo), pak nutné jsou si rovny,
tj. fay(X) = fy:(X).

= Jyz

[4]
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Kapitola 2

Teoreticko — prakticka caxt

2.1 Extrémy funkci dvou proménnych

Nyni jiz zname vSechen teoreticky zaklad potfebny k tomu, abychom se mohli
presunout do teoreticko — praktickych casti této bakalaiské prace, které se bu-

vvvvvv

extrémi funkci dvou proménnych. Postupné projdeme lokalni, vazané a konecné
i globalni extrémy funkci dvou proménnych.

2.2 Lokalni extrémy

Funkce f(z,y) ma na oblasti Q lokdlni extrém v bodé X € €, pokud nabyva v
tomto bodé bud lokdlniho maxima nebo lokdlniho minima. O jaké extrémy muze
jit, nam ukaze nasledujici definice.

Definice 6 Reknéme, 7e funkce f(z,y) mé na oblasti Q v bodé X = (2, yy) € Q

e lokdlni mazimum, pravé kdyz existuje okoli U(X) C €, takové, Ze pro kazdy
bod (z,y) € U(X) plati f(z,y) < f(X),

e [okdlni minimum, pravé kdyz existuje okoli U (X) C €, takové, Ze pro kazdy
bod (z,y) € U(X) plati f(z,y) > f(X),

e ostré lokdlni mazimum, pravé kdyz existuje okoli U (X) C €, takové, ze pro
kazdy bod (x,y) € U*(X) plati f(z,y) < f(X),

e ostré lokdlni minimum, pravé kdyz existuje okoli U(X) C Q, takové, ze pro
kazdy bod (x,y) € U*(X) plati f(z,y) > f(X).

[4]
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Véta 3 (Fermatova véta) Necht funkce f(x,y) md v bodé X = (g, yo) lokdlni
extrém. Necht md v tomto bodé parcidlni derivace f,(X), f,(X). Potom plati, Ze

f(X) = f(X) = 0.
3]
Tato véta je nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému a plyne z ni, zZe

mé-li funkee f(z,y) v bodé X = (z,yo) parcidlni derivace, které jsou jiné nez
nulové, pak v tomto bodé nema lokalni extrém.

Véta nam ovSem nezarucuje existenci lokalniho extrému. Funkce mtze mit v
bodé X = (zg,yo) nulové spojité parcidlni derivace prvniho fadu, a pfesto v
tomto bodé nenabyvat lokalniho maxima ani minima.

Definice 7 Bod X, ve kterém existuji obé parcialni derivace a plati, ze f/(X) =

f,(X) = 0, se nazyva staciondrni bod funkce f(z,y).

[4]

Poznamka 4 Extrému funkce f(z,y) mize nabyvat jak ve stacionarnich bodech,
tak také v bodech, kde jedna parcialni derivace neexistuje a druha je nulova, nebo
v bodech, kde neexistuje ani jedna parcidlni derivace. O tom, zda mé funkce v
téchto bodech lokalni extrémy, ve vétsiné pripadi rozhodneme pomoci postacujici
podminky pro existenci lokalniho extrému, kterou je nasledujici véta.

Véta 4 Necht ma funkce f(x,y) na néjakém okoli staciondrniho bodu X vsechny
parcidlni derivace druhého Tadu a ty jsou v bode X spojité, potom sestavime

matici
n= (509 5%)
yx vy
a vypocteme determinanty

Dy = det (fL,(X)) = fL(X),  Dy=detH.
Plati:
1) Dy <O0ADy>0= f mav X ostré lokalni mazimum,
2) D1 >0A Dy >0= f mdv X ostré lokdalni minimum,

3) Dy # 0 a pritom neplati Zadnd z moznosti 1), 2) = f nemd v X lokdlni
extrém,

4) Dy =0 = ? (f miZe, ale nemusi mit v X lokdlni extrém).

13



8]

Poznamka 5 Vyse uvedend matice se nazyva Hessova (podle matematika Ludwiga
Hesse), jejimu determinantu fikdme Hessidn. Je to ¢tvercova matice (v nasem pii-
padé matice typu 2 x 2), ktera je symetrickd (protoZze smisené parcialni derivace

wy(A) a f.(A) jsou si rovny — viz. Schwarzova véta).

Poznamka 6 Pokud funkce f nemé v bodé X lokdlni maximum ani minimum
(tedy pokud plati bod 3) ptredchozi véty), nazyvame tento bod sedlovy, to zna-
mena, ze graf funkce ma v okoli tohoto bodu tvar sedla, nemutze tedy v tomto
bodé nabyvat zadného lokdlntho extrému. (viz. obrazek 2.1)

Obrazek 2.1: Mozny tvar funkce v okoli sedlového bodu X.

Je dtlezité si tici, podle jakych kritérii rozhodujeme o tom, zda funkce v
néjakém bodé ma ¢i nema lokalni extrém.

Kritéria rozhodovani o existenci lokalnich extrému funkce dvou
proménnych:
1) Staciondrni body:

- postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

- definice lokalniho extrému (pokud plati, ze druhé parcidlni derivace
této funkce nejsou spojité)

2) Body, kde neezistuje ani jedna parcialni derivace, nebo kde jedna existuje
a druha je nulova:

14



- definice lokalniho extrému

Nyni si podrobné bod po bodu popiseme, jak budeme pfti vypoctech lokalnich
maxim a minim postupovat.

Postup pri hledani lokalnich extrémii funkce dvou proménnych:

)
2)

Vytvorime parcialni derivace funkce podle proménnych x a y.

Tyto derivace polozime rovny nule, dostavame dvé rovnice o dvou neznéa-
mych x a y.

Vyfesenim téchto rovnic ziskdvame soufadnice stacionarniho bodu (muze
byt jeden, vice i nekoneéné mnoho).

Vytvorime parcialni derivace druhého tadu, z téch pak sestrojime Hessovu
matici.

Dosadime soufadnice stacionarnich bodt do druhych parcidlni derivaci
a nasledné ur¢ime determinanty Dy a Ds.

Podle postacujici podminky pro existenci lokalniho extrému popi. definice
lokalniho extrému rozhodneme, zda funkce v daném bodé extrém ma, pokud
ano, o jaky se jedna.

15



2.2.1 Lokalni extrémy — priklady
Najdéte lokalni extrémy funkce f.

Priklad 1

f(z,y) =22 + (1 — y)?

Reseni:

Nejdiive najdeme stacionarni body funkce f tak, ze parcialni derivace
of of
— =z, —— =2y —2
ox dy 4

polozime rovny nule. Dostavame systém rovnic
4o = 0, 2y —2=0.
Z téch je ziejmé, ze x = 0 a y = 1, funkce méa tedy jeden stacionarni bod (0, 1).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

>f 4 82f_2 S
Ox? ' oy 7 oxdy  Oydxr

ae (1)

Determinant Dy = 8 > 0, funkce f ma tedy ve staciondrnim bodé (0, 1) lokalni
extrém a protoze

Dy =4>0,

je to ostré lokalni minimum.

Priklad 2

flz,y) = (x—y+1)°
Reseni:
Parcidlni derivace

of _
or

20z —y + 1), %:—Q(x—y—l—l)

polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
2z —y+1)=0, —2(x—y+1)=0.
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Z prvni rovnice vyjadiime x = y — 1, dosazenim do druhé ziskavame 0 = 0. Je
tedy ziejmé, Ze stacionarnich bodt je nekone¢né mnoho a lezi na primce x = y—1.

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:
02 f 02 f 02 f 02 f

Ox? ’ 02 ’ 0xdy  Oydx

H:(_22 ‘22>.

Determinant Dy = 0, timto zptisobem tedy nelze o existenci extrému rozhodnout,
pomiize nam definice lokalnich extréma.

Z predpisu funkce vidime, zZe jeji funkéni hodnota bude vzdy nezaporné ¢islo, je
tedy evidentni, Ze lokdlni minimum bude v bodé, kde f(z,y) = 0. Do funkéniho
piedpisu (x —y+1)? dosadime vyraz x = y— 1, tim ziskdvame f(z,y) = 0, funkce
f tedy nabyva ve vSech svych stacionarnich bodech neostrého lokalniho minima.

Priklad 3

50 20
fla,y) =ay— —+—
Y
Reseni:
Parcialni derivace
of 50 of 20
o=yt 3 5. =T~ —
ox x? dy y?
polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
50 20
Z Y
Z prvni rovnice je ziejmé, ze y = —2—3, to dosadime do druhé, dostavame

1,3
1—— )=
”’( 125> 0

jejiz feseni jsou x; = 0 (v tomto bodé ovSem funkce neni definovand) a xo = 5.

Joni ni - . . .,
Po dosazeni do rovnice 20 dostaneme souradnice jediného stacionarniho
bodu (5, —2).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

o2 100 Of 40 Pf  %f

022 23 o2 Y3 Oxdy :83/895 7
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=]

_ 100 1
H:( f‘”’ 4_).

Y

4
—2 1

1 -5
stacionarnim bodé (5, —2) lokalni extrém a protoze

W

Pro bod (5, —2) dostavdme matici H = ) , Dy =3 > 0, ma tedy ve

4
D1:—5<0,

je to ostré lokalni maximum.

Priklad 4
f(z,y) = 2 + 8xy® + 142* + 269>

Reseni:
Parcidlni derivace
of of

-~ = 3% + 8y + 28z, — = 16zy + 52y
ox oy

polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
37% + 8y* + 281 = 0, 162y 4 52y = 0.

Druhou rovnici pfevedeme na tvar 4y(4z + 13) = 0, jejimz FeSenim je bud y = 0,
nebo x = —%. Dosazenim hodnoty y = 0 do prvni rovnice ziskavame dvé pri-
slusné Teseni x; = 0 a 25 = —%. Dosazenim hodnoty x = —% do prvni rovnice
ziskavame dvé prislusna feseni y; = —2,72 a yo = 2, 72. Funkce f ma tedy c¢tyti
staciondrni body (0,0), (—2,0), (-1, -2,72), (-1,2,72).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

o2 f o f R 0
—~ =6z +28 —= = 16z + 52 = =16
Ox? T+ Oy T+ o5 Oxdy  Oydx v
H— 6z + 28 16y
=\ 16y 160+52 )
28 0

Pro bod (0,0) dostavame matici H = ) , Dy = 1456 > 0, funkce f

0 52
ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 28 > 0, je to ostré lokalni
minimuim.
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—28 0

0 —97.3 ) , Dy = 2725,3 > 0,
funkce f ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = —28 < 0, je to
ostré lokalni maximum.

Pro bod (—%, -2, 72) dostavame matici H =

Pro bod (—%,O) dostavame matici H =

8,5  —43,52
—43,52 0
= —1894 < 0, funkce f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, je to sedlovy
bod.

Pro bod (—%, 2, 72) dostavame matici H = (

7D2:

8,5 43,52
43,52 0
< 0, funkce f tedy v tomto bodé nema lokalni extrém, je to sedlovy bod.

) Dy = —1894 <

Priklad 5

fla,y) = (22 — 2*)(y* — 5y)

Reseni:

Funkci roznasobime na tvar f(x,y) = 22y*—10zy—z?y*+52%y. Parcialni derivace
0 0
— =2y* — 10y — 2xy* + 10zy, —f = dxy — 102 — 22%y + 52
Ox dy

opét polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
2y? — 10y — 2xy® + 102y = 0, 4oy — 10z — 22y + 52 = 0.

Prvni rovnici odpovidaji dvé feseni pro y a to y; = 0 a yo = 5 (za predpokladu, ze
x # 1). Dosazenim y; do druhé rovnice dostavame doufadnice dvou stacionarnich
bodt a to (0,0) a (2,0). Dosazenim ys do druhé rovnice dostavame soufadnice
dalsich dvou stacionarnich bodi a to (0,5) a (2,5). Nyni jesté vySetiime piipad,
kdy = = 1, to dosadime do druhé rovnice a ziskdme tak posledni stacionarni bod

(1.3).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

0 f 0 f 0 f 0 f
ST 9210 T g 0g2 _ — 4y—10—4zy+10
Ox? v, 02 e 0xdy  Oydx Y ry+ 108,
- —2y% + 10y 4y — 10 — 4xy + 10z
\ 4y — 10 — 4ay + 10x 4y — 227 '
(o .. 0 -—10
Pro bod (0, 0) dostavame matici H = 10 0 , Dy = —100 < 0, funkce f

v tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.
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0 10
10 0
tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.

Pro bod (2,0) dostavame matici H = ), Dy = —100 < 0, funkce f v

Pro bod (0,5) dostavame matici H = 100 100 , Dy = —100 < 0, funkce f v
tomto bodé nema lokalni extrém, jde o sedlovy bod.
Pro bod (2,5) dostavame matici H = _010 _010 , Dy = —100 < 0, funkce f

v tomto bodé nema lokalni extrém, jde také o sedlovy bod.

Pro bod (1, g) dostavame matici H = 12,5 0 ), Dy = 25 > 0, funkce f v

0 2
tomto bodé tedy ma lokalni extrém a protoze D; = 12,5 > 0, jde o ostré lokalni
minimum.

Priklad 6

fla,y)=1- (2" +2y —4)°

Reseni:

Parcidlni derivace
0 0
—f = —423 — 8xy + 16z, —f = —42% — 8y + 16
ox oy

opét polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
—42° — 8xy + 162 = 0, —42? — 8y + 16 = 0.

Druhou rovnici vydélime —4, dostaneme y ve tvaru paraboly y = 2 — %xQ, to
dosadime do prvni rovnice, ktera vyjde 0 = 0, funkce méa tedy nekone¢né mnoho
stacionarnich bodu lezicich praveé na této parabole.

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

0?f ?f ?f 0?f
— L — 1227 — 1 A = = —
Ox? v =8y +16, 02 ' 0xdy  Oydx 82,
[ —122* —8y+16 —8x
H= ( —8x -8 ) '

1
2

—82? —8z
H-—
( —8xr —8 ) '
Dy = 0, timto zptsobem tedy nelze o existenci rozhodnout, pomiize ndm definice
lokalniho extrému. Z tvaru funkce je zfejmé, Ze jeji nejvétsi funkéni hodnota je

Rovnici paraboly, tedy y = 2 — 222 dosadime do druhjch parcialnich derivaci a

dostaneme tak matici
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1, tomu odpovida rovnice 2% + 2y — 4 = 0. Do této rovnice dosadime parabolu
y =2— %xQ, vyjde ndm 0 = 0, coz znamena, ze funkce své nejvétsi funkéni
hodnoty nabyva prave ve stacionarnich bodech, ty proto tvoii jeji neostré lokalni
maximum.

Priklad 7
f(z,y) = 4oy + 62> — 8y°> +5

ResSeni:
Parcidlni derivace

of of
2L — iy +12 Y
i R v

polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
4y 4+ 122 = 0, dor — 24y = 0.

Z prvni vidime, ze y = —3x, to dosadime do druhé, po vypocteni ziskdvame sou-
fadnice jediného stacionarniho bodu a to (0,0).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

2 2 2 2
ﬂ:m’ ﬁ:él, af:af:—24,
0x? 0y? Oxdy  Oyox
12 4
H= ( 4 -24 > '
Determinant Dy = —304 < 0, funkce f tedy ve staciondrnim bodé (0,0) nemé
lokéalni extrém, tento bod je sedlovy.
Priklad 8
f(w,y) =¥ (y* — 2zy + 327)
Reseni:
Parcialni derivace
0 0
8_£ = e (92% + 62 — 6xy + 3y° — 2y), a—i = e (2y — 21)
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polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
3x 2 2 _ 3x _
e’ (9z* 4 6x — 6y + 3y° — 2y) =0, e (2y — 2z) = 0.
Jelikoz e3* nikdy nebude rovno nule, miizeme tento systém rovnic prevést na tvar
922 + 62 — 6y + 3y* — 2y = 0, 2y — 2z = 0.

Z druhé rovnice je ziejmé, ze x = y, to dosadime do rovnice prvni, po jejim vy-
pocteni ziskdme soufadnice dvou stacionarnich bodu (0, 0), (—%, —%)
Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

82
a—x‘z = (2722 + 362 — 18xy + 9y — 12y + 6),
2
ﬁ — 26317
0y?
0 f 0?f 3
- = &% (6y — 62 — 2
oxdy  Oydx e (6y — 6z —2),
H— 3 (9y? — 18xy + 272% — 12y + 362 + 6) €3 (6y — 6 — 2)
e3*(6y — 6z — 2) 2¢37 '
.y .. 6 -2 ,
Pro bod (0,0) dostavame matici H = 9 9 ) Dy = 8 > 0, funkce f ma

tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 6 > 0, je to ostré lokalni mini-
mum

Pro bod (—

2

2 _2
%, —%) dostavame matici H = ( g  f ), e? - Dy = —8, z toho
Tez 2
plyne, ze Dy = —e% < 0, funkce f tedy v tomto bodé extrém nema, jde o sedlovy
bod.

Priklad 9

flz,y) = 20 +2y)e™

Reseni:
Parcidlni derivace
0 0
8_£ — 6’12792(2 — 4a” — day), a—‘;; = 6’12’92(2 — 4y — day)
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polozime rovny nule. Vyraz e **~¥* bude vzdy kladny pro libovolny bod definic-
niho oboru, stac¢i proto, kdyz bude platit systém rovnic

(2 —42® —4ay) =0, (2 —4y* — day) = 0.

Tyto rovnice od sebe odecteme a zjistime tak, Ze 2% = 2, tedy = = +y.

Po dosazeni x = y do prvni rovnice dostavame y; o = i%, tedy souradnice prv-
, LS o 11 11

nich dvou stacionarnich bodt jsou (5, 5), (—5, —5).

Po dosazeni x = —y do prvni rovnice dostavame nerovnost 2 # 0, jiné stacionarni

body tedy neexistuji.

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

rr_ e~V (82 + 822y — 121 — 4dy)

axZ - y y 9

62 2 2

8—y£ = e "V (8y® 4 8xy® — da — 12y),
82f  Of ) 2

— — e Y8 2 8 2 —dr — 4
ouoy ~ ogor € (8z7y + 8ry” — da — 4y),

"o e~V (823 + 8a2y — 12z — 4dy) e Y (8x%y + 8xy® — dx — 4y)
T\ e (8ay + 8uy? —dw — 4y) e TV (8P + 8xy® —dx —12y) )
_1 _1
“Oer =2e ) b, — 3904 >0,
—2e7 2 —6e 2
funkce f ma tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = —6e"2 < 0, je to
ostré lokalni maximum.

Pro bod (—%, —%) dostavame matici H = (

Pro bod (%, %) dostavame matici H =

6z 2e 2

1 1
2e72 be 2
funkce f méa tedy v tomto bodé lokalni extrém a protoze D; = 6e 3 > 0, je to
ostré lokalni minimum.

), Dy = 32¢72 > 0,

Priklad 10

3
flay) =2~ ¢
T
Reseni:
Parcialni derivace
0f _, W Of _ 6y
or 27 oy o«
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polozime rovny nule, dostavame systém rovnic

312 6
2w+ —0, -2 _g=o0
x x
Upravou druhé rovnice dostavame z = —v, to dosadime do rovnice prvni a zjis-
time tak soufadnice jediného stacionarniho bodu (—g, %)

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

aZf 6y2

o2 T
of_ 6
02 x’

>’PfPf 6y

Oxdy - oydr a2’

_ 6y 6y

_ 3 2
H= 6y” e )

2 x

Pro bod (—%, %) dostavame matici H = 2 i , Dy = 10 > 0, funkce f tedy

v tomto bodé méa extrém a protoze D; = 6 > 0, je to ostré lokalni minimum.
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2.3 Vazané extrémy

Vv

jsou tzv. vdzané€ lokdlni extrémy funkci dvou proménnych. Tyto extrémy se lisi od
lokéalnich tim, Ze jejich funkéni predpis je na mnoziné M vazany néjakou zadanou
podminkou. Nyni uvedeme presnou definici.

Definice 8 Necht je dana funkce f(z,y) na mnozing M bodi prostoru R?. Necht
N je ¢ast mnoziny M a je to mnozina takovych bodd z M, jejichz souradnice
vyhovuji rovnici g(z, y) = 0. Nasi tlohou je lokalné najit extrémni hodnoty funkce
f(z,y) na mnoziné N. Témto lokalnim extrémim fikdme vdzané lokdlni extrémy
funkce f(x,y). Podminku g(z,y) = 0, kterd uréuje mnozinu N, nazyvame vazbou.

3]

Geometricka interpretace vazaného extrému:

Méme funkci f(z,y) definovanou na néjaké mnozing M C R?. Na této mnoziné
je pomoci rovnice g(x,y) = 0 vyznacend ur¢itd mnozina bodu (néjaka kiivka). My
chceme najit lokalni extrémy funkce f(x,y) v bodech lezicich pravé na této kiivce.

Nyni si ukdzeme, jak je mozné postupovat pri hledani vazanych lokéalnich
extrémt na mnoziné. Rozhodujeme se mezi pouzitim dvou postupt, a to podle
toho, jakym zptsobem mame zadanou podminku g(x,y) = 0.

Postupy pri hledani vazanych extrému funkce dvou proménnych:

Predpokladéame, ze funkce f(z,y) a g(z,y) = 0 jsou obé diferencovatelné v
bodech, které budeme vySetfovat. Podminka ¢g(z,y) = 0 ndm vymezuje proménné
x ay a zavislost mezi nimi. Pokud zvolime za x = x, za y uz bereme jen hodnoty,
které vyhovuji rovnici g(xg,y) = 0.

1) Jestlize jakémukoli z (popf. y) rovnice g(z,y) = 0 pfidéli pouze jedno
y (popf. x), pak je rovnici g(z,y) = 0 urcena funkce y = @(x) (popf.
x = 1(y)). Pokud je pro nas tato funkce znama4, lehce najdeme vyjadieni
pro parcialni funkei uréenou funkei f(x,y) na mnoziné N a tim bude funkce
F(z) = f(z,¢(x)) (popt. F(y) = f(¢¥(y),y)). Tim dostavame funkci jedné
proménné, jejiz nalezeni extrému je velmi jednoduché.

2) Jestlize vazbou g(z,y) = 0 neni urcena funkce y = p(z) (popt. = = ¥ (y)),
je tieba pouzit tzv. Lagrangeovy metody neurcitych koeficienti opirajici se
o dvé nasledujici pomocné véty:
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Véta 5 (Prvni lemma) Necht X = (xg,yo) je bod, ve kterém nastavd lokdlni
extrém funkce z = f(x,y) vdazany podminkou g(z,y) = 0. Necht jsou ddle splnény
tyto dve podminky:

a) Plati vztah |g,(X)| + |g,(X)| > 0.
b) Na okoli U(X) jsou obé funkce f(x,y), g(x,y) spojité diferencovatelné.

Pak existuje ¢islo A (zvané Lagrangetv multiplikdtor), které spolu s ¢isly o, yo
vyhovuje soustave rovnic

fa+ g, =0,
[y +Ag, =0,
g(z,y) =0.

[4]

Levé strany prvnich dvou rovnic v uvedené soustavé dostaneme jako parcialni
derivace podle proménnych x a y funkce

L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y),

coz je Lagrangeova funkce.

Poznamka 7 7 véty 5 je ziejmé, ze bod X = (zq,yo) podeziely z vazaného ex-
trému je tfeba hledat mezi body vyhovujicimi soustavé rovnic z prvniho lemmatu
(staciondrnimi body), ale také mezi body, které vyhovuji rovnici g(z,y) = 0, i
kdyz neplati néktera z podminek z prvniho lemmatu.

Véta 6 Necht c¢isla xg, yo, \o predstavuji Teseni soustavy rovnic z proniho lem-
matu. Ma-li Lagrangeova funkce

L(l‘,y,)\) = f(x,y) + )\g(:c,y)

v bodé X = (xq,%0) volny extrém pri uvedeném cisle Ao, pak funkce z = f(z,y)
ma v bodé X extrém vdzany podminkou g(x,y) = 0.

[4]

Poznamka 8 Ne v kazdém bodé, v némz m4 funkce z = f(r,y) extrém véazany
podminkou g(z,y) = 0, mé funkce L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y) volny extrém,
proto nam Lagrangeova metoda neurcitych koeficienti nezarucuje nalezeni vSech
vazanych extrémt. V pfipadé nenalezeni lokalniho extrému Lagrangeovy funkce
nam pomuze definice vazaného extrému, popt. druhy diferencial a vazba nebo
nasledujici véta.
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Véta 7 Bud X = (xo,y0) staciondarni bod funkce L(x,y, \), vyhovujici soustavé
rovnic z proniho lemmatu. Predpoklddejme, Ze funkce f(x,y), g(x,y) maji spojité
parcidlni derivace 2. vadu. Oznacme

L (X)) Ly (X)) g,(X)
Dp(X) = —| Ly, (X) Ly, (X) g,(X)

9.(X) g,(X) 0
Pak plati:
a) Je-li D(X) >0, md funkce f(x,y) v bodé X vazané lokalni minimum.

b) Je-li D(X) <0, md funkce f(x,y) v bodé X vdzané lokdlni maximum.

[6]
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2.3.1 Vazané extrémy — priklady

Najdéte lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné M.

Metoda primého dosazeni
Priklad 11

flzy)=22"+3y% M ={(z,y) eR*:0 -2y +4 =0}

Reseni:
Ze zadani mnoziny vidime, ze napt. z lze vyjadrit pomoci y jako

T =2y —4,
to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné
F(y) = f(y,9(y)) = 11y* — 32y + 32.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F, =22y —32=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze y = %, to dosadime do vazebni podminky a ziska-
16 12

vame T = —%. Soutadnice stacionarniho bodu jsou tedy (ﬁ, _H)'

Nyni vytvofime druhou derivaci. Vidime, ze Fy; = 22 > 0, to znamena, Ze funkce

F(y) ma v tomto bodé ostré lokadlni minimum a tedy funkce f(z,y) mé v bodé

(%, —%) ostré vazané lokalni minimum vzhledem k mnoziné M.

Priklad 12
f(z,y) = 2zy + 3z — 4y* + 1; M={(z,y) eR*: 2z +y =6}

Reseni:
Ze zadani mnoziny vidime, Ze napt. y lze vyjadiit pomoci x jako

y=6—2x,
to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné
F(z) = f(z,¢(x)) = =202 + 111z — 143.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F = —40x + 111 = 0.
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111

“o» to dosadime do vazebni podminky a ziska-

Z této rovnice je ziejmé, ze v =

vame y = 2%. Soutadnice stacionarniho bodu jsou tedy (14—101, %).
Nyni vytvofime druhou derivaci. Vidime, ze F), = —40 < 0, to znamena, ze

funkce F(x) ma v tomto bodé ostré lokdlni maximum a tedy funkce f(z,y) ma

v bodé (%, %) ostré vazané lokalni maximum vzhledem k mnoziné M.

Priklad 13

S

f(z,y) = : M={(z,y) eR*:dz—y=6Az#0Ay#0}

< |-

ResSeni:
Ze zadani mnoziny vidime, ze napt. y lze vyjadiit pomoci x jako

y =4x — 6,

to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné

1 1

F@) = f(e,0(2) = - - ——

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

1 1
F/ = —— _— = 0
* x2+4x2—12x+9
Po vyteseni této rovnice ziskdvame x; = 3, x5 = 1, to dosadime do vazebni pod-
minky a tedy stacionarni body jsou (3,6) a (1, —2).

Nyni vytvorime druhou derivaci

2 12 — 8z
Jo—— .
B * (4% — 122 + 9)?

Pro bod (3,6) dostaneme F), = —2 < 0, z ¢ehoZ plyne, Ze funkce F(x) mé zde
ostré lokalni maximum, tedy funkce f(x,y) ma zde ostré vazané lokalni maximum
vzhledem k mnoziné M.
Pro bod (1, —2) dostaneme F. = 6 > 0, z ¢ehoz plyne, ze funkce F(z) ma zde
ostré lokalni minimum, tedy funkce f(x,y) ma zde ostré vazané lokalni minimum
vzhledem k mnoziné M.
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Priklad 14
f(z,y) =2y — 9z + 3; M= {(z,y) eR*:y=¢*" -z}
Reseni:
V zadani mnoziny vidime, Ze y je vyjadieno pfimo v podmince a to jako y =
= ?* — 1, to dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(x)) = 2¢** — 11z + 3.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

Fl=4e® —11=0 — ¥ =—

11

5+, to dosadime do vazebni podminky

In

Po vyteseni této rovnice ziskavame x =
a tedy stacionarni bod ma souradnice

11 11
IHI 11—21nI
2 4 ’

Nyni vytvorime druhou derivaci

[/ 2z
F,, = 8.

nil 11-2Inil

Pro bod <l L ) dostaneme F = 22 > 0, z ¢ehoz plyne, ze funkce F'(x)

4

2 07 4
mé zde ostré lokdlni minimum, tedy funkce f(x,y) ma zde ostré vazané lokalni
minimum vzhledem k mnoziné M.

Priklad 15
flay) =4z =3y; M={(z,y) eR*:y=2a"+1}
Reseni:
V podmince je vyjadieno, ze y = 2% + 1, to dosadime do zadané funkce a dosta-
neme tak funkci jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 4z — 32° — 3.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl=4-92°=0.

Po vyreseni této rovnice ziskavame x; =

podminky a tedy stacionarni body jsou (%, 5
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Nyni vytvorime druhou derivaci
F! = —18x.

Pro bod (%, %) dostaneme F! = —12 < 0, z toho plyne, ze funkce F'(z) ma zde
ostré lokalni maximum, tedy funkce f(x,y) mé zde ostré vazané lokalni maximum
vzhledem k mnoziné M.

Pro bod (—2,12) dostaneme F)/, = 12 > 0, z toho plyne, Ze funkce F'(z) mé zde
ostré lokdlni minimum, tedy funkce f(x,y) ma zde ostré vazané lokalni minimum

vzhledem k mnoziné M.

Metoda Lagrangeovych multiplikatora:
Priklad 16

1
f(z,y) = 22 + 2y — 5; Mz{(w,y)eﬂ@:;

1 1
+—2:—/\:E7é0/\y7é0}
Y 2

ResSeni:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

1 1 1
Lz, y \) =20+ 2y -5+ A [ =+ — — = ).
(z,y,A) =22 +2y —5+ <x2+y2 2)

Parcialni derivace funkce L(z,y, ) podle proménnych z a y a vazebni podminku
polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

2A\
L,:2——3:0
X
2\
L,_2——3:0
Y
1 1 1
9(x,y) = — E—g_o

Z prvni rovnice vyjadiime z = VA, z druhé y = V/), to dosadime do vazebni
podminky, z rovnice

(2,9) 1 n 1 1 0

l‘, = —_ = =

PRI e T (e

vypoctem dostavame \; = 8, Ay = —8 a po dosazeni do vzorcil pro z a y ziskame

soufadnice dvou stacionarnich bodu (2,2), (=2, —2).

31



Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

6) 6

noo__gn " i
74’ Lzy—Lyw—o? Lyy— 47

Y
6
=2 0
no (20,
y4

3 0
0 3
tomto bodé lokalni extrém, tedy funkce f(x,y) mé v tomto bodé vazany lokalni
extrém a protoze D; = 3 > 0, je to ostré vazané lokalni minimum vzhledem k
mnozine M.

Pro bod (-2, —2) dostédvame matici H =

"o
Lzz -

Pro bod (2,2) dostavame matici H = ( ), Dy =9 > 0, funkce L ma v

-3 0
0 -3
v tomto bodé lokalni extrém, tedy funkce f(x,y) ma v tomto bodé vazany lokalni
extrém a protoze D, = —3 < 0, je to ostré vazané lokalni maximum vzhledem k
mnoziné M.

, Do =9 > 0, funkce L ma

Priklad 17

f(x,y)z?mc—%+1; M:{(x,y)ERZ:x2+y2:1}
Reseni:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

Liz,y,\) =8z — £ + 1+ A" + 4" — 1),

Parcialni derivace funkce L(z,y, ) podle proménnych z a y a vazebni podminku
polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L =3+4+2\x=0
1
r_ _
L, = 5 +2\y =20
g(z,y) =2 +y* —=1=0
Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

3 1

y:ﬁa

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

9 1
= — _ 1 =
9@ v) =15+ T 0
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vypoctem dostavame A\, = 5—1213, Ay = —5—1213 a po dosazeni do vzorcl pro x a y

{sk vadni onArni o (18 1 18 1
ziskdme souradnice dvou stacionarnich bodu < 5130 5 \/ﬁ>’ ( eI m)

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:
L =2\, Lgy = L’y'z =0, L?'J’y =2,

200
He (90 ).

513 0
Pro bod <—%, 5—\}ﬁ) dostavame matici H = 8 5vis | Dy = % > 0,

6
funkce L mé v tomto bodé lokalni extrém, tedy funkce f(z,y) ma v tomto bodé

vazany lokalni extrém a protoze D; = %3 > 0, je to ostré vdzané lokalni mini-

- 6
mum vzhledem k mnoziné M.
18 1 — I 0 325
Pro bod <5—\/ﬁ, —m) dostavame matici H = 06 VL Dy =22 >
6

0, funkce L mé v tomto bodé lokalni extrém, tedy funkce f(x,y) mé v tomto

bodé vazany lokalni extrém a protoze D; = —5VI3 0, je to ostré vazané lokalni

6
maximum vzhledem k mnoziné M.

Piiklad 18
floy)=a®+y* =20+ 8y, M= {(z.y) eR*: 2’ +y’ =68}

ResSeni:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 2® + y* — 22 + 8y + A% 4+ > — 68).

Parcialni derivace funkce L(z,y, ) podle proménnych z a y a vazebni podminku
polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L' =2r—-2+42\x=0
L,=2y+8+2\y=0
g(z,y) = 2> +y* - 68 =0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime
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to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

1 16
9(x,9) (1+ \)? + (1+N)?
vypoctem dostavame \; = —%, Ay = —% a po dosazeni do vzorci pro x a y

ziskdme soufadnice dvou staciondrnich bodu (-2, 8), (2, —8).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

LY. =242\, L,, =Ly, =0, Ly, =2+2),

242X\ 0
H= ( 0 242X\ ) '
-1 0
0 -1
v tomto bodé lokalni extrém, funkce f(x,y) mé zde tedy vazany lokalni extrém a

protoze D; = —1 < 0, je to ostré vazané lokalni maximum vzhledem k mnoziné

M.
Pro bod (2, —8) dostavame matici H =

Pro bod (—2,8) dostavame matici H = , Dy =1 >0, funkce L ma

10
01
tomto bodé lokalni extrém, funkce f(z,y) ma zde tedy vazany lokalni extrém a
protoze Dy =1 > 0, je to ostré vazané lokalni minimum vzhledem k mnoziné M.

),D2:1>O, funkce L ma v

Priklad 19

1 2

1 1 1
- — 4= M = R2: — + - =2A 0A 0
f(x,y) 2x+y, {(fﬂ,y)e x2+y2 rRAkka y#}

Reseni:

Sestrojime Lagrangeovu funkci

1 2 1 1 1

Parcialni derivace funkce L(z,y, ) podle proménnych z a y a vazebni podminku
polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

1 2\
,__—___

La 22 3

2 2
/_ —

R
TRTE N S
gx?!/ —xZ y2 4_



Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

1 1 1
-
e THCR U
vypoctem dostavame \; = @, Ay = —@ a po dosazeni do vzorct pro r a y

ziskame souradnice dvou stacionarnich bodu < 2/ 17 f) <2\/ \ﬁ)

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-

sovu matici:

1 6 1 6
3

L// :__'_ ’ L// :L// :O, L// — —,
1'3 1'4 Yy yr vy Y y4

1 6
= +23 0
H=( = = )
( 0 %4-6—4)

V17 0
4
Pro bod < 2v'1 ) dostavame matici H = | (217 , Dy =
o g
= 0,0005 > 0, funkce L ma v tomto bodé lokélni extrém, tedy funkce f(z,y) ma

zde vazany lokalni extrém a protoze D; = = \/W > 0, je to ostré vazané lokalni

minimum vzhledem k mnoziné M.

L 0
Pro bod <2 17, @) dostavame matici H = (2y/17)1 , Dy =
| ) e
= 0,0005 > 0, funkce L ma v tomto bodé lokalni extrém, tedy funkce f(x,y)
_VIT
(24/17)%

ma zde vazany lokalni extrém a protoze Dy = — < 0, je to ostré vazané

lokalni maximum vzhledem k mnoziné M.

Priklad 20
f(z,y) = 22% — 4% M:{(x,y)€R2zx2+2x—2y2—4y:0}

Reseni:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y, \) = 22° — 4y + M(2? + 2z — 2y° — 4y).
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Parcialni derivace funkce L(z,y, A) podle proménnych z a y a vazebni podminku
polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic
L =4z +2 \x+2X\=0
/
L,=-8y—4\y—4x=0
g(z,y) = 2* +2x — 29" —4y =0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

A A

P U R W

T 24\

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

(2.9) A2 2\ 2)2 N 4\ 0

X = —_ —_ =

NBY (24N 24X (24+X)2 2+

vypoctem dostavame A\; = 0, Ay = —4 a po dosazeni do vzorcii pro z a y ziskame

soufadnice dvou stacionarnich bodi (0,0), (-2, —2).

Nyni spocitame derivace druhého fadu podle obou proménnych a vytvorime Hes-
sovu matici:

LI =442\ LI, =L =0 LI =-8—4\

(44220
H= ( 0 —8—4\ ) '
4 0
0 -8
tedy v tomto bodé nemé lokalni extrém, to ovSem neznamena, ze funkce f(x,y)

zde nemé extrém vazany na mnoziné M. Najdeme ho pomoci véty 7 z teorie
vazanych extrému.

Pro bod (0,0) dostavame matici H = ( ), Dy = —32 < 0, funkce L

Pfed sestavenim potiebného determinantu spocitdme parcidlni derivace g, a g,

v bodé (0,0).
gr =2r4+2—¢,(0,0)=2, g, =—4y—4— g,(0,0)=—4.

Nyni mtizeme sestavit determinant

4 0 2
Dy(X)=—]0 -8 —4 |=—(—32)=32>0.
2 —4 0

Jelikoz Dy (X) > 0, funkee f(x,y) méd v tomto bodé vazané loklni minimum k
mnoziné M.
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Pro bod (—2,—2) dostdvame matici H = ( _04 g ), Dy = —32 < 0, funkce
L tedy v tomto bodé také nemd lokalni extrém. Zda méa zde funkce f(z,y) ex-

trém vazany urc¢ime opét podle véty 7.

Pted sestavenim potiebného determinantu spocitdme parcidlni derivace g, a g,
v bodé (-2, —2).

g =2r+2—g.(-2,-2) = -2, gy = —4y—4 — g,(-2,-2) =4

Nyni mizeme sestavit determinant

—4 0 -2
Dy(X)=—| 0 8 4 |=-—(32)=-32<0.
—2 4 0

Jelikoz Dp(X) < 0, funkce f(z,y) ma v tomto bodé vazané lokalni maximum k
mnoziné M.
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2.4 Globalni (absolutni) extrémy

Tyto extrémy jsou definovany podobné jako lokdini extrémy, s tim rozdilem,
ze porovnavani funk¢énich hodnot dané funkce s hodnotou této funkce v bodé,
ktery je podezrely z extrému, neprovadime pouze na vhodnych dostatecné vel-
kych okolich tohoto bodu, ale na celé mnoziné, na niz globdlni extrémy hledame.

Definice 9 Necht je funkce f(x,y) definovana v prostoru R? a necht M C R2.

Reknéme, ze funkce f(z,y) ma v bodé X = (zg,10) € M

e globdlni neboli absolutni minimum, jestlize pro vSechny body (z,y) € M
pla’ti f(l’, y) Z f('r())y())a

e ostré globdlni neboli absolutni minimum, jestlize pro vSechny body (z,y) €
€ M7 (l’,y) 7é (:Eﬂayﬂ) plati f('r’y) > f('r()ay())a

e globdlni neboli absolutni mazimum, jestlize pro vSechny body (x,y) € M
pla’ti f('r’y) S f('r())y())a

e ostré globdlni neboli absolutni mazimum, jestlize pro vSechny body (z,y) €
€ M, (z,y) # (zo,v0) plati f(z,y) < f(zo, o)

[5]

Bolzanova - Weierstrassova véta nam fika, Ze je-li funkce f(x) spojita na néja-
kém uzavieném intervalu [a, b], pak je na ném ohranicend a to shora svou nejvyssi
hodnotou a zdola svou nejnizsi hodnotou, nabyva tedy extrému.

Tato véta plati i pro funkci dvou proménnych f(z,y) definovanou na neprézdné
kompaktni (uzaviené omezené) mnoziné M. Nejvyssi a nejnizsi hodnoty nazy-
vame globdlni mazima a globdlni minima.

Funkce f(x,y) mize téchto extrémnich hodnot nabyvat v bodech:
- které nalezi hranici mnoziny M

- které nélezi vnittku mnoziny M (pokud m4 zde funkce globalni extrém, jde
zéroven i o extrém lokalni, opacné to ovSem neplati)

Poznamka 9 Pokud mnozina M neni uzaviend, funkce na ni muze, ale nemusi
globdlnich extremalnich hodnot nabyvat, jejich nalezeni je ovsem velmi obtizné a
my se jim v této praci zabyvat nebudeme.
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Postup pri hledani globalnich (absolutnich) extrému funkce dvou pro-
ménnych:

1)

2)

Ovérime, ze mnozina M je neprazdnd a kompaktni a funkce f je na ni
spojita a tim padem existuji globalni extrémy funkce f.

Ur¢ime vSechny mozné body podezrelé z existence globalniho extrému a to
nejdfive z vnitiku mnoziny M a nasledné z hranice mnoziny M.

Z bodu uvnitt M jsou podezielé ty, v nichz by funkce f mohla mit lokalni
extrémy. Pokud ma zde funkce spojité parcidlni derivace az do druhého
fadu véetné, podezielymi body jsou pouze body stacionarni (lezici uvnit¥

M).

Z hranicnich bodi mnoziny M jsou podezielé ty, v nichz by funkce mohla
mit extrémy vazané vzhledem k hranici mnoziny M.

Vypocteme funkéni hodnoty funkce f ve vSech téchto podezielych bodech
a podle toho, kterd z nich je nejvétsi (resp. nejmensi) rozhodujeme, ktery
bod je globalni maximum (resp. minimum).
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2.4.1 Globalni extrémy — priklady

Najdéte globalni extrémy funkce f na mnoziné M.
Priklad 21
f(z,y) = 2* +9* — 62 — 4y; M={(z,y) eR*: 2’ +y* < 13Nz —y >0}
Reseni:
Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

1 J13

Obréazek 2.2: mnozina M = {(z,y) e R* : 22 + y? <13 Az —y > 0}

Podezrelé body:

1. Uvnitr mnoZiny M:
Parcilni derivace f, = 2z —6, f, = 2y — 4 polozime rovny nule, dostavame
systém rovnic
2r — 6 =0, 2y —4=0.

Resenim téchto rovnic je bod (3,2), ktery ovSem nelezi uvnit¥, nybrz na
hranici mnoziny M, prozatim ho tedy neuvazujeme.

2. Na hranici mnoZiny M:

a) hranice 2% + y* — 13 = 0 - metoda Lagrangeovych multiplikatort:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 2% +y* — 6z — 4y + \(z® + y* — 13).

Parcidlni derivace funkce L(x,y, \) podle proménnych x a y a vazebni
podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L=2r—-6+2\xx=0

L;:Qy—4+2/\y=0

gz, y) =2 +y*—13=0
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Z prvnich dvou rovnic vyjadiime
3 2
Tr = T, = T,
1+x YT 1
to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

9 4

9(x,y) = T T e B0

vypoctem dostavame A; = 0, Ay = —2 a po dosazeni do vzorcti pro x
a y ziskdme soutradnice dvou bodi: (3,2) — tento bod jsme jiz jednou
nalezli, nyni ho tedy bereme jako podeziely a (—3, —2) — ten nelezi v
M a neni tedy podezrely.

Tam, kde se kruznice x* + y* = 13 stretdvd s primkou x = y:
Do rovnice 22 + y? = 13 dosadime x = y, dostdvame rovnici

/13
233'2 =13 — T12 = + 7 = Y12

Dalsi body podezrelé z globalniho extrému jsou tedy (—, / %, —4/ %) ,
(WVEE)
20\ 2 )

hranice x = y, kde x € <— 18 /2

=, 7) - metoda primého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci

jedné proménné
F(z) = f(z,¢(x)) = 22° — 10x.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F! =42 —10 = 0.

Z této rovnice je ziejmé, ze v = g = g, bod (g, g) lezi v intervalu

<—@ / %, v/ %) a proto je to dalsi podeziely bod.

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:

L f(3,

2) = —13

2 (=% - /%) =13+10/2
3. (VE/8) =13-10/%
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4. f(2.5) =-12,5

272
Z funkénich hodnot téchto bodi je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima

v bodé (3,2) a globalniho maxima v bodé <—@ [2, =1/ 1—;’)

Priklad 22
f(z,y) = 22° + 2> — day; M={(z,y) eR*: 0<z<2A-1<y<2}
ResSeni:

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

b2

(=]
[ ]

Obréazek 2.3: mnozina M = {(z,y) e R*: 0 <z <2A -1 <y <2}

Podezrelé body:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcidlni derivace f, = 62> — 4y, f, = 6y®> — 4x polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

62° — 4y = 0, 6y? — 4z = 0.

Z druhé rovnice vidime, ze x = gyz, to dosadime do prvni a ziskavame prvni
dva body podezielé z globdlniho extrému o soufadnicich (0,0) (ten nelez
uvnit¥, ale na hranici M, prozatim ho neuvazujeme) a (%, %)
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2. Na hranici mnoziny M:

a)

hranice z = 0, kdy y € (—1,2) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f(y,¥(y)) = 2y°.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
/! 2
F, =6y” =0.

Dostéavame bod o soufadnicich (0,0), ktery jsme jiz jednou nasli. Pro-
toze y = 0 lezi v intervalu (—1,2), je tento bod dalsi podezrely.

hranice z = 2, kdy y € (—1,2) - metoda pifimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = f(y,¥(y)) = 2y — 8y + 16.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

2
Fl=6y* —8=0,

dostavame dvojici feSeni pro y a to y; 2 = :I:\/g . Podezrely je ale pouze
bod (2, \/g), protoze y, = —\/g nelezi v intervalu (—1,2) a tedy bod

] o
<2, —\/;> nepatii do M.

hranice y = —1, kdy = € (0,2) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(x) = f(z,p(z)) = 22° + 4z — 2.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl =62 +4=0,

tato rovnice nema fteseni, zde podeziely bod nenajdeme.

hranice y = 2, kdy x € (0,2) - metoda pifimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(x,¢(2)) = 22° — 82 + 16.
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Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F) =62 —8 =0,

dostavame dvojici feseni pro z a to x1 2 = i\/g . Podeztely je ale pouze

bod <\/§, 2), protoze xy = —\/g nelezi v intervalu (0, 2) a tedy bod
<—\/§, 2) nepatii do M.
3. Vrcholy obdélniku, ktery ohranicuje mnozZinu M:
0,2), (2,2), (0,—-1), (2,—1).
Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(0,0)=0
2.

7.
8. (2,-1) =22

Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodé (0, —1) a globalnitho maxima v bodé (2, —1).
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Priklad 23

f(z,y) = 20—y  +dzy—6y—1; M = {(x,y) ER*:2>0Ay>0Az+y< 4}
Reseni:

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,

f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

4

Obrazek 2.4: mnozina M = {(z,y) EeR?*: 2 > 0Ay > 0Nz +y < 4}

Podezrelé body:

1. Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 4z + 4y, f, = —2y + 4z — 6 polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

4o +4y =0, —2y+4r—-6=0.

Z prvni rovnice vidime, ze x = —y, to dosadime do druhé a ziskavame
soufadnice prvniho podezielého bodu (1, —1), ktery ale nelezi v M, tudiz
ho vylou¢ime.

2. Na hranici mnozZiny M:

a) hranice x = 0, kdy y € (0,4) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(y) = fy,(y) = —y* — 6y — 1.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F,=-2y—6=0.
Dostaneme bod (0, —3), ktery ovSem nelezi v M, tudiz ho vyloucime.
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b) hranice y = 0, kdy = € (0,4) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do tvaru f(z,y), dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(x) = f(z,p(r)) = 24> — 1.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl =42 =0.

Dostéavam soufadnice bodu (0,0), ktery ovSem nepatii do otevieného
intervalu (0,0) a v tuto chvili jej tedy vylou¢ime.

c) hranice z+y —4 =0, kdy y € (0,4) - metoda pfimého dosazeni:
Z podminky vyjadiime napt. z = 4 — y, to dosadime do tvaru f(z,vy),
dostaneme tak funkci jedné proménné

F(y) = f(y,¢(y)) = —3y* — 6y + 31.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fy=—6y —6=0.

Vypoctem dostdvame souradnice dalsiho bodu (—1,5), y = 5 ale nelezi
v intervalu (0,4), tento bod tedy nelezi v M.

3. Vrcholy trojihelniku, ktery tvori hranict mnoziny M:

(0,0), (0,4), (4,0).

Funkéni hodnoty podezrelych bodi:

1. £(0,0)=—1
3. £(0,4) = —41
4. f(4,0) =31

Z funkénich hodnot téchto bodi je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodé (0,4) a globalniho maxima v bodé (4, 0).
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Priklad 24

floy) =22 +42® + > — 22y, M ={(z,9) e R*:y > 2> Ny < 4}
Reseni:
Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,

f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

pex

Obréazek 2.5: mnozina M = {(z,y) € R* : y > 2* Ay < 4}

Podezrelé body:

1. Uvnitr mnoZiny M:
Parcialni derivace f, = 622 + 8 — 2y, fy, = 2y — 2x polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

6% + 8 — 2y = 0, 2y — 2z = 0.

Z druhé rovnice vyjadiime, ze x = y, to dosadime do prvni a dostavame
tak soufadnice dvou bodi (0,0) (ten lezi na hranici mnoziny, pro ted ho
vyhouc¢ime) a (—1, —1), ktery ovSem vibec nepatii do M.
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2. Na hranici mnoziny M:

a) Tam, kde plati y = x* a zdroven y = 4:
Do rovnice y = 2% dosadime y = 4, dostavame rovnici

.1'2 =4 — T12 = +2.
Ziskdme soutadnice dvou podezielych bodt (2,4), (—2,4).
b) hranice y = z?, kdy x € (—2,2) - metoda piimého dosazeni:

Vyraz z podminky dosadime do funkéniho pfedpisu funkce f(z,y),
dostaneme tak funkci jedné proménné

F(o) = f(z, olx)) = ot + 422
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F! =42° + 8z = 0.

Z rovnice dostavame souradnice jednoho podezielého bodu a to (0, 0),
x = 0 patfi do intervalu (—2,2), tento bod nyni za¢iname podeziivat.

c¢) hranice y = 4, kdy = € (—2,2) - metoda pfimého dosazenti:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z, (7)) = 22° + 42* — 87 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F! =62 + 8z — 8.

Tato rovnice ma dvé feseni a to x; = % a 3 = —2 (tento bod oviem
nelezi v intervalu (—2,2)), soufadnice dalsiho podezielého bodu jsou
tedy (%,4).

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(2,4) = f(—2,4) = 32
2. f(0,0)=0
3.1 (5:4) = %

Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodé (0,0) a globalniho maxima v bodech (—2,4) a (2,4).
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Priklad 25

Reseni:

flzy) =22" —dzy+y* M= {(z,y) e R*: |z +|y| < 4}

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

Obréazek 2.6: mnozina M = {(x,y) € R? : |z| + |y| < 4}

Podezrelé body:

1.

Uvnitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 4r — 4y, f, = —4x + 2y polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

dor — 4y =0, —4x 4 2y = 0.

Z prvni rovnice vyjadiime x = y, to dosadime do druhé a ziskame soutrad-
nice prvniho bodu (0, 0).

Na hranici mnoziny M:

a) hranice y =4 — z, kdy x € (0,4) - metoda pifimého dosazeni:

Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = T2* — 247 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl =14z —24=0.

Z této rovnice je zfejmé, ze xr = 1—72, to vyhovuje nasemu intervalu,

dalsi podezrely bod je tedy (%, 1—76)
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b) hranice y = 4 + z, kdy = € (—4,0) - metoda p¥imého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = —2* — 8z + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl=—-2x—-8=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze v = —4, tento bod ovsem nelezi v intervalu
(—4,0), proto ho vylou¢ime.

c¢) hranice y = —4 — z, kdy = € (—4,0) - metoda p¥imého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,0(x)) = T2° + 247 + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F! =147 424 = 0.

Z této rovnice je ziejmé, ze xr = —1—72, to vyhovuje nasemu intervalu,
dalsi podeziely bod je tedy (—1—72, —%).

d) hranice y = —4 + z, kdy = € (0,4) - metoda p¥imého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = —2* + 8z + 16.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F,=-2x+8=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze x = 4, tento bod ovSsem nelezi v intervalu
(—4,0), proto ho vylou¢ime.

3. Vrcholy ctverce, ktery tvori hranici mnoziny M :
(0’ _4)’ (0’ 4)7 (_47 0), (45 O)
Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(0,0)=0
2 f(21) =2
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5. f(-8,-%) =%
4. f(0,—4) = f(0,4) = 16
5. f(—4,0) = f(4,0) = 32

Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima

v bodech (£,%8) a (-2, %) a globdlniho maxima v bodech (—4,0) a (4,0).

Priklad 26
flay)=a"—20+y"—dy;  M={(v,y) eR* x>yl Aa® +y* <20}
Reseni:

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

20 20

Obrazek 2.7: mnozina M = {(x,y) € R* : z > |[y| A 2? 4+ y* < 20}

Podezrelé body:
1. Uvnitr mnoZiny M:
Parcialni derivace f, = 2z —2, f, = 2y — 4 polozime rovny nule, dostavame

systém rovnic
20 —2 =0, 2y —4=0.

Soutfadnice prvniho podezielého bodu jsou tedy (1,2), tento bod ovSem
vylou¢ime, jelikoz neni v M.
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2. Na hranici mnoziny M:

a) Vrcholy hranice mnoZiny M :

1) tam, kde plati z = |y| a zdrovenn x® + y? — 20 = 0 - zde dostavame
soufadnice ¢tyt bodu

(V10,v10), (v10,-v10), (=v10,—v10), (—V10,V10).

Posledni dva body vyloucime, jelikoz nepatii do M.
2) bod (0,0)

b) hranice y = z, kdy = € (0, v/10) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné
proménné

F(z) = f(z,¢(x)) = 22° — 6.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl =42 —-6=0.
Z této rovnice je ziejmé, ze x = % Prvni podezrely bod je tedy (%, %)

c) hranice v = —y, kdy x € (0, —v/10) - metoda piimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci jedné
proménné

F(y) = f(y, v () = 25" — 2.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

/_ R
Fl=4y—2=0.

Z této rovnice je ziejmé, ze y = % Dalsi bod je tedy (—%, %), ten ovSem
vylou¢ime, jelikoz jeho soufadnice x nendlezi intervalu = € (0, —/10).

d) hranice 2* + y? — 20 = 0 - metoda Lagrangeovych multiplikdtort:
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 2* — 22 + y* — 4y + A\(2® + y* — 20).

Parcialni derivace funkce L(z,y, \) podle proménnych x a y a vazebni pod-
minku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L, =22 —2+2\ =0
L=2y—4+2\y=0
glz.y) =2 +y* —20=0
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Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

_1 _2
"1 n YT

to dosadime do vazebni podminky, z rovnice

(ry) = —— 4+ 2 99—y

€T = — =

RO =N T 1+

vypoctem dostavame \; = —% Ay = —= a po dosazeni do vzorci pro z a y
ziskdme soutadnice dvou bodt (2,4), ( —4), oba ale vylou¢ime, jelikoz

nelezi v M.

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(+~/10,4/10) = 20 — 64/10
2. f(+/10, —/10) = 20 + 21/10
3. f (27 5) =—3

Z funkénich hodnot téchto bodi je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodé (2, 2) a globalniho maxima v bodé (\/_ —/10 10).
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Priklad 27
fz,y) = 32> +3y* — 8y + 2; M={(z,y) e R?:2* +y*> <2 Ay >2?}
Reseni:

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

e
1
=

-V2 V2

Obrazek 2.8: mnozina M = {(z,y) € R? : 22 + y? <2 Ay > 2}
Podezrelé body:

1. Uvnitr mnoZiny M:

Parcialni derivace f; = 6x, f, = 6y — 8 polozime rovny nule, dostavame

systém rovnic

6x = 0, 6y — 8 =0.

Soufadnice prvniho podezrelého bodu jsou tedy (O, %)

2. Na hranici mnoZiny M :
a) Tam, kde plati 2> + y* — 2 =0 a zdroven y = x*:

Do rovnice 22 + y? = 2 dosadime 2? = y, dostdvame rovnici

Yy’ +y—2=0.

Po vypocéteni zjistime, prvni dva podezielé body jsou (1,1), (—1,1).
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b) hranice y = 2, kdy x € (—1,1) - metoda piimého dosazeni:

Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(z,0(z)) = 32" — 5z + 2.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule

F) =122% — 10z = 0,

dostavame t¥i mozné podezielé body (0, 0) ( %, %), ( \/; , 6) vsechny

jejich x - ové soufadnice lezi v intervalu (—1, 1), proto je mizeme po-
deziivat.

hranice 22 4+ y> — 2 = 0, kdy y € (0,4/2) - metoda Lagrangeovych
multiplikatori:

Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,\) = 32° + 3y* — 8y + 2 + A\(2* + > — 2).

Parcidlni derivace funkce L(x,y, A) podle proménnych x a y a vazebni
podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic

L =6z +2\x =0
L,=6y—8+2\y=0
g(z.y)=a"+y*—2=0

Z prvni rovnice vidime, Ze aby byla splnéna rovnost, musi byt bud
x = 0, nebo A\ = —3 - tuto moznost pro A vylouc¢ime, protoze pak
by nebyla splnéna rovnost v druhé rovnici. Po dosazeni z = 0 do
vazebni podminky ziskdvame dva podezfelé body (0,v/2), (0, —v/2) -
tento vylou¢ime, jeho y - ova soufadnice nepatii do intervalu (0, \/ﬁ)

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:

1.

2.

=2

0.9 =
fA,1)=f(-1,1)=0
f( 70):2
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Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima

v bodé (0, %) a globalniho maxima v bodé (0,0).

Priklad 28

f(z,y) = 20— 2y*—32+6y+4; M={(z,y) eR*:y* —a* > 12A -4 <y <0}

Poznamka 10 KdyZ v nerovnici y* — 2% > 12 nahradime znaménko nerovnosti
rovnosti, dostaneme rovnici hyperboly.

Reseni:
Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

3]
(%]
£

=4

y=
e v NeE D

Obrazek 2.9: mnozina M = {(x,y) e R? : 4> — 22 > 12N -4 <y <0}

Podezrelé body:

1. Uvnaitr mnozZiny M:
Parcialni derivace f, = 2 —3, f, = —4y+6 poloZime rovny nule, dostavame
systém rovnic
4r — 3 =0, —4y+6 =0.

Soufadnice prvniho podezielého bodu jsou tedy (%,
vylouc¢ime, jelikoz nepatii do mnoziny M.

%), tento bod ovSem

2. Na hranici mnoZiny M :

a) Tam, kde plati y* — x? = 12 a zdroven y = —4:
Do rovnice y? — 22 = 12 dosadime y = —4, dostavame rovnici

16 — 22 =12,

prvni podezielé body jsou tedy (2, —4), (-2, —4).
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b) hranice y = —4, kdy = € (—2,2) - metoda pfimého dosazeni:
Vyraz z podminky dosadime do zadané funkce a dostaneme tak funkci
jedné proménné

F(z) = f(x,¢(x)) = 22* — 32 — 52.
Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
Fl =4z —-3=0,

dostavame bod (%, —4) , jeho x - ova souradnice lezi v intervalu (—2, 2),
tento bod tedy mizeme uvazovat.

c) hranice y?>—2%—12 = 0, kdy y € (—4, —V/12) - metoda Lagrangeovych
multiplikatort:
Sestrojime Lagrangeovu funkci
L(z,y,\) = 22% — 2y — 3z + 6y + 4+ A(y* — 2* — 12).
Parcidlni derivace funkce L(x,y, A) podle proménnych x a y a vazebni
podminku polozime rovny nule, dostavame tak soustavu rovnic
L =4r—-3—-2\x =0
/
L,=—-4y+6+2\y=0
g(z,y) =y* —2? = 12=0

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime

3 3
rT = ———— e —
22—\ YT a2 x
to dosadime do vazebni podminky, z rovnice
9 9

—12=0

g(r,y) = (2= \)2 - 4(2 — \)?

vypoctem dostavame A\, = 17‘}, Ay = % a po dosazeni do vzorctl pro z a
y ziskdme soutadnice dvou bodt (—2, —4), ten vSak vylou¢ime jelikoz
jeho y - ova soufadnice nelezi v intervalu a (2, 4), ktery také vyloucime,
jelikoz nelezi v M.

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(—2,—4)=-38
2. f(2,-4) = =50
3. f(3,—4) =—53,125

Z funkénich hodnot téchto bodi je zfejmé, Ze funkce f nabyva globalniho minima

v bodé (%, —4) a globalniho maxima v bodé (—2, —4).
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Priklad 29
f(z,y) = 20 +y* —zy—y+da—1; M = {(z,y) € R?: 2<z<0Az<y< 0}
Reseni:

Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

[

ra

Obrazek 2.10: mnozina M = {(z,y) e R? : =2 <z < 0Ax <y <0}

Podezrelé body:

1. Uvnitr mnoZiny M:
Parcialni derivace f, = 4x —y +4, f, = 2y — x — 1 polozime rovny nule,
dostavame systém rovnic

f;:4x—y+4:0, fézgy_x_lz().

Z prvni rovnice vyjadiime x a to jako x = y%“, to dosadime do druhé a
méame prvni podeziely bod (—1,0), ktery vSak hned vyloucime, jelikoz to
je hranic¢ni, nikoli vnitini bod mnoziny M.

2. Na hranici mnoziny M :

a) hranice x = —2, kdy y € (—2,0) - metoda pfimého dosazeni:
Do funkéniho pfedpisu dosadime x = —2, dostavame funkci jedné
proménné

Fly)=fly, o) =y*+y— 1.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
/ —_— —_—
F,=2y+1=0,
dalsi bod podeziely z globalniho extrému je tedy (—2, —%)
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b) hranice x =y, kdy = € (—2,0) - metoda piimého dosazeni:

Do funkéniho predpisu dosadime x = y, dostavame funkci jedné pro-
ménné
F(y) = f(y.¢(y) =2y" + 3y — 1.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
/ —_— —_—
F,=4y+3=0,

dalsi bod podeziely z globalniho extrému je tedy (—%, —%).
hranice y = 0, kdy x € (—2,0) - metoda pifimého dosazeni:
Do funkéniho predpisu dosadime y = 0, dostavame funkci jedné pro-
ménné
F(x) = f(z,p(z)) = 22° + 4z — 1.

Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
F.=4r+4=0,

dostavame bod (—1,0), ktery jsme predtim vylouéili, nyni ho uz uva-
Zovat muzeme.

3. Vrcholy trojuhelniku ohranicujictho mnoZinu M .

(0,0), (=2,0) (-2,-2).

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:

1. f(=1,0) = —3

2 f (-2 =
3. f (-2 1)=&
4. £(0,0) = —1

5. f(—2,0)=—1

6. f(—2,—2)=1

Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodé (—1,0) a globalnitho maxima v bodé (—2, —2).
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Priklad 30

fla,y) = (@2 =y M={(r,y) eR*:a? +y* < 1}

Reseni:
Sestrojime mnozinu M, z jejiho tvaru vidime, Ze je neprazdna a kompaktni,
f(z,y) je na ni spojité, tudiz zde mizeme najit globalni extrémy.

Obréazek 2.11: mnozina M = {(z,y) € R? : 2* + y* < 1}

Podezrelé body:

1.

Uvnitr mnoziny M:
Parcilni derivace f. = 2xey2*"’”2(1 — 22 + 9%, fy = 2yey2*x2 (> —y* —1)

polozime rovny nule, dostavame systém rovnic
fi= 2xey2_’”2(1 — 22+ 4 =0, [y = 2y692_’”2(:p2 —y*—1)=0.

Z tohoto systému vidime, ze prvni podeziely bod, ktery spliuje rovnost, je
(0,0) .

Kdy# z vyrazu (1 — 22 + y?) v prvni rovnici vyjadiime y*> = 2% — 1 a
dosadime to do vyrazu (z?—y*—1), dostaneme 0 = 0, tedy nekone¢né mnoho
podezielych bodi lezicich na hyperbole 22 — y? = 1. Z téchto bod# vsak
musime vybrat pouze ty, pro které plati soucasné 22 +y?> <laz?—y? = 1.
Témto rovnicim odpovidaji body (1,0) a (—1,0), které vSak nyni uvazovat
nemitizeme, jelikoz nepatii do vnittku, ale do hranice mnoziny M.

Na hranici mnoziny M :

hranice 22 + 3% = 1 - metoda piimého dosazeni:

Mohli bychom pouzit také Lagrangeovy multiplikatory, ale primym dosaze-
nim dojdeme k vysledku rychleji a elegantnéji.

Z podminky vyjadifme napt. y* = 1 — 22, to dosadime do zadané funkce a
dostaneme tak funkci jedné proménné

F) = [, 0(2)) = (202 — 1),
60



Derivaci tohoto vyrazu polozime rovnu nule
9.2
F) =4ze' ™ (2 - 22°) =0,

této rovnici odpovidaji tfi feSeni pro x a to x; = 0, 223 = £1 a tedy 4
podezielé body (0,1), (0,-1), (1,0), (—1,0).

Funkéni hodnoty podeztelych bodi:
1. f(0,0)=0
2. f(0,1) = f(0,-1) = —e
3. (1,0) = f(~1,0) = !

Z funkénich hodnot téchto bodt je zfejmé, ze funkce f nabyva globalniho minima
v bodech (0, 1), (0, —1) a globalniho maxima v bodech (1,0), (—1,0).
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Z.aver

Cilem této prace bylo vytvorit sbirku podrobné fesenych piikladi na téma
extrémy funkci dvou proménnych.

Prace se sklada ze dvou velkych kapitol. Druha kapitola je pak rozdélena do
3 casti podle toho, jakymi druhy extrému se zabyva.

Prvni, pouze teoreticka kapitola, se zamétuje na teorii tykajici se funkce vice
proménnych, konkrétné pak na funkci dvou proménnych a dale na parcialni deri-
vace prvniho a druhého fadu funkce dvou proménnych, jelikoz bez znalosti téchto
c¢asti diferencialniho poctu nelze vySetfovat extrémy funkci dvou proménnych.

Druh4, teoreticko — prakticka kapitola méa 3 ¢asti a to lokalni extrémy, vazané
extrémy a globalni extrémy funkci dvou proménnych.

Prvni ¢ast, tedy lokalni extrémy funkci dvou proménnych, nejprve teoreticky
pojednava o tom, co to lokdlni extrémy jsou, jaké jsou nutné a postacujici pod-
minky pro jejich existenci, kde téchto extrémi funkce miize nabyvat, jakou roli
hraji pfi jejich vypoctu parcidlni derivace, co znamenaji pojmy stacionarni a
sedlovy bod, k ¢emu slouzi Hessova matice a dle jakych kritérii rozhodujeme
o existenci lokalnich extrémii. Teorie je zakoncend navodem, jak bod po bodu
postupovat pri vysetfovani téchto extrémi. Tato Cast je poté doplnéna deseti
podrobné vyresenymi piiklady, které jsou sefazeny od jednodussich po slozitéjsi.

Druhé c¢ast, tedy vazané lokalni extrémy funkci dvou proménnych, také nej-
prve nabizi teorii, co tyto extrémy znamenaji, jak je mizeme geometricky in-
terpretovat, co je to metoda primého dosazeni a Lagrangeova metoda neurcitych
koeficient a jak pfi vySetfovani téchto extrému postupovat. Kapitola je nasledné
opét doplnéna deseti piiklady na toto téma, z nichz pét se zabyva metodou pii-
mého dosazeni a dalsich pét Lagrangeovou metodou.

Posledni, tedy treti cast, se zabyva globalnimi extrémy funkci dvou promeén-
nych. Pojednava o tom, jaky je rozdil mezi témito a lokalnimi extrémy, kde funkce
téchto extrémt nabyva, co je to kompaktni mnozina a jak s touto teorii souvisi
a konecné nabizi opét nazorny postup, kterym se pfi feSeni tloh na toto téma
miize ¥idit. Cast je zakonc¢ena deseti rozsahlymi podrobné vyfesenymi piiklady.

Prikladi je zde celkem tricet, coz je myslim dostatecné mnozstvi na to, aby
ctendr, tedy student nékterého z nizsich ro¢nikt matematickych obort Univer-
zity Palackého, pochopil tuto latku a byl pripraven jak na zapoctové testy, tak
zkousky, pripadné dalsi studium, které znalost této kapitoly bude vyzadovat.
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