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Uvod

,Essentially, all models are wrong, but some are useful.*

(George E. P. Box)

Metoda kopul byla v poslednich letech mezi svétovymi ekonomy hojné vyzdvi-
hovana pro jeji praktické aplikace. Bohuzel, diky nespravné pochopenym pted-
pokladiim pii jejim pouziti se brzy stala zatracovanou teorii. At jiz se kopuldm
pripisovaly bajné vlastnosti, které naznacovaly Tfeseni mnoha problému v mode-
lovani rizika, anebo byly oznac¢ovany za jednu z pric¢in hypotééni financni krize
z let 2008-2009, je nepopiratelné, ze v fizeni rizika hraly a budou hrat vyznamnou
roli. Zd4 se, ze mél George E. P. Box pravdu, kdyz tvrdil, Ze jsou vSechny modely
Spatné, ale nékteré jsou uzitecné.

Problematika kopul tzce souvisi s mnohorozmérnymi distribu¢nimi funkcemi.
Je znamo, ze lze z kazdé simultanni distribuc¢ni funkce jednoznacné urcit jeji jed-
norozmérné marginalni distribucni funkce dle jednotlivych proménnych. Opacny
proces, tedy urceni sdruzené distribucni funkce spojenim marginalnich, je bez zna-
losti jejich vzajemné zavislosti nemozny. Pokud je vSak znama zavislostni struk-
tura, byt jedno ¢i vicerozmérns, muzeme vyuzit metody kopul k tvorbé daného
modelu.

Pfedchozi problém zajistuje jejich vyuziti. Kopuly slouzi jako néstroj, ktery
dokdze rozdélit zvlast zdvislost proménnych a margindlni distribuéni funkce,
anebo naopak tyto jednotlivé slozky spojit. Oproti zndmym mnohorozmérnym
distribucim navic lze zmirnit podminky na marginalni rozdéleni. Naptiklad pokud
mame vektor, jez ma mnohorozmérné normalni rozdéleni, je potfebné, aby jeho

jednotlivé slozky byly také normélné rozdélené. To v ptipadé kopul neni nutné,
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tedy jednotlivé marginalni ndhodné veliciny mohou mit rozdilné rozdéleni.

Alternativné lze kopuly pouzit k separaci mnohorozmeérnych distribucnich
funkci na jejich jednorozmeérné distribucni funkce a zavislost. Vznikla zavislostni
struktura je poté spojena s jinymi marginalnimi distribu¢nimi funkcemi. Timto
zpusobem se muze relativné rychle dojit k modifikaci znamych rozlozeni pravde-
podobnosti.

Objev kopul se pripisuje americkému matematikovi Abe Sklarovi, ktery pti vy-
zkumu pravdépodobnostnich metrickych prostoru pozoroval tzv. t-normy, které
jsou podobné jako kopuly zobrazenim z kartézského soucinu n uzavienych inter-
valu (0,1)" do (0, 1), kde n = {2, 3,4, ...}. Shodou okolnost{ jsou nékteré t-normy
kopulami a naopak. Nazev kopula Sklar poprvé pouzil roku 1959. Inspiroval se
latinskym slovem copulare, které v prekladu znamena spojovat.

Nejvétsiho rozkvétu se kopuly dockaly az o zhruba 40 let pozdéji, kdy byla
navrzena jejich aplikace ve finanénim sektoru. V [12] je uvedeno, ze se tak stalo
mimo jiné diky rozvoji metodologie kvantitativniho fizeni rizika a novych fi-
nancnich produkti. Vyznamnym napadem, ktery kopuly prosazoval, byl Liho
kreditni model portfolii popsany roku 2001 v [29]. Ten se stal zakladem pro mo-
delovéni doby do defaultu vyznamného finanéniho derivatu s nazvem CDO (Col-
laterized Debt Obligation). Defaultem se zde rozumi pojem definovany vyhlaskou
CNB ¢. 123/2007: ,Selhani dluznika, ke kterému dochézi v okamziku, kdy je
pravdépodobné, Zze nesplati své zavazky tadné a vcas, aniz by vétitel pristoupil
k uspokojeni pohleddvky ze zajisténi nebo alespon jedna splatka (jejiz vyse je
véfitelem povazovana za vyznamnou) je po splatnosti déle nez 90 dnu.“ CDO,
a specialné pak spatné modelovana doba do defaultu, je pravé oznacovana za jednu
z pricin tzv. hypotecni svétové krize.

S konstrukei zavislosti pomoci kopul se lze také setkat pii zjistovani VaR
(Value at Risk), pfi testovani stresu (Teorie extrémnich hodnot), analyze citlivosti,
ocenovani finan¢nich derivatu obchodovanych na burzach apod.

Proto je hlavnim tikolem této prace seznamit ctendaie se zakladni teorii dvou

a vicerozmérnych kopul a jejich zakladnimi vlastnostmi.
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V prvni ¢asti budou zminény zédkladni pojmy, bez kterych se dané tématice
nelze vénovat. Bude zde uvedeno jak znaceni konzistentni pro celou praci, tak defi-
nice, pottebné pro oziveni zakladnich znalosti z pravdépodobnosti a matematické
statistiky:.

V druhé c¢asti budou jiz rozebrany zakladni klicové pojmy. Dale zde bude
uvedena Sklarova véta, jez je pilitfem celé teorie kopul a udéva jejich praktické
vyuziti a na konec této kapitoly budou rozebrany podstatné vlastnosti kopul jako
je omezenost, symetrie a chovani na svych chvostech.

Cést tfeti je zasvécena mirdm zévislosti, uréujicim celkovou miru asociace
mezi ndhodnymi proménnymi. Je zde popsan Pearsonuv korela¢ni koeficient,
Kendallovo 7 a Spearmanovo pg.

Nasledujici ¢ast se vénuje popisu vzniku a vlastnosti ruznych trid kopul.
Jsou zde podrobnéji uvedeny fundamentélni kopuly (souc¢inovd, horni a dolni),
eliptické kopuly (Gaussova a Studentova) a archimédovské kopuly (Gumbelova,
Claytonova a Frankova). Na zavér je uvedena tabulka s pfehledem vlastnosti
zastupcu kopul ze vsech téchto rodin.

V paté kapitole jsou popsany tfi metody odhadu parametru kopul zalozené
na maximalni vérohodnosti. Prvni ¢ast je vénovana uplné metodé maximalni
vérohodnosti, nasleduje popis inference marginalnich distribuci a nakonec je po-
psana metoda pseudovérohodnosti.

Sesta kapitola ve strucnosti zminuje nékteré zptisoby, jak testovat vhodnost
kopul a jejich schopnost aproximace empirického datového souboru. Jsou zde
uvedeny Cramer von Misesuv a Anderson-Darlinguv test.

Posledni kapitola vyuziva teoretickych poznatku popsanych v ptredchozich
kapitolach pri konkrétnich vypoctech. Je rozdélena na dvé ¢asti. Prvni prak-
ticky priklad ukazuje aplikaci modelovani kopul na realnych datech a druha cést
popisuje modelovani hodnoceni CDO za vyuziti kopul.

V celém textu budeme vychdzet predevsim z odborné literatury [22], [25]

a [32].
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

Pro zavedeni dulezitych pojmu a definic je potfebné stanovit znaceni zéaklad-
nich matematickych prvka a operatoru, které bude konzistentni v celé praci.
Autorka se snazi o zachovani v literatute co nejrozsirenéjsiho znaceni a jeho inter-
pretace, nicméné zavedenti je pro formu stale podstatné. Definice, které jsou v této
sekci uvedeny, jsou prevzaty ze skript pro zakladni kurs teorie pravdépodobnosti
21,

V nésledujicim textu zna¢i N mnozinu celych kladnych ¢isel (N = {1,2,3,...}),
R otevienou mnozinu redlnych éisel (—oo, 0o) a symbol R celou redlnou osu véetné
—o00 a 00. R™ predstavuje kartézsky soucin n mnozin redlnych ¢isel RxR x ... xR,
kde n € {2,3,4,...}. Symbol I vymezuje uzavieny interval (0, 1).

Z teorie pravdépodobnosti jsou hojné vyuzivany nahodné veli¢iny, oznacované
X. Symboly dané znacenim x predstavuji vektory x = (x1,2z9,...,2,) € R"
nebo R" a X piedstavuji vektory X = (X1, Xs,...,X,), jejichz slozkami jsou
nahodné veliciny. Dale je uvazovéana distribucni funkce ndhodné velic¢iny v nasle-

dujicim smyslu:

Definice 1.0.1. Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim

prostoru (€2, A, P) . Realn4 funkce Fx definovand na R predpisem
Fx() = P(X <),z €K,

se nazyva distribucni funkce ndhodné veli¢iny X.

1 Dle [21] © znamend mnozinu viech moznych vysledki ndhodného pokusu, A je jevové pole
nahodného pokusu a P znaéi operator pravdépodobnosti
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Definice 1.0.2. Necht F je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X. Potom
Fi'(c) = inf{x € R|Fx(z) > c},Ve € I, kde inf())) = —oo,
nazyvame pseudoinverzni (kvantilovou) funkef k distribu¢ni funkei F.

Definice 1.0.3. Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) a ndhodné
jevy A, B € A, P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky

B nazveme funkci P( | B) definovanou na A predpisem

P(A) N P(B)

P(AIB) = =

Jelikoz ve vétsiné textu bude potieba i vicerozmérny piipad distribu¢ni funkce
uvadime jej v dalsi definici.

Definice 1.0.4. Necht X = (Xj,..., X,,) je ndhodny vektor definovany na prav-
dépodobnostnim prostoru (2, A, P). Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X je

realna funkce Fx definovand na R"™ vztahem
Fx(zy,29,...,2,) = P(X; <1q,..., X, <z,) = P(X <x),
kde x = (1, 29,...,2,) € R™

Pro propojeni znalosti ziskanych z téchto definic a kopuly je potfebné uvést

zékladni vlastnosti distribu¢ni funkce.

Véta 1.0.1. Distribucnd funkce Fx (1, xs,. .., T,) n-rozmérného ndhodného vek-

toru X md tyto vlastnosti:

o lim Fx(zy,z9,...,2,) =1, lim Fx(x1,29,...,2,) =0,
Vi x;—00 i x;——o00

kdei=1,2,...,n.

o Ix(x1,%9,...,2,) je zprava spojitd v kaZdé promeénné (pri pevngch hod-

notdach ostatnich n — 1 proménnijch).
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e Pro vsechna a;, b;, —oo < a; < b; < 00,i =1,2,...,n, plati
Play < Xy < by, oy < Xy S0p) =Y (=1)=9Fx(cr,... ) 20,
kde ¢, =0 neboe; =1,(j =1,...,n),¢; = aje; + bj(1 —¢;).

o Ix(xy,29,...,x,) je neklesagici funkei kazdé své proménné (pri pevné da-

nyjch hodnotdach ostatnich n — 1 proménnich).

Posledni definice, kterou uvedeme v této sekci, popisuje vztah simultanni dis-
tribucni funkce a jejich marginalnich rozdéleni pravdépodobnosti. Plati, Zze pokud
je zndmo rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X, vzdy lze jednoznacéné

urcit rozdéleni pravdépodobnosti jeho libovolného podvektoru.

Definice 1.0.5. Nahodny vektor (X, ..., Xj) se nazyvd margindlni ndhodny
vektor prislusny k ndhodnému vektoru X.

Jeho distribuéni funkei Fy,, _ x., (i, ..., Ty ) nazyvame margindlni distribué-
ni funkei k distribuéni funkei Fx (1,2, ...,x,) a obdobné rozdéleni pravdépo-
dobnosti marginalntho ndhodného vektoru se nazyva marginalni rozdéleni prav-

dépodobnosti prislusné k rozdéleni Px.

Nasledujici vztahy umoznuji uréeni marginalnich distribuc¢nich funkci ze sdru-
zené distribuc¢ni funkce puvodniho vektoru. Specialné je zde uveden pripad dvou-
rozmérného rozdéleni pravdépodobnosti, kterym se budeme v této praci zabyvat
predevsim.

Véta 1.0.2. Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,)
s distribucni funkci Fx(xy1, za, ..., x,) jednoznacné uréuje rozdéleni pravdépodob-
nosti jeho libovolného podvektoru (X, ..., Xig),k=1,....n—1,1 <13 < ... <

i < n. Plat?

FX“,...,Xik<xi1a-~~yxik) = hm ) Fx(l'l,...,l‘n).
Z'j%OO,V]#’Ll,...,Zk

Specidlné pro ndhodny vektor (X, Y) jsou urcéeny jednorozmérné margindlni

distribucni funkce takto

Fx(z) = lim F(X,Y)(z,y),YVz € R, Fy(y)= lim F(X,Y)(z,y),Vy € R.

Yy—>00 —00
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Kapitola 2

Kopuly

Jak bylo v tvodu naznaceno, kopula je funkci se specifickymi vlastnostmi,
ktera kazdému n-tihelniku lezicimu v prostoru (0,1)", kde (0, 1)" znaci kartézsky
soucin n intervalu (0, 1), pritadi ¢islo z intervalu (0, 1). Jejim tikolem je spojent
marginalnich distribu¢nich funkci a zavislosti tak, aby vznikla odpovidajici si-
multanni distribuéni funkce. Proto se tato kapitola zaméri na blizsi popis kopul.
Primarnimi zdroji, ze kterych bylo v této kapitole ¢erpéno jsou [25] a [32].

Nézorné muze byt tento typ tlohy popsan pro n = 2 ndsledovné. Necht jsou
dény spojité nahodné veliciny X a Y s distribu¢nimi funkcemi F'(x) = P(X < x)
a F(y) = P(Y < y) a spojitd sdruzena distribu¢ni funkce H(z,y) = P(X <
z, Y < y). Potom kopula priradi kazdému bodu (z,y) € R bod v prostoru I*
dany souradnicemi (F'(z),G(y), H(z,v)).

Obecné lze tedy pro dvourozmérny piipad kopulu definovat jako:

Definice 2.0.1. Dvourozmérna kopula (2-kopula) C' : (0,1)* — (0, 1) je sdruzend
distribu¢ni funkce, jejiz jednorozmérné marginalni proménné maji rovnomérné

rozdéleni.

Kazdé kopula je spojena s ndhodnym vektorem X = (X, V'), jehoz jednotlivé
nahodné velic¢iny jsou rovnomérné rozdéleny na intervalu I, znaceno X ~ Ro(0, 1),
Y ~ Ro(0,1), a rozdéleni X je déno kopulou C'. Opac¢né lze fici, ze pro vSechny
ndhodné vektory X = (X, Y), kde X ~ Ro(0,1), Y ~ Ro(0,1) existuje kopula

C, podle které se tidi jejich rozdéleni pravdépodobnosti.
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Z definice 2.0.1 vyplyva, ze vlastnosti, které jsou od dvourozmérné kopuly
vyzadovany, jsou stejné jako ty, které musi spliovat distribu¢ni funkce dvouroz-
meérného pravdépodobnostniho rozdéleni. Proto 1ze pro kopulu pouzit alternativni

definici.

Definice 2.0.2. Funkce C': I? — I je dvourozmérnd kopula, jestlize
o Vu,v el C(u,0)=0=C(0,v),
o Vu,v € ,C(u,1) =ua C(1,v) =,

o Vuy, ug, v1,02 € (0,1),u1 <ugavy < vy

C('LLQ,UQ) — C(Ul,Uz) — C(Ug,vl) + O(Ul,Ul> Z 0.

Prvni vlastnost, tzv. uzemnéni, zajistuje pridéleni nulové pravdépodobnosti
celé sdruzené distribu¢ni funkci v ptipadé, zZe je jedno z marginalnich rozdéleni
pravdépodobnosti rovno 0.

Druhé vlastnost znamenda zachovani puvodnich marginalnich distribucnich
funkci. Pokud je w = 1, resp. v = 1 (tedy jedna hodnota je neménna), pak
C(u,v) = v, resp. C(u,v) = u, tedy hodnota kopuly bude vzdy rovna hodnoté
druhé (nezafixované) proménné ve vsech jejich bodech.

Posledni vlastnost, ktera je v literatute také oznacovana jako trojiuhelnikova
nerovnost, zajistuje, ze kumulativn{ distribu¢n{ funkce je neklesajici. Pokud tento
vztah plati pro libovolny ¢tyfihelnik jehoz vrcholy lezi v (0, 1)2, funkce je tzv. 2 ros-
touci (kvazi-monoténni). Je tedy zajisténa nezapornost kazdé plochy ¢i objemu
vypocitaném na (0, 1) x (0, 1). To, ze je funkce C neklesajici v kazdé své proménné,
neimplikuje jeji kvazi-monoténnost. Aby dana implikace platila, musi byt pfidana
jesté podminka na uzemnéni.

Z definice 2.0.2 vyplyvé, ze kopuly jsou isotonické, tedy jestlize x > y,
tzn. z; > yiproi=1,..nax = (T1,...,Zn), Y = (Y1,.--,Un), kde x,y € I?,
pak plati C'(x) > C(y).

Dalsi vlastnosti, kterou 2-rostouci funkce splnuji, je Lipschitzova podminka,

jenz definuje stejnomérnou spojitost kopul,
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Vw, z,y,z € I plati |C(z,z) — C(w,y)| > |r —w|+ |z —y|.

V redlném zivoté se vSak nelze omezit pouze na dvourozmeérny pripad. Proto je

zde uvedena zobecnénd definice pro n-rozmérny pripad, kde n € N,n > 2.

Definice 2.0.3. n-rozmérnd kopula (n-kopula) C': (0,1)" — (0,1) je simultdnn{
distribu¢ni funkce, jejiz jednorozmérné marginalni proménné maji rovnomérné

rozdéleni.

Podobné jako pro dvourozmérny pripad, i zde lze popsat vlastnosti n-kopul
vyplyvajici z definice 2.0.3. Je uvazovan vektor u = (uy,us, ..., u,), jehoz jed-

notlivé slozky maji rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu 1.

e C(u) = (u1,ug,...,u,) je neklesajici v kazdé proménné w;, i =1,2,... n.

C(uy,ug, ..., u,) = 0, jestlize existuje alespon jedno i € {1,2,...,n} tako-

vé, ze u; = 0.
o C(1,1,...,1,u;,1,...,1) =uj, kde up, = 1,Vk # j

o V(ay,ag,...,an), (by,bo, ... by),0; <bjyi=1,...,n:

2 2
Z s Z(_1)22:1ik0(u1i1a s aum'n) > 07uj1 = @5, Uj2 = bj‘

=1 inp=1
V [37] je poukédzano na to, ze kazdd funkce, ktera spliuje podminky z definice
2.0.3, je kopula. Jestlize je ddna n-rozmérnd kopula, potom C(1,uq, ..., u,_1) je

opét kopula a to samé plati pro vSechny k-rozmérné marginalni distribuéni funkce
(2 < k < n). Z praktickych duvodu bude ovsem v teoretické ¢asti kladen duraz

predevsim na dvourozmérné kopuly.

2.1. Sklarova véta

Pro praktické aplikace kopul je potiebné zavést postup, ktery dokaze jednodu-

Se vyjadrit vSechny mnohorozmérné distribuéni funkce pomoci kopul a obdobné
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je dokaze konstruovat z kopul a prislusnych (ruzné rozdélenych) marginédlnich
proménnych. Tento vztah, bez kterého by byly kopuly pouhymi funkcemi bez val-

ného vyznamu pro praxi, je uveden v nasledujici véte.

Véta 2.1.1. (Sklarova) Necht F je dvourozmérnd distribucni funkce s mar-

gindlnimi distribucnimi funkcemi H a G. Potom existuje kopula C' takovd, Ze
Vr,y € R, F(z,y) = C(H(z),G(y)). (2.1)

Jestlize jsou H a G spojité, potom je kopula C' jednoznacné urcena, v opacném
pripadé je C jednoznacné urcena pouze na kartézském soucinu Do = Dg X Dy,
kde D¢, resp. Dy, znaci obor hodnot distribucni funkce ndhodné wveliciny G,

resp. H.

Pokud H a G jsou jednorozmérné distribu¢ni funkce a C' je kopula, potom F
ze vztahu (2.1) je dvourozmérnd distribuéni funkce s marginalnimi distribu¢nimi
funkcemi H a G. Konstrukce vicerozmérného rozdéleni je tedy rozdélena na urcent
jednorozmeérnych marginalnich rozdéleni pravdépodobnosti a na nalezeni vhodné
kopuly.

Je zajimavé, ze ackoliv byla Sklarova véta poprvé publikovana roku 1959, jeji
dikaz pro dvourozmérné rozdéleni si na zverejnéni musel pockat az do r. 1983.
Pokud ¢tendare tento dukaz zajimd, je uveden v [32].

Ze Sklarovy véty také vyplyva nasledujici vztah.

Véta 2.1.2. Necht H,G jsou jednorozmeérné distribucni funkce a C je 2-kopula.
Potom funkce F : R2 — (0,1) dand Sklarovou vétou je dvourozmérnd distribucni

funkce s margindlnimi distribucnimi funkcemi H a G.

Snadno lze poznat, ze tato véta je potfebna pti konstrukei statistickych model,
pti kterych je zaddno vice jednorozmérnych vlastnosti ¢ chovani (pro nas dané
jako marginalni distribuéni funkce) subjektu (dané ndhodnymi vektory) a zévislost
téchto komponent, modelovana znamou kopulou.

Ke Sklarové vété lze navic dodat, ze pokud jsou H a G spojité distribucni

funkce, pak kopulu C' 1ze ziskat néasledujicim vztahem:
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C(Ul, UQ) = F(Hil(ul), Gil(UQ)).

Kopuly jsou tedy v podstaté zpusob, jak transformovat puvodni ndhodny vek-
tor (X, Y') natakovy (Uy,Us) = (H(X),G(Y)), jehoz marginalni proménné budou
rovnomérné rozdéleny na uzavieném intervalu (0, 1) a zaroven tato transformace
zachova puvodni zavislost mezi komponentami.

Diky této transformaci se ukazuje, ze kopuly pii tvorbé sdruzenych distribuc-
nich funkci mohou kombinovat i jednorozmérné distribucni funkce nahodnych
velicin, které nejsou rovnomeérné rozdéleny na (0, 1). Navic lze modelovat i situ-
ace, kdy maji marginalni proménné vzajemné odlisné rozdéleni pravdépodobnosti.
V této charakteristice tkvi jejich pfinos pro statistiku, nebot jsou vhodnou alter-
nativou k sestrojeni mnohorozmérnych rozdéleni pravdépodobnosti (napt. Gaus-
sovo, Paretovo apod.). Nicméné, pro tuto standardizaci neexistuje zadny validni
matematicky duvod, ackoliv je ze statistického hlediska uzitecna.

V praxi je hojné vyuzivana tzv. kopula pteziti. Jednd se o kopulu, jez spojuje
nahodné veliciny, reprezentujici napt. zivotnost objektu nebo délku zivota osob
v néjaké populaci. Pravdépodobnost, Ze jedinec prezije do daného véku (¢asu) z,

je déna funkei pieziti H danou vztahem:
H(x)=P(X >2)=1- H(x), (2.2)

kde H je distribuéni funkci nahodné veliciny X. Uvazovany obor hodnot této
funkce je zobecnén na celou rozsitenou redlnou osu (ackoliv je obvykle pouze
uvazovan interval (0, 00)).

Pro ndhodny vektor (X,Y’) se sdruzenou distribuéni funkei F' je sdruzend

funkce preziti dana vztahem

Flz,y)=P(X >z,Y >y).

Jednorozmérné marginalni distribu¢ni funkce jsou dany vztahy

G(y) = F(—00,y) a H(z) = F(x, —00).

Pro tuto situaci lze analogicky odvodit tzv. kopulu pieziti. Necht je ddna kopula

C nahodnych velicin X a Y. Potom
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F(z,y) =1- H(z) = G(y) + F(z,y),
y) = H(z) + G(y) —1+ C(H(x), G(y)),
Flr,y)=H(z)+ G(y) —1+C(1 — H(z),1 - G(y)).

ol
&

Je-li dale definovana funkce C' : (0,1)*> — (0,1) predpisem

Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—v),Vu,v € (0,1),

plati H(z,y) = C(F(x),G(y)). Kopula C je tedy kopulou pieziti ndhodnych
velicin X a Y a spojuje sdruzenou funkci preziti s jejimi jednotlivymi jednoroz-

mérnymi distribuénimi funkcemi danymi také funkcemi preziti.

2.2. Fréchet-Hoeffdingovy meze

Ukazuje se, ze prvnim, kdo se k teorii kopul priblizil, byl francouzsky ma-
tematik Hoeffding (v 40. letech 19. stoleti), ktery studoval ruzné miry mno-
horozmérnych distribuénich funkef, ovéem na intervalu (—3,1). T kdyz se jeho
vyzkum netykal piimo kopul, jeho poznatky jsou zde vyuzivany. Dokonce jsou
po ném pojmenovany tzv. Fréchet-Hoeffdingovy meze, kterym bude vénovana

nasledujici ¢ast prace.

Véta 2.2.1. Necht jsou ddny ndhodné veliciny X a Y a kopula C, jez uddvd
jejich zdvislost. Necht T; : R — R, i = 1,2 jsou ryze rostouci funkce. Potom je

struktura zavislosti dand ndahodnymi velicinamsi
T1(X), Ta(Y)
také ddna kopulou C'.

To znamend, Ze ryze rostouci transformace neméni danou zavislost mezi na-
hodnymi proménnymi.
Bylo dokézano, ze hodnoty kopul vzdy lezi v urcitych mezich, tedy ze jsou

ohranic¢eny piipady extrémnich zavislosti.
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Necht jsou napifklad ddny dvé rovhomérné rozdélené ndhodné veliciny X
a Y. Pokud bude platit, ze se jejich hodnoty vzdy rovnaji, tedy X = Y, pak jsou

na sobé maximalné zavislé. V tomto ptipadé bude platit:
Clz,y) = P(X <z, Y <y) =min(z,y).

Pokud je tento vztah dan do souvislosti s transformaci ndhodnych velicin T
danou vétou 2.2.1, lze tici, Ze tato kopula vzdy plati, kdyz Y = T'(X). Naopak

pokud jsou dany dvé nezavislé ndhodné veli¢iny, plati vztah
Clr,y) =P(X <z, Y<y)=uz-y.

Nicméné, tato kopula, ackoliv pro pozdéjsi teorii fundamentalni, netvoti druhou
mez. Ta je ddna maximalni zapornou zavislosti, tedy pokud plati ¥ = 1 — X.

Pro 1 —y < x plati
Clr,y) =P X <z,1-X<y=PX<z,1l-y<X)=zx+y—1
a 0 jinak.
Véta 2.2.2. Necht C je kopula. Potom V(u,v) € D¢, plati
W(u,v) =max(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v). (2.3)

Diikaz. Pro dokazéani vztahu (2.3) vyuzijeme vlastnosti kopul uvedenych v definici
2.0.2.

Necht (u,v) je bodem patiicim do D¢. Dle druhé vlastnosti lze uréit, ze
C(u,v) < C(u,1) =u a C(u,v) < C(1,v) = v.

7 toho vyplyva, ze

C(u,v) < min(u,v).

Pro vyjadieni druhého vztahu vychézime z trojihelnikové nerovnosti bodu

(u,1) a (1,v), které vzdy patii do D¢. Dostaneme tak postupné nerovnosti
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0(171) - C(U,].) - 0(1,1)) +C(u,v) >0,
l—u—v+C(u,v) >0,
Cu,v) >u+wv—1.

Je-li navic uvazovéano C'(u,v) > 0, snadno dokazeme, ze vzdy plati
C(u,v) > max(u +v — 1,0).

O

Mez W (u,v), resp. M(u,v) je také kopulou a je nazyvana Fréchet-Hoeffdin-
govou dolni mezi, resp. Fréchet-Hoeffdingovou horni mezi.
V nésledujicim textu se budeme zabyvat tvarem a vlastnostmi téchto funda-

mentalnich kopul.

2.3. Vlastnosti kopul

Vzhledem k povaze kopul uvedenych v definici 2.0.1 Ize fici, ze se jednotlivé
typy nelisi celkovym stupném asociace. Zaméiime-li se v8ak na prubéh jejich
distribué¢nich funkci, lze rozpoznat podstatné rozdily v symetrii, durazu kladeném
na chvosty a mire asociace v ruznych mistech distribuéni funkce.

Tyto vlastnosti napomahaji nejen rozlisovani jednotlivych kopul, navic je lze
do urc¢ité miry rozpoznat z empirického datového souboru a tim urcit zavislostni
datovou strukturu, ktera je podstatna pro modelovani sdruzené distribuc¢ni funkce.
V takovém piipadé jiz staci pouze urcit parametr daného typu kopuly. Navic dle
véty 2.2.1 charakteristiky kopul spojitych ndhodnych veli¢in prejimaji jeji invari-
anci vuci striktné rostoucim transformacim.

Prvni vlastnosti, kterou se budeme zabyvat, je symetrie kopul. Struéné pri-
pomeneme symetrii jednorozmérné distribucni funkce, ktera bude poté pouzita
prii definovani dvourozmeérnych piipadu a kopul.

V této kapitole budeme prevazné vychazet z [25] a [32].
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2.3.1. Symetrie kopul

Symetrie distribu¢ni funkce ndhodné veliciny je ve statistice velice oblibenou
charakteristikou. Diky ni lze zjistit, zda jsou hodnoty nahodné veli¢iny kolem
daného ¢isla a € R symetricky rozdéleny, nebo zda je prislusna distribuéni funkce
vychylend/sikmé, a které hodnoty zvyhodnuje.

Néhodna velicina X je symetricka kolem bodu a € R, jestlize Vo € R plati
nasledujici rovnost:

P(X-a<z)=Pla— X <z,

tedy distribucni funkce ndhodnych velicin X —a a a — X jsou totozné.
Pokud je navic X spojitda nahodna veli¢ina s distribuéni funkei F', pak lze

predchozi vztah prepsat pomoci funkce preziti jako
Fla+z)=1F(a—z)= F(a—2).

Dle predchozi definice charakteristiky symetrie lze urcit, zda je nahodny vek-
tor (X, Y), jenz je tvofen parem ndhodnych velicin X a Y, symetricky kolem
bodu (a,b) € R2. Jsou rozlisitelné ruzné druhy této charakteristiky.

Néhodny vektor (X, Y) je margindlné symetricky kolem bodu (a,b), jsou-li
symetrické obé jeho marginalni distribuéni funkce X, resp. Y, kolem bodu a,
resp. b.

Dalsim typem je radidlni symetrie. Za stejnych predpokladu 1ze fici, ze ndhodny
vektor (X, Y') je radidlné symetricky kolem bodu (a, b) jestlize jsou jednorozmérné
distribu¢ni funkce nahodnych velicin X — a, resp. ¥ — b, a a — X, resp. b — X,
identické.

Pokud jsou F' a GG spojité marginalni distribu¢ni funkce nahodnych proménnych
X a Y, lze tuto podminku vyjadiit prostfednictvim jejich sdruzené distribuc¢ni

funkce H. Nahodny vektor (X, Y) je radidlné symetricky, pravé tehdy, kdyz
H(a+z,b+y) = H(a—x,b—y),V(z,y) €R%.

Posledni typ symetrie dvourozmérného ndhodného vektoru (X, Y') nastane

prave tehdy, kdyz nasledujici kombinace ndhodnych veli¢in (X —a, Y —b), (X —
23



a,b—Y),(a—X,Y —b),(a — X,b— Y) maji identickou sdruzenou distribuci.
Rekneme, 7e (X, Y) je sdruzen¢ symetricky kolem bodu (a, b).

Je snadné urcit vztahy mezi jednotlivymi druhy symetrie. Nejsilnéjsi charak-
teristikou je sdruzend symetrie, ktera implikuje jeji jak radialni, tak marginalni
obdobu. Podobné vyplyva z definic prvnich dvou typu symetrii, ze pokud je dis-
tribu¢ni funkce radialné symetrickda podle daného bodu, pak bude symetricka
i margindlné. Opacné to vsak neplati, a proto marginalni symetrii 1ze nazvat jako
nejslabsi.

Uvazujeme-li dvé spojité ndhodné veliciny X, Y symetrické kolem bodu a
a b, jejichz sdruzenou distribuéni funkei je H, jejich marginalni distribuéni funkce
oznacujeme I a G a zavislostni struktura, kopula, mezi témito marginalnimi
proménnymi je ddna C', pak lze uréit, kdy je ndhodny vektor (X, Y') radidlné
symetricky kolem bodu (a, b). Stane se tak v ptipadé, ze plati jedna z nasledujicich

podminek:
e Ha+x,b+y)=H(a—x,b—y),
e C =C, kde C je kopula pieziti,
e C(u,v)=u+v—1+C(1 —u,1—v),Y(u,v) € I

Posledni typ symetrie uvedeny v této publikaci ma souvislost se symetrii sa-
motnych kopul. Méjme dany nahodné veliciny X a Y se sdruzenou distribuc¢ni
funkei H. V piipadé, ze jsou ndhodné vektory (X, Y) a (Y, X) stejné rozdélené,
nazyvame puvodni ndhodné veli¢iny zaménitelné, tedy F' a G jsou stejné rozdélené.
Symbolicky:

H(z,y) = H(y,z),¥(x,y) € R

Jsou-li dény spojité nahodné veliciny X a Y s marginalnimi distribu¢nimi
funkcemi F' a G, sdruzenou distribuc¢ni funkei H a kopulou C, pak je lze nazvat
zaménitelnymi pravé tehdy, kdyz F = G a C(u,v) = C(v,u),V (u,v) € I%,

To znamend, Ze kopulu C' nazveme symetrickou tehdy, kdyz plati C'(v,u) =
C(u,v), V (u,v) € I? . Zaménitelnost ndhodnych veli¢in a symetrie jejich kopuly
tedy odpovidaji téze vlastnosti.
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2.4. Chvosty kopul

V realném zivoté se lze setkat s nahodnymi velicinami nabyvajicimi nekoneéné
mnoha hodnot, jejichz realizace v krajich rozdéleni nelze zanedbat napt. mélo
pravdépodobnd trzni hodnota dluhopist, nastani prirodni katastrofy apod.

Na druhou stranu pokud je pti modelovani pravdépodobnost vyskytu téchto
jevu zanedbana, muze hrozit riziko ztraty podstatné informace, zvlasté pak v pii-
padé, kdy lze z danych pozorovani vytvorit distribucni funkci s tzv. tézkymi
chvosty. Je-li navic uvazovano vice nahodnych veli¢in, je mozné, ze vyskyt extrém-
nich hodnot u jedné indikuje vyssi pravdépodobnost, ze dalsi ndhodna velic¢ina
také nabude extrémnich hodnot. Teorie extrémnich hodnot se danému piikladu
vénuje velice podrobné a na jejim zakladé byly vyvinuty tzv. extrémni kopuly.

Chvosty distribuénich funkef tedy popisuji chovani svych distribuci (resp. cho-
vani prislusnych ndhodnych veli¢in) v téch svych ¢édstech, které jsou vzdélené
od ocekavané hodnoty. Distribucemi s tézkymi chvosty jsou pak oznacovény ty,
které maji vyssi pravdépodobnost vyskytu neobvyklych jevii nez exponencidlni
rozdéleni viz [1].

K jejich charakteristice je mozné vyuzit ruznych zpusobu napf. analyzy mono-

tonie Ci pro vicerozmeérny piipad zavislosti chvostu.

2.4.1. Monotonie chvostu

Nahodné veli¢iny X a Y jsou pozitivné kvadrantove zavislé, jestlize V(z,y) € R?
plati, ze

P(X<z,Y<y)>PX <z)-P(Y <y)
a negativné kvadrantové zavislé, kdyz
PX<z,Y<y)<PX<z) PY <vy).

Tyto zavislosti urcuji, zda je pravdépodobnost, ze obé nahodné veli¢iny nabu-
dou zéroven extrémnich (vysokych, resp. nizkych) hodnot vyssi, nez kdyby tak

ucinily nezavisle na sobé.
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Maji-li tyto ndhodné veliciny sdruzenou funkci H, spojité marginalni dis-
tribu¢ni funkce F' a G a kopulu C| kopula i sdruzena distribuéni funkce tuto

vlastnost prejimaji. Pozitivni kvadrantovou zavislost lze tedy pfepsat na
H(z,y) = F(z) - G(y),¥(z,y) € R a C(u,0) = u - v, ¥(u,v) € R2.

Pozitivni kvadrantovou zavislost lze vyjadrit i pomoci podminéné pravdépo-

dobnosti:
P(Y <y|X <z)>P(Y <y)nebo P(Y <y|X <z)>P(Y <y|X <o0).

Z tohoto vztahu lze odvodit monotonii chvosti. Pro nahodnou veli¢inu Y
Ize odhadnout, kdy budou hodnoty v jejim levém chvostu klesat, resp. v jejim
pravém chvostu rust.

Néhodna velicina Y je klesajici ve svém levém chvostu na X, jestlize je
podminénd pravdépodobnost P(Y < y[X < x) nerostouci funkei z pro kazdy
bod y € R.

Néhodna velicina Y je rostouci ve svém pravém chvostu na X, jestlize je
podminénd pravdépodobnost P(Y > y| X > x) neklesajici funkei x pro kazdy
bod y € R.

Obdobneé lze definovat pro ndhodnou veli¢inu X.

Pro negativni kvadrantovou zavislost existuji ndhodné veli¢iny Y rostouci
ve svém levém chvostu, resp. klesajici ve svém pravém chvostu vzhledem k X,
kdy je dand podminénd pravdépodobnost nerostouci, resp. neklesajici funkei x
pro kazdy bod y € R.

Kazda z podminek monotonosti tedy implikuje pozitivni kvadrantovou zavi-
slost.

Monotonii chvostu lze analyzovat i v ptipadé kopul. V [32] je dokazéno, ze
pokud jsou zadany spojité ndhodné veliciny s kopulou C, pak je ndhodna veli¢ina
Y klesajici ve svém levém chvostu podle X pravé tehdy, kdyz Vv € T je @

nerostouci na u, a rostouci ve svém pravém chvostu prave tehdy, kdyz Vo € I
v—C(u,v)
1

—Uu

plati, ze je neklesajici na u.
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Monotonii chvostu vyuzijeme pfi zjednodusovani meér zavislosti, viz treti kapi-

tola.

2.4.2. Zavislost chvostu

Dalsi vlastnosti chvostu je mira sily zavislosti mezi extrémnimi vyskyty nahod-
nych veli¢in. Tato vlastnost je uzitecna predevsim pii analyze a tvorbé zavislosti
extrémnich hodnot.

Uvedenou vlastnost 1ze kvantifikovat koeficientem zavislosti chvostu, ktery
nabyva hodnot z intervalu (0,1) a je invariantni vuci ryze rostoucim transfor-
macim. Je zna¢en symbolem \. V nasledujicim textu bude primarné zminén dvoj-
rozmérny piipad, ktery je vSak snadno zobecnitelny pro n-rozmérnou kopulu.

Necht existuje dvojrozmérné kopula pieziti C' a koeficient

. C(u,u
= i G
necht nabyva hodnot z intervalu (0, 1), pak C' je zdvisla na svém hornim chvostu.
V opacném piipadé (tedy pro Ay = 0) je na daném chvostu nezavisld nebo
nemonotonni.
Obdobné lze definovat zavislost na dolnim chvostu kopuly. Jestlize existuje
kopula C takova, ze koeficient

A = lim S

u—0t (u)

€ (0,1),

pak C je zavisla ve své dolnim chvostu.
Ptedchozi definice lze odvodit prostiednictvim podminénych pravdépodobno-

sti. Necht jsou ddny ndhodné veliciny X a Y spojené kopulou C. Pak

Av=lim P(X >u|Y >u)= lim P(Y >u|X > u).

u—1- u—1—

Vzhledem k tomu, ze v definicich figuruji limity, lze Tici, ze empirickd obdoba
zavislosti chvostu pro data neexistuje. Tento problém lze vyresit metodami pop-
sanymi v [9], [10] a [15], anebo lze analyzovat jednotlivé pary ndhodnych veli¢in

vizualizaci.
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2.4.3. Asymetrie chvosta

Pokud se horni a dolni chvost kopuly chovaji odlisné, napi. vysokym kladnym
hodnotdm pozorovani je prisuzovana vyssi pravdépodobnost, tedy Ay < Ap,
pak jsou chvosty asymetrické. Opét se jedna o podstatnou charakteristiku, ktera
urcuje typ zavislostni struktury mezi ndhodnymi velicinami. V [25] je definovédna

centralni symetrie/asymetrie kopul nasledovné:

Definice 2.4.1. Necht jsou ddny dvé rovnomérné rozdélené ndhodné veliciny X,
Y ajejich kopula C'. Kopulu C , kterd je dana rovnomeérné rozdélenymi nahodnymi
velicinami 1 — X a 1 — Y nazveme zrcadlovou kopulou k C'. Pak C = C jsou

radidlné (centralné) symetrické podle bodu (0, 0).

Pokud je kopula radidlné symetrickda, pak jsou symetrické i jeji chvosty.

Jestlize plati
C(u,v) < C(u,v),Vu,v € (0,2), kde z € (0, 3,

pak ma kopula C' tézsi dolni chvost, coz znamena vysokou pravdépodobnost
spolecného vyskytu malych hodnot, a lze tici, ze je reflektivné asymetricka se

Sikmosti v dolnim chvostu. V opaéném pripadé, tedy
C(u,v) > é(u, v),Yu,v € (0, 29), kde z € (0, %),

jsou pravdépodobnéjsi vysoké hodnoty a kopula je reflektivné asymetricka se

Sikmosti v hornim chvostu.
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Kapitola 3

Z.avislost

Kopuly jsou objekty zachycujici celkové rozdéleni zavislosti mezi dvéma a vice
nahodnymi proménnymi, které je nezavislé na rozdéleni nahodnych velic¢in jejich
jednorozmeérnych distribu¢nich funkci. Pro odlisné rozdélené margindlni nahodné
veli¢iny se tedy zavislost vyjadiena danym typem kopuly nezmeéni.

V teorii pravdépodobnosti, potazmo ve statistice, je bézné vyuzivan k méreni
zavislosti ¢i nezavislosti dvou proménnych tzv. Pearsonuv korela¢ni koeficient,
ktery udava miru linearni zavislosti mezi dvéma nahodnymi veli¢inami. Alterna-
tivneé Ize definovat dvé miry asociace, vyjadiujici zavislost dvou a vice ndhodnych
proménnych pomoci konkordance. Je to Kendallovo 7 a Spearmanovo pg. Tyto
miry jsou, na rozdil od Pearsonova korelacniho koeficientu, zavislé pouze na kopu-
le, nikoliv na marginalnich distribuc¢nich funkcich, a tudiz jsou neménné v ramci
daného typu kopuly.

Vzhledem ke skalarni povaze téchto meér nelze jejich prostfednictvim rozlisit,
jak se méni zavislost v ruznych ¢astech distribu¢nich funkce.

Cilem této kapitoly je priblizit dané miry zavislosti a ukéazat, jaky vztah maji

ke kopuldm a mezi sebou. V celé kapitole jsme vychazeli z [22], [25], [32].

3.1. Pearsonuv korelac¢ni koeficient

Obycejné se pod pojmem korelace skryva tzv. Pearsonuv linearni koeficient,

ktery je sice nejvyuzivanéjsi mirou zavislosti, avsak méri pouze silu linearniho
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vztahu mazi ndhodnymi velicinami. Maji-li ndhodné veli¢iny distribuéni funkci,
indukujici jiny typ zavislosti, tato mira nedava relevantni vysledky.
Jsou-li dany dvé ndhodné veliciny X, Y s koneénymi rozptyly, pak zakladni

vztah pro korelacni koeficient p je

_ cov(X,Y)
Vvar(X) var(Y)’

p(X,Y)

kde cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y). Hodnota p nabyvé hodnot z intervalu
(—1,1), pficemz 1 znaci iplnou kladnou a —1 diplnou zapornou linedrni zévislost.
Pokud jsou nahodné veliciny X a Y nezéavislé, p je rovno 0. Opacné vsak toto
tvrzeni neplati, nebot v piipadé, Ze je p rovné 0, mohou byt dané proménné
zavislé jinym zpusobem, napt. kvadraticky.

Dalsim problémem, se kterym se pii vypoctu korelacniho koeficientu 1ze setkat,
je podminka konecnosti druhych momentu nahodnych veli¢in. Zavaznost poruseni
tohoto predpokladu je vyznamna, zvlasté v pripadé distribuc¢nich funkei s tézkymi
chvosty (viz podkapitola 2.4). Obor hodnot distribuéni funkce je totiz v takovém
piipadé neomezeny a rozptyl ndhodné veli¢iny je nekonecny.

Posledni nevyhodou Pearsonova korela¢niho linearniho koeficientu, na kterou
bude poukazano, je jeho zavislost na marginalnich distribu¢nich funkcich nahod-
nych veli¢in. Z tohoto divodu neni invariantni pii nelinearnich ryze rostoucich

transformacich 7: R — R:

p(X,Y) # p(T(X), T(Y)).

Hodnota p bude tudiz rozdilna v ptipadé, ze je dana stejné kopula, avsak jiné
marginalni nadhodné proménné. Tuto vlastnost dalsi miry zavislosti nemaji.

Necht (z1,91), (T2, 2), - - ., (N, yn) jsou realizace ndhodného vybéru o rozsahu
N z rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y'). Vybérova podoba Pearsonova korelag-

niho koeficientu je dana vztahem

S SE > S(CT et k| NV IC D > LD » 21
Vo (=7 Y (5 — 77
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3.2. Konkordance

Doslovnym piekladem slova concordance je soulad, shoda. Pokud jsou déany
dvé nahodné veli¢iny a vysoké hodnoty jedné jsou spojeny s vysokymi hodnotami
druhé, pak je lze nazvat konkordantni. Pokud plati pravy opak, tedy vysoké
hodnoty jedné jsou spojeny s nizkymi hodnotami druhé, nazyvame tento par
nahodnych veli¢iny diskonkordantni.

Formalné lze tento vztah zapsat ndsledovné: Necht (X, Y) je vektor spo-
jitych nédhodnych velicin. Jestlize plati (z;,v;)(z;,y;) > 0 pro dvojici realizaci
(i, v:), (z;,y;) z oboru hodnot vektoru (X,Y’), pak jsou ndhodné veli¢iny X a Y
konkordantni.

Pokud analogicky pro realizace z oboru hodnot (X, Y') plati (x;, v;)(z;,y;) <0,
X a Y jsou diskonkordantni. Alternativné lze spojité ndhodné veliciny X a Y
nazvat konkordantni, resp. diskonkordantni, jestlize pro realizace z oboru hodnot

(X,Y) plati

V(@i vi), (@), y;) © @ <25 Ny < yj, resp. (@i, us), (25,95) + 2 < x5 ANy > ;.

3.3. Kendallovo 7

Prvni uvedenou mirou asociace, ktera vyuziva konkordance, je Kendallovo
7. Na rozdil od Pearsonova korelacniho koeficientu je tato mira invariantni vuci
rostoucim transformacim.

Necht (x1,v1), (22,42),-- -, (zn,yn) je realizace ndhodného vybéru o rozsahu
N z rozdéleni ndhodného vektoru (X, V'), kde X, YV jsou spojité ndhodné veli¢iny.
Kazdy par (z;,v:), (24, y;) z tohoto vybéru je konkordantni, nebo diskonkordantni.
Celkové je k porovnani (g) partu, pricemz ¢islo ¢ € {0,..., N} urCuje pocet
konkordatnich a ¢islo d € (0, N') diskonkordantnich paru.

Kendalovo 7 ve své vybérové podobé je dano vztahem

t=(c—d)/(ct+d) =(c—d)/(5).
Vyse uvedené vybérové verzi odpovida téz teoretické Kendallovo 7. Necht je
dédn ndhodny vektor spojitych ndhodnych velicin (X, Y') se spojitou distribuéni
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funkci H. Pak 7 je definovano jako pravdépodobnost konkordance minus pravdé-

podobnost diskonkordance,
TX,)Y — P[(Xl — XQ)(Yl — YQ) > 0] — P[(Xl — XQ)(Yl — Yg) < 0]

Konkordantni funkce @) je definovéna jako rozdil mezi pravdépodobnostmi
dvou konkordatnich (diskonkordantnich) spojitych ndhodnych vektoru (X, Y7)
a (X, Ys) s prislusnymi (odlisnymi) sdruzenymi distribucemi H; a H,, ale se
stejnymi marginalnimi distribuénimi funkcemi F' a G. Tedy plati vztahy Hy(z,y)
Ci(F(z),G(x)) a Hy(z,y) = Co(F(x),G(z)). Konkordantni funkce zavisi jen
na distribucich jejich kopul,

Q=Q(Cy,Cy) = 4/0 /0 Co(u,v) dCy (u,v) — 1.

Diky predchozimu vztahu lze teoretickou (popula¢ni) verzi Kendallova 7 pte-
psat nédsledovné. Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliciny a C' jejich kopula.

Pak plati

Txy =Tc = Q(C,C) = 4/0 /0 C(u,v)dC(u,v) = 1 =4E(C(U, V)) — 1,

kde U,V ~ Ro(0,1).

3.4. Spearmanovo pg

Spearmanovo pg neboli poradovy korela¢ni koeficient je mirou asociace, ktera
je podobné jako Kendallovo 7 zalozena na porovnavani konkordantnich a diskon-
kordantnich paru pozorovani ndhodnych proménnych a na rozdil od Pearsonova
koeficientu zavisi pouze na dané kopule (tedy nezévisi na rozdéleni marginalnich
ndhodnych veli¢in). Je pro néj uzivdno znaceni pg. Pro aplikaci Spearmanova
koeficientu na normalnich datech budou uvedeny jeho populaéni varianty.

Mame dény tii nezavislé ndhodné vektory (Xi, Y1), (X2, Y2), (X3, Y3) se stej-
nou simultanni distribuéni funkei H (jejiz marginalni protéjsky jsou znaceny F

a G) a kopulou C.
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Koeficient pg je proporcialni k rozdilu pravdépodobnosti konkordance a dis-
konkordance dvou vektoru (X1,Y7) a (X, Y3). Jednd se o par ndhodnych vektor,
které maji stejna marginalni rozdéleni, ale prvni vektor ma sdruzenou distribuc¢ni
funkci H = C(F(z),G(y)), zatimco komponenty druhého jsou nezavislé H =
F(2)G(y). Piitom C je tzv. souc¢inova kopula (viz kapitola 4). Poradovy korela¢ni

koeficient je pak definovan jako
ps = 3(P[(X;— X2)(Y1-Y3) > 0]-P[(Xi—X2)(Y1-Y3) < 0]).

Obdobné lze vypocitat Spearmanuv koeficient pro ndhodné vektory (X, Y7)
a (Xg, Yg)
Necht X a Y jsou spojité ndhodné veli¢iny s kopulou C. Potom lze poifadovy

koeficient px y vyjadrit vztahy:
1l 1l
ps = 3Q(C,1II) = 12/ / wo dC(u,v) — 3 = 12/ / C(u,v)dudv — 3 =
0 Jo o Jo

= 12/F(m)G(y) dH(x,y) — 3.

Necht je ddn soubor N pozorovani (xy1,y1), (22,%2),..., (N, yn), realizaci
vybéru z rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y') a R;, resp. S;, jsou Vi = 1,2,... N
poradi pozorovani X, resp. Y. Plati R; = k pravé tehdy, kdyz je z; k-tym nej-
mensim pozorovanim mezi x1, s, ...,xy a S; = [, pravé tehdy, kdyz je y; [-tym
nejmensim pozorovanim mezi y,, yo, . - . , Yyn. Vybérovy tvar Spermanovy poradové

korelace rg je poté dan vztahem

_ YL RSENIN+1)/2P S8 RSeN[(N +1)/2]

SN [N + 1) /22 SN IN(N? —1)/12]
SN (R -R)(SHS) L SN (RS)?
“PT N eoy T ey

kde R, resp. S je vybérovy primeér vektori poradi Ri,... Ry, resp. Si,...,Sn.
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Kapitola 4

Typy kopul

Nésledujici kapitola bude zamérena na konkrétnimi rodiny kopul a jejich vy-
brané zastupce. Kazdy datovy soubor md sva specifika a at uZ je charaktarizovan
symetrickym rozlozenim nebo vyskytem tézkych chvostu, je potiebné, aby vy-
brand kopula vystihla jeho zavislostni strukturu co nejlépe. Proto byly vyvinuty
ruzné typy kopul.

Kopuly je zaroven mozné konstruovat ruznymi zpusoby. Na tomto misté pouze
uvedme, Ze je mozné vyuzit tzv. inverzni metodu, vyplyvajici ze Sklarovy véty,
geometrické metody, odvozené z pozadavku na tvar vysledné kopuly, algebraické
metody, umélé vytvoreni kopul s pozadovanymi vlastnostmi ¢i spojeni jiz existu-
jicich kopul. Vzhledem k rozsahu této préce pro podrobnosti odkazujeme na [32].

Pro uzivatelsky piijemné modelovani kopul je podstatné, aby spliovaly ales-
poii jednu z nésledujicich podminek: bud lze jejich vypocetni vzorec vyjadiit
uzavienou formou nebo je jejich zavislostni struktura snadno odvoditelna ze sdru-
zené distribucni funkce.

Jako ptiklad kopul spliujicich prvni podminku jsou uvedeny tzv. archimé-
dovské kopuly, které vznikaji pomoci specidlnich funkci, tzv. generdtoru. Kopu-
ly spliujici druhou podminku jsou predstaveny prostiednictvim tzv. eliptickych
kopul. Dale jsou pripomenuty fundamentalni kopuly, které jsou potiebné pti ohra-
nicovani ostatnich kopul a pro vyjadieni nezavislosti ndhodnych velicin.

V nasledujicim textu je vyuzito vztahu hustoty a sdruzené distribuéni funkce

kopuly n-rozmérného nahodného vektoru U,
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C(u):P(Ugu):/~--/c(sl,...,sn)dsl...dsn,

kde c(s1,...,$,) je tzv. hustota kopuly a u € R"™. Hlavnimi zdroji, ze kterych
bylo ¢erpédno jsou [14], [25], [26], [32], [35], [40], [41].

4.1. Fundamentalni kopuly

S fundamentdlnimi kopulami jsme se jiz setkali v definici 2.2.2. V pripadeé
horni a dolni kopuly se jedna o zakladni kopuly, které tvoii pomyslné hrani-
ce rozdéleni vSech ostatnich kopul. Soucinova kopula pak pfedstavuje kopulu
nezavislosti mezi ndhodnymi proménnymi.

V nasledujicim textu jsou urc¢eny vlastnosti fundamentalnich kopul a je uka-
zano, ze jsou soucasti ruznych t¥id kopul.

4.1.1. Soucinova kopula

Nezavisla neboli sou¢inova kopula udava vztah mezi dvéma ¢i vice nezavislymi

nahodnymi veli¢inami. Lze ji vyjadrit vztahem
Cr(ug,ug, ... u,) = HUZ

Jeji sdruzend distribucni funkce je zndzornéna na obrazku 4.1

4.1.2. Horni kopula

Horni kopula udava tzv. Fréchet-Hoeftdingovu horni mez. Urcuje tedy maxi-

malni moznou zavislost mezi dvéma proménnymi. Pro n > 2 je dana jako
C(uy, ug, ..., Uy) = min(ug, Usg, . .., Up).

Lze se také setkat s ozna¢enim M (uq, ua, . .., u,). Jeji sdruzend distribuéni funkce

je uvedena na obrazku 4.2. Pro znazornéni kopul budou vyuzivany i vrstevnicové
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Obrazek 4.1: Sdruzenné distribuc¢ni funkce soucinové kopuly.

grafy, pficem?z vrstevnice jsou dany mnozinami V = {(u,v) € I? | C(u,v) = t},

kde t € (0,1).
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Obrazek 4.2: Sdruzend distribuéni funkce horni kopuly (vlevo) a jeji vrstevnice

(vpravo)

4.1.3. Dolni kopula

Dolni kopula je tzv. Fréchet-Hoeffdingovou dolni mezi. Urcuje tedy maximalni

moznou zapornou zavislost mezi dvéma proménnymi. Pro n > 2 je ddna vztahem

C(uy,ug, . .., u,) = max 1—n—|—2ui,0

Dolni kopula je znacena W(uq,us,...

graficky znazornéna na obrazku 4.3

Uz
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Obrézek 4.3: Sdruzené distribu¢ni funkce dolni kopuly (vlevo) a jeji vrstevnice
(vpravo)

4.2. Eliptické kopuly

Tento typ kopul byl vytvofen piimo z t¥idy eliptickych distribuci vyuzitim
Sklarovy véty. Eliptické neboli implicitni kopuly modeluji zavislostni strukturu
eliptické mnohorozmérné distribu¢ni funkce, aniz by byla zachovana puvodni
rozdéleni jejich marginalnich proménnych.

Vysledna kopula tedy prejima podstatné vlastnosti dané distribuéni funkce
a navic je mozné flexibilné modelovat rozdéleni marginalnich ndhodnych veli¢in.
Puvodni eliptickd distribuéni funkce mé obecné parametry dané vektorem stied-
nich hodnot p a varianéni matici ¥. Dale uvazujeme pouze normované eliptické
distribué¢ni funkce, a proto je u nulovym vektorem a matice ¥ je shodné s korelaéni
matici R.

Tyto kopuly nemaji uzavienou formu, nicméné jejich implicitni zavislostni

strukturu 1ze zjistit dle néasledujictho predpisu:
C<u17u27 <oy Un, R) = F{Fl_l(ul)> FQ_l(u2>7 B 7Fn_1(un)7R}7

kde 0 < uy,us,...,u, <1, a R je n x n pozitivné definitni matice.
Pro implicitni kopuly spojitych simultannich distribu¢nich funkci F' s ryze

spojitymi marginalnimi distribu¢nimi funkcemi Fi, Iy, ..., F,, je hustota kopuly
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dana vztahem

c(u) _ f(Fl_ (u1)7 s "Fr; (uln))

AT () - fulF ()

kde f je hustota sdruzené funkce, fi, ..., f; jsou marginlni hustoty a Fy %, ..., F; !

jsou inverzni funkce k margindlnim distribu¢nim funkcim.

4.2.1. Gaussova kopula

Prvni uvedenou eliptickou kopulou je kopula Gaussova, jez zachycuje zavis-
lostni strukturu mnohorozmérné normalni distribuéni funkce. Z daného rozdéleni
prijima vlastnosti symetrie a nezavislosti chvosti. Tato rodina kopul je nejpo-
uzivanéjsim typem kopul. Pouziva se naptiklad v analyze rizika pfi simulaci dis-
tribuéni funkce vice rizikovych faktoru (jednotlivé finanéni toky) ovliviiujicich
vynos z akcii.

Necht @ znaéi distribuéni funkci ndhodného vektoru (X,Y’), majictho nor-
mované normalni rozdéleni s korelaénim koeficientem p, a necht ®y, resp.®y, je
symbol distribuéni funkce jednorozmérné normované normalni nahodné veli¢iny
X, resp. Y. Potom kopula C),, zndzornujici zavislostni strukturu distribu¢ni funkce

O y(z,y), je ddna vztahem
Cplu,v) = (D! (u), By' (v)) =

ot (u) 3t (v)
= ———F eXpPy 7 — T ay,
2m(1 — p?)? 21— %)

kde p je parametrem kopuly a @', resp. ®;', je inverze jednorozmérné distribuéni
funkce normalniho rozdéleni.
Koeficienty zavislosti dolniho a horniho chvostu normalni kopuly lze vyjadrit

pomoci

1 —
AL(X,Y) = Ap(X,Y) =2 lim p-(:zcv ’)) = 0.
T——00 1/]_—|—p

To znamend, ze extrémni hodnoty proménnych X a Y se ve svych chvostech
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neovliviiuji a nastavaji nezavisle na sobé. Déle jsou uvedeny vztahy pro dalsi

miry asociace: Kendallovo 7 a Spermanovo pg:

T = 2r ! arcsin(p)

ps = 67! arcsin(£).

Vztah pro normélni kopulu dvojrozmérného ndhodného vektoru lze zobecnit

pro n-rozmérny piipad. Necht @ zna¢i sdruzenou distribuéni funkei normovaného

normélniho rozdéleni n-rozmérného nahodného vektoru (Ui, Us,...,U,) s ko-
relacni matici R, ®;,4 = 1,...,n budiz jejich (stejné) jednorozmérnd margindlni
distribuéni funkce a ®;*,i = 1,...,n necht jsou jejich kvantilové funkce. Pak
plati

CR(ula Ug, - - - 7un> = (I)(q)fl<ul)a (I);l(UQ), R (I);l(un»

Vysledna hustota kopuly Cgr je zobrazena na obrazku 4.4. Déle jsou zde
znazornény vrstevnice jeji sdruzené distribuc¢ni funkce. Lze si vS§imnout, ze tato
kopula je sdruzené symetrickd kolem bodu [0, 5; 0, 5] a je omezena Fréchet-Hoeff-

dingovymi mezemi.

00 02 04 06 08 1.0

Obréazek 4.4: Hustota (vlevo) a vrstevnice sdruzené distribuéni funkce (vpravo)
Gaussovy kopuly s parametrem p = 0, 5.

4.2.2. Studentova t-kopula

Podobné jako predchozi typ kopuly je Studentova t-kopula generovana danou

eliptickou distribuc¢ni funkci, v tomto ptipadé mnohorozmérnym Studentovym
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rozdélenim s parametrem p a s v stupni volnosti a také prejima symetrii tohoto
rozdéleni. Na rozdil od Gaussovy kopuly ma vSak tézsi chvosty, a tudiz je zde vétsi
pravdépodobnost spole¢ného vyskytu extrémnich hodnot nahodnych velicin.

Mezi stupni volnosti v a touto pravdépodobnosti panuje nepiima tmeéra;
pokud se stupné volnosti zvysi, pak pravdépodobnost spolecného vyskytu extrém-
nich hodnot poklesne. Naopak vysledkem zvyseni hodnoty parametru p a snizenim
stupné volnosti v je vétsi sila zavislosti mezi chvosty Ay a Ap.

Studentova kopula se ¢asto pouziva pii modelovani spole¢ného selhéni plateb
aktiv ur¢eného portfolia.

Studentova dvourozmérnd t-kopula je ddna vztahem

ty vt2
N
1 dd
/ /2“— 1\2{ = } e

kde p a v jsou parametry a t;! je inverzi distribuéni funkce jednorozmérného
Studentova t-rozdéleni s v stupni volnosti, stfedni hodnotou 0 a rozptylem —*5.
Koeficienty zavislosti dolnitho a horniho chvostu jsou vzhledem k sdruzené

symetrii stejné, tedy vyhovuji vztahu

AMX,Y) = (X, Y) =2t p(—Vr+1-y/1—p-/1+p),

kde t,1 oznacuje distribuéni funkci jednorozmérného Studentova t-rozdélenis v = 1
stupni volnosti.

Hodnoty mér asociace Studentovy kopuly lze vypocitat jako

T = 27! arcsin(p),

ps = 67! arcsin(£).

Necht je ddn m-rozmérny ndhodny vektor U ~ t"(u, R), kde p je nulovy
vektor a pro v > 2 ¥ = 5 R. Kopula vektoru X je Studentova t-kopula s v

stupni volnosti, ktera je zadana nésledujicim predpisem

Cor(w) =gty  (w), . 1, (un)),
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kde ¢} g znaci n-rozmérnou Studentovu distribuéni funkci ndhodného vektoru
U, t,(u;),i = 1,...,n distribu¢ni funkce jeho stejné rozdélenych marginédlnich
nahodnych veli¢in a ¢,* jejich pseudoinverzni funkce.

Prubéh hustoty t-kopuly s parametry p = 0,5 a v = 3 je zndzornén na obrazku

4.5.

o
- “\ ’\Y
© | Os)
e 05
|
© _| 6|
o '
0.5
ﬁ'_ — 0‘4:
O 1
0.3,
"\! —] 0.2 <
o
0.1 —
o A
o

Obrazek 4.5: Hustota (vlevo) a vrstevnice kumulativni distribuéni funkce (vpravo)
Studentovy kopuly s parametry p = 0,5 a v = 3.

4.3. Archimédovské kopuly

Archimédovské kopuly jsou také nazyvany explicitnimi kvuli uzaviené formé
jejich predpisu. Na rozdil od implicitnich kopul se neodvozuji od znamych tiid
mnohorozmérnych distribu¢nich funkci, ale jsou dany tzv. generdtory.

Necht ¢ je spojitd, ryze rostouci funkce ¢ : I — (0, 00) takova, ze ¢(1) = 0,

a necht =1 je jeji pseudoinverze. Ta je dédna predpisem

-1
-1y _ J e (E) prot € (0,¢(0)),
i = { 5O P (4.)
V [30] bylo zavedeno, ze pokud je navic ¢ konvexni, pak se C' : I? — I ddna

predpisem
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C(u,v) = o (u) + ¢(v)}

nazyva archimédovska kopula.
Necht C' je dvourozmérnd archimédovské kopula s generdtorem ¢, pak je jeji

hustota dana predpisem

derivace na hranici ¢(u) + ¢(v) = ¢(0) neexistuji, blize viz [18].
V [32] je definovdana mnohorozmérna archimédovska kopula dand generatorem

o(u) vztahem

n

Clug,. .. up) = P () + ..+ p(un)) pro ; (us) < ¢(0),

0 jinak,
kde ¢(u) je funkce, jejiz prvni a druhé derivace jsou spojité, p(1) =0, ¢'(u) < 0,
¢"(u) >0a0<u<l.

Nésledné uvedeme tii specifické priklady archimédovskych kopul a jejich ge-
neratoru. Pritom budou pro kazdou rodinu, podobné jako u eliptickych kopul,
popsany jeji zékladni vlastnosti: zda je symetrickd, chovani chvostu a z mér aso-
ciace Kendalovo 7 a Spearmanovo pg. Nékteré rodiny obsahuji i fundamentalni

kopuly, tj. nezavislou, horni a dolni kopulu, a tudiz uvedeme i jejich parametry.

4.3.1. Gumbelova kopula

Prvni archimédovskou kopulou, kterou uvedeme, je Gumbelova kopula. Jedna
se o asymetrickou kopulu, kterd prisuzuje vyssi zavislost hornimu chvostu (viz
hustota Gumbelovy kopuly na obrézku 4.6). Gumbelova tfida kopul je zajimava
predevsim proto, ze jako jedina rodina archimédovskych kopul obsahuje tzv. ko-
pulu extrémnich hodnot. Navic obsahuje i horni a nezavislou kopulu.

Generatorem Gumbelovy kopuly je funkce
ps(t) = (—=Int)’,6 € (1,00), o5 (s) = exp{—s7},

42



kde 1 < < oo je parametr zavislosti.

Jeji distribuéni funkce je vyjadiena vztahem
Cs(u,v) = exp(—[(—Inu)’ + (—In v)‘s]%),

kde0<u<lalO<wov<l1.

Pokud jde parametr zavislosti Gumbelovy kopuly limitné do nekonec¢na to jest
0 — o0, urcuje tento horni kopulu. Jeho opacné mez, tedy 6 = 1, vede na kopulu
nezavislou.

Gumbelova kopula je zavisla pouze ve svém hornim chvostu. Hodnota této
zévislosti je ddna predpisem Ay (X,Y) = 2 — 25 a koeficient zdvislosti dolnfho
chvostu je A\ (X,Y) = 0. Z tohoto duvodu neni dolni kopula kopulou Gum-
belovou.

Kendallovo 7 nabyva pro dvojrozmérny piipad hodnoty

7(5):1—%.

Gumbelova n-rozmérna kopula je dana vztahem

1

Cs(uq,...,u,) =exp | — {Z(—lnui)‘s} ,

=1

kde u; € (0,1), proi=1,...,n.

Gumbel Copula

0.0 02 04 06 08 1.0

Obréazek 4.6: Hustota a vrstevnice distribu¢ni funkce Gumbelovy kopuly s 6 = 2.
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4.3.2. Claytonova kopula

Dalsi archimédovskou tiidou kopul je tzv. Claytonova. Jedna se o rodinu
kopul, které jsou asymetrické a kladou vétsi duraz na zavislost dolniho chvostu
(viz obrazek 4.7). Obsahuje vSechny fundamentélni kopuly.

V praxi se pomoci kopul z této tiidy modeluje napiiklad tzv. syndrom zlo-
meného srdce (jednd se o zdvislost casu tmrti vdovy ¢i vdovce po smrti svého
druha).

Generator Claytonovy kopuly a jeho pseudoinverze jsou dany vztahy
©(5,0) = max{0,(1+ds) % '}, =1 <6 <0, o U(t,8) =t7%—1,kde 0 <t < 1.
Rozdéleni Claytonovy dvourozmérné kopuly je pak dano jako:
Cs(u,v) = (W +v0 —1)70" w0 e (0,1),

kde 6 € (—1,0) U (0, 00) je parametr zavislosti.

Plati, ze pokud se parametr zavislosti limitné bliz{ k nekone¢nu (§ — o0), pak
urcuje distribuc¢ni funkei horni kopuly a 6 — 0%, resp. § = —1, urcuje distribuci
soucinové, resp. dolni kopuly.

Hodnota Kendallova 7 je rovna

)
7(0) = ——.
(¥) 0+ 2

Claytonova kopula je zavisla pouze na svém dolnim chvostu. Tedy pro koefi-
cient zdvislosti horniho chvostu plati Ay (X, Y') = 0 a koeficient zavislosti dolniho
chvostu AL (X, V) =275,

Dale uvedeme generator pro n-rozmérnou Claytonovu kopulu, n > 3:

-
o(t) = 5 1,6 € (—1,00).

Vysledna distribuéni funkce Claytonovy kopuly je tak ve tvaru
n 5
Cluy,. .. Uy, 0) = [ZW — (n— 1)] up € (0,1),5={1,...,n}.
i=1
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00 02 04 06 08 1.0

Obrazek 4.7: Hustota (vlevo) a vrstevnice (vpravo) Claytonovy kopuly.

4.3.3. Frankova kopula

Posledni archimédovskou ttidou kopul, kterou zde uvadime, je tzv. Frankova
tifda. Tato tifda je specidlni zejména v dvourozmérném piipadé, nebot je jedinou
tiidou archimédovskych kopul, kterd je radidlné symetricka, tedy plati C'(u,v) =
C(v,u) (viz obrazek 4.8). Je hojné vyuzivana ve finanénim sektoru.

Frankova kopula také dovoluje vyjadrit negativni zavislost mezi marginalnimi
proménnymi. Ackoliv jsou jeji chvosty symetrické, priklada jim pouze slabou
zavislost. Tato tiida kopul obsahuje vSsechny fundamentalni kopuly.

Generatorem tiidy Frankovych kopul nazyvame funkci
©(5,0) = =6 'n[1-(1 — e%)e ™,

e %t — 1

66_1},56(—oo,oo)a0§t§1.

e (t,0) = —1In [
Distribuéni funkce Frankovy kopuly je nasledné dana vztahem

(e—éu _ 1)(6—511 _ 1)
e —1

},57&0,%1}6 (0,1).

Fundamentalni kopuly vzniknou limitnim prechodem parametru 9,

lim Cs =W,
d——o00

lim 05 = M,
d—00
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lim 05 = H,

6—0

kde W je horni, M je dolni a II je soucinova kopula.

Hodnota Kendallova 7 je déna:

7'(5):1—54-5—2/@(#.

Jestlize je parametr 0 < 0, pak 7 nabyva zapornych hodnot.

00 02 04 06 08 1.0

Obrazek 4.8: Hustota (vpravo) a vrstevnice (vlevo) Frankovy kopuly.

Mnohorozmérna distribu¢ni funkce Frankovy kopuly je dana nasledujicim

vztahem
- (1%
Cs(u) = ¢ {Z w[_”(uj)} = —%hﬂ {1 - %} ;u € (0,1),

kde (0,1)™ je kartézsky soucin n intervalu (0, 1).

Zobecnénim vsak prichdzime o vlastnost symetrie: n-rozmérnd tiida Franko-
vych kopul (n < 3) je radidlné asymetrickd se zasikmenim k hornimu rohu.

Na zavér této kapitoly uvadime tabulku s empirickymi vysledky zakladnich
vlastnosti a mirami zavislosti uvedenych typu kopul. Pro kazdy typ byly vybréany
tfi rozdilné parametry a na jejich zédkladé namodelovany teoretické distribucni

funkce kopul.
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Dle postupu popsaného v [27] z nich bylo nasledné metodou Monte Carlo
nahodné vygenerovano 10000 pozorovani, na zakladé kterych byly odhadnuty
koeficienty zavislosti chvostu a miry asociace dle jiz uvedenych vztahu viz kapitoly
2a 3.

Samotny proces generovani kopul probiha nasledovneé:

e Generovani nezavislych pozorovani (z1,v1),...(xy,yy) ndhodnych velicin

X, Y ~ Ro(0,1).

e Pro i = 1,...,N je vypoctena hodnota u; = ¢;'(y;) , kde ¢, () =
P(X < z;]Y =y) = 22 4 ¢, predstavuje pseudoinverzni funkci

oy
k cg,.
e Vysledny par pozorovani (x;, u;).

Radidlni symetrie kopuly byla testovana prostrednictvim bootstrapu podrob-
né popsaného v [28], jenz porovnavéa pseudopozorovani (/]\i,i =1,...,N vyge-
nerovana z empirické kopuly Cy a pseudopozorovani —ﬁi,z’ =1,...,N vygene-
rované z jeji pifslusné kopuly pieziti C'n. Pokud je kopula radidlné symetricka,
mél by platit vztah C' = C. Hodnota pifslusné testovaci statistiky Qn je tedy
déna vztahem Qn = Zfil{CN(f]\l) —Cn(U:)}?2, pricemz za radidlni lze povazovat
takové kopuly, pro néz je QQn ptiblizné rovno 0. Piislusné p-hodnoty vyplyvajici
z testovaci statistiky @y je mozné nalézt v [28].

Vysledky jsou uvedeny v tabulce 4.1. Je z nich patrné, ze Frankovy, Gaussovy

a Studentovy kopuly jsou radidlné symetrické.
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Kopula Radidlni symetrie Chvosty Miry asociace
‘ Typ ‘ Parametry QN ‘ p-hodnota AL Ay t ‘ rg ‘

Cn p=0,1 0,0182 0,6449 0 0 0,0638 | 0,0955
p=05 0,0457 0,2493 0 0 0,3333 | 0,4826

p=209 0,0245 0,3691 0 0 0,7129 | 0,8914

Cy | p=01;v=2]0,0484 0,3452 0,2152 | 0,2152 | 0,0638 | 0,0955
p=05v=4/|0,0227 0,8377 0,2532 | 0,2532 | 0,333 | 0,4825
p=09 v=6|0,0183 0,6439 0,5630 | 0,5630 | 0,7129 | 0,8915

Cor 0=0,1 0,2152 0 0,0005 | 0,0010 | 0,0476 | 0,0071
0= 5,0982 0,0005 0,5 0 0,3333 | 0,4785

0 =10 4,5276 0,0005 0,9330 0 0,8333 | 0,9582
Crr 0 =-10 0,0351 0,2443 0 0 -0,6658 | -0,8602
0 =-0,1 0,0437 0,3382 0 0 -0,0111 | -0,0167

0 =20 0,0171 0,4810 0 0 0,8164 | 0,9579

Cou 0=1 0,0512 0,2333 0 0 0 0

0=2 2,4584 0,0005 0 0,5858 0,5 0,6829

0=3 1,6176 0,0005 0 0,7401 | 0,6667 | 0,8482

Tabulka 4.1: Empirické vysledky zakladnich vlastnosti a mér zavislosti Gaussovy
(C), Studentovy (Cy), Gumbelovy (C¢;), Claytonovy (Cp,) a Frankovy kopuly
(Cgu), ziskané ndhodnym generovanim bodu z piislugného rozdéleni.
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Kapitola 5

Odhady parametru kopul

V praxi je casto zadan soubor pozorovani popisujici namérené hodnoty na-
hodnych proménnych. Tento soubor dat obsahuje informace nejen o chovani jed-
notlivych veli¢in, ale také o jejich vzajemné interakci.

Analyzu a popis tohoto vzajemného pusobeni lze provést prostiednictvim
teorie kopul. Ta dany problém déli na dvé zakladni ¢asti: vybér vhodné tiidy
kopul, jenz obsahuje zakladni informace o prubéhu interakce, a nasledny odhad
jejtho parametru.

Tato kapitola je zamérena na druhou ¢ast. Budou zde popsany zakladni metody
pro odhad parametru kopul, zalozené na metodé maximdlni vérohodnosti (ML,
CML, IFM).

V celém nasledujicim textu jsou pro jednoduchost uvazovany spojité jed-

norozmérné margindlni distribuéni funkce. Zékladni citované materidly jsou [9],

5.1. Metody maximalni vérohodnosti

Necht je dén vybér X, ..., Xy o rozsahu N z rozdéleni ndhodného vektoru
X = (X1, Xy, ..., X,). Distribuéni funkce, resp. hustoty jednorozmérnych mar-
gindlnich proménnych jsou znaceny Fj, resp. f;,7 = 1,...,n a jejich interakce je
dana hustotou kopuly c.

Hlavnim tkolem je tedy odhadnout hodnoty vektoru 8 = (Bi,...,Bn, @),
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kde B = (B1,...,Bn) urcuji (obecné vicerozmérné) parametry marginalnich dis-
tribuc¢nich funkei a a vektor parametru kopuly.
Nejznaméjsi a nejpresnéjsi metodou odhadu parametru je metoda uplné

maximalni vérohodnosti, ktera vychazi z logaritmické vérohodnostni funkce.

N N n
10) = > In{c[Fi(zi. B1). -, Fulwin. Bu) ]} + > > In{filwy. By)}-
i=1 i=1 j=1
Maximélné vérohodny odhad (ML odhad) vektoru parametru 6 je tedy dan
vztahem

gMLE = argmax [(0),
0co

kde © je parametricky prostor.

V [22] je ukdzéno, ze se za splnéni podminek regularity jedna o konzistentni
a asymptoticky eficientni odhad. Mimo to zminéna citace uvadi jeho dalsi vlast-
nosti, kterymi se zde nebudeme zabyvat.

Tato metoda odhaduje vSechny parametry najednou, coz vsak s rostoucim n

prindsi i vyssi vypocetni naroc¢nost. Proto byly navrhnuty dalsi metody odhadu.

5.1.1. Inference marginalnich distribuci

Inference marginalnich distribuci neboli IFM byla navrzena v [25] v roce 1997.
Odhady parametru 6 vychézi ze stejného modelu jako ML, avsak cely proces déli
na dvé faze, ¢imz snizuje vypocetni obtiznost predchozi metody.

V prvni fazi odhaduje parametry vektoru 8 = (B4,...,B8,). Pokud je kazdd
marginalni distribu¢ni funkce Fj,j = 1,...n urCena parametry B, pak 8 =

(B1,--.,Bn) je odhadnut z piislusnych hustot jako
N N n
Birn = arggnax Z Z In fi(zi;, B;)-
i=1 j=1

V druhé fazi je opét vyuzita metoda maximdlni vérohodnosti pro odhad

parametrii. Cely proces se viak zjednodusi, nebot parametry margindlnich roz-
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déleni jsou zafixovany na hodnotach svych odhadu. Obdrzime tedy

N
Qrpy = argmaxz Inc{ Fi(xi, Brpar)s - - - s Fn(@ins Brpag), @}
«

i=1
Vzhledem k rozdéleni vypoctu parametri na dvé faze je jasné, ze se zvySuje
pravdépodobnost vyssitho odchyleni od puvodniho rozdéleni. Jsou-li snad typy
a parametry marginalnich distribu¢nich funkci nevhodné ¢i Spatné odhadnuty,
modelované parametry kopuly budou znacné vzdaleny od jejich realné hodnoty.
Riziko tohoto nebezpedi se zvysuje, pokud je puvodni datovy soubor asymetricky
¢i pokud prisuzuje velkou vahu svym chvostiim. Vice je mozné se o dané metodé

dozvedeét z [25] a o jejich asymptotickych vlastnostech z [241].

5.1.2. Kanonicka metoda maximalni vérohodnosti

Posledni zminénd metoda vérohodnosti je tzv. kanonickd metoda maximalni
vérohodnosti (CML), neboli metoda odhadu maximélni pseudovérohodnosti. Tato
metoda se pouziva predevsim v piipadech, kdy je potieba konzistentni odhad
parametru «.

Hlavnim rozdilem v jeji konstrukci je nespecifikace marginalnich distribu¢nich
funkci puvodniho datového souboru. Pouziva empirické distribuéni funkce kazdé
marginalni proménné pro transformaci i-tého pozorovani, tedy realizace vek-
toru (X1, ..., Xi), na pseudondhodné pozorovani s rovnomérnymi marginalnimi
nahodnymi proménnymi U; = (Uy, ..., Usp).

Pseudonahodny vybér kopuly je zkonstruovan tvorbou vektoru [AJl, [AJQ, e U N-
Ptitom

—~ ~ ~ A~

U, = (Ui, U, ....Un) = (F1(Xi), Fo(Xi2), ..., Fo(Xin)),

kde vztah
L
Fy(z) = N—H;:l(x“ < ;)
oznacuje odhad j-té marginalni distribuéni funkce, kde j = 1,... ,nal(z; < ;) =

1, prave tehdy, kdyz z;; < z; a 1(z;; < z;) =0, kdyz z;; > x;.
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Transformaci dochdzi ke zméné zdvislosti mezi nahodnymi vektory, nebot
ﬁ](x), j=1,..., N jsou konstruovany ze vsech datovych vektoru.

Odhad parametru «a je tedy dan vztahem
N
QcovL = argmaxz In{c(Ui,...,Up,a)}.

o i=1

Tato metoda je detailnéji popséna v [9] a [10].
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Kapitola 6

Testy dobré shody

Ptedchozi kapitola byla vénovana vybéru vhodné tiidy kopuly a metodam
nasledného odhadu jejich parametru. Pro zhodnoceni toho, zda je vybér vhodny
¢i naopak, je potieba vysledek testovat. Hypotézou je tedy tvrzeni, ze zavislostni
struktura dat je modelovana urcenou kopulou a parametrem (skaldrnim ¢i vek-
torovym).

Ovéreni lze dosahnout porovnavanim hodnot empirické kopuly a nasim para-
metrickym odhadem kopuly, za predpokladu, ze je dana hypotéza spravna.

V nésledujicim textu budou uvedeny dva nejcastéji pouzivané testy dobré
shody a jejich upravy, které mohou byt vypocitany pomoci parametrického boot-
strapu anebo tzv. multiplikatoru centralni limitni véty. V celé kapitole se omezime
pouze na prvni variantu. Déle bylo cerpano z [2], [25], [28], [32].

V celé sekci je uvazovana nésledujici situace: Necht je ddn ndhodny vybér
tvoieny spojitymi ndhodnymi veli¢inami Xi, X, ..., X,, kde n > 2. Déle necht
Fy,Fy, ..., F, jsou jejich jednorozmérné marginalni distribu¢ni funkce a kopula
C popisuje jejich zavislostni strukturu; predstavuje tedy sdruzenou distribuéni
funkci nahodného vektoru U = (Uy, Us, ..., U,), kde U; = F;(X;),Vji=1,2,...,n.

Testujeme hypotézu,
Hy:C €090 ={Cp:0 € O} vs. H; : C # 09,9y ={Cp : 0 € O},

kde ® C RP, p > 1 je parametricky prostor.
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6.1. Cramer von Misesuv test

Hlavnim konceptem Cramer von Misesova testu je porovnani vzdalenosti mezi
GN a Cp,, tedy neparametrickym odhadem kopuly C, a parametrickym odha-
dem vypoc¢itanym pomoci 8y odhadu parametru 6. Protoze casto neni znamo
rozdéleni margindlnich proménnych, lze se vyhnout jejich odhadu vytvorenim
tzv. pseudopozorovani zavislych na potadi jednotlivych pozorovani.

Necht je ddno N > 2 nezavislych kopif vektoru X, to znamend, Ze nahodné
vektory X; = (Xi1,... Xin),- -, Xy = (Xn1, .- Xnn) jsou nezavislé a stejné
rozdélené, a Fyq,...Fy, jsou empirické distribucni funkce svych teoretickych
protéjsku £y, Fy, ..., F,. Nejprve je potifeba urcit soubor pseudopozorovani, ktery
vznikne transformaci uzitim empirickych distribuc¢nich funkeci, tedy

~

ﬁi:(Uily-‘-uﬁi ):(NLH-Fd(Xﬂ)a o n(in))7VZ€177N7

y N+1— ¢

~

kde nahodné veliciny (N + 1)U;;,5 € {1,...,n} znadi pofadi pozorovani X;;
v souboru {Xy;,..., Xn;}

Preskalovani NLH je pouzito proto, aby nedochazelo k numerickym obtizim
v pripadé, ze pii vypoctu parametru hustoty kopuly je pouzito pseudopozorovani
lezici na hranici (0,1)" = (0,1) x ... x (0,1). Vzhledem k invarianci kopuly
v pripadé rostoucich transformaci lze jisté tvrdit, ze nebude mit vliv na limitni
chovéani empirické kopuly.

Nové vznikld pseudopozorovéani jiz nejsou nezévisld, nebot byla generovana
pozorovanimi ze vSech vektoru obsazenych ve vybéru, a jsou priblizné rovnomérné

rozdélena na intervalu (0,1). Empirickou kopulu lze vyjadiit neparametrickym

odhadem jako
N 1

kde j ={1,...,n} a 1(u;; < wu;) =1, prave tehdy, kdyz u;; < uj a 1(u;; < uj) =

0, kdyZ U5 > Uy
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Za platnosti hypotézy Hj lze vypocitat odhady parametru kopuly z vytvore-
ného pseudopozorovani pomoci metod maximalni vérohodnosti, viz kapitola 5.
Testovaci statistika hypotézy Hy je zalozend na zkoumdni vzdélenosti (vyjadient
pomoci L? normy) mezi 6]\/ a Cp,. Tuto normu vsak lze také nahradit jinymi
normami ¢i jinou simula¢ni metodou napft. tzv. Rosenblattovou transformaci.
Toto zobrazeni poskytuje jednoduchou cestu, jak lze ndhodny vektor s danou
distribuéni funkei, rozlozit na vzajemné nezavislé a rovnomérné rozdélené kom-
ponenty. Vice informaci o této metodé viz [2] a[3].

Predpis testovaci statistiky Cramer von Misesova testu je dan

Sy=N [ {Cxn(u,...,un) Coyl(tr,. .., u)}>dCx(us,. .. uy) =

(0,1)"

~ ~

= Zé\;l{aN((/jila Sy Uz‘n) *CeN(Uﬂ, ) ﬁm)}Q

Odchylky mezi vsemi pseudopozorovanimi Cxn a Cy, maji stejné vahy, a tudiz
neberou v potaz pozadavek na uprednostiiované chovani zavislostni struktury
v urcitych c¢astech distribuce. V ptipadé, Ze je potiebné zohlednovat zavislosti
ve chvostech kopuly, bude tedy tento test nerelevantni.

Cely postup Cramer von Mesesova testu prosttednictvim parametrického boot-

strapu naznacime v dalsi podkapitole.

6.1.1. Postup parametrického bootstrapu

Pro velkou hodnotu N* a Vk € {1,..., N*} opakujte nasledujici kroky:

e Profy = Tn(Xq,...,Xy,) generujte N nezavislych pozorovén{ ﬁl,k, . ,I/:TNJC

z distribuce Cp, .

e Vypocitejte §N7k = TN(ﬁl,k, . ,ﬁn,k), a necht Yu € R»
. 1M
CNJC(U) = Z ]-(Uz,k S l,l).

o Sni=P(Gh ), kde G5, = VN(Cny — Coy,)-
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Predpokladame, ze pro velké hodnoty Sy zamitame hypotézu Hy. Za splnéni
predpokladu regularity je p-hodnota pro test rovna

N*

ZI(SMk > SN)

k=1

1
N*

p:

U této metody je potieba si uvédomit, ze s rustem datového souboru se velmi
navysuje spocetni narocnost, nebot v jednotlivych iteracich potfebujeme genero-

vat hodnoty z nafitované kopuly, ale také odhadnout parametr kopuly.

6.2. Anderson - Darlingtv test

Alternativnim testem dobré shody, ktery vsak zohlednuje vahy chvostu, je

Andersen-Darlingtiv test. Jeho testovaci statistika je dana vztahem

. 2
On(uq, ... uy)—Coy (g, .. up) ~
Ry =N N dC e Up),

N / <<C€N(U1,...,U/n){1—CGN(Ul,...7Un>}+Cm)m N(U1 " )

o,1)"

obsahujicim odhad 0 vektoru parametru 6 a ladici parametry m > 0 a (,, > 0.
Piitom Cy je z podstaty empirického (skokového) tvaru kopuly diskrétni mira.

Jestlize je ladici parametr m = 0, Andersen-Darlingova a Cramer von Mise-
sova statistika si budou rovny, tedy Ry = Sy. Pro m > 0 lze ladit nesrovnalosti
chvosttt mezi Oy a Cy,, tedy v bodech 61, - ,ij, kde Cy, (1-Cy, ) je blizka 0.

Ladici parametr ¢,, > 0 zajistuje, Ze jmenovatel nebude moc blizko 0, coz by
zapricinilo nesnaze jak v teoretickém, tak praktickém vypoctu.

Nulové hypotéza Ry = 0 zavisi na neznamé hodnoté parametru 6, a proto
je potiebné sestavit algoritmus pro vypocet p-hodnot pro kazdy jeho odhad. Lze
tak ucinit parametrickym bootstrapem uvedenym v ¢asti 6.1.1. Vice informaci

o vlastnostech testu je uvedeno v [11], [20], [27], [28].
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Kapitola 7

Prakticka c¢ast

V této kapitole se zaméiime na aplikaci popsané teorie kopul na konkrétnich
prikladech. Prvni z nich ilustruje aplikaci metody kopul v pfipadé, ze je znam
pouze datovy soubor a je potfeba aproximovat mnohorozmeérnou sdruzenou dis-
tribuéni funkci. Jsou zde porovnavany ruzné tiidy kopul, metody odhadu jejich
parametru a aplikovany vybrané testy dobré shody.

V druhé kapitole je struéné nastinéna problematika hodnoceni fina¢nich de-
rivatu CDO, jiz se metoda kopul nechvalné proslavila. Je ukazan zjednoduseny
postup modelovani doby do defaultu a nasledné jsou diskutovany vysledky ohod-
noceni této obligace. Podrobné principy uzitého modelu lze najit v [0], [22], [29]
a [34].

K modelovani obou piikladu bylo pouzito softwaru R, konkrétné knihovny
copula a fitdistrplus. Knihovna copula byla specidlné vytvorena pro tvorbu kopul,

jejich modelovani a simulace rozdéleni jejich uzitimi, viz [19], [27], [12].

7.1. Aplikace modelovani kopul na realnych da-
tech

Jako prvni prakticky priklad uvedeme modelovani kopuly na realnych datech.
Nasim hlavnim tkolem je aproximace sdruzené distribuéni funkce pomoci nalezeni
vhodného typu kopuly.

Data, ktera byla zkoumana, jsou slozena ze tii casovych fad hodnot akcii
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na burze Dow Jones, predstavujici denni vynosnost akcii spolecnosti Intel (ozn.
X1), Microsoft (ozn. X5) a General Electrics (ozn. X3) v ¢asovém horizontu 5 let
(1996-2000). Dohromady se jedna o 1262 pozorovani hodnoty kazdé akcie. Datovy
soubor lze nalézt v programu R v knihovné copula pod ndzvem rdj. Vybér prvnich

deseti pozorovani je uveden na obrazku 7.1.

W

=

=8
[y

Date INTC MSFT GE
1996-01-03 -0.0150378774 -0.0325598781 0.0016924128
1996-01-04 -0.0043403997 0.0057388835 -0.0119494265
1996-01-05 0.0000000000 -0.0115108920 0.0017182207
1996-01-08 0.0021655766 -0.0014551794 0.0068351939
1996-01-09 -0.0466230967 -0.0728E815171 -0.0096277539
1996-01-10 -0.0160371340 0.0269205196 -0.0321196242
1996-01-11 0.0495681817 0.0503017280 0.0017761609
1996-01-12 -0.0044073224 -0.0101453979 -0.0035554822
1996-01-15 -0.0591060833 -0.0386424574 0.0000000000

0 1996-01-16 0.0435328780 0.0459023042 0.0088565039

oo hown w2

Obrézek 7.1: Vzorek datového souboru slozeného z hodnot vynosnosti akcii
spolecnosti Intel (INTC), Microsoft (MCSF) a General Electrics (GE).

Prvnim tkolem je prozkoumat chovani jednotlivych vynosovych kiivek kazdé
ze spolecnosti, které predstavuji realizace nahodnych velicin X7, X; a X3. Pro
tuto analyzu se vyuziva identifikace vhodného rozdéleni pravdépodobnosti vy-
nosnosti kazdé akcie. Obdrzime (empirické) jednorozmérné marginalni distribuéni
funkce, které nasledné otestujeme pomoci nékolika metod a vybereme nejvhodnéjsi
typ distribucni funkce piislusné ndhodné veliciny. Zakladni ¢iselné charakteristiky

jsou uvedeny v tabulce 7.1.

Arit. prumér | Smér. odchylka | Sikmost | Spic¢atost

INTL 0,0011 0,0302 20,5860 | 5,1106
MCFT 0,0011 0,0253 20,3016 | 5,4941
GE 0,0011 0,0183 20,0051 | 1,1800

Tabulka 7.1: Zakladni ¢iselné charakteristiky (aritmeticky prumér, smérodatna
odchylka, sikmost a $picatost) vynosovych kiivek.

Vzhledem k povaze dat budeme uvazovat pouze takové spojité distribucni
funkce, které umoznuji hodnotdm z intervalu (—oo, 0) nabyvat kladnych hodnot.

Budeme tedy uvazovat normalni, logistické a Cauchyovo rozdéleni.
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Pro kazdé z téchto rozdéleni byly metodou maximélni vérohodnosti odhadnuty
parametry a nasledné jsme zkoumali, ktera distribu¢ni funkce byla pro danou
vynosovou kfivku nejvhodnéjsi.

Prvni testovaci metodou bylo grafické zndzornéni empirické a teoretickych dis-
tribu¢nich funkci viz obrazek 7.2. Dle tohoto zobrazeni se zdd, ze distribucemi,
které nejlépe popisuji data Intelu, jsou distribu¢ni funkce logistického rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem polohy 0,0015 a parametrem méritka 0,0161
a distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni s parametry stfedni hodnoty 0,0011

a rozptylem 0,0302. Kterd z téchto distribuénich funkei je nejvhodnéjsi, otestu-

Histogram a teoretickeé Empiricka a teoreticka
hustoty distribucni funkce
& 7 o |
—— Normal ,"l -
- - Cauchy N o |
L Logis N B ©
o
c
B S 2 -
g 24 g °
@ o
O (] <
° o
o
L o o
N
O = mwrm e m——— - O |g------
T T T 1 e T T T T
-0.2 -0.1 0.0 0.1 -0.2 -0.1 0.0 0.1
Hodnota akcie Hodnota akcie

Obrézek 7.2: Porovnavani empirické distribu¢ni funkce vynosové kiivky akcii In-
telu s distribuéni funkei normalniho rozdéleni s parametry (0,0011; 0,0302), dis-
tribuéni funkci Cauchyova rozdéleni s parametry (0,0014; 0,0163) a distribuéni
funkei logistického rozdéleni s parametry (0,0015; 0,0161).

jeme prostfednictvim dalsich statistickych testu ziskanych pomoci funkce gofs-
tat v R, viz obrazek 7.3. Jsou zde uvedeny tii statistické testy: Kolmogoroviv-
Smirnovuv test, Cramer von Misestuv test a Anderson-Darlingtuv test, které jsou
blize popsané v [38] a dvé statisticka kritéria: Akaikeho, resp. Bayesovo informaén{
kritérium, znacené AIC, resp. BIC. Pro obé tato kritéria plati, ze ¢im nizsi je jejich

hodnota, tim 1épe distribuc¢ni funkce popisuje data.

59



Na obrazku 7.3 jsou zluté zvyraznény ty hodnoty testovacich statistik, pro
které na hladiné 0,05 nezamitame hypotézu, ze ndhodnd veli¢ina mé dané rozdéleni
pravdépodobnosti a zelené jsou zvyraznény nejmensi hodnoty testovacich kritérii.
Lze vidét, ze nejvhodnéjsi se zda byt distribucni funkce logistického rozdéleni

s parametry 0,0015 a 0,0161.

Goodness-of -fit statistics
Normal Cauchy Logis
Kolmogorov-smirnov statistic 0.04686213 0.06598831 0.01487581
Cramer-von Mises statistic 0.66741015 1.25374827 0.04725753
Anderson-Dar1ing statistic  4.94784104 14.45666626 0.47534907
Goodness-of-fit criteria
Normal Cauchy Logis

Akaike's Information Criterion -5245.379 -5032.045 =5353. 870
Bayesian Information Criterion -5235.098 -5021.764 S5Z430SED

Obréazek 7.3: Hodnoty testovych statistik a kritérii udavajici, zda distribuéni
funkce normalniho, Cauchyova ¢i logistického rozdéleni je vhodnou aproximaci
empirické distribuéni funkce vynosu akcii Intelu.

Podobné byly zkoumény i vynosy akcii Microsoftu a General Electrics, viz
obrazky 7.9, 7.10 a obrazky 7.11, 7.12 uvedené v Dodatku. Také pro modelovani
téchto vynosu byly vybrany distribuc¢ni funkce logistického rozdéleni.

Dalsim tkolem je vybér vhodné kopuly popisujici zavislostni strukturu mezi
daty. Vhodna kopula by méla ctit dosavadni zavislosti mezi jednotlivymi akciemi,

které jsou popsany Spearmanovymi korela¢nimi koeficienty (viz obrézek 7.4).

= cor{x,method="spearman’)

INTC MSFT GE
INTC 1.0000000 0.5688595 0. 3364263
MSFT 0. 53688595 1.0000000 0. 3994784
GE 0.3364263 0.3994784 1. 0000000

Obrazek 7.4: Matice Spearmanovych korela¢nich koeficientu datového souboru.

Déle byl vypocitan test radidlni symetrie dle postupu uvedeného v kapi-
tole 4. Hypotéza o symetrii empirické kopuly nebyla na zédkladé testovaci statis-
tiky @, = 0,0518 a p-hodnoty 0,5559 zamitnuta. Je tedy vhodné uvazovat, ze

symetrické kopuly budou 1épe aproximovat danou zavislostni strukturu.
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Navic koeficienty zavislosti chvostu empirické kopuly, uvedené na obrazku 7.5,

ukazuji, ze je vhodné uvazovat rodinu kopul, jenz je ve svych chvostech zavisla.

$Tower Supper
[.1] [,2] [,3]

[1,] 1.00000 0.1134200 0.0000000

[2,] 0.11342 1.0000000 0.2028493

[3,] 0.00000 0.2028493 1.0000000

[,1] [.2] [.3]
[1,] 1.0000000 0.28970624 0.18434044
[2,] 0.2897062 1.00000000 0.06539645
[3,] 0.1843404 0.06539645 1.00000000

Obrazek 7.5: Matice korela¢nich koeficientu zavislosti dolnich (vlevo) a hornich
(vpravo) chvostu datového souboru.

Na zékladé interpretace uvedenych charakteristik lze predbézné usoudit, ze
Studentova t-kopula bude dobfe aproximovat empirickou kopulu datového sou-
boru. Abychom toto tvrzeni ovérili, porovnavame miru shody puvodni zavislostni
struktury a nasledujicich rodin kopul: Claytonovy, Gumbelovy, Frankovy, Gaussovy
a jiz zminéné Studentovy.

Zmame-li predpis kopuly, je potiebné co nejlépe odhadnout jeji parametry
z datového souboru. Za timto ucelem byly vybrany dvé metody: inference mar-
ginanich distribuci a metoda maximalni pseudovérohodnosti. Metodu iplné maxi-
maln{ vérohodnosti jsme pro jeji vypocetni narocnost neuvazovali. Popis a pouziti
téchto metod nalezneme v kapitole 5. V tabulce 7.2 jsou uvedeny vysledné odhady

parametri. Kopulu, kterd nejvice vyhovuje datovému souboru, vybereme pro-

H IFM CML H
Claytonova 0,4999 0,5857
Frankova 2,887 2,867
Gumbelova 1,366 1,368
Gaussova 0,5646; 0,3256; 0,388 0,5781; 0,34; 0,4017
Studentova | 0,5828; 0,3599 ; 0,4265 | 0,5877; 0,3593; 0,4225
v=28,29 v = 6,502

Tabulka 7.2: Odhady parametru Gumbelovy, Claytonovy, Frankovy, Gaussovy
a Studentovy kopuly prostfednictvim inference marginalnich distribuci (IFM)
a kanonické metody maximalni vérohodnosti (CML).

sttednictvim testu dobré shody a hodnot vérohodnostnich funkci, kdy testujeme

vSech pét tiid kopul a jejich ptislusné odhadnuté parametry.
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Testy, které za timto ucelem byly vybrany, jsou Cramer von Misesuv test
(s hodnotou testovaci statistiky Sxy) a Anderson-Darlinguv test (s hodnotou
statistiky Ry ), ktery, na rozdil od Sy, zduraznuje rozdily v zavislosti chvostu
prostfednictvim parametru (,, = 3. Navic byly vypoc¢itany hodnoty log-véro-
hodnostni funkce (LL) dané kopuly. Cim vyssi hodnota tohoto kriteria, tim lépe
model odpovida puvodnim datum.

Tabulky 7.3 a 7.4 uvadi hodnoty jednotlivych testu a prislusnych p-hodnot
pro kopuly s odhadnutymi parametry metodou maximalni pseudovérohodnosti,
resp. inference marginalnich distribuci. Ackoliv ddvaji obé metody odhadu pa-
rametru podobné vysledky, je zfejmé, ze CML je dle kritéria log-vérohodnosti
vhodnéjsi.

Kopulami, jez nebyly na hladiné o = 0,05 zamitnuty zadnym testem, jsou
obé Studentovy t-kopuly a Gaussova kopula s parametry 0,5781,0,34 a 0,4017.
Na zékladé LL kritéria je uprednostnovana Studentova t-kopula s parametry
6 = (0,5877; 0,3593;0,4225) a stupném volnosti ¥ = 6,502, a proto ji pfijmeme

jako pro nés nejvhodnéjsi.

Druh kopuly LL SN Ry
statistika | p-hodnota | statistika | p-hodnota

Gauss 375,7080 | 0,0137 0,0347 0,0137 0,0347
Gumbel | 294,5982 | 0,3607 0,0050 0,1154 0,0050
Frank 323,3839 | 0,1408 0,0050 0,0447 0,0050
Student | 419,2701 | 0,0406 0,0545 0,0145 0,0248
Clayton | 273,9629 | 0,8812 0,0050 0,2742 0,0050

Tabulka 7.3: Testy dobré shody pro Gaussovu, Gumbelovu, Frankovu, Studentovu
a Claytonovu kopulu s parametry odhadnutymi metodou CML.

Poslednim a findlnim tkolem je vytvofeni mnohorozmérné simultanni dis-
tribu¢ni funkce. To provedeme spojenim ptislusnych marginalnich distribu¢nich
funkei X7 ~ Log(0,0015;0,0161), X5 ~ Log(0,0012;0,0124) a X3 ~ Log(0,0011;
0,0101) se Studentovou kopulou tg 502(0, 5877; 0, 3593; 0, 4225). V softwaru R lze
pro tento proces vyuzit funkce muwdc.

K posouzeni vhodnosti modelované sdruzené distribucni funkce jsme vyuzili
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Druh kopuly LL Sn R,
statistika | p-hodnota | statistika | p-hodnota

Gauss 364,4283 | 0,0436 0,0248 0,0137 0,0545
Gumbel 291,7988 | 0,3607 0,0050 0,1154 0,0050
Frank 322,6404 | 0,1408 0,0050 0,0447 0,0050
Student 407,5654 | 10,0406 0,0446 0,0145 0,0347
Clayton 236,3491 | 0,8812 0,0050 0,2742 0,0050

Tabulka 7.4: Testy dobré shody pro Gaussovu, Gumbelovu, Frankovu, Studentovu
a Claytonovu kopulu s parametry odhadnutymi metodou IFM.

grafickou metodu. Z nové simultanni distribuce bylo vygenerovano 1262 po-
zorovani a ty byly nasledné zobrazeny do grafu puvodnich pozorovani, viz obrazek

7.6. Vidime, ze data relativné dobfe popisuji pfevaznou ¢ast puvodnich dat.
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Obrézek 7.6: 3D graf ptuvodnich dat (¢erné) a 1262 pozorovéni vygenerovanych
z vytvorené simultanni distribuéni funkce (modré).

7.2. Hodnoceni CDO

Pti popisu modelovani hodnoceni CDO budeme ¢erpat z nasledujici literatury:

141, 91, 161, [13], 122, [23], [31] a [34].

Nezajistéené dluhové obligace (neboli CDO) jsou finanéni derivéty, jejichz
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hlavni podstatou je diverzifikace rizika ruznych finanénich aktiv (aveéry, hypotéky,
jind CDO) mezi vértitele s odlisnymi preferen¢nimi stupni rizika.

Vydavatel CDO vybira na zakladé danych kritérii portfolio dluhovych pohle-
davek, jez tvori rizikovou strukturu CDO, a dle této struktury vydava dluhopisy
(na rozdil od tradi¢nich cennych papiru) s ruznou rizikovou mirou a vynosem
tzv. ,transe®“. Plati, ze ¢im je transe rizikovéjsi, tim vyssi vynos slibuje. Jejich

druhy se nejcastéji déli na:
e ckvitni: nejrizikoveéjsi s nejvyssi mirou vynosu,
e mezaninové,

e seniorni: nejméné rizikova s nejmensim urokovym procentem.

Vyplaty probihaji na zakladé tzv. principu vodopadu, kdy je nejprve vyplacen
vynos seniorni transi, poté mezaninové a nakonec ekvitni. Dojde-li k preruseni
finan¢niho toku nékterého z aktiv, prvnimu, komu nebude vyplacena vyplata
v celé své vysi, budou majitelé ekvitni transe. V ptipadé, ze ekvitni transe nebude
stacCit na pokryti ztraty, odebere se odpovidajici ¢ast vyplaty mezaninové transi
atd.

Néazorny ptiklad modelovani a ohodnocovani transi nezajisténych dluhovych
obligaci uvadime dale. Tento proces lze rozdélit na dvé na sebe navazujici casti.
Prvni ¢ast se skladd z urceni sdruzené distribucni funkce, jejiz marginalni dis-
tribu¢ni funkce jsou tzv. kreditni kfivky, urcené ¢asem do defaultu jednotlivych
aktiv z podkladového portfolia. Cést druhd se poté zabyva samotnym ohodno-
covanim jednotlivych transi.

Pfedpoklddejme, Ze mame portfolio n aktiv a necht spojité ndhodné veliciny
Zy, ..., 4y, predstavuji prislusné doby do defaultu, tedy tu dobu ¢ > 0, za kterou
jiz nebude dluznik (emitent aktiva) schopen spldcet své zavazky. Pak 1ze dle [29]
definovat pravdépodobnostni rozdéleni selhani financ¢niho toku v daném roce,
tedy kreditni krivky, prostrednictvim distribu¢nich funkci téchto nahodnych velicin.

Uvazujme dluhopis A a necht je ddna funkce
H(t)=P(Za <t),t>0.
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Dle vztahu (2.2) lze funkci preziti, kterd udava pravdépodobnost, ze firma, emi-

tujici toto aktivum, nedefaultuje alespon do casu ¢, definovat vztahem

H=1—H(x)=P(Z4y>1t),t>0.
Déle definujeme symboly
e = P(Za—x <t|Zy>zx),t>0,

e =1—4Gs = P(Za—x>1|Z4 >1x),t>0.

Necht ¢t = 1 a m > 1. Posloupnost qq, g1, . . . , ¢, danou pravdépodobnostmi de-
faultu dluhopisu A v roce x za podminky, ze tak neucinil do zac¢atku roku x, kde
x€{0,1,...,m}, tj.

Go=P(Zy—2<1|Z4s>x),

oznacujeme jako kreditni k¥ivku pro diskrétni modely.

Strukturu mér defaulti, potfebnou pro modelovani kreditnich kiivek, 1ze dle
(0] ziskat tFemi zpusoby: z historickych dat defaultu firem publikovanych ratin-
govymi agenturami, Mertonovym opcénim modelem a prostiednictvim trznich cen
dluhopist.

V této praci jsme vyuzili prvni moznosti, tedy dat a informaci poskytnutych
ratingovymi agenturami, konkrétné vazenych prumérnych mér defaultu firem z let
1981-2014. Dané miry se lis{ dle ratingu svych jednotlivych akcii. Ten je dle [3]
vniméan jako hodnoceni schopnosti emitentu dluhovych cennych papiru splacet
své zavazky. Ratingova stupnice je pak dana pismenovou skalou od AAA az do
D, kde hodnoceni AAA znaéi velice nizkou a D skoro jistou pravdépodobnost
defaultu akcie (viz [30]). Po zvoleni ratingu akcie budou jednotlivé ¢leny pos-

loupnosti (az na prvni ¢len, jenz je roven prvni mife defaultu) ddny vztahem

o t+19z — tqx
QZ‘-i-t - -
tPx

kde ;q, jsou vazené prumérné miry defaultu firem v roce x.
Mame-li namodelovany marginalni distribu¢ni funkce, je potiebné obratit

pozornost k jejich vzajemné interakci, nebot v redlném svété lze jen malokdy

65



predpokladat tiplnou nezavislost. Ke zjisténi spoleéné distribucni funkce je tedy
potfebna metoda pro modelovani zavislosti, n-rozmérna kopula. Ta umoznuje se-
strojeni sdruzené distribuéni funkce, ze které je mozné (pomoci simulace Monte
Carlo) nédhodné generovat realizace dob do defaultu vsech podkladovych aktiv
pro dané casové obdobi T'. Metoda Monte Carlo je blize popsana v [39].

V prikladu 7.1 jsme snadno odvodili nejvhodéjsi typ a parametr kopuly pro
dand data pomoci testu dobré shody. V tomto piipadé to vSak tak lehce neptjde,
nebot pouze z marginalnich distribuénich funkei nelze vyéist korelaéni strukturu
mezi jednotlivymi objekty. Je zfejmé, Ze naSe situace nema jednoznacné feseni.

Z tohoto duvodu se autori rozhodli ukéazat, jaky vliv ma vybér kopuly na
kone¢ny vysledek. Nejprve jsme uvazovali tii typy kopul: Gaussovu, kterd je ob-
vykle vyuzivanad pii modelovani CDO, Gumbelovu kopulu, jez je tézka ve svém
hornim chvostu, a Studentovu kopulu, kterad je symetricka a tézka v obou svych
chvostech. Jejich parametry byly nasledné odhadnuty prostiednictvim umeéle vy-
tvorené korela¢ni matice.

V nasem piikladu uvazujeme portfolio slozené z 20 dluhopist, ohodnocenych
ratingem BBB, tedy se stfedné nizkou pravdépodobnosti defaultu za dané ob-
dobi. Dle prumeérnych korpordtnich mér defaultu z let (1981-2014) uvedenych
v tabulce 7.8 jsme urcili, ze lze doby do defaultu jednotlivych aktiv modelo-
vat prostiednictvim exponencidlni distribuéni funkce s odhadnutym parametrem
329,5772 tedy Z; ~ Exp(329,5772), i = (1,...,n).

Déle jsme pro 10000 nezavislych portfolii (tj. N* = 10000) zjistili, kolik
zavazku aktiv z kazdého nebude splaceno za obdobi jednoho roku. Tuto nahodnou
velicinu déle oznacujeme X. Je ziejmé, ze Gaussova, Studentova a Gumbelova
kopula maji vyznamny vliv na zavislostni strukturu mezi dobami selhani, a tudiz
i na vysledné pocty defaultu a ocekdvanou hodnotu CDO.

K tomu, aby vysledky byly porovnatelné, jsme dle praktickych zkuSenosti
popsanych v [31] vytvorili ,umélou* korelacni matici danou Spearmanovymi pg.
Zéavislosti mezi vSemi aktivy jsme pevné stanovili na hodnoté 0,2 a nésledné

jsme hledali odpovidajici parametry kopul, které by nejlépe vystihovaly danou
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zavislostni strukturu prostfednictvim vzdalenosti mezi teoretickou a odhadnutou
korelacni matici. V tabulce 7.5 uvadime vysledné odhadnuté parametry kopul.

Spojenim danych marginalnich funkei a kopuly s uréenym parametrem, jsme poté

H ‘ Gauss ‘ Gumbel ‘ Student H
| 6]02110 | 1,163 |0,2200; v =5 ||

Tabulka 7.5: Odhady parametru Gaussovy, Gumbelovy a Studentovy kopuly.

ziskali n-rozmérnou sdruzenou distribu¢ni funkci, udavajici spoleéné chovani dob
do defaultu podkladovych aktiv.

Néhodné bylo generovano N* vzajemné nezavislych stejné rozdélenych port-
folii s n aktivy (dluhopisy) a byl zaznamenavén pocet defaultu aktiv kazdého
tohoto portfolia. Z vysledku byl vytvoren histogram, udavajici ¢etnosti portfolii
s danymi pocty defaultu. Relativni ¢etnosti poctu defaultu (ptredstavujici zde
odhady prislusnych pravdépodobnosti) vzniknou vydélenim ¢etnosti jednotlivych
pozorovani jejich celkovym poctem.

Histogramy téchto simulaci jsou vykresleny na obrazku 7.7. Je znatelné, ze
jsou pii generovani diky exponencialnimu rozdéleni prikladany vétsi vahy nizsim
hodnotam defaultu. To se projevi na vysledcich jejich o¢ekavanych hodnot, které
jsou rovny v pripadé generovani z Gaussovy, Gumbelovy, resp. Studentovy kopuly
hodnotam 3,6736, 3,6312, resp. 3,6391, tedy neschopnosti splacet priblizné ctyt
firem za dané obdobi, a ve velice malé Sanci, ze vSichni dluznici defaultuji.

Zatimco Gaussova a Studentova kopula maji podobné rozlozeni ¢etnosti poctu
defaultu, histogram Gumbelovy kopuly se vyrazné lisi predevsim v pravdépodob-
nosti vyskytu vice jak 14 defaultu v portfoliu (P(X < 14) = 0), a také v nizsi
Spicatosti rozdéleni pravdépodobnosti poctu defaulti.

Jedinou kopulou, jenz vykazuje jistou (malou) pravdépodobnost, ze by vSechny
financni toky mohly selhat, je Studentova kopula. Jeji tézké chvosty zajistuji, ze
bude bran zretel i na extrémni piripady.

Empirické rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je uvedeno v Do-

datku v tabulkach 7.9, 7.10 a 7.11.
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Pravdepodobnost defaultu (x) dluhopisu Pravdepodobnost defaultu (x) dluhopisu Pravdepodobnost defaultu (x) dluhopisu
(Gaussovska kopula) (Gumbelova kopula) (t-kopula)
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Obrazek 7.7: Histogramy cetnosti portfolii s danymi dobami defaultu ziskané
generovanim z Gaussovy (vlevo), Gumbelovy (uprostied) a Studentovy kopuly
(vpravo).

Nasledné se zaméfime na nastinéni ohodnocovani transi CDO a ukézeme, jak
nami vybrany typ kopuly muze ovlivnit prislusné ocekavané vynosy. K odhadu
ocekavané hodnoty CDO je potiebné znat celkovou hodnotu portfolia a rozlozeni
transi. Fiktivni portfolio, které uvazujeme nize, bude mit hodnotu 20 K¢. Transe,
jimz budou ptidéleny vynosy prostiednictvim principu vodopéadu, jsou stanoveny

procentualnimi podily z celého portfolia aktiv uvedenymi v tabulce 7.6. Dale

H ‘ Ekvitni ‘ Mezaninova ‘ Seniorni H
| |

(%] 0-5 [ 5-20 [ 20-80 |

Tabulka 7.6: Struktura transi fiktivniho CDO.

je potiebné odhadnout miru nahrady, kterou lze vymoci v ptipadé, ze dluznik
neni schopen splatit své zavazky, a infla¢cni mira. Dle praktickych zkuSenosti se
oby¢ejné uvadi mira navratnosti M = 0,2. Vzhledem k relativné kratkému obdobi
jednoho roku bude uvazovana nulova inflacni mira.

V pripadé, ze nominalni hodnota kazdé akcie je 1 K¢, bude ocekavana hodnota
(OH(t)) kazdé transe vypocitana vztahem

N* 20

OH(t) =57z 30 3 Mi(t)- Vi)

i=1 j=1

kdei={1,...,N*},j ={1,...,20} asymbol M;;(T) znaci miru ndvratnosti j-té

akcie i-tého portfolia v roce T, tedy hodnotu 1 v piipadé, ze v daném portfilu
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J-ty dluznik nedefaultuje v roce T', anebo 0,2 kdyz defaultuje. N;;(T) se rovnd

hodnoté 1 v piipadé, Ze je realizace doby do splatnosti vyssi nez 17" a 0 jinak.
Na zakladé simulace jsme pro kazdy typ kopul obdrzeli histogramy uvedené

v Dodatku na obrézcich 7.13, 7.14 a 7.15, udavajici vynosy jednotlivych transi

a nasledné jsme vypocitali jejich ocekavané hodnoty, viz tabulka 7.7.

H ‘ Ekvitni ‘ Mezaninové | Seniorni H

Gauss | 0,1207 1,2629 | 13,6508
Gumbel | 0,1766 1,1710 | 13,5288
Student | 0,1754 1,4030 | 13,4889

Tabulka 7.7: Oc¢ekavané hodnoty vynosu ekvitni, mezaninové a seniorni transe
modelované Gaussovou, Gumbelovou a Studentovou kopulou.

Lze vidét, ze ekvitni tranSe generovand prostiednictvim Gumbelovy kopuly
ma nejvyssi ocekavanou vynosnost, ocekavana hodnota vynosu pro mezaninovou
transi je nejvyssi u modelu generovaného Studentovou kopulou a Gaussova kopula
vykazuje nejvyssi vyplatu seniorni transe. Zda se, ze zavislosti v chvostech maji
velky vliv na uvedené ocekavané hodnoty. Pripominame, ze Gaussova kopula je
ve svych chvostech nezavisld, a tudiz vykazuje pouze ojedinélé vyskyty extrémnich
hodnot. Gumbelova kopula méa tézky horni chvost, a proto neni modelovano
mnoho pripadu selhéni, a Studentova kopula je soumérné tézka na obou svych
chvostech, coz umozni modelovani vyskytu jak vysokych, tak nizkych extrémnich
hodnot.

Na obréazcich 7.13, 7.14 a 7.15 si je také mozné v§imnout, Ze zatimco ¢etnosti
vynosu seniorni, resp. ekvitni transe, jsou pro vyssi hodnoty rostouci, resp. kle-
sajici, ocekdvand hodnota mezaninové transe je dana hlavné svymi extrémy. Jedna
se o tzv. korela¢ni tismév, ktery je popsan v [5].

K vybéru vhodné kopuly je vsak jesté potifebné znat vhodnou zavislostni
strukturu defaultt mezi pary aktiv. Difve jsme uvazovali stdlou hodnotu 0,2.
Nyni nés zajima, jak by se vysledna oc¢ekavana hodnota transi zménila v piipadé,
ze by puvodni aktiva byla méné diverzifikovana, tedy vzrostla by hodnota pg.

Vytvorili jsme tedy dalsi umélé korelacni matice, jejichz parové korelaéni ko-
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eficienty se v rdmci této matice rovnaly (pro rozdilna aktiva) a vypocitali jsme
prislusné parametry pro jednotlivé typy kopul. Zajimala nas predevsim nezaporna
zavislost podkladovych aktiv. Nasledné jsme postupné ohodnotili vSechny transe

fiktivnitho CDO. Vysledky jsou znazornény v grafu 7.8.

Seniorni transe Mezaninova transe Ekvitni transe

—— Student —— Student
Gauss
Gumbel w

o

— Student
Gauss
- Gumbel

Vynos transe (Kc)
Vynos transe (Kc)

125 13.0 135 14.0 145
Vynos transe (Kc)

00 02 04 06 08 1.0

Parametry zavislosti Parametry zavislosti Parametry zavislosti

Obrazek 7.8: Oc¢ekavané vynosy seniorni, mezaninové a ekvitni transe v zavilosti
na hodnoté pg.

Z grafu je vidét, ze hodnota ekvitni a mezaninové transe se s nizsi diverzifikaci
zvysuje pro vSechny tii typy kopul. Az na portfolia slozené z dokonale zavislych
a nezavislych aktiv, jsou hodnoty ocekavaného vynosu ekvitni transe nejvyssi pro
modely Gumbelovy a Studentovy kopuly, zatimco hodnota vynosu mezaninové
transe je zcela dominovédna modelem generovanym prostrednictvim Studentovy
kopuly.

Klesajici ocekavand hodnota vynosu pro seniorni transi je vsak ponékud komp-
likovanéjsi. Hodnota této transe v piipadé Gumbelovy kopuly, a¢ nejvyssi v ptipadé
nezavislosti aktiv, rychle klesd na nejnizsi. Model Gaussovy kopuly dominuje
oc¢ekavany vynos seniorni transe do bodu, kdy je ps = 0, 6. Také 1ze sledovat, ze
pro vice diverzifikovana aktiva je hodnota vynosu této transe nejvyssi pro kopulu
Studentovu.

Jak jiz bylo zminéno, v piipadé, kdy nejsou znama pfesna historickd data,
a tudiz jednotlivé modely zavislosti nelze posoudit napt. testy dobré shody,
feSeni neni jednozna¢né. Nicméné, na predchozich grafech jsme chtéli znazornit,
ze pokud je vybirana kopula, je vhodné brat v uvahu jak chovani kopul tak

i zavislosti mezi proménnymi.
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Zavérem bychom chtéli poukéazat na nékteré dalsi nedostatky konkrétnéji. Je
zjevné, ze velky pocet uvedenych argumentu drasticky zvysSuje riziko jeho ne-
presnosti ¢i nevhodnosti, a proto se zamérujeme na nejkriti¢téjsi z nich. Upo-
zornujeme, ze nejsou uvazovany chybné ohodnocené ratingy jednotlivych aktiv
a zamérné zneuziti modelu. Déle jsme se zde nevénovali problému tzv. korela¢niho
usmeévu, ktery je blize popsan v [5].

Prvni nedostatek se tyka samotného vybéru podkladového portfolia. V uve-
deném modelu bylo slozeno z 20 aktiv, jejichz pravdépodobnosti defaultu byly
stejné rozdélené dle ratingu BBB. V redlném piipadé jsou vSsak k modelovani
CDO pouzivany ruzné druhy aktiv (dluhopisy, akcie, CDO, atd.) s rozdilnym
ratingem, dobou splatnosti a v daleko vétaim mnozstvi. Clanek [6] uvadi, jak tyto
predpoklady mohou ovlivnit nasledny model. Zde uvedena analyza prokazala, ze
je model velice citlivy na jejich zmény.

Dalsim dulezitym predpokladem je pouzita struktura zavislosti defaultu jed-
notlivych aktiv. Ackoliv jsme v nasem modelu uvedli stejnou miru asociace pro
selhdani vsech paru aktiv, je vhodné predpoklddat, ze v normélni situaci bu-
dou tyto zavislosti rozdilné. To zasadné ovlivni jak vhodny typ, tak vypoctené
parametry kopul.

Ukéazali jsme tak, ze vybér druhu kopuly, modelujiciho zavislosti doby do
defaultu, muze také vyznamné ovlivnit vysledné hodnoty modelu. Tiida pouzité
kopuly musi byt tedy peclivé zvazena na zakladé jejich vlastnosti a predpokladu.

Poslednim zminénym problémem je vypocetni naroénost daného modelu. Po-
kud bude uvazovano portfolio slozené z prukazného vzorku aktiv s ruznymi ra-
tingy (napft. 100) a provedeme simulace Monto Carlo pro 10000 nezavislych po-

zorovani, vypocetni ¢as se mnohondsobné zvysi.
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Zaver

Hlavnim zdmérem této prace bylo seznamit ¢tenare se zakladni teorii a vlast-
nostmi dvou a vicerozmérnych kopul a jejich praktickym vyuzitim.

Toho bylo dosazeno pomoci popisu dané problematiky na dvou prikladech,
pricemz prvni z nich se tykal modelovani kopul na realnych datech a druhy z nich
znazornoval fiktivni model ohodnocovani CDO. Pti feSeni praktickych ptikladu
bylo vyuzito softwaru R, konkrétné knihovny copula.

Tematika kopul je jedna z velice diskutovanych, a dle autorky také velice
zajimavych, matematickych teorii. V poslednich letech vzniklo mnoho (pfevazné
anglickych) ¢lanku, které se zabyvaji jak jejimi teoretickymi poznatky, tak prak-
tickymi aplikacemi. Témi je predevsim mysleno jejich pouziti pfi modelovani
CDO.

Diky tomuto ,boomu‘ narazila autorka béhem psani této prace na nékolik
problému. Prvni z nich byl, jak jiz to u odbornych clanku byva, prekladatelsky.
Nékteré nazvy matematickych metod, které se vyskytuji v teorii kopul, jesté
nebyly prelozeny do ¢eského jazyka (nebo ndmi alespon nebyly objeveny).

Dalsim ofiskem byl vybér dat a piikladu pouziti kopul. Jak jiz bylo zminéno,
ohodnocovani a ratingu CDO se jiz vénovalo spoustu autoru, ktefi poukazo-
vali na piinosy, avSak i na slaba mista téchto finan¢énich derivatu. Navic mod-
ely CDO prosly po finanéni krizi, ktera se jim z casti kladla za vinu, dalsimi
zménami. Vzhledem k nejednoznacnosti modelovani CDO pomoci kopul, a tudiz
k nemoznosti jistého vysledku, se autorka rozhodla praktickou ¢ast rozdélit na
dvé casti.

Prvni (exaktnéjsi) ¢ast byla zameéfena na situaci, kdy je ddn soubor finanénich
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dat. Na nich byl pfedveden optimalni postup modelovani mnohorozmeérné dis-
tribuéni funkce pomoci kopul. Byly zde porovnany dvé metody odhadu parametru
(IFM a CML). Ukézalo se, ze ackoliv byly odhady parametru pro obé, metody
podobné, metoda maximalni pseudovérohodnosti 1épe aproximovala datovy sou-
bor. Rodinou, kterd nejlépe popisovala puvodni soubor, byla Studentova t-kopula.

Druha ¢ast se jiz zamérovala na modelovani nezajisténé dluhové obligace. Tato
cast prace méla poukazat na jeho zakladni milniky a tdskali. Hlavnim tkolem
nebylo vybrani vhodné kopuly, ale spiSe znazornéni, jak jednotlivé typy kopul
mohou ovlivnit celé ocenéni transi CDO.

Je ziejmé, ze pokud uzivatel nerozumi dané problematice ¢i model Spatné
specifikuje, muze obdrzet nerelevantni vysledky. Bylo by tedy vhodné, podobné
jako v prvnim pftikladu, nejprve otestovat jednotlivé typy kopul a zjistit, ktery
je nejvhodnéjsi. Bohuzel to vétsinou neni mozné, nebot jsou CDO pii své tvorbé
nejprve modelovany fiktivnimi aktivy a svou opravdovou strukturu nabyvaji az
po emitaci transi, pripadné se béhem své zivotnosti jesté méni. Tvirce modelu je

tedy odkazan na své odborné znalosti a notnou davku predpokladu.
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Dodatek

Priklad 1: Aplikace modelovani kopul na realnych
datech

Empiricka a teoreticka
distribucni funkce
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Obréazek 7.9: Porovnavani empirické distribu¢ni funkce vynosové kiivky Mi-
crosoftu s distribuénimi funkcemi normalniho rozdéleni pravdépodobnosti
s parametry (0,0011; 0,025), Cauchyova rozdéleni pravdépodobnosti s parametry
(0,0004; 0,0131) a logistického rozdéleni pravdépodobnosti s parametry (0,0012;
0,0124).
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Goodness-of-fit statistics

Normal Cauchy Logis
kKolmogorov-smirnov statistic 0.0503882 0.06468534 0.02001198
Cramer-von Mises statistic 0.9450912 1.07980082 0.0863477
Anderson-Darling statistic 5.9938209 12.87105486 0.56247544

Goodness-of-fit criteria

MNormal Cauchy Logis
Akaike’'s Information Criterion -5691.439 -5527.796 SEELTNEEE
Bayesian Information Criterjon -5681.158 -5517.515

Obrazek 7.10: Hodnoty testovacich statistik a kritérii udavajici, zda distribuéni
funkce normaéalntho, Cauchyova a logistického rozdéleni je vhodnou aproximaci
empirické distribucni funkce vynosu akcii Microsoftu.

Empiricka a teoreticka

distribucni funkce
o _|
N — Normal
- ---- Cauchy
o Logis
(e}
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Obrazek 7.11: Porovnavani empirické distribucni funkce vynosové kiivky Gen-
eral Electrics s distribu¢nimi funkcemi normalniho rozdéleni pravdépodobnosti
s parametry (0,0011; 0,0182), Cauchyova rozdéleni pravdépodobnosti s parametry
(0,0008; 0,0104) a logistického rozdéleni pravdépodobnosti s parametry (0,0011;
0,0101).
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Goodness-of -fit statistics

Mormal Cauchy Logis
Kolmogorov-smirnov statistic 0.0340322 0.06947837 0.01907169
Cramer-von Mises statistic 0.2563692 1.37371847 0.07994654
Anderson-Darling statistic  2.0786294 15.50562877 0.54369191

Goodness-of-fit criteria

Normal Cauchy Logis
Akaike's Information Criterion -6520.705 -6189.758 -0557.80
Bayesian Information Criterion -6510.424 -6179.478 EESd7N5E

Obrazek 7.12: Hodnoty testovacich statistik a kritérii udavajici, zda distribucni
funkce norméalniho, Cauchyova a logistického rozdéleni je vhodnou aproximaci
empirické distribu¢ni funkce vynosu akcii General Electrics.

Priklad 2

Roky | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10
0,2 | 0,57 | 0,96 | 1,46 | 1,95 | 2,43 | 2,84 | 3,26 | 3,66 | 4,06
Roky | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
449 | 484 | 5,17 | 55 | 5,84

Tabulka 7.8: Prumérné kumulativni miry defaultu firem (v %) dané ratingem
BBB (1981-2014), viz [30].

# defaultu 0 1 2 3 4 5 6
P(X <) | 0,1207 | 0,1555 | 0,1471 | 0,1401 | 0,1136 | 0,0896 | 0,0649
# defaultu 7 8 9 10 11 12 13
P(X <) | 0,0485 | 0,0378 | 0,0299 | 0,0187 | 0,0129 | 0,0096 | 0,0043
# defaultu 14 15 16 17 18 19 20
P(X <=x) {0,0038 | 0,0012 | 0,0014 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0001 | 0.0000

Tabulka 7.9: Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X generované
z Gaussovy kopuly.
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# defaultu 0 1 2 3 4 5 6
P(X <=x) |0,1766 | 0,1030 | 0,1076 | 0,1170 | 0,1227 | 0,1139 | 0,0961

# defaultu 7 8 9 10 11 12 13
P(X <) | 0,0662 | 0,0464 | 0,0272 | 0,0144 | 0,0062 | 0,0017 | 0,0009
# defaultu 14 15 16 17 18 19 20

P(X <) | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

Tabulka 7.10: Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X generované
z Gumbelovy kopuly.

# defaultu 0 1 2 3 4 5 6
P(X <=x) |0,1754 | 0,1612 | 0,1418 | 0,1096 | 0,0886 | 0,0775 | 0,0596

# defaultu 7 8 9 10 11 12 13
P(X <z) | 0,0472 | 0,0351 | 0,0286 | 0,0237 | 0,0153 | 0,0131 | 0,0082

# defaultu 14 15 16 17 18 19 20
P(X <z) | 0,0068 | 0,0040 | 0,0017 | 0,0015 | 0,0006 | 0,0004 | 0.0001

Tabulka 7.11: Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X generované ze Stu-
dentovy kopuly.

Pravdepodobnost vynosu (x)Kc Pravdepodobnost vynosu (x)Kc
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Obréazek 7.13: Histogramy vynosu akcii kazdé transe za dané obdobi modelované
prostiednictvim Gaussovy kopuly.
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Obrézek 7.14: Histogramy vynosu akcii kazdé transe za dané obdobi modelované
prostrednictvim Gumbelovy kopuly.
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Obrazek 7.15: Histogramy vynosu akcii kazdé transe za dané obdobi modelované
prostiednictvim Studentovy kopuly.
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