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Anotace

Tato bakalarska prace se vénuje fesenim prikladi na hledéani extrémut funkci vice
proménnych. Cilem je nejprve shrnout teorii, ve které jsou odivodnény jednotlivé
obecné kroky vyuzité v reSenych prikladech. Dalsim cilem je ukézat reseni na ruz-
nych prikladech a také rtizné postupy reseni soustav nelinearnich rovnic. Poslednim
cilem je shrnout vyuzivané metody, které slouzi pro feseni a snizeni obtiZznosti
téchto soustav.

Nékteré z prikladi obsahuji kroky, kde selhava obecny postup. U takovych
prikladt je navrzen vlastni postup, odlisny od obecného. Tato bakalarska préace vy-
uziva znalosti predevsim matematické analyzy a algebry, které logicky predchézeji
tomuto tématu.

Klicova slova

funkce, rovnice, soustava rovnic, derivace, parcialni derivace, matice, determinant,
hessian, stacionarni bod, extrém



Annotation

This bachelor’s thesis deals with solving exercises on finding extremes of functions of
several variables. One of the aims of this work is to sum up the theory in which are
described and justified general steps used in the exercises. Another aim is to show
solutions step by step on variable examples and also to show variable methods
when solving system of nonlinear equations. The last of aims is to sum up used me-
thods, which serves for solving and to reduce difficulty of these systems of equations.

Some of the exercises includes steps, where general algorithm fails. For such
exercises are derived custom steps, differing from general ones. This bachelor’s
thesis use knowledge especially from mathematical analysis and algebra, which are
logically before this topic.

Keywords

function, equation, system of equations, derivative, partial derivative, matrix, deter-
minant, hessian, stationary point, extremum
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Uvod

Tato bakalarska prace se vénuje Tesenim prikladi na hledani extrému funkei vice
proménnych. Téma je soucasti matematické analyzy, konkrétné se jedna o analyzu
funkce vice proménnych.

Pri hledani extrému funkce jedné proménné nachazime staciondrni body Ttese-
nim prislusné rovnice. Obecné postupujeme nejprve urc¢enim typu rovnice, dale pak
vyuzijeme prislusny postup k danému typu. Jednim z problémi je, ze nemusi vznik-
nout rovnice znamého typu, ale ani v pripadech zndmého typu rovnice se nemusi
jednat o rovnici, kterou je mozné tesit analyticky (napriklad algebraicka rovnice
patého stupné). Tyto obtize pochopitelné zustavaji pii Feseni soustavy rovnic pro
nalezeni stacionarnich bodu funkce vice proménnych. Navic je treba vymyslet
postup pro feseni takové soustavy. Dalsi z problémii, se kterym se miizeme setkat,
je, ze vypocet druhych parcialnich derivaci nemusi pomoci k urceni, zda-li v daném
stacionarnim bodé nastava extrém. Jednotlivé kroky, které obecné vyuzivame pti
hledani extrému funkci vice proménnych, jsou odtivodnény v teoretické casti. Cilem
je také shrnout metody, které jsem si pri feseni nelinearnich soustav rovnic osvojil.

Praci doporucuji ke studiu c¢tenari, ktery se chce s touto problematikou se-
znamit ¢i si rozvinout schopnosti pro vypocet soustav nelinedrnich rovnic. Zaroven
je prace urcena vyucujicim, ktefi by chtéli vyuzit priklady z této prace pri vyuce
analyzy funkce vice proménnych.

Téma jsem si vybral, protoze Teseni rovnic mam ve velké oblibé a béhem
mého studia byl pro mé predmét matematicka analyza prijemnym zazitkem.
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1 Teoreticka cast

1.1 Lokalni extrémy

Necht R? je euklidovsky prostor a f : R? — R funkce. Rekneme, 7e f ma v bodé
z € R? lokalnf minimum (resp. maximum), jestlize existuje okoli U bodu z takové,
ze f(z) < f(y) (vesp. f(z) > f(y)),Vy € U. Nabyva-li f v = lokalni minimum
nebo maximum, fikame, ze f ma v bodé x lokalni extrém.

1.2 Stacionarni bod

Bod podezrely z toho, ze v ném funkce nabyva lokalni extrém, odhalime z jedno-
duché geometrické podminky. Tecna rovina musi byt v takovém bodé kolma na osu
funkcénich hodnot.

fxy)

e

Obrazek 1: Tecnd rovina k lokdlnimu extrému
Ma-li funkce spojité prvni parcidlni derivace, pak v jednotlivych smérech rov-

nobéznych se vSemi osami, kromé osy funkcénich hodnot, musi byt derivace rovny
nule, tedy v pripadé funkce dvou proménnych f(x,y) plati:
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fi=0
fy=0

Obecné tak vznika soustava rovnic. Bod S|z, y] € R?, ktery patii mezi feSeni takto
vzniklé soustavy, nazyvame stacionarni bod.

Poznamenejme, ze lokalni extrém muze nastat i v bodé, ve kterém nejsou
spojité parcialni derivace. Pfesnéji pak muzeme tvrdit, ze v bodé lokalniho extrému
budto v né¢jakém smeéru derivace neexistuje nebo jsou vSechny nulové [3].

Stacionarni bod je pouhym kandiddtem na nabyvani lokdlniho extrému. Jest-
li v .daném bodé nabyva lokalni minimum ¢i maximum nebo jestli v ném vibec
zddného extrému nenabyva, rozhoduji (kromé nékterych specidlnich pripadi)
az druhé derivace.

Pfipomenime napifklad funkci jedné proménné f(xr) = a3. Stacionarni bod,
ktery je nulovym bodem prvni derivace (FeSenim rovnice 3xz* = 0), je bod S[0;0],
ziejmé ale prvni derivace nestaci k urceni typu extrému ¢i k urceni, zda-li v bodé
S vibec extrém nastédva. Funkce f(z) je spojitd a z druhé derivace vime, zZe pro
x > 0 je funkce konvexni a pro z < 0 je funkce konkdvni. V bodé S tedy k extrému
nedochazi, ackoliv mé funkce f(x) v bodé S derivaci rovnu nule.

12



1.3 Hessova matice

Ozna¢me symbolem V vektor parcialnich derivaci a V2 f(a) matici druhych parci-
alnich derivaci funkce f(x,y) v bodé a:

=0 20)

Tato matice se nazyva Hessova matice a jeji determinant se nazyva hessian. Tento
determinant (déle znacen H) je tedy roven:

1.4 Tayloriiv polynom vice proménnych

Pro funkci f(z,y), kterd md v bodé a = (a,, a,), a € R?, parcidln{ derivace prvniho
a druhého radu oznacme

T (e,y) = f (@) + f1 () (v — a0) + [, (a) (y — @) + %fé'x () (z = az)"+

0 () (2~ as) (g — ) + 3 £y (2) (v — )

kde bod (z,y) € R?. Tuto funkci nazveme Taylorovym polynomem druhého fadu
funkce f(x,y) v bodé a.

1.5 Taylorova véta s Peanovym tvarem zbytku

Oznaéme vektor x = (x,y), pak muzeme psat:
a 1
7)™ (x) = f(a) + V f(a) (x —a) + 5 (x—a)" V*f(a) (x — a)
Je-li funkce f t¥idy C? na n&jakém okoli bodu a € R?, pak
F() =T (%) +w(x)|lx —alf*
kde TJ?(x) je Taylorovym polynomem druhého fadu funkce f(z,y) v bodé a, x je

vektor proménnych, w je spojitd v bodé a, mé v tomto bodé limitu 0 a w(x)||x — a|?
je tzv. Peanuv tvar zbytku [5].

13



1.6 Tayloriiv polynom a kvadraticka forma

V této kapitole jsou vyuzivany znalosti o kvadratickych formach. Tyto znalosti jsou
sepsany v dodatcich v kapitole kvadratické formy. Necht funkce dvou proménnych
f(x,y) je t¥idy C? na néjakém otevieném okoli bodu a € R% Necht a je stacionarni
bod funkce f. Polozme

Q(h) =dj f(a) = fi.(a)hihy +2f] (a)hihy + [, (a)hoho
Tuto kvadratickou formu dosadime do Taylorova polynomu.
Podle Taylorovy véty s Peanovym tvarem zbytku plati:
F(x) =T (%) +w(x)|lx - alf*

Po rozepsani Taylorova polynomu ziskavame:

fx)=f(@)+Via)(x—a)+ % (x —a)" V2f (a) (x — a) +w(x)|lx — al|’

Je-li a staciondrni bod funkce f(x), pak V f(a) = 0. Dosazenim x = a + h:

flath) = [ (a) + ShTV2f (a) b+ w(a + h)[h]

Navic Q(h) = h"V?f (a) h, pak miiZeme psat:

flath) — 7 (a) = 2Q () +wla + h)[h]

Jinymi slovy, pro funkci  danou piedpisem n(h) = f(a+h) — f(a) — $Q(h) plati

fim ) () [[h]|~ =0

h—0 /’7

Predpokladejme nyni, ze ) je pozitivné definitni. Plati:
1
fla+h)—f(a)= 3@ (h)+n(h)

Miizeme zvolit realné &slo K > 0 tak, aby platilo Q(h) > K||h||*, Vh € R2. Dikaz
tohoto tvrzeni udélame nasledovné: Mnozina bodli S dana predpisem jednotkové
kruznice h? + h3 = 1 je uzaviend a omezend a tedy kompaktni{ a funkce Q(h)
je spojita na R?%. Podle zobecnéné Weierstrassovy véty plati, Ze je-li funkce spojité
na kompaktni mnoziné, potom na této mnoziné nabyva globalniho maxima i minima.

14



Obrazek pro predstavu:

Obrazek 2: Pomocny obrazek k dikazu

Piipomenme, 7e Yh € R?\ {0}, plati, ze ﬁ je jednotkovy vektor. Kvadra-
tickou formu @Q(h) je mozné rozepsat timto zpusobem (kde h # 0):

Q(h) =Q (HhHH—EH) = e <ﬁ>

Z vyse zminénych duvodu musi byt nutné K globalnim minimem, kterého funkce
dosahuje na mnoziné S. Tedy plati:

h
() »
|||
Vynasobenim |[h||* ziskdvame:

h
In]Q <W> IS

A tedy:
Q(h) > [[h|[’K

Protoze Q(0) = 0 = K1|0|[, je ditkaz proveden.

Odtud plyne nésledujici nerovnost s ipravou pravé strany:

Pl )= 7 (@) 2 5 bl g )= [P (3540 i)

15



Pro vyraz v zavorce plati:

1

. 1 _
iy (350 ) 1112 = 55> 0

Odtud plyne, ze existuje 6 > 0 takové, ze f(a+h)— f(a) > 0, kdykoliv 0 < ||h|| < 6.
Funkce f ma tedy v bodé a ostré lokalni minimum.

Je-li Q negativné definitni, pak poloZzime f* = —f a Q* = d?f*(a).
Protoze Q* = —Q@Q je pozitivné definitni, méa funkce f* v bodé a lokalni minimum a
tedy f ma v bodé a lokalni maximum.

Je-li @Q indefinitni, miZeme zvolit h, g € R? tak, ze Q(h) > 0 a Q(g) < 0.
Pak pro t # 0 mame

1 e n (th) 2
F ot ) £ (a) = 50.) - e) = # (50 1)+ T Il

Protoze pro t — 0 méa vyraz v zavorce limitu %Q(h) > 0, existuje § > 0 takové, ze

f(a+th) — f(a) > 0 pro kazdé t € (—6,0), t # 0.

Snadno tedy vidime, Ze f méa v bodé a (ostré) lokalni minimum na piimce
a-+th, t € R. Zcela obdobné dostavame, ze f ma v bodé a (ostré) lokdlni maximum
na piimce a + tg, t € R. Proto je zfejmé, ze f nema v bodé a lokalni extrém ([6]).

1.7 Kritérium pro extrémy

Kritérium pro extrémy, téz znamé jako Sylvesterovo kritérium, urci, o jaky typ ex-
trému se jednd, podle determinantu a subdeterminantii matice druhych parcialnich
derivaci (hessianu). Nésledujici t¥i pripady nicméné nepokryvaji vsechny moznosti.
Vypocet hessianu tedy nepomuze vzdy k urceni typu extrému.

[. Hlavni subdeterminanty matice jsou kladné:

e Matice je pozitivné definitni.

e V daném stacionarnim bodé¢ je (ostré) lokalni minimum.

I1. Hlavni subdeterminanty stiidaji znaménka pocinaje zapornym:

e Matice je negativné definitni.

o V daném stacionarnim bodé je (ostré) lokalni maximum.
III. Determinant je nenulovy (a neplati I. a IL.):

e Matice je indefinitni.

e V daném stacionarnim bodu neni lokalni extrém (jedna
se o tzv. sedlovy bod) [3].

16



2 Prikladova cast

2.1 Poznamky k reSenim

Obecné budu postupovat nejprve urcenim parcidlnich derivaci zadané funkce. Dale
pocitam takto vzniklou soustavu rovnic, kde fesenim jsou stacionarni body. Pomoci
druhych parcialnich derivaci a hessianu pak pro kazdy staciondrni bod urcim,
jestli se jednd o lokdlni extrém a v ptipadé ze ano, pak uréim typ extrému. Pokud
vypocet hessianu nepovede k ziskani této odpovédi, pouziji jiny postup.

Defini¢ni obor zadané funkce nebude zapsin, pokud D; € R% Lokdlni ex-
trém muze mit funkce jak ve stacionarnich bodech vzniklych jako vysledek
soustavy, tak také v bodech, které jsou v definicnim oboru funkce, ale nejsou
v defini¢nim oboru parcidlnich derivaci. V pripadé, ze takovy pripad nastane, tak
je to v daném prikladu vhodné okomentovano.

Vv

to abych vyuzil vytknuti. Divodem je predevsim prehlednost. Pochopitelné vzdy
vyzkousim, zda-li takové vyrazy rovnajici se nule netvori feseni soustavy. V ptipadé
ze ano, pak tato Teseni zahrnu mezi vysledky soustavy (stacionarni body).

2.2 Seznam prikladi

Piiklad 1 fle,y) =23 —oy+2y—9* . . . . . ... 19
Priklad 2 fle,y)=a*=3ay—2¢> . . . . . . ... 20
Priklad 3 flz,y) =2 =32 +6xy —3x+4y . . . . 21
Priklad 4  f(x,y)=2®—¢y* -3z +6y . . . . . . .. 22
Piiklad 5 f(z,y) =, +2+322y . . . . . ... .. 23
Priklad 6  f(z,y) = 2y* — 22y — 32 +x—vy . . . . . 24
Priklad 7 f(x,y)=a2' —day+y* . . . . . . . ... 25
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Priklad 8

Priklad 9

Priklad 10

Priklad 11

Priklad 12

Priklad 13

Priklad 14

Priklad 15

Priklad 16

Priklad 17

Priklad 18

Priklad 19

Priklad 20

Priklad 21

Priklad 22

Priklad 23

Priklad 24

Priklad 25

flx,y) = (32° +3y° = 1)(x —y*> + 1)

flz,y)=a*—22% = 222> +* . . . . ..

f(x,y) = arctan(zy) — log(1 + x2y?)

2 o
flay) =575 0

flz,y) = sin? 2 + coswsiny — cos?y
flz,y) =sinz +cosy +cos(x —y) . . . . .

f(x,y) = sinx cosy + cos x sin’y
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f(z,y) = cos’zcosy +sinzsindy . . . . . .

flx,y) = (2 + 4y — 4) (2 — 22y + 4?)
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2.3 Priklady

Priklad 1

flz,y) =2® —ay+ 2y — ¢

fo=32"—y
fo=—r+2-2y

307 —y =

0
—r+2-2y = 0

Soustavu rovnic vyresime vyjadrenim neznamé y z rovnice 1.1, kterou dosadime

do rovnice 1.2.
y = 32°

622 —x+2=0

Vytesenim kvadradické rovnice ziskdvame soutradnice x stacionarnich bodi.

B 1+7
T12 = 12

Dosazenim téchto hodnot do rovnice 1.1 ziskame jejich soutadnice y.

8 2 . B
N T Ty T
6 1 . 3
To — — — — [
2T 12 Ty
2 4 13
5'1 |:_§a §:| 752 |:§) Z:|
frw =6
falzly =—1
1
fyy =2
—4 -1
A
Bod S, je lokdlni maximum funkce.
3 -1
Hy, = 1 o -7

Bod 95 je sedlovy bod funkce.
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Priklad 2

f(z,y) =2 — 3oy — 2¢°

fr =22 —3y

fy = =3z — 6y°
20 —3y = 0
—3r — 6y =

Eliminaci nezndmé z (souctu trojnasobku rovnice 2.1 a dvojnasobku rovnice 2.2),
ziskame kvadratickou rovnici, kterou vyresime. Hodnoty neznamé y dosadime dale

do jedné z rovnic soustavy pro vypocet hodnot neznamé x.

—9y — 12y =0
3y(—=3 —4y) =0
Y1 = 00— 21=0
3
Y2=—7 — T2 = )
9 3
Sl [Oa O] ) SQ |:_§a _Z:|
f” 2
fg,v/y =3
1
fyy =12y
2 =3
Hy 3 0 -9
Bod 5; je sedlovy bod funkece.
2 =3
A

Bod S5 je lokalni minimum funkce.
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Priklad 3

f(z,y) =2 —32% + 62y — 3z + 4y

fi=32*—6x+6y—3

fy =6z 44
322 —6x+6y—3 = 0 (3.1)
6r+4 = 0 (3.2)

Rovnice 3.2 je linearni rovnice o jedné neznamé. Vypoctem této rovnice ziskame hod-
notu neznamé z, kterou dosadime do rovnice 3.1. Ziskdme tak prislusSnou hodnotu

neznameé .

)
rT = ——
3
2\ 2 2
3(-2) —6(-2)+6y—3=
(5) ~o(5) o
4
§+4+6y—320
_ T
LT
2 7
[ r—
3’ 18]
fr =6x—6
fo, =6
i, =
~10 6
H=| " ,|=-36

Bod S je sedlovy bod funkce.
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Priklad 4

f(z,y) =2 —y® — 3z + 6y

fi =323
fy==3y"+6
372 -3 = 0 (4.1)
—3y°+6 = 0 (4.2)

Obé rovnice soustavy jsou kvadratické rovnice o jedné nezndmé. Stacionarni body
vznikaji jako vSechny mozné kombinace feseni rovnice 4.1 a rovnice 4.2.

?=1— z=4=1
Y =2 — yz:l:x/é
Sy [1;\/5] .S [1;—\/5] ., S3 [—1;\/5] .Sy [—1;—\/5]

frp = 6z
1o, =
!
fyy - _6y
H, = 60 1_ 3603

0 —6v2
Bod S; je sedlovy bod funkce.

6 0
Hy =\, 612 — 36v/2

Bod S5 je lokalni minimum funkce.

—6

0
Hy=|"\" o /3|=36V2

Bod 55 je lokdlni maximum funkce.

Hy =

—6 0
0 6\/5_—36‘@

Bod Sy je sedlovy bod funkce.
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Priklad 5
1 2
f(zy)=—+ - +32zy
Ty

Dy = {[z;y] € R*xy # 0}

1
fe= —2 3%

2
I

1
-——+32y =0

x

2
Oy +32z = 0

Obé rovnice soustavy vynasobime jmenovateli zlomki, které obsahuji.

—1+322% = 0 (5.1)
-2+ 32ry* = 0 (5.2)

Z rovnice 5.1 vyjadiime nezndmou y. Nésledné toto vyjadieni dosadime do rovnice
5.2. Ziskame tak rovnici o neznamé x. Hodnotu neznamé x poté dosadime do vyja-

dfeni neznamé y.
1

- 3212

1 2
24322 ——) =0
N m(32x2)

—21:3+i =0
32

Yy

(S € Df)

"o
fyy—?

128 32

H=13 3

= 3072

Bod S je lokalni minimum funkce.
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Priklad 6
flry) =2y’ =22y —32°+z —y

fi=9*—2y—6r+1
f?;:2acy—2x—1

v —2y—6x+1 = 0 (6.1)
20y —2x—1 = 0 (6.2)

Vsimnéme si, Ze rovnici 6.2 lze upravit vytknutim vyrazu 2z, pricemz vznikne vyraz
(y — 1), druhou mocninu vyrazu (y — 1) ziskdme tpravou rovnice 6.1.

(y—17° -6z = 0 (6.3)
2e(y—1)—1 = 0

Nyni z rovnice 6.4 vyjadiime vyraz (y — 1). Toto vyjadieni dosadime do rovnice 6.3.
Neznamé x je nenulova (pfesvédcit se mizeme dosazenim x = 0 v rovnici 6.4).

1_1

4 2
1

1

$3_—

24
ST 242 V(2037 498 0
€r = _— _— = = = —
24 243 24 24 6
Tuto hodnotu dosadime do 6.2 a vypocitame tak hodnotu nezndmé y.

yzl—i—%

S[%@;1+€/§

f;:,:p =—0
f:;:/y = 2y— 2
f// _ QZE

vy
-6 23
2¢3 WO
Bod S je sedlovy bod funkce.

H = — 239 — 49 = —6v9
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Priklad 7

flzy) =a"—dzy +y'

fo=4a2° — 4y
fy = —dx +4y°
4o —4y = 0
—dr+4y° = 0
Vzniklou soustavu rovnic mtizeme upravit nasledujicim zptsobem.
y = 2° (7.1)
r o=y (7.2)

Dosadime vyjadreni nezndmé x z rovnice 7.2 do rovnice 7.1.
y=y’
Jednd se o rovnici devatého stupné, kterou muzeme vytesit jednoduse pomoci vyty-
kani a rozkladani.
y(1-y%) =0
y(l—y4) (1+y4) =0
y(1=9") (1+y°) (1+y") =0
y(1—y)(A+y) (L+y*) (1+y") =0

Tento soucinovy tvar je roven nule pouze pro tii mozné hodnoty neznamé y. Tyto
hodnoty y dosadime do rovnice 7.2 pro vypocet prislusnych hodnot nezndmé =z.

y1=0 — 2,=0
Yo=1— x9=1
ys = —1 — x3=—1
S1[0;0]5.85 [151] 5 85 [—1; —1]

fr =122"
fry=—4
" 2
fyy - 12y
0 —4
Bod S; je sedlovy bod funkce.
12 —4
Hy = 4 12 |7 128
Bod 55 je lokalni minimum funkece.
12 —4
H; = 4 127 128

Bod S3 je lokdlni minimum funkce.
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Priklad 8

r+y+1
f($7y)_x2+y2+1
f,_:v2+y2+1—2x(a:+y—|—1)
‘ (22 + 92 +1)°
f,_a:2+y2—|—1—2y(x—|—y+1)
/=

@+ + 1)

4+ +1-2z(z+y+1)
($2+y2+1)2

2+ +1—2y(z+y+1)
(2 +y2 +1)°

Obé rovnice soustavy vyndsobime (nenulovymi) jmenovateli:

i+ 120z +y+1) = 0 (8.1)
12y +y+1) = 0 (8.2)
Od rovnice 8.1 odec¢teme rovnici 8.2. Dale takto vzniklou rovnici upravime pomoci
vytykani.
—2zx(r+y+1)+2yz+y+1)=0
20—z +y)(r+y+1)=0

Z tohoto soucinového tvaru rovnice plynou dvé mozna vyjadreni pro neznamou x.
rr =19y

To=—y—1

Dosadime x; do rovnice 8.1:
Y4y 4+ 1 -2y +y+1)=0

22 —2y+1=0

C2+VI12 1i\/§
=4 272

Tyto vzniklé vysledky neznamé y jsou dvé mozné soutadnice y stacionarnich bodu
se souradnici x, pro kterou plati x = y (vyjadieni z1).

Y

o1 v 1 v
T2 2 2 2
1 V3 1 V3

2Tty
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Dosadime x5 do rovnice 8.1:
(=1’ +y +1-2(—y—D)(-y—1+y+1)=0

202 +2y+2=0
Y¥+y+1=0

Vznikla kvadraticka rovnice ma zaporny diskriminant a nema tedy reseni v R.

s (=22 — 2y —2)(2® +y?> + 1) — da(—2% — 20y — 20 + y* + 1)
" (22 + 12 +1)°
p_ (20429 1) —dy(—a® —2ny — 20+ 4 1)

Joy =
! (a2 + 92 +1)°
s (—2y — 22— 2)(2® + y> + 1) — dy(2® — > + 1 — 22y — 2y)
yy (ilj’Q _|_y2 + 1)3
g 2520|743
=) 2\/2—3 - 3
Bod 5 je lokalni minimum funkce.
g 0 | T+4vE
=g = |T T3

Bod 95 je lokdlni maximum funkce.
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Priklad 9
flz,y) = (2" —y*) Rz +2y — 1)

fi=2z(2x+2y — 1)+ 2 (2* — y°)
fr=—2y(2x + 2y — 1) + 2 (2* — ¢*)

202z +2y—1)+2(2*—y?) = 0 (9.1)
22z +2y—1)+2(2 —y*) = 0 (9.2)
Od rovnice 9.1 odec¢teme rovnici 9.2 a dale takto vzniklou rovnici upravime pomoci
vytykani.
20(2x +2y — 1) +2y(2xr +2y — 1) =0
2 +y)(2r+2y—1)=0

Z toho soucinového tvaru rovnice plynou dvé moznd vyjadieni pro nezndmou zx.

ry = —Y
20 +2y—1=0
1—2y
To =
? 2

Dosazenim x; do rovnice 9.2:

—2y(2(—y)+2y—1)+2((-y)*—y*) =0

2y=20
y1 =0
51[03 0]

Do rovnice 9.1 dosadime x5. Nejprve ale tuto rovnici upravime roznasobenim.
20(22 + 2y — 1) + 2(2* — 9*) =0
da* + 4oy — 20+ 222 — 22 =0
622 + 4oy — 2r — 2y =0
32 422y —x—y? =0

Po zminéném dosazeni:

1—2y\? 1—2y 1—2y )
3 2 _ a2 = 4
(57) w2 (557)o- (557) -0

3(1—2y)% +4y(1 —2y) — 2(1 — 2y) —4y*> =0
—4dy+1=0
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Yo =
1— (1
Sl ¢
2 4
11
Sy |—;—
2|:4a4:|
fr =12z +4y — 2
fa/?,y:4x_4y
1
Jyy = —4x — 12y + 2
-2 0
Bod S; je sedlovy bod funkce.
2 0
A N

Bod 55 je sedlovy bod funkce.
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Priklad 10

f(z,y) = (3$2+3y2—1) (w—y2+1)

fr=06z(x—y*+1)+ (32® +3y° — 1)

f;:6y(ac—y2+1)—2y(3x2+3y2—1)

8

6 (z—y*+1)+ (32*+3y°—1) = 0
6y (x—y>+1) =2y (32> +3y°—1) = 0

Obé rovnice soustavy néjdrive roznasobime a upravime vytykanim nasledujicim zpi-
sobem:

927 — 6ay? + 62 +3y* —1 =
6xy — 12y° + 8y — 627y

3¢ (3z—2y*+2)+3y°—1 = 0 (10.1)
2y (3 — 6y +4—32%) = 0 (10.2)

Rovnice 10.2 je v souc¢inovém tvaru, prvni z moznosti je, ze y = 0. Dosadime tuto
hodnotu neznamé y do rovnice 10.1.

3x(3x +2)—1=0

922 +62—1=0
—6+ 62

T12 = 18
_ . \/5 _
Sy |l—=4+ =00
1 3_'_ 37
_ . 5 _
3 3

Rovnici 10.2 je mozné vynulovat jesté druhym zptisobem:
3r—6y2+4—-32°=0
7 tohoto vyrazu vyjadiime y2. Toto vyjadieni déle dosadime do rovnice 10.1.

2 —31°+3x 44
B 6

—322 +3x+4 —32%2+ 3z +4
3z | 3z — 5 +2)+ 5 —

Y

1=0
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—32% + 31 + 4
5 _
62° +92° +Tx +2=0
Podle kapitoly v dodatcich, nalezeni raciondlniho kotene kubické rovnice, plyne,
7e mozna racionalni reseni jsou:

922 + 32% — 322 — 4x + 62 + 1=0

I ST
2737376 3

Zkousenim téchto jednotlivych moznych feseni dojdeme k nalezeni jednoho z reseni
kubické rovnice, déle vytkneme korenovy cinitel. Timto postupem je tireba pouze
vytesit takto vzniklou kvadratickou rovnici.

r=—=

2
(x+%> (6x2+6x+4) =0

Diskriminant kvadratické rovnice je zaporny. Kvadraticka rovnice tedy nema reseni
v R. Nalezenou hodnotu nezndmé = dosadime do vyjadieni y? odvozeného vyse.

1 2 7
xrT = —— = —
) Y Ty
B 1 B j:\/42
T34 = 2»?43,4 = 1
1 /42 1 42
SS __7_ 784 __7__
27 12 2 12

! =18z —6y> + 6

I = —12xy + 6y
! =6z — 36y* + 8 — 627

vy

6vV2 0

Hi=|"0" oy = 24V/2 + 40

Bod S; je lokalni minimum funkce.

0
Hy=| "7 iy = —24v/2 + 40

Bod Sy je sedlovy bod funkce.
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Priklad 11
f(zy) =a* —22% — 227 + y*

fh =42 — 62% — day?

fr = —4z?y + 4y°

43 — 622 — dxy? =

—4x?y +4y* = 0

Soustavu rovnic upravime pomoci vytykani.

S
—~
—_
—_
—_

2z (2x2 —3x — 2y2) =
dy (2> +9y%) = 0 (11.2)

Z rovnice 11.2 ndm vychazeji 3 mozné hodnoty pro neznamou y. Tyto hodnoty
dosadime do rovnice 11.1 pro vypocet neznamé .
1 =x; Yo = —x;y3 =0

y=fx— =0
3
y:0—> 1’1:0;]72:5

$110;0], 5, [2 o}

I =122% — 122 — 4y?

Trr

f:gy = _Sxy
2 2
foy = —4a° +12y
0 0
H1—0 0—0

Hessidan nepomohl k urceni typu extrému v bodé S;.

9 0

Ha=1y g

_—

Bod S5 je sedlovy bod funkce.
Pro zjisténi, zda-li dochazi v bodé S; k extrému, se podivame nejdiive na obrazek

funkece:
flx,y) = t — 223 — 22%y% + ot
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Computed by Walfram|Alpha

Computed by Wolfram|Alpha

Obrazek 3: Zobrazeni funkce v prikladu 11
Obrazek 4: Zobrazeni funkce v prikladu 11 v pohledu shora

Druhy obrézek (pohled shora) ndm napovidd, Ze se muZeme podivat na cho-
vani funkce v bodé S1[0,0] na primce y = 0. Jednd se o prinik roviny y = 0
s funkei f(z,y). Dosazenim hodnoty y = 0 do predpisu funkce, vzniké funkce jedné
proménné:

f(2,0) = 2* — 22° = 2%(z — 2)

Funkéni hodnota v bodé Sy je 0. V okoli = 0 se bude funkce chovat po-
dobné jako funkce g(z) = —223 a proto v bodé S;[0;0] k extrému nedochdzi.
Nasledujici graf slouzi pro predstavu naseho odvozeného tvrzeni:

2
1
—-1.0 -0.5 1.0
-1
— (x-2)x3
-2 —_——2x3

Computed by Wolfram|Alpha

Obrdazek 5: Dvé funkce pro predstavu odvozeného tvrzent
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Priklad 12

fo=y— 3%y’

[ =z =3y’
y—3z% = 0
z—3y%2® = 0

Rozlozime polynomy na levych strandch rovnic.
Y (1 - \/§xy> (1 v \/gxy> ~ 0 (12.1)
x (1 - \/§:1:y) (1 + ﬁwy) =0 (12.2)

Z rovnice 12.2 plynou tfi mozné hodnoty neznamé x:
1 1
V3y V3y
Pricemz pro zy a x3 plati, ze y € R\ {0}. Postupnym dosazenim téchto hodnot
neznamé x do 12.1 prichazime na nasledujici vztahy:

ry =020 = L3 = —

r1=0— y1=0
s = 4 gy € R\ {0)
: 3y :
S1 je staciondrnim bodem, Sy a S5 tvori mnoziny stacionarnich bodu (jejich sourad-

nice zapiSeme v obecném tvaru).

Pricemz pro staciondrni body Sy a Sz plati, ze y € R\ {0}.

fa/c/:c — —6353/3

foy=1— 922

fry = =62’y

01
Bod S; je sedlovy bod funkce.
—2v3 4% -2
A e

V3y?
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Hessidn nepomohl k urceni typu extrému v bodech Ss.

232 —2

2
—9 N

=0

Hy =

Hessidan nepomohl k urceni typu extrému v bodech Ss.

Vyzkousime jiny postup pro urceni typu extrému v bodech Sy a Ss.

f(z,y) =y (1 — 2%y

Zavedeme substituci:
Ty =n
g(n) = n(1—n?)

Hleddme extrémy funkce g(n).

g, =—-3n*+1
—3n*+1=0
V3
ny = —
3
V3
Ng = ———
3

Funkce g(n) je spojita a staciondrni body ndm rozdéluji interval redlnych ¢isel na tii
intervaly. Vybereme-li z kazdého tohoto intervalu bod, ktery neni stacionarni, pak
z toho dokazeme urcit typ extrému téchto stacionarnich bodi.

fi(-1)= -2
F(0)=1
fi(1) =2

Funkce g(n) méa v bodé n; lokdlni maximum a v bodé ny lokalni minimum. Plati-li:

=g

pak se jedné o lokédlni maximum funkce f(x,y) a podobné se jedna o lokdlni mini-
mum funkece f(x,y), kdyz plati:

W=y

Tedy v bodech S5 je lokdlni maximum funkce f(z,y) a v bodech Ss je lokalni mini-
mum funkce f(z,y).
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Priklad 13
flz,y) = 62° + 22y + 322y + v*

fi =182 + 2y + 6y
f;:2x+3x2+2y

1822 + 2y +6zy = 0
20+ 322 +2y = 0
Z rovnice 13.4 vyjadiime neznamou y, kterou dosadime do rovnice 13.3.

3
y:—x—§x2

1822 + 2 <—x — ;ﬁ) + 6x <—x — ;IQ) =0

1822 — 22 — 322 — 622 —92% =0
—0923 + 922 — 22 =0

Upravou vznikla kubicka rovnice. Chybéjici absolutni ¢len umoznuje postupovat
vytknutim nezndmé x. Déle pocitame kvadratickou rovnici. Vypoctené nezndmé x

nasledné dosadime do jedné z rovnic soustavy pro vypocet neznamé y.

—z (92° = 9z +2) =0

9£3
T
T3 =
2 4
56'1—5 - y1——§
1
$2—§—> y2=—§

373
fr =36z + 6y
foy =2+67
=2
16 6
O e
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Bod 5; je sedlovy bod funkece.

Bod 955 je lokalni minimum funkce.
H3 -

Bod S5 je sedlovy bod funkce.
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Priklad 14
f(xa y) = arctan(xy) — log (]_ + x2y2)

2

f/ — y _ QI'y
T l4 22y 14 2?y?
, 2y1

fy= 1+ 2242 - 1+ 222

_Yy
1+ 22y?
T
1+ 2242

(1-2zy) = 0

(1-2zy) = 0

Obé rovnice soustavy vyndsobime jejich (nenulovymi) jmenovateli:

y(1—2zy) = 0 (14.1)
x(l—2zy) = 0 (14.2)

Vytknuté nezndmé x a y tvori jedno z reseni.
51[0; 0]

Vzniklé zavorky po vytknuti obsahuji stejny vyraz. Pokud je tento vyraz roven nu-
le, na jedné z neznamych nezalezi. Toto feseni nalezneme tak, ze vyjadiime jednu
neznamou z rovnice 1 — 2xy = 0, pricemz druha neznamé v feseni bude libovolna
realna.
1
T = %

S l%y] 1y € R\ {0}

Dalsi TesSeni jiz soustava netvori. Je-li jedna z vytknutych nezndmych rovna nule,
pak vyraz v zavorce roven nule neni.

B —2xy3 — 2y2 + 2x2y4

1
foo = T ey
f;',y _ 1—a%y? — 42:Uy
(14 22y?)
pr = —23y — 222 —1—225643/2
(1+22y?)
LR
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Bod 5; je sedlovy bod funkece.

Hessian nepomohl k urceni typu extrému v bodech H,. Vyuzijeme jiného postupu:
f (z,y) = arctan (zy) — log (1 + x2y2)
Zavedeme substituci zy = n, ¢imz ziskavame funkci jedné proménné:
g (n) = arctan (n) — log (1 + n?)

B 1 2n
T 1402 1402
1 2n B
1+n2 1+n2
1—-2n=0
1

n=—
2

Funkce g(n) je spojita. Pro n < % je derivace g(n) kladna a pro n > % je derivace
g(n) zaporna. V bodé n = % funkce g(n) nastava jeji lokalni maximum. Nyni se

vratime k funkei f(x,y). Je-li:

/

In

1

pak se jedna o lokalni maximum funkce, tedy v ptripadé bodu Ss.
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Priklad 15

2?2 —y?—1

f(iﬂ,y)—m
= 20 (2?42 +1) =2z (2? —y* — 1)  day® +4x
o (22 + 42 + 1)° (@)
po@ Ayt ) -@i -yt - Ay
v (22 + 12+ 1)° (22 +y2 + 1)°

dry® + 4a 0

(a2 +y2 + 1)
—Ayr?

(a2 + 92 +1)°

Vsimnéme si, Ze jmenovatelé obou zlomkt v rovnicich jsou vzdy kladné. Obé rovnice
témito jmenovateli vynasobime a upravime rovnice do souc¢inového tvaru.

dr(y* +1) = 0 (15.1)
—4yr* = 0 (15.2)

Rovnici 15.1 je mozné vynulovat jedinym zptisobem, a to v pripadé, ze x = 0, potom
hodnota nezndamé y je libovolné realné cislo.

r=0 —yelR
505y

(A +4) (22 4+ 2 4+1)° =222+ 9> + 1) - 2z (day® + 42)

f/l —
T ($2 + y2 + 1)4
- S8zy (22 + y? + 1)2 —2(z*+y* + 1) - 2y (4zy* + 42)
“v’ (22 +32+1)"
o —A4a? (12 4+ 12+ 1) =222+ 92+ 1) - 2y (—4ya?)
vy (332 + y2 + 1)4
4
- 0
H =| v+ =0
0 0
Hessidan nepomohl k urceni typu extrému funkce v bodech S. Zkusime jiny postup:
-y -1
f(xy) = 2l

Predpis funkce upravime:

22—y -1 212 7
flry) = ——35 2.2 _1:2(7>_1
r+y+1 x4yt +1 Tty +1
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Zameérime se na vyraz v zavorce:

LL’2

2+y?+1

Jmenovatel tohoto vyrazu je vzdy kladny a citatel vzdy nezaporny. Ziejmeé je jme-
novatel vzdy vétsi nez ¢itatel, tedy hodnota celého vyrazu je v intervalu [0; 1). VSim-
néme si, ze funkéni hodnoty 1 nikdy nedosdhneme, a¢ se ji miizeme libovolné blizit.
7, tohoto divodu nema funkce maximum. V pripadé Ze, je hodnota vyrazu rovna
nule, pak se jedna o minimum funkce:

1‘2

R —
2 +y? +1

Zlomek je roven nule, pouze pokud je ¢itatel roven nule. Plati tedy, ze x = 0.
Na hodnoté nezndmé y nezélezi. Funkce f(z,y) ma minimum v bodech S.
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Priklad 16

flx,y) =1 —ayy/a? +y?

1
L=— 2yt ——— 2
f y( y SNEaT:

1
= g 2+ 4y —— 2
fy (\/ Y s Y

Vsimnéme si, ze bod S*[0; 0] je v defini¢nim oboru funkce, ale prvni parcidlni derivace
pro néj definované nejsou. Stava se tak také moznym bodem, ve kterém muze funkce
nabyvat lokdlntho extrému (feseno nize).

1
—y 224+ +r ———-22| = 0 (16.1)
2\/2% + y?

1
-z vVeP+ 4ty ————-2y| = 0 (16.2)
2\/x% + y?

Obé rovnice soustavy vynasobime uvedenymi jmenovateli zlomku a dale upravime.

—y@e+y?) = 0 (16.3)
—z(x* +2y°) = 0 (16.4)

Ve vsech pripadech, které je tfeba resit, ziskdvame vysledek [0;0], pricemz se nejednda
o TeSeni puvodni soustavy rovnic 16.1 a 16.2 (jmenovatel zlomku by se rovnal nule).
Pomoci derivaci jsme ale nepiisli na to, jestli v bodé S*[0; 0] nastéava extrém. Nejdiive
se podivame na obrazek funkce pro odvozeni napovédy, jak postupovat.

flx,y) =1 —ayy/a? +y?

AN

-05

-1.0

-1.5

=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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Obrazek 6: Zobrazeni funkce v prikladu 16
Obrazek 7: Zobrazeni funkce v prikladu 16 v pohledu shora

Z obrazku grafu plyne, ze mtizeme zkoumat chovani funkce po primkach y = +x.
Zkouméame okoli bodu S*[0;0]. Funkéni hodnota v tomto bodé je 1. Budeme-li
zkoumat chovani po primce y = x, vznikne funkce:

g(x) =1 —2*v22?2

V okoli hodnoty = = 0 zleva i zprava se funkce g(x) blizi k hodnoté 1 zleva (je shora
omezend hodnotou 1). Podobné, budeme-li zkoumat chovani po piimce y = —uz,

vznikne funkece:
g(x) =1+ 2*V222

Tentokrat je funkce omezena zdola hodnotou 1. Z téchto odvozenych informaci jsme
zjistili, ze v jednom sméru v daném bodé nastavda maximum funkce a v kolmém
sméru na tento smeér nastava v bodé minimum funkce V bodé S*[0; 0], tedy nenastava
extrém. Bod S* je sedlovy bod funkce f(z,v).
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Priklad 17

fla,y) = (\/x2+y2 —V/a? —y2>
Dy = {[z;y] € R* 2” —y* > 0}

1 1
fi=vVael+y?P =V -+ | ————s 20— ————= 21
v v 2\/x% + y? 2\/x? —y?

1 1
! = —_— 2 _—— . _2
s (2 x? + 92 Yo y? ( y))

Bod S*[0; 0] je v defini¢nim oboru funkce, ale neni v defini¢nim oboru prvnich parci-
alnich derivaci. Muze v ném dochézet k extrému funkce (feSeno ke konci prikladu).

2 72
2?2+ y? — 2 -y + - =0 17.1
N e a7
xy Ty
+ =0 17.2
\/xQ + 42 \/x2 — 2 ( )
Obé rovnice 17.1 a 17.2 upravime pomoci vytykani:
Va2 +y? — /22— y? 4 2 ! — ! =0 (17.3)
/22 1 2 /22 — 42
1 1
Ty + = 0 17.4
( /22 1 2 /22 _ y2> (17.4)

Pro definované hodnoty je vyraz v zavorce v rovnici 17.4 souc¢tem kladnych ¢isel,
tedy nikdy nebude nulovy. Jsou tak dvé moznosti, jak vynulovat tuto rovnici.

1'1:0

y=0

Zlomek
1

neni definovan, pokud = 0. Dosadime-li ¥y = 0 do rovnice 17.3, tak dojde k jejimu
vynulovani. Ptislusna souradnice x je potom libovolnd nenulova.

Slz; 0],z € R\ {0}
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o x x 49 1 1 .
T - x -
/352+y2 /xQ—y2 \/x2—|—y2 \/$2_y2
_3 _3
2t (@ +y") = 2=y )
= Y + ) _
ry /x2+y2 /x2_y2
2 2, 2\ 2 9\—3
oy (@ +y7) 2+ @ —y)
x x =3 =3
= . —ny(:v2+y2 D (22— y? 2)
W= e e )T )
0 0
H = 0 -2z =0
Va?

Hessidn nepomohl k urceni typu extrému v bodech S[z;0],z € R\ {0}. Navic je
potteba prozkoumat chovani i v bodé S*[0;0].

) = (T~ V)

Pfi zadani piedpisu do aplikace WolframAlpha neni zahrnuta podminka 2% —y? > 0.
Aplikace vykresli funkci nasledovneé:

=

y 00

-0.5

i

-0.5 0.0 0.

Obrazek 8: Zobrazeni funkce v prikladu 17 v pohledu shora
Obrazek 9: Zobrazeni funkce v prikladu 17

45



Ve skutecnosti by obrazky meély vypadat zhruba takto:

0.5

0.0

-0.5 0.0 0.5
X

Obrdzek 10: Uprava obrdzku v piikladu 17 v pohledu shora
Obrazek 11: Uprava obrazku v prikladu 17

Nejdiive prozkoumdme, jestli dochdzi k extrému v bodé S*[0;0]. Obrazek
nam napovida, ze muzeme napiiklad prozkoumat chovani v okoli bodu po primce
y = x, pricemz funkéni hodnota v tomto bodé je 0. Dosadime-li tedy y = x
do predpisu funkce, ziskdme funkci jedné proménné:

g(z) = zvV222

Vyraz v odmocniné se chova stejné v okoli 0 zleva i zprava, zatimco = pred odmoc-
ninou ne. K extrému v bodé S*[0; 0] tedy nedochézi (v levém okoli z = 0 je funkc¢ni
hodnota g(z) zdpornd a v pravém kladnd). Zbyva prozkoumat chovani ostatnich
bodi na primce y = 0. Pripomenme, Ze:

f’ . 1 n 1
Y Y \/xQ + yz \/x2 _ y2

Vzhledem k tomu, ze vyraz v zavorce je vzdy kladny, znaménko této derivace ovliv-
nuje vyraz xy. Pro libovolné zvolené nenulové x definovana y méni znaménko této
derivace. Také vime, ze:

£ (1, 0]) = 27 R\ {0}

Vyraz nabyva nenulovych hodnot. Pro zdpornéd z vychazi zaporny (konkévni oblast)
a pro kladna x vychézi kladny (konvexni oblast). V bodech S[z;0],z € R\ {0} tedy
nastava lokalni maximum pro x < 0 a lokalni minimum pro x > 0.
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Priklad 18

% — by + y?
M@y ==y

Dy = {[w;y] € R% 2 +y* # 4}

(2¢ — 5y) (2 + y* — 4) — 2x(a® — bey +y®) _ ba’y — 5y — 8z + 20y

fo=
(22 +y2 — 4)° (22 +y2 — 4)°
= (=5z + 2y)(2? + y* — 4) — 2y(2? — Bay + y?) _ S5xy? — bad — 8y + 20«
Y (22 +y2 — 4)° (22 + 42 — 4)°

Hleddme pouze body, které nuluji ¢itatele parcialnich derivaci. Kazdy z vysledki je
tfeba zkontrolovat, jestli nenuluje také jmenovatele parcialnich derivaci.

5x%y — by’ —8x +20y = 0 (18.1)
S5xy® — 5x° — 8y + 20z = 0 (18.2)

Obé rovnice soustavy secteme a takto vzniklou rovnici upravime pomoci vytykani.
—5(x* +y*) + bry(z +y) + 12(x +y) =0

Vytkneme vyraz (x +y). Vznika tak sou¢in dvou vyrazu v zavorkach. Z obou vyrazi
v zavorkach vyjadiime neznamou x.

(z + y)(—52* + 5xy — 5y° + 5y +12) =0

(4 y)(=5(z —y)* +12) =0

ry = —Y

/12 2v15
To =Y+ €:y+T\/_

12 2v/15
WY T VT T

Postupné dosadime hodnoty neznamé x do rovnice 18.1 a fesime takto vzniklé kva-
dratické rovnice.

y1 =20

—V 15+ /35

Y23 = ——
5

V15 £ +/35

y4,5 == T

Pficemz ys 3 vzniklo pomoci dosazeni 5 a y4 5 pomoci dosazeni 3.

VIS + V35 VIS V35| [Vl_—x/?)_,—ﬂ_—x/ﬁ

S1(0:0], 5 5 5 5 5
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—V154+ V35 V15 ++/35

S
4 5 5

g —V15 — /35 V15— 35

s M5 5 ) 5

Souradnice moznych stacionarnich bodi dosadime do jmenovatele, kterym byla sou-
stava na zacatku nasobena. Zjistime tak, ze v bodech Sy, S3, Sy, a S5 k extrému

nedochazi (parcidlni derivace a ani funkce v nich nejsou definovany). Staciondrnim
bodem tak zustava pouze S [0; 0]

(10zy — 8) (22 4 2 — 4)* — 4a (2% + y® — 4) (5ay — 5y — 8z + 20y)

fow =

(a2 +y? - 4)"
e (522 — 15y% + 20) (22 + 32 — 4)° — 4y (2% + 2 — 4) (522y — 5y® — 8z + 20y)
Ty T 4
@ty 4)
= (10zy — 8) (22 4+ 12 — 4)> — 4y (22 + 2 — 4) (—5a® + 5ay? + 202 — 8y)
vy (xg + y2 . 4)4
15 91
w7 1=
1 T2

Bod 5 je sedlovy bod funkce.

48



Priklad 19

2 +y? 41
f(ﬂi,y)—m
o 20 (xt +yt + 1) — 42’ (2 + >+ 1) —22° —4aPy? — 42’ 4 20yt + 20
’ (at +yt +1)° (at +yt +1)°
poly ) 4P @yt 1) 20+ 20t 42y — Ayt — Ay
! (¢t +yt +1)° (2t +y* +1)°
-9 5_432_4 3+2 4+2
x a:f 4.7: Qxy z _ 0 (19.1)
(x4 y* +1)
—2P + 2yt + 2y — dyPa? — 4y

(et 4yt +1)°
Rovnice vynasobime jmenovateli (které jsou nenulové) a upravime pomoci vytknuti.
20 (—z* —22%* — 22" + ¢yt +1) = 0 (19.3)
2y (—y' +at +1—2y%2% —29%) = 0 (19.4)
Z vytknutych vyrazi vyplyva prvni reseni.
51[0; 0]

Nyni vyfesime moznost, ze x = 0 a vyraz v zavorce v rovnici 19.4 je roven nule. Do-
sazenim x = 0 do tohoto vyrazu ziskavame bikvadratickou rovnici, kterou vyresime
pomoci vhodné substituce. Podobné vyresime moznost, ze y = 0 a vyraz v zavorce
v rovnici 19.3 je roven nule. Také v tomto pripadé vznika bikvadraticka rovnice.

—yt =2 +1=0

y'=n
n4+2n—-1=0
n172:—1:|:\/§

Sy [o;\/—1+\/§ ] . S5 [0;—\/—1+\/§}

—t =22 4+1=0
:B2:m
m>+2m—1=0

myo = —14+V2
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Sy {\/—1 +V2; 0] . S5 {—\/—1 +V2; 0}

Zbyva vytesit pripad, kdy jsou v soustavé rovnic 19.3 a 19.4 vyrazy v zavorkach
rovny nule.

—xt =227 — 227+t +1 = 0 (19.5)
—yt et 1202 -2 = 0 (19.6)
Od rovnice 19.5 odec¢teme rovnici 19.6. Vzniklou rovnici dale upravujeme:
2yt — 22 + 2% — 227 =0
2(y2_1,2) <y2+x2> +2(y2—l'2> :0
2 (s — ?) (P + 2% + 1) =0
2(y—z)(y+a)(yY¥+2°+1) =0
y==+u

Po dosazeni do rovnice 19.5 fesime opét bikvadratickou rovnici pomoci substituce
(v obou pripadech vznikd stejnd rovnice).

20t — 222 4+1=0

r = a
20> +2a—1=10

2423 —14+43
42

x;i”#

Pricemz pro tyto hodnoty = plati vztah y = + x.

S \/—1+\/§_\/—1+\/§
6 2 2

5 NEEV =S
L

S \/—1+\/§'\/—1+\/§_
. 2 2

a

20



5 \/—1+\/§_ \/—1+\/§
Ve Y e

, o (—102% — 1207 — 1227 + 29 +2) (2 + yt +1)°

Joe = (x4 +y* + 1)

2(xt 4 y* + 1) 4a3 (—22° — 4ady? — 4a® + 2xy* + 2x)

(et +yt + 1)
(—8x3y + 8x1®) (2t + y* + 1) B
(x4 +yt +1)*

=

C8y% (ot +yt 4+ 1) (—22° — day? — da® + 20y + 22)

(et + gyt +1)*

(—10y* — 12222 — 12% + 22* + 2) (2* + y* + 1)°

fl/ —
" (zt+yt+ 1)

2 (2t 4yt + 1) 4y (=215 — 42y — 43 + 2yt + 2y)

(et 4yt + 1)

20

=1y 9

Bod 5 je lokalni minimum funkece.

242 0
2 =—-3-2
0 —2-v2

Hyy = V2

Body S5 a S3 jsou sedlové body funkce.

—2-+v2 0
Hys = 0 91 \3 = —3-2V2
2
Body S4 a S5 jsou sedlové body funkce.
=23 16 +8v/3
Hg 780 = 623 | o
0 — 3

Body Sg, S7, S a Sy jsou lokalni maxima funkce.
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Priklad 20

flx,y) =2 —y+sinzcosy

fi =1+ coszcosy

f, = —1—sinzsiny

l+cosxzcosy = 0 (20.1)
—1—sinzsiny = 0 (20.2)

Obé rovnice secteme:
cosxcosy —sinxsiny =0

Jedna se o souctovy vzorec.
cos(z+y)=0
™
r=—-y+ 5 + K7

Nyni dosadime = do rovnice 20.1. Vznikne tak rovnice o jedné neznamé, odkud bude-
me chtit vyjadrit neznamou y. Vyuzijeme vzorce, ktery je mozné nalézt v dodatcich
v kapitole Pouzité vzorce.

1+cos(—y+g+K7r>cosy:O

1 + cosy(cos(—y) cos <g> cos(Km) — sin(—y) sin (g) cos(Km)—

— sin(—y) cos (g) sin(Km) — cos(—y) sin (g) sin(Km)) =0
Vsimnéme si ¢lenti rovnajicich se nule. Po upravach ziskdvame rovnici:
1+ cosysinycos(Km) =0
Parametr K je celoc¢iselny, mize byt sudy ¢i lichy:
1+ cosysiny =0

sin2y

1+ 0

sin 2y = £2

Rovnice nema teseni v R. Funkce nemé zadné stacionarni body.
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Priklad 21
f(x,y) =sin®z + coswsiny — cos®y
fi =2sinxcosx — sinxsiny

f,, = cosxcosy —2cosy (—siny)

2sinzcosx —sinzsiny = 0 (21.1

cosxcosy + 2cosysiny = 0 (21.2)

Rovnice 21.1 a 21.2 upravime pomoci vytykani:

sinz (2cosx —siny) = 0 (21.3
cosy (cosx + 2siny) = 0 (21.4
Resime 4 soustavy rovnic:
sinz = 0 (21.5)
cosy = 0 (21.6)
T = Kr
T
Y1 = 5 + Lm
St [Kﬂ; g + L7Ti|

sint = 0 (21.7)
cosx + 2siny = 0 (21.8)

Z rovnice 21.7 plyne hodnota pro neznamou x, kterou dosadime do rovnice 21.8 pro
ziskani prislusné hodnoty neznamé y.

I'QIKT('

cos (Km) +2siny =0

K je sudé nebo liché, proto nastavaji dva pripady:
K=2L+1VK=2L
Vybereme-li moznost lichého K:
Tog = Km=m+2L7

cos ((2L+1)7m) +2siny =0
—1+4+2siny =0
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N | —

siny =
Yo = E—FQKTF
6
5
ys = §+2Kw

S, [w + 2L % n 2K7r]

)
S |:7T + 2Lm; % + 2K’/T:|
Vybereme-li moznost sudého K:
Ty = 2Lm

cos (2Lm) 4 2siny =0

14 2siny =20
) 1
iny=—=
sin y 5

7
y4:%—|—2K7T

11
y5:T7r+2K7r

Sy [2[)77; %T + 2K7r1

11
Ss |:2L7T; % + 2K7T:|
Vracime se ke zbylym dvéma moznostem soustavy:

2cosx —siny = 0 (21.9)
cosy = 0 (21.10)

Z rovnice 21.10 plyne hodnota neznamé y, kterou dosadime do rovnice 21.9 pro
vypocet hodnoty neznamé z.

y:g—l—KW

2 cosx — sin (g + K7r> =0
K je sudé nebo liché, proto opét nastavaji dva pripady:
K=2L+1VK=2L

Vybereme-li moznost lichého K:

3
Ye,7 = ; +2L7
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3
2 cosx — sin (?ﬂ —|—2L7T> =0

2cosr+1=0
1
COST = ——
2
2
Tg — —7T +2K71’
3
4
T7 = i + 2K
3
2 3
S l% KT 7” n 2L7r}

4 3
S Hr 2K 77T 4 2L7T:|

Vybereme-li moznost sudého K:

Vs
Ys,9 = E + 2L

2cosx — sin (g +2L7T> =0

2cosxr —1=0
1
CoSx = —
2
xrg — E—|-2[(7T
3
5
Tg = —7T+2K7T
3
Se [g 42K g +2L7r]

5
S {?ﬂ + 2K; g + QLW}

Zbyva posledni soustava (vznikld z vyrazi v zévorkdch u rovnic 21.1 a 21.2).

2cosx —siny =

cosr +2siny = 0

Z této soustavy rovnic plyne:

cosr =
siny = 0
s
$10:§+KW
yio = Lm
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SlO [g -+ KTF, L7T:|

"o .
fow = 2c0s2x — cosxsiny
1 .
Jey = —sinxcosy
i .
Jyy = 20082y — coswsiny

H, vyplnime nejdiive bez zvolenych parametri K a L.

H1:2—COS(K7r)sin(§+L7r) 0

0 2 — cos (K)sin (% + L)

H, = (2 — cos (K'm) sin <g + L7r)>2

Vysledny vyraz je vzdy kladny. Nezaporny je z divodu druhé mocniny a je nenulovy
protoze maximum souc¢inu funkénich hodnot funkeci cosinus a sinus je 1. Protoze
" (S1) nabyva pouze kladnych hodnot, pak Sy je lokdlni minimum funkce f (z,y).

50| 25
|2 =
H27H37H47H5 0 g 4
V bodech 55, 53, S4, S5 je lokalni minimum funkce.
_3
H67H77H87H9 = 2 03 = 2
V bodech Sg, S7, Sg, Sg je lokalni maximum funkce.
-2 —sin (2 + K) cos (L)
H10 — . T
—sin (2 + Kn) cos (L) -2

2
Hyy=4- (sin (g + K7r> cos (L?T))

Vysledny vyraz je vzdy kladny. Protoze f” (S7) je zaporny, pak Sig je lokalni ma-

ximum funkce f (x,y).
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Priklad 22

f(z,y) =sinz + cosy + cos(x — y)

fi = cosx —sin(z — y)

[l = —siny + sin(z — y)

cosz —sin(z—y) = 0 (22.1)
—siny +sin(zr —y) = 0 (22.2)
Rovnice 22.1 a 22.2 seCteme:
cosr —siny =0
cosx = siny

Potrebujeme jesté vztah pro sin x, abychom dosazenim ziskali rovnici o jedné nezna-
mé. Celou rovnici umocnime a dale upravime. Umocnéni rovnice je neekvivalentni
uprava a bude tak treba ovérit, zda-li vypoctené souradnice stacionarnich bodu resi
puvodni soustavu.

cos’z = sin’y

1 — sin?

r=1-—cos’y
sin’z = cosy
sinx = +cosy

Vyzkousime nejdiive moznost kladného znaménka, tedy vyuzijeme téchto rovnic:
cosx = siny

sinz = cosy

Tyto vztahy dosadime do rovnice 22.1, kterou pred dosazenim nejdiive upravime.
Nasledné tuto rovnici vytesime.

cosx — sin(z —y) =0
cosx — (sinzcosy — cosxsiny) =0
cosx —sinx cosy + cosrsiny = 0
siny — cos®y 4 sin*y = 0
siny — (1 — sin®y) +sin’y = 0
2sin’y +siny — 1 =0
Zavedeme substituci a resime kvadratickou rovnici:
siny =n

mi4+n—1=0
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Nio = 1
1
711—5;”2:—1
) 1
iny = -
siny = 2
y = = +2Kn
6
5
Yo = = 4 2Kx
6
siny = —1
3
ygzg—l—QKﬂ'

Pro ziskéni ptislusnych x nemusime dosazovat hodnoty y, staci vyuzit rovnosti:

cosx = siny

1
cosx = —
2
s
T = §+2L7T
5
To = —7T—|—2L7T
3
cosr = —1
r3=m+2Lm

Vsimnéme si, Zze musime nakombinovat feseni pro vysledné koteny xi, x5 s y1, ys.

Sp [Z + 2Lm; T + 2K7r]

3 6
s 5
Sa lg + 2L, 5 + ZKW}
5%y T
S3|—+2Lm; - +2Kn
3 6
Sy {5% + 2Lm; %T + 2K7T:|

3
S5 |jT + 2Lm; - + QKW}
Pokud vyzkousime moznost zaporného znaménka, vyuzivame téchto vztahii:
cosT = siny

sinz = —cosy
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Tyto vztahy dosadime opét do upravené rovnice 22.1, kterou nasledné vytesime:
cosx — (sinzcosy — cosxsiny) = 0
siny — (—cos?y — sin’y) = 0
siny = —1
cosx = —1

Nenalezli jsme dalsi feseni, jedna se o feseni shodné s S5. V bodech Ss a S3 k extrému

nedochézi, protoze se nejedna o feseni puvodni soustavy (dusledek neekvivalentni
Upravy zminéné vyse).

fr = —sinx — cos(z — y)
fry = cos(z —y)
"
fyy = —cosy — cos(x —y)
_ V3 9
H, = \\[/5 2 _|=
I
Body 57 jsou lokalni maxima funkce.
RVE] 9
— 3 3
Body S4 jsou lokalni minima funkce.
0 0
Hsy —| 0 0l 0

Hessidn nepomohl k urceni typu extrému v bodech S5, vyzkousime jiny postup:

f(z,y) =sinx + cosy + cos(x — y)

Computed by Wolfram [Alpha
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Obrdazek 12: Zobrazeni funkce v prikladu 22

@,

14 4.8
4 4.8

-5 0 5
X

Computed by Wolfram [Alpha

Obrazek 13: Zobrazeni funkce v prikladu 22 v pohledu shora

Vsimnéme si, ze druhy obrazek (pohled shora) je slozen z pomyslnych pravothlych
rovnoramennych trojuhelnikt. Pricemz vrcholy téchto trojuhelniki jsou pravé body
Ss. Diky periodicité funkce a vzniklému feSeni nam staci pouze vyradit jedno
libovolné teseni. Funkéni hodnota v bodech S5 je 0. Nejdiive zjistime predpis
primky, na kterych lezi prepony téchto trojihelniki (i body S;). K tomu vyuzijeme
dva body z bodi Sj lezici na spolecné preponé a zapiSeme paramatricky tvar
rovnice primky. Odtud odvodime smérnicovy tvar rovnice primky.

A |:7T; 3—71 , B [3%; 7—71

2 2
r = 7w+ 2nt (22.1)
3
y = ; +ontteR (22.2)

y:x+g+2K7r

Predpokladame, ze v bodech Sy k extrému nedochézi. Abychom takové tvrzeni po-
tvrdili, vyuzijeme kolmych pfimek vedenych z bodt S5 k ptimkam, na kterych lezi
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zminéné prepony. Peridocita ndm umoznuje vybrat pouze jeden z bodi S5, napriklad
[7‘(, 37”} Tato primka je funkei s predpisem:

. oT
= —X _
Y 2
Tento predpis dosadime do puvodni funkce a ddle budeme zkoumat chovani v okoli

Tr = T

f <a:, —x + 5;) = g(x) = sin (z) + cos (—x + 5;) + cos <2x — 5;)

po upravach:
g(z) = 2sinz (1 4 cosx)
Blizi-li se x k 7 zleva, funkéni hodnota g(x) se blizi k nule zprava. Naopak blizi-li

se x k m zprava, funkcni hodnota g(x) se blizi k nule zleva. Funk¢ni hodnota zleva

a zprava v okoli staciondrntho bodu S5 ma tedy rozdilnd znaménka. K extrému
v bodech S5 nedochéazi.
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Priklad 23

f(z,y) = sinx cosy + cos z sin’y

f! = cos xcosy — sin x sin’y
f; = —sinzsiny + 2cosxsiny cosy
cosxcosy —sinxsin’y = 0 (23.3)
—sinxsiny + 2coszsinycosy = 0 (23.4)

Rovnice 23.3 a 23.4 vydélime vyrazem cos x cosy. Takova Gprava je mozna, pokud
vyzkousime jako TeSeni body, ve kterych je tento vyraz nulovy. Dosadime tedy na-
sledujici body do rovnic 23.3 a 23.4 a zjistime tak, jestli je tfeba je pridat mezi
stacionarni body nebo ne.

T [g+K7r;y],T2 [[E;%-FK?T]
Dosadime bod T7:
cos(g+K7r>cosy—sin<g+K7r>Sin2y =0
—Siﬂ(%+K7r>siny—|—2(30$<g+K7r>sinycosy = 0
Po upravach:
—Sin(g+K7r> siny = 0
—sin<g+K7r>siny =0

Obé rovnice se rovnaji nule, pokud:
yp = Lm
Nalezli jsme tedy Teseni soustavy:
S [g + K, L7T:|
Dosadime bod T5:
COS T COS (g + K7r> — sin z sin? <g + K’/T) =0

— sin z sin (g + K7r> + 2cosz sin <g + K7r> oS <g + K?T) = 0

Po upravach:
— sin x sin? <g + Kﬁ) =0

— sin 2 sin <g —|—K7T> =0
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Obé rovnice se rovnaji nule, pokud:
Ty = Lm
Nalezli jsme tedy dalsi Teseni soustavy:
So [Iﬂr; g + K 77}

S ohledem na nalezené teseni, dédle o tato TeSeni neptijdeme, vydélime-li rovnice
23.3 a 23.4 vyrazem cosz cosy. Po vydéleni timto vyrazem ziskdvame nasledujici
soustavu:

l —tanztanysiny = 0 (23.5)
—tanztany + 2siny = 0 (23.6)

7 rovnice 23.6 plyne:
tanxtany = 2siny

Tento vyraz dosadime do rovnice 23.5:
1 —2sin*y =0

1
.2

S f—
1ny—2

. . V2
smy = S Vsiny = —

Vyzkousime nejdrive moznost kladného znaménka:

. V2
siny = —

2
™
y3:Z+2K7r
3
y4:£—|—2K7T

Dosadime y3 do rovnice 23.3 pro ziskani prislusného x:

V2 1

TCosx—isinxzo

\/Ecosx —sinx =0

Vzhledem k tomu Ze moznost cosz = 0 byla drive vyresena, pak vyrazem cosx
muzeme rovnici vydélit.
V2 = tanz
z = arctan V2 + L
T
S [arctan V2 + L 1 + 2K7r] :
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Dosadime y4 do rovnice 23.3 pro ziskani ptislusného x:

Z duvodu uvedeného vyse muzeme vyrazem cos x rovnici vydeélit.

V2 1

———COST — §sinx =0

2

—V2cosx —sinz =0

—\/§ = tanx

T = arctan (—\/5) + L7

Funkce arctan x je licha, tudiz dalsi stacionarni bod je:

3
Sy [— arctan v/2 + L; Zﬁ + 2K7T:| ;

Vezmeme-li moznost zaporného znaménka:

V2

siny = ——

)
y5:—ﬁ+2K7r

4

7
y6:£+2K7T

Tyto hodnoty opét dosadime do rovnice 23.3 a rovnici upravime. Po dosazeni ys
ziskavame:

Podobnou tpravou ziskdme po dosazeni yg do rovnice 23.3 stacionarni bod Sg.

Hy

V2 1

5 CoS T — §sinx =0

—\/§ =tanx
T = arctan <—\/§> + L7

5
S5 [— arctan V2 + L; zﬂ + ZKW]

7
Se {arctan V2 + L IW + 2K7T:|

[/ : i 2
fo = —sinzcosy — coszsiny
fry = —sinycosz — sin 2y sinx

"o .

Jyy = —sinxcosy + 2 cosz cos 2y
—sin(§ + Kn) cos(L) 0

0 —sin(§ 4 K) cos(L)

= sin? <g + K7T> cos? (L)
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Vysledna hodnota je ziejmé kladnd. Jedna se tedy o lokalni minimum funkce nebo
lokélni maximum funkce. Jsou-li parametry K a L liché, nebo oba sudé, pak se jedna
o lokalni maximum funkce. Je-li parita téchto parametri rozdilna, pak se jedna
o lokalni minimum funkce.

—cos(Lm)sin®*(5 + Km) —sin(5 + K) cos(L)

Hy=| _ sin(§ + K7) cos(Lm) —2cos(L)

= sin? (g + Kﬂ') cos? (L)
Resime podobné jako Hy. Vyraz cos(Lw) uréuje o jaky typ extrému se jedné. Bez

ohledu na parametr K, je-li parametr L lichy, pak se jedna o lokalni minimum funkce
a je-li sudy, pak se jedna o lokalni maximum funkce.

frz(S3) = —sin (arctanﬁ+ L7r) cos (Z + 2K7r> —
— COoS (arctan V2 + L7T> sin? (% + 2K7r>
fuy(S3) = —sin <% + 2K7r> cos <arctan V2 4+ LW> _
—sin (2 (% + 2K7T>> sin (arctan V2 + Lw)
fy(S3) = —sin (arctan\/ﬁ-k L7T> cos (% + 2K7r> +

+2 cos (arctan NOEE L7r> coS (2 (% + 2K7r>>

Pro tpravu téchto vyrazu vyuzijeme z dodatkti vzorce z kapitoly pouzité vzorce:

x
sin(arctan ) = ——
V1+ 22

1
cos(arctan r) = ———
2?2 +1

plati tedy:
sin (arctan V2 + L7r> = sin (arctan \/§> cos(L) + cos (arctan \/§> sin( L)
Pricemz sin(L7) je roven nule, tedy:
sin (arctan V2 + L7r> = sin (arctan \/§> cos(L)

Podobné:
Ccos (arctan V2 + Lw) = cos (arctan \/5) cos( L)

Druhé parcidlni derivace po tupravach:

fr(Ss) = —? cos( L)

Trr

fr(S3) = —? cos( L)

Yy

£ (83) = —% cos(Lm)
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1 3
= §COS2(L7T) - QCOSQ(LT(')

T2
—\/75 cos(Lw) ——zcos(Lm)

3 cos(Lm) —¥8 cos(L
Hy— H, - cos( L) icos( )

Vysledna hodnota je zaporna. Body S, .S, jsou sedlové body funkce.

— Y3 cos(Lw) 8 cos(Lr)
Hs = Hg =| 2 2 = —cos*(L
° ‘ \/76 cos( L) _\/?g cos( L) (L)

Body S5, Sg jsou sedlové body funkce.

—cos*(L)
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Priklad 24

f(z,y) = cos®x cos y + sin z sin®y
' = —3cos’xsinx cosy + sin®y cos x
fa y y
"= — cos’zsiny + 3sin z sin’y cos
Iy Yy ycosy
—3cos’rsinz cosy + sin®ycosz = 0 (24.1)
—cos’rsiny + 3sinasin®ycosy = 0 (24.2)

Rovnice 24.1 a 24.2 secteme a dale pomoci vytykani upravime:

3

—3 cos’x sin z cos y + sin®y cos x — cos®z siny + 3sin zsin®ycosy = 0

3 sin - cos y(sin®y — cos®x) + sin y cos z(sin*y — cos’z) = 0
(sin*y — cos®z)(3sinx cosy + siny cos ) = 0
(siny — cosx)(siny + cosx)(3sinz cosy + sinycosx) = 0

Rovnice je rovna nule, pokud jeden z vyrazu v zavorce je roven nule. Kazdy z téchto
)
pripadi vyresime zvlast.
siny —cosz =0
siny = cosx

Rovnici umocnime a dale upravime. Cilem je ziskat vyjadreni cosy, abychom po do-
sazeni do vhodné rovnice ziskali rovnici o jedné proménné. V diisledku neekvivalentni
upravy bude treba vyzkouset, zda vzniklé koteny tesi také ptivodni soustavu.

sin2y = cos’x

1 — cos’y = 1 — sin’x
cos’y = sin’x
cosy = *sinx

Vyzkousime nejdrive moznost kladného znaménka, tedy vyuzijeme vztaht:
siny = cosx

cosy =sinx

Tato vyjadreni dosadime do rovnice 24.1 a rovnici vyresime:
—3 cos’x sin’z + cos’z = 0

—3cos’z(1 — cos’x) + cos’z =0
4cos*z — 3cos’r =0

cos’z(4cos’r —3) =0
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Jsou tfi moznosti, cemu se cosz musi rovnat, aby byla rovnice rovna nule. Kazda
z téchto moznosti vede k ziskani vyjadreni x. Dale vyuzijeme ptivodniho vztahu:

siny = cosx
Pomoci tohoto vztahu vypocitame poté prislusna y.
cosz =0
7

xr = § + Kn
siny =0
Y1 = Lm
s

Sy [5 + K Lﬂ'}
V3

COSTY = ——

2
m2:5+2K7r
6
11
$3:—7T+2K7T
6
sin ——3
Y75
s
y2:§+2L7T
2
y3:§+2L7r

Musime nakombinovat xs,z3 s 19, y3. Kombinace nefesici ptivodni soustavu jsou
vynechany. Divodem je vyse zminénd neekvivalentni iprava.

T v
S, [g +2Km T+ 2L7r]

5 2
S, {—” yoKT X 4 2L7T:|

6 3
cos.yc——\/—g
2
5
I4:—7T+2K7T
6
7
I5:§+2Kﬂ'
. V3
siny = ——
YT
4
y4:§—|—2L7T
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b}
y5:?7r—|—2L7T

Opét musime nakombinovat x4, x5 s 44, y5. Kombinace nefesici ptvodni soustavu
jsou vynechany v disledku neekvivalentni ipravy zminéné vyse.

5 5
S, [% 2K ?ﬂ + 2L7r}

6

Dosadime-li do rovnice 24.1 moznost zaporného znaménka, ziskdme tuto rovnici:

4
Ss {7—7T + 2K % + 2L7r1

3 cos?z sin’x + cosir = 0

3 cos’z(1 — cos’z) + cos’z = 0
4 2.
—2cos"x +3cos’x =0
2 2 _
cos“z(—2cos“r +3) =0
Vyraz v zévorce nemd feSeni pro x v mnoziné R. Vytknuty cos?
feseni. Vratime se nyni k rovnici:

x nepridava nové

(siny — cosx)(siny + cosx)(3sinz cosy + siny cosx) = 0
Budeme nyni uvazovat, ze se vyraz v druhé zavorce rovna nule.
siny = —cosx
Podobnou tpravou, provedenou vyse, ziskavame
cosy = *sinx

Koreny vznikajici z toho vztahu vznikaji opét neekvivalentni tipravou a bude tre-
ba vyzkouset, zda Tesi puvodni soustavu. Vezmeme moznost kladného znaménka
a dosadime tyto vztahy do rovnice 24.1.

—3cos?z sin’x — cos*r = 0

—3cos’x (1 — cost) —cos’z =0
2costz — 3cos?z = 0
cos’z(2cos’r — 3) = 0
Vyraz v zavorce nema TeSeni pro realnd x, vytknuty vyraz opét nepridava nové

feSeni. Moznost zaporného znaménka:

3cos?z sin’z — costr = 0
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Tuto rovnici jsme jiz pocitali v predchozich moznostech. Neprida tedy dalsi feseni.
Zbyva posledni moznost pro vynulovani rovnice.

(siny — cosx)(siny + cosx)(3sinx cosy + siny cosx) = 0
Jedna se o pripad, kdy vyraz ve tieti zavorce je roven nule, tedy:
3sinz cosy + sinycosx = 0

Tuto rovnici budeme délit vyrazem cos y cos z. Abychom se vyhnuli déleni nulou, tak
spoc¢itame kdy se tento vyraz rovna nule, nasledné dosadime tyto vysledky do pu-
vodni soustavy rovnic a pokud ji Tesi, pak je pridame mezi stacionarni body. Pripad
vyTesime pro obecnou realnou neznamou n, nasledné pro nas pripad.

cosn =0
T

= —

n 2+K7r

Je tfeba vyzkouset body [n;n|, [z;n] a [n;y] jako mozné Teseni rovnice. Po dosazeni
do puvodni soustavy, zjistime, ze dalsim stacionarnim bodem je:

Se g—kKﬁ;g—kLw

Nyni budeme délit vyrazem cosycosx, pricemz fesime uz pouze pripady, kdy je
tento vyraz nenulovy.

3sinz cosy + sinycosx = 0 / = cosycosx

3tanz +tany =0
Jtanx = —tany

Nyni vydélime rovnici 24.1 stejnym vyrazem:
—3 cos’x sinz cosy + sin’y cosz = 0 / i cosycosx

Protoze jiz muzeme délit vyrazem cosx, pak muzeme také délit mocninou tohoto
vyrazu:
—3coswsing +sin*ytany =0  /:cos’x

L2
—3Jtanx + tany - (sm y) =0

cos?x

Dosazenim vztahu (odvozenym vyse):

Jtanz = —tany
ziskavame rovnici:
sin?y
tany + tany - 5 =0
cos?x
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Vyraz v zavorce nikdy nebude roven nule pro redlna x a y. Zbyva vytesit:

tany =0
yr = L
7 nasledujiciho vztahu ziskame prislusné xg:
dtanr = —tany
3tanx =0
7 = Kn
S7[Km; L]
f! = 6sin’z cos y cosz — 3cos’z cosy — sin’ysinz
"o . . .
fry = 3cosxsiny (cossin + siny cosy)
foy = —cos’z cosy + 3sin x sin y(3cos’y — 1)
00
H = e
Vypocet hessianu nepomohl k urceni typu extrému v bodech Sj.
=3v3  9V3 27
8 8
Body 55, S5, S5 jsou sedlové body funkce.
3v3 —=9v3
Ho— s e |-
—9v3  3V3 )
8 8

Body S, jsou sedlové body funkce. Zapiseme zatim Hg ve tvaru, kde nevybirdme
paritu téchto parametri:
—sin(%—l—Kﬁ)sin3 (g—f-Lﬂ') 0 -

0 —

He = —3sin (% + K7r) sin® (% + L7r)

Vysledny vyraz je kladny. Jedna se tedy o lokalni extrém. Jsou-li parametry K a L
oba sudé nebo oba liché, pak se jedna o lokalni maximum. Je-li jejich parita rozdilna,
pak se jedna o lokalni minimum. Podobné vytesime H;:

—3cos (L) cos (K) 0

Hr = 0 — cos (L) cos (K)

- 3

Vysledny vyraz je kladny. Jedna se tedy o lokalni extrém. Jsou-li parametry K
a L oba sudé nebo oba liché, pak se jedna o lokdlni maximum. Je-li jejich parita
rozdilnd, pak se jedné o lokalni minimum.

Vypocet hessianu nepomohl v bodech S;. Vyzkousime u nich jiny postup:

3

f (z,y) = cos® z cosy + sin wsin® y
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Obrazek 14:

Obrazek 15: Zobrazeni funkce v prikladu 24 v pohledu shora
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Zluté oznacené body na druhém obrazku jsou pravé body S;. Tento obrazek
nam napovida, ze vSechny tyto body, lezi na ur¢itych primkach. Jedna se o primky
ve tvaru:

yzx—%%—M#

Pomoci dosazeni soutradnic kazdého z bodii, se miizeme presvédcit, ze je toto tvrzeni
pravdivé, protoze pro kazdy bod, vychazi parametr M cely jako neznama rovnice.
Obréazek nam také napovida, ze k extrému v zadném z téchto bodi nedochazi, tento
zavér musime ale odvodit pocetné. Budeme pozorovat jak se body chovaji na kolmych
primkach k primkam s predpisem odvozenym vyse, tedy na primkach ve tvaru:

y=-v—¢

kde parametr ¢, bude zvolen tak, aby ptrimka prochazela danym bodem. Tento
parametr vypocitdme pomoci vztahu ¢ = —(z + y). Dosadime tento predpis
do predpisu funkce dvou proménnych, ¢imz dostaneme funkci jedné proménné,
odkud bude vyvozen zaver.

Zaveér pro stacionarni body Si:

y=—v—(F+n(K+L)

g(x) = cos® z cos (—x— (g +7T(K+L))) + sin x sin® (—x— (g +7T(K+L)))

Po upravach s vyuzitim vzorce z dodatkt v kapitole pouzité vzorce:
g(x) = —2cos® rsinx cos (K7) cos (L)

Funkéni hodnota funkee g(x) v bodé x = 7+ K7 je 0.Tuto hodnotu zptisobuje vyraz
cos® z, presnéji pak coswz (bez ohledu na volbu parametri K, L). PFiblizujeme-li
se k v = § + K zleva a zprava, zjistime, Ze pri libovolné volbé K, se k nule

nepriblizujeme ze stejnych sméri. K extrému v bodech S; nedochézi.
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Priklad 25
f(z,y) = (2% + 4y* — 4) (27 — 22y + 49°)
predpis funkce upravime:
Flz,y) = (@ +2y)" — day — 4) (2 + 2y)° — 6xy)
flx,y) = (x+29)" + (x +2y)* (=10xy — 4) + 24zy (zy + 1)
fL=4(z+2y)%+2(x+2y) (—10zy — 4) — 10y (z + 2y)* +
+ 24y (xy + 1) + 24ay?

[y, =8(x+ 20)° 4+ 4 (z + 2y) (=10zy — 4) — 10z (z + 2y)* +
+ 24z (xy + 1) + 242%y

4(z 4 2y)° + 2 (x4 2y) (—10zy — 4) — 10y (z + 2y)° +
+ 24y (wy + 1) + 242y® = 0 (25.1)

8 (x4 2y)° + 4 (x4 2y) (—10zy — 4) — 10z (z + 2y)* +
+ 24z (zy + 1) + 242%y = 0 (25.2)

Od rovnice 25.2 odecteme dvojnésobek rovnice 25.1 (¢imz vynulujeme prvni dva
¢leny) a takto vzniklou rovnici budeme déle upravovat:

—10x (x4 2y)* + 242 (xy + 1) + 242%y + 20y (x + 2y)* — 48y (xy + 1) — 48zy* = 0
Cleny povytykame po dvojicich nasledovné:
—10 (z — 2y) (z +2y)* + 24 (zy + 1) (z — 2y) + 24zy (x — 2y) = 0

Vsechny ¢leny obsahuji vyraz (x—2y). Tento vyraz tedy mizeme vytknout a budeme
pokracovat s nasledujici upravou:

(v —2y) (=10 (z + 2y)* + 24 (zy + 1) + 24zy) =0

(v —2y) (=10 (z + 2y)> + 24 22y + 1)) =0

Z tohoto rozlozeni do sou¢inu dvou vyrazi, budeme tesit 2 pripady. Nejdrive dosa-
dime do rovnice 25.1 vyjadreni x = 2y.

4(4y)° + 2 (4y) (—20y* — 4) — 10y (dy)* + 24y (20> + 1) + 48y° = 0

Po roznasobeni a upravach:

32y% — 8y =0
8y(4y> —1) =0
1 =10
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1
Y23 = i§
Pricemz x = 2y, odtud dostavame tii stacionarni body:

51[0; 0]
o]

1
-]

Budeme nyni fesit druhou moznost vynulovani vzniklé rovnice. Odtud vyjadiime x,
které dosadime do rovnice 25.1:

—10(x + 2y)* + 24(2zy +1) = 0
Po roznasobeni a upravé:
—52% + 4wy — 207 + 12 =0

Rovnice je kvadratickd vici neznamé x (a y doc¢asné povazujeme za parametr), poté
diskriminat D je tvaru:
D = —384y% + 240

Vysledkem je vyjadieni neznamé x, tedy

—dy £ \/—384y? + 240 2y +2,/—24y> + 15
—10 N 5

T12 =

V nésledujicich ipravach vytesime obé moznosti najednou. Znaménko + bude znacit
kladné znaménko pro x; a zaporné pro xy. Naopak znaménko F bude znacit zaporné
znaménko pro x; a kladné pro x,. Do roznasobené rovnice 25.1 dosadime vzniklé
vyjadreni pro x a budeme rovnici upravovat:

3 2
2y £ 24/ —24y? + 15 2y £ 24/ —24y*> + 15
2<y \/5y+)_3(y \/5y+>y+

— 4P +4y =0

2y + 21/—24y% + 15 2y + 21/—24y2 + 15
+8<y 5y+ >y2_4<y 5y+>

Rovnici vynasobime c¢islem 125 pro odstranéni jmenovateli zlomki. Dale jed-
notlivé mocniny dvojc¢lent rozepiseme.

3 2
2 <2y 40/ —24y? + 15) _ 15y <2y + 2\ /—24y7 1 15) +
120042 <2y +2\/—24y? 1 15) — 100 <2y +2\/—24y? 1 15) — P 4y =0
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169° & 48y*\/—24y2 + 15 + 48y(—24y* + 15) & 16(—24y> + 15)/—24y2 + 15—
—60y° F 120y*\/—24y2 + 15 — 60y(—24y* + 15) + 400y° 4 400y*+/ —24y? + 15—

—200y F 2004/ —24y2 + 15 — 500y® + 500y = 0
Poscitame ¢leny s pouze treti a s pouze prvni mocninou neznamé y, z vyrazu s od-
mocninou tuto odmocninu vytkneme:

144y> + 120y + (F5615° 4 40)y/—24y% + 15 =0

(F56y° & 40)\/—24y2 + 15 = —(1449° + 120y)

Rovnici umocnime, pricemz je zbytecné dale Tesit moznosti F a 4. Z dtvodu druhé
mocniny vybereme jednu moznost.

(—56y> + 40)° (—24y% + 15) = (144> + 120y)”
Zavedeme substituci y? = n, dale vyrazy roznasobime:
(=56 + 40)* (—24n 4 15) = n (144n + 120)*

—96 000n> + 120 000n% — 120 000n + 24 000 = 0 / : (—24 000)
A —5m2+5n—1=0

Vyuzijeme védomosti odvozené v kapitole racionalni koten kubické rovnice v dodat-
cich. Je-li kofen racionalni, pak jeho mozné hodnoty jsou =+1, :l:%, j:i. Postupnym
zkousenim naleznem koren této kubické rovnice n = %. Diky tomu muzeme kubickou
rovnici prepsat do tvaru, odkud je kofeny snadné vypocitat:

(n—i) (4n® —4n+4) =0

Diskriminant vzniklé kvadratické rovnice je zaporny, tudiz je redlné n pouze jedno.

1
n=-
4
Navratem do substituce: )
Y12 = ié
Po dosazeni do vztahu:
2y + 24/ —24y*> + 15
T12 =
5
+1+6
X1,234 = 5
Béhem postupu byla pouzita neekvivalentni tprava — umocnéni rovnice. Zkouskou
se presvedcime, ze dosazenim x = —g axr= % pro vypocitana y; o soustavu nesplnuji.

Zatimco zbyld vypocitand x ano. Pribyvaji vysledky:
1
54 {_1, 5}
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1
513

I =122% — 122y + 16y — 8

Txr

[, = —6a® + 32zy — 24y° + 8
_ 2 2
[, = 1627 — 48y + 192> — 32
-8 8
H, = s _39|= 192

St je lokalni maximum funkce.

Ho=Hy =15 ¢ |= 7128
Sy a S3 jsou sedlové body funkce.
14 -20
H4—H5—_20 56 = 384

S, a S5 jsou lokalni minima funkce.

Jiny zptisob feseni prikladu:
fla,y) = (2% +4y° — 4)(2* — 22y + 4y?)

Polozme substituci:
4 Ayt =t
Ty =35

Vznika tak funkce:

g(s,t) = (t —4)(t —28) = t* — 4t — 25t + 8s

g, =—2t+38

g, =2t —4—2s

248 = 0 (25.3)
2% —4-25 = 0 (25.4)

Z rovnice 25.3 je vidét, ze t = 4 a souctem obou rovnic 25.3 a 25.4 ziskavame s = 2.
Navratem do substituci ziskavame soustavu:

2+ 4y = 4 (25.5)
ry = 2 (25.6)
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Vyjadrime = z rovnice 25.6 a toto vyjadreni dosadime do rovnice 25.5.

2\ 2
<—) +4y* =4
Y

Vynasobenim jmenovatelem a prefazenim clenti ziskavame:
4yt — 4P +4=0

Rovnice je bikvadraticka, nicméné po substituci typické pro tyto rovnice bychom zis-
kali kvadratickou rovnici, kterd nemé realné koteny (zéporny diskriminant). Odtud
tedy stacionarni body neziskame. 7 derivace slozeného zobrazeni vime:

fo=s,-gu+1. g,

foy=8,-9s+1, g,

Zapsano pomoci matice a vektori:

(fé) _ (8; t;) (gé>
fo) \sy 1) \4

Pricemz chceme, aby se tento soucin rovnal nule. Tedy po vypoctu jednotlivych
parcialnich derivaci ziskavame:

() (@)= )

Jak jsme jiz zjistili, vektor v souc¢inu neni nulovy, jedind moznost, jak dostat nulo-
vy vektor, je, kdyz bude matice v soucinu singuldrni (linearné zavislé radky). Jeji
determinant tedy polozime roven nule.

8y* —22° =0

Po rozlozeni:
22y —x)2y +1x) =0

Matice je singularni, pokud plati:
r =42y
Po upravach jsou parcidlni derivace funkce f(z,y):

fi =42 — 62y + 162y — 8x — 8y* + 8y
f; = 8z — 22° — 32y + 162%y — 24xy® + 641°

Opét vytvorime soustavu rovnic:

4o — 62%y + 162y —8x —8y* +8y = 0 (25.7)
8z — 22° — 32y + 1622y — 24xy® + 64y = 0 (25.8)
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Predchozi tivaha nés dovedla k ziskani vztahu mezi souradnicemi stacionarnich bodu.
Dosadime do rovnice 25.7 vyjadieni x = 2y.

4-(2y)° —6-(29)°y + 16 - (2y)y* — 8- (2y) — 8y + 8y =0

32y% — 8y =0
8y(2y —1)(2y+1)=0

Dosazenim do prvni rovnice x = —2y, ziskdme po podobnych tupravach:
4-(=2y)* = 6-(=29)"y+16- (~2y)y* - 8- (~2y) = 8y* + 8y =0

—96y° + 24y =0
—24y(2y —1)(2y +1) =0

Jednotliva feseni téchto rovnic tvori s prislusnou substituci stacionarni body.

Sl [0, 0]

1

1

Déle bychom opét postupovali jako v predchozim postupu a dosli tak ke stejnému
zaveru.
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3 Ziskané poznatky a metody

Pokud resime obecnou soustavu linearnich rovnic, existuje obecné reseni, a proto je
mozné vzdy najit feSeni analyticky. Toto tvrzeni neplati pro soustavu nelinedrnich
rovnic. Béhem své prace jsem pouzival pri feseni soustav nelinearnich rovnic metody
popsané nize a jejich kombinace. Sepsané metody pouze popisuji nejcastéjsi zptisob
teseni, ktery byl pouzit. V ptripadé pouziti jiného postupu béhem feseni je priklad
doplnén vhodnym komentarem.

Metody jsou sepsany pro soustavu dvou nelinedrnich rovnic o dvou nezna-
mych, je mozné si dale odvodit upravenou verzi pro vice rovnic o vice neznamych.
Jsou psany k polynomickym rovnicim, nicméné je mozné tyto metody ¢i jejich
upravené verze pouzivat i u nékterych jinych nelinedrnich soustav.

3.1 Rozlozeni do soucinového tvaru

Pokud je to mozné, obé z rovnic soustavy je vyhodné upravit pomoci vzorcu
¢i vytykani na soucin libovolného poctu vyrazi, pricemz je tento soucin roven nule.
Pokud prvni rovnice obsahuje K takovych vyrazi a druha z rovnic L takovych
vyrazii, pak dale jiz fesime K - L soustav rovnic, pricemz obtiznost kazdé ze soustav
je nizsi ve srovnani s puvodni soustavou.
Priklad pouziti:

oy ady —day? —day = 0

20°y + a? — 2wy’ — 9 =

Tuto soustavu je mozné pomoci jednoduchych taprav upravit do nasledujiciho tvaru:
zy(r—2)(x+2)(y+1)=0

2ry+1)(z—y)(x+y)=0

Déle bychom fesili 15 ,, jednodussich® soustav (nékteré pochopitelné bez feseni nebo
naopak v obecném tvaru).

Tato metoda byla pouzita napt. u prikladu 11 (s. 32),
prikladu 14 (s. 38), prikladu 19 (s. 49), prikladu 21 (s. 53).
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3.2 Eliminace souctem

Pokud je mozné eliminovat jednu z neznamych souctem nasobkii nebo rozdilem
nasobkll rovnic, vznika rovnice o jedné neznamé. Vyresenim vzniklé rovnice ziskdme
hodnotu této neznamé. Nasledné tuto hodnotu dosadime do jedné z ptivodnich
rovnic, kde opét vznika rovnice o jedné neznamé. Vypoctem této rovnice jiz mame
soustavu vytreSenou. Souétem ¢i rozdilem nésobki rovnic mizeme také vyradit
urc¢ity pocet clent a nasledné ziskat rovnici, odkud je jednoduché (naptiklad pomoci
upraveni do souc¢inového tvaru) vyjadrit neznamou.

Priklad pouziti:

o

22ty? — 5t — 10y + 822 +3 =
—atyt 432t 45y —a® -5 =

e}

Dvojnasobek druhé rovnice pricteme k prvni rovnici. Timto zpisobem tak dochéazi
k eliminaci nezndmé y:

a4 62> —7=0
Déle bychom vytesenim rovnice ziskali mozna x, které po dosazeni do jedné z rovnic

vytvareji rovnice pro prislusna y.

Tato metoda byla pouzita napt. u prikladu 2 (s. 20), prikladu 18 (s. 47),
prikladu 20 (s. 52), prikladu 24 (s. 67).

3.3 Eliminace dosazenim

Je-li mozné z jedné rovnice vyjadrit vyraz s pouze jednou neznamou, pricemz
dané vyjadreni je vyrazem s pouze druhou neznamou, pak toto vyjadreni muzeme
dosadit do druhé rovnice a vznika tak rovnice o jedné neznamé.

Priklad pouziti:

2%y —3y—a2® = 0
22%y? — 3y° + 1 0

Z prvni rovnice je mozné vyjadrit y, po dosazeni do druhé rovnice vznika rovnice
o neznamé z (za ur¢itych podminek).
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Déle bychom jednotliva Teseni takto vzniklé rovnice dosazovali do jedné z rovnic
ptivodni soustavy pro ziskani p¥isluinych y. Jinou moznosti je vyjadieni ¢lenu 2
z druhé rovnice a dosazeni do prvni, ¢imz vznika rovnice o neznamé y.

2
2 _ 3y- —1

212

3y — 1 3y — 1
2 — 3y — =0
y( 2y? ) ! ( 2y

Tato metoda byla pouzita napt. u prikladu 1 (s. 19), pfikladu 5 (s. 23),
prikladu 6 (s. 24), prikladu 13 (s. 36).

T
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4 Dodatky

4.1 Pouzité vzorce

Vzorce pro derivace a vzorce pro Upravy vyrazii nejsou uvedeny. Jsou v praci
pouzivany bez komentait. V néasledujici kapitole jsou odvozeny posledni cCtyfti
vzorce, protoze jsou méné znamé.

Pro vSechna realna x, y, z, pro kterd jsou uvedené vyrazy nize definovany,
plati:
sin(—z) = —sin(z)

cos(—x) = cos(x)

sin2x = 2sinx cosx

2 2

cos 2x = cos“x — sin“x

cos’z + sinx = 1

sin(z + y) = sinx cosy + coszsiny
cos(x 4 y) = cosz cosy — sinx siny
sin(z + y + z) = sinx cos y cos z + cos T sin y cos z + cos x cos y sin z — sin x sin y sin 2

cos(r + Yy + 2z) = cosx cosy cos z — sinx siny cos z — sin z cos y sin z — cos x sin y sin 2

T
sinarctgr = ———
x2+1

1
cosarctgr = ———
?+1
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4.2 Odvozeni méné znamych vzorcii

Tato kapitola slouzi k odvozeni méné znamych vzorct pouzitych v praci.

sin(x +y + z) =sin ((z + y) + 2z) = sin(z + y) cos z + cos(z + y) sin z =

= (sinz cosy + cosxsiny) cos z + (cosz cosy — sinrsiny) sin z =

= Sin 2 cos Y cos 2 4 €Os T sin y cos 2 4 cos x cos Yy sin z — sin x sin y sin 2

cos(z +y+z) =cos((z+y)+ z) =cos(x + y)cosz — sin(z + y)sinz =
= (cosx cosy — sinxsiny) cos z — (sinx cosy + cosrsiny) sin z =

= COS X COS Y COS 2 — Sinx sin gy cos 2z — Sin & cos ¥y sin 2 — cos & Sin y sin 2

Pro reélné n,n € (5 %) plat:

. in2
Gt SR ey tehn
sin’n + cos?n % + osn tg?n + 1
Vzhledem ke zvoleménu intervalu pro n plati:
. tgn
sinn = ———
Vitgin +1
Dosazenim n = arctg x:
tg(arctg x) x

sin(arctgx) = =
( ) Vigd(arctgz) + 1 Va?+1

cosn = +v/1 — sin’n

cos(arctgx) = \/1 —sin®(arctgx) = (/1 — Jeri) Ve2i1 Jeaa

Funkéni hodnoty arctg x jsou na intervalu (_7”, g) Na tomto intervalu je cos z klad-
ny, proto uz neuvazujeme moznost zaporného znaménka.
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4.3 Kvadratické formy

Kvadraticka forma ve dvou proménnych je vyraz tvaru

[\

xlaxQ

Mw

E Qi T L5 = A11T1X7 + (CL12 + agl)x11:2 + Q2229
=1 j=1

Kvadraticka forma ve dvou proménnych je tedy polynom dvou proménnych, jehoz
vSechny ¢leny jsou stupné 2.

. T L, . o
Ozna¢me x = (x1,22)" vektor proménnych a A = (a;;) Ctvercovou matici T4-

du 2, kde prvky na vedlejsi diagonale nahradime jejich aritmetickym priamérem.
Potom souc¢in x’ Ax je kvadratické forma ve dvou proménnych:

T ( ) aqy a12+a21 T
X' Ax = (71 22) | appta 2 =
122 21 a22 x2

T
= (an @y 4 D202y, G220y 4 ogyony) (m ) =
2

B @12 + Az @12 + Qg B
= a11r121 + —2 1T + —2 T1To + A922X2T9 =

= a;1x171 + (a12 + a21)T1T9 + AooT2T
Plati proto
2 2
X' Ax = Qi TiTj = f(l'l,l'g)
i=1 j=1

Matici A nazyvame matice kvadratické formy f(zq,x2).

Matice A kvadratické formy f(x) je

Pozitivné definitn{ <= (Vx € R?) ( #0)(f (x) >0)
Negativné definitn{ <= (Vx € R?) (x # 0) (f (x) < 0)
Indefinitn{ <= (Ix,y € R*) (f(x) >0) A (f(y) <0)
Zmazornéni téchto pripadi na jednoduchych prikladech:

=0 )) » s (g 1) () e

Matice A je pozitivné definitni.

y (—01 _01) S fX) = (11 ) (—01 _01) @;) = 22— 22

Matice A je negativné definitni

a= (5 ) » s (y ) (0) -

Matice A je indefinitni [4].
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4.4 Nalezeni racionalniho korene kubické rovnice

Necht je dano ¢islo ~ € Q takové, ze r € Z,s € Z\ {0}, NSD(r,s) = 1. Je-li ¢islo ~
kofenem kubické rovnice tvaru azx® + apx? + ayx +ag = 0 s celoéiselnymi koeficienty
a nenulovym kubickym koeficientem, pak plati:

7\ 3 7\ 2 T
as (—) + as (—) + ay <—) +ap = 0
S S S

Dale mtiZeme obé strany vyndsobit vyrazem s* (s je nenulové).
asr® + asr’s + a1rs® + ags® =0

Protoze je kazdy clen tohoto vztahu celoc¢iselny, pak prvni ¢len levé strany musi byt
nasobkem s, aby mohlo dojit k vynulovani. Podobné plati, Ze posledni ¢len musi
byt nasobkem 7.

Zéavérem je, ze pokud je vySe uvedené raciondlni cislo - kofenem kubické
rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, pak s|ag A r|ag. Tedy jmenovatel déli kubicky
koeficient a c¢itatel déli absolutni ¢len (jednd se o délitelnost na mnoziné Z). Je
diilezité si uvédomit, ze pokud nalezneme ¢islo splnujici tyto podminky délitelnosti,
tak se jesté nemusi jednat o raciondlni koten dané kubické rovnice. Jedna se pouze
o implikaci, ze kazdy kofen kubické rovnice v mnoziné Q tyto podminky splnuje.

Pri pocitani kubické rovnice mizeme tedy nejdiive predpokladat, ze rovnice

ma racionalni koren a vyzkouset, zda-li danou kubickou rovnici tesi takova cisla,
ktera vyse zminénou vlastnost splnuji.
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Zaveér

Hlavnim cilem byla tvorba postupu feseni riaznych prikladi na hledani extrému
funkci vice proménnych. Veskeré znalosti odvozené v teorii ¢i popsané metody
jsou psany pro funkci dvou proménnych, vse je ovSem mozné prenést na funkce
o libovolném poctu proménnych. Dalsim cilem bylo sepsani teorie odtvodnujici
obecné vyuzivané kroky a také shrnuti metod, které jsem pri reSeni soustav vyuzival.

Hlavniho cile bylo dosazeno rozborem 25 prikladi uvedenych v préaci s ros-
touci obtiznosti (autorovo subjektivni ohodnoceni) a sepsanymi metodami,
slouzicimi pri feseni soustav nelinearnich algebraickych rovnic o vice neznamych.
Pricemz je mozné tyto metody ¢i kombinace téchto metod vyuzivat i v soustavach
nelinearnich nealgebraickych o vice neznadmych.

Pti porovnavani obtiznosti prikladi jsem se zaméril predevsim na tii pro-
blémy pti Teseni. Jednalo se o délku prikladu, slozitost prvnich krokt pro vyteseni
soustavy rovnic a také obtiznost urceni typu extrému ve stacionarnich bodech,
kde nepomohl vypocet hessianu (pokud zde takové body byly). Velmi obtizné
bylo predevsim teseni prikladi s goniometrickymi funkcemi. Vysledky, které bylo
potifeba zapsat v obecném tvaru kvili periodicité funkci, casto ztézovaly vypocet.

Vérim, ze tato bakalarska prace bude vhodné vyuzita pii vyuce matematické

analyzy a bude uzitecnda studenttim, kteri si budou chtit studiem této prace rozsirit
védomosti a schopnosti pro Teseni soustav nelinearnich rovnic.
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Pouzité programy

LaTeX - Systém pro sazbu textu

WolframAlpha - Aplikace pro feseni matematickych problémi

Geogebra - Program pro interaktivni geometrii, algebru i analyzu.

Inkscape - Editor vektorové grafiky
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