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Abstrakt

Tato prace se zabyva uvodem do problematiky nukehim modelovani realnéhdipadu.
Pro metodu hragnich prvki uvadi zakladni vyhody a nevyhodytesi problém hratinich
integrélnich rovnic pro jednorozimy pripad pruznosti a pevnosti. Takto ziskané vysledky
pro rovnici pfihybovécary jsou porovnany s platnymiiptupy pruznosti a pevnosti.

Kli ¢ova slova:Metoda hrarninich prvki, Maxwell-Mohrova varianta
Castiglianovy ¥ty, diferencialni rovnice ohybow&ry

Abstract

In this work the introduction to numerical modefjirof real system is described. For

Boundary Element Method (BEM) show it basic advgesaand disadvantages and solves
problem boundary integral equations for 1-D cas®utibns elastic line are compared with

solutions from elasticity and stability.

Key words: Boundary Element Method, Maxwell-Mohr version ofsGgliano’s method,
elastic line diferencial equation
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1 Uvod

V soucasné dobé hraji numerické simulace v rostouci mite velmi dulezitou roli pii navrhovani
konstrukcénich feSeni. Tohoto muzeme vyuzit pfi modelovani situaci, kdy vyroba modelu a
simulovani podminek pro méfeni je sama o sobé naroc¢né, nehledé k cené takového experi-
mentu. Proto se v mnoha oblastech pftistupuje k feseni pomoci vhodného numerického soft-
waru. S tim ovS8em souvisi vysoké pozadavky na efektivitu, presnost a spolehlivost vypocetniho
programu. KdyZz mame v ruce pozadovany program, neznamena to, Zze mame uspéch zajistén.
Ke spravnému feSeni je potieba znat nejen podstatu problému, ktery chceme fesit, ale také
princip, na kterém zvoleny numericky néstroj pracuje. Dale musime védét jak s timto néstro-
jem zachazet a jaké vysledky od néj muzeme ocekéavat.

Na zacaku této prace se zaméiime na obecny ptistup k feSeni redlného ptipadu, tzn., jak by
mél vypadat myslenkovy pochod a uvazovani clovéka, ktery se danym problémem zabyva a
snazi se ho numerickym zptsobem popsat. Tedy od fyzikidlniho a matematického pohledu,
pres zvoleni numerického modelu, zhodnoceni vysledkii az po konec¢né feseni. Na to navazeme
kratkym sovnanim v soucasné dobé dvou nejvice se vyvijejicich metod a to metody hranicnich
proki (MHP) a metody konengch proki (MKP). Nésledné se budeme vénovat tvodu do
metody hrani¢nich prvkia a ukdZeme teSeni 1-D problému diferencidlni rovnice fesenou po-
moci hrani¢nich integralnich rovnic.



2 Jak zacit

V nasledujici kapitole si ukazeme, jak pristoupit k redlnému piipadu, ktery chceme fesit nu-
merickou metodou, napt. metodou konecnyjch proki (MKP), metodou hraniénich proki (MHP),
metodou siti (FDM), apod. Zamérné zde neuvadime konkrétni metodu, protoze zadna z nich
neni univerzalni a kazda skryva své vyhody a nevyhody.

Nyni se podivejme na to, jak by mél cely proces vypadat. Na obr. 1 vidime schématické
znazornéni pristupu ke skuteénému problému.

Na zacatku mame zadéni z praxe, které potiebujeme néjakym zptisobem popsat. K tomu
nam slouzi prvni p¥iblizeni v podobé fyzikalni modelu, ktery se sklada ze dvou hlavnich ¢asti
- teorie a predpokladi. Nejprve ur¢ime zakladni fyzikalni teorii, kterd ndm nejlépe popisuje
zadany problém (mechanika kontinua, elektrodynamika, akustika, mechanika tekutin...). Tuto
nami zvolenou teorii déle dopliujeme o dalsi predpoklady jako jsou typ analyzy, dimenze
problému, druh a vlastnosti materialu (izotropie, homogennost, linearni chovani, ...), zptisob
zatézovani, atd., tedy vSechny vlastnosti, které nas zajimaji a mizeme je s dostatecnou pies-
nosti popsat. Zavedenim téchto predpokladi muzeme zjednodusit prubéh dalsiho fesSeni.

Kdy7Z pro nas pripad vybereme vhodny fyzikdlni model, potfebujeme ho v dal§im kroku
vyjadrit matematickym zpusobem. Tentokrat vybirdme matematicky model, ktery nas vede
ke konkrétnimu matematickému popisu dané situace pomoci diferencidlnich nebo integrélnich
rovnic, jenz doplnime matematickym popisem pocatecnich, okrajovych podminek, pripadné
dalsich omezeni vyplyvajicich napft. ze zptisobu ulozeni nebo typu kinematickych vazeb. Tento
krok v matematickém modelovani je pro nas velmi dulezity, ponévadz udava nejlepsi vysledek,
jaky muzeme ziskat z pouzitého numerického nastroje. Musime zde zdiraznit, 7e kazda chyba
udéland béhem matematického modelovani se vzdy objevi v numerickém feSeni. Z tohoto
divodu je nutné, abychom kazdou numerickou metodu chapali a brali pouze jako nastroj k
feSeni daného problému. Nesmime totiz zapominat, Ze vypocetni programy fesi pouze matem-
atické rovnice a nemohou kontrolovat, zda vypoctené hodnoty poskytuji adekvatni simulaci
jevu, o ktery se zajimame.

Nicméné v tomto bodé nase prace nekonéi, nasleduje prevedeni matematického modelu do
numerického. K ispésnému numerickému feseni popisovaného problému potiebujeme rozumét,
jak ndmi zvolena metoda funguje, protoze proces feSeni neni ¢asto piimy. Zvolime parametry,
které zrychluji postup feseni nebo jsou pro feSeni nezbytné. Zde si opét musime dat pozor,
protoze pouzijeme-li nékteré parametry nespravné, mohou ptinaset chybné teSeni, jako jsou
nechténé oscilace, vyhlazeni, odchylky, ... a tim dostaviame nepouzitelné vysledky i presto, ze
zvolime spravny matematicky model pro nasi analyzu. Pokud zjistime, Ze numerické feSeni
neni prijatelné pro dany matematicky model, musime zlepSit numericky model napi. volbou
mens§ich ¢asovych tseki, jiného krokovaciho schématu a nebo jemnéjsi sité v oblasti, kde
predpokladame problém.



( realny systém )

Y

fyzikalni model

fyzikalni teorie: elektromagnetismus, mechanika kontinua,
jaderna fyzika, ...

A

predpoklady: statickd, harmonicka, pfechodova analyza
dimenze feseni (2D, 3D), axisymetrie, skofepina
druh materialu (elasticky, plasticky, ...)
kinematika (velké deformace, ...)

zpusob zatézovani

v
matematicky model

volba soufadného systému, jednotek, nezavislych proménnych

diferencialni rovnice, integralni rovnice
okrajové a pocatecni podminky

omezeni
\ 4
numericky model FEM, BEM,FDM, ...
druh prvku: trojuhelnikovy, pocet uzll, potradi integrace, ...
hustota sité: hruba, mistné zjemnéla, ... P
parametry FeSeni: chyby hranic, tolerance, ¢asova integrace, A
iterace,...
v
piesnost feSeni zdokonaleni num. modelu,
matematického modelu prizptisobeni
v
zhodnoceni vysledku: opravit fyzikalni model,
zkuSenosti, rozumem upravit predpoklady
\ 4

( technické FeSeni )

Obrazek 1: Postup feseni

Po tpravach a zpresnéni numerického modelu dostavame feseni, které popisuje matema-
ticky model. Tento vysledek musime jesté interpretovat z fyzikalniho hlediska a porovnat, zda
dobfe aproximuje zkoumany fyzikalni jev na pozadované rozlisovaci irovni. Kdy7 tento pied-
poklad neni splnén, modifikujeme fyzikalni model, na kterém je naSe analyza zalozena a cely
proces opakujeme od zacatku. To mizeme uvést na prikladu, kdy se v materialu vlivem silného



vnitiniho t¥eni uvoliiuje vyznamnéa ¢ast mechanické energie a preménuje se na tepelnou a ohtiva
téleso. Jelikoz tento mechanismus ovliviiuje vysledky, opustime teorii o adiabatickém procesu
a pouzijeme odpovidajici teorii termoelasticity. Jakmile obdrzime vysledky, které uspokojivé
simuluji skute¢ny déj, mizeme proces analyzy povazovat za hotovy a vysledek pouzijeme pii
navrhu technického feseni. Konstrukéni navrh tedy potvrdime nebo ukazeme jaké zmény by
mély byt udélany.

3 Metoda hrani¢nich prvki

Zaméime se nyni na jednu z rychle se vyvijejicich metod a to metodu konecniyjch proki.

Jak jsme uvedli vyse, fadu fyzikalnich problémii v néjaké oblasti miizeme popsat pomoci
parcialnich diferencidlnich rovnic, jejichz feSeni muzeme pievést na FeSeni jim odpovidajicich
hranicénich integralnich rovnic na hranici této oblasti. Vysledkem feSeni hrani¢nich integral-
nich rovnic je nalezeni neznamych hrani¢nich hodnot funkci, resp. hodnot derivaci téchto
funkeci, které vystupuji v ptivodni diferencialni rovnici. Existuje skupina problémii, kde nalezeni
hrani¢nich hodnot neznamych funkci na dané oblasti je pro nas z hlediska praktickych aplikaci
naprosto dostacujici. Jako priklad mizeme uvést vypocet soucinitele intenzity napéti pro téleso
s trhlinou, ktery stanovime z vypoc¢tenych hodnot posunuti okraji trhliny. V tomto piipadé
nepotiebujeme znét pole silovych a deformac¢nich veli¢in ve vnitinich bodech télesa. Pokud se
vSak zajimame i o hodnoty funkci uvnitf oblasti, je mozné je vypocist pomoci odpovidajicich
integralnich vztahi ze znamych hrani¢nich hodnot.

Hrani¢ni integralni rovnice feSime analyticky jen vyjimecné. Jednou z nejuzivanéjsich
metod, kterou pouzivame pro jejich feseni, je metoda hranic¢nich proki (MHP), kterd podobné
jako metoda konecngjch prvki (MKP) vyzaduje provést diskretizaci hranice. Zatimco vak u
MKP diskretizujeme celou oblast, u MHP diskretizujeme pouze jeji hranici, jak je uvedeno na
obr. 2, ¢imz se snizuje dimenze feSeného problému. Regen{ ziskana pomoci MHP jsou zpravidla
velmi presna pro znac¢né rozlehlé oblasti a davaji spolehlivé vysledky v okoli singularit typu
trhlin a podobnych koncentratori. Metoda hrani¢nich integralnich rovnic vyuzivame zvlasté
pro linearni problémy. Mizeme ji rozsitit i do nelinearntho oboru, avSak v tomto okamziku
prichazime o jeji specialni vyhody.

[ [ []
[ [ [T ]
|

[N

/I 77||||||“::::11\\||

""" H

Obrazek 2: Diskretizace oblasti MKP (vlevo) a MHP (vpravo)

Za ptednost MHP oproti MKP obvykle povazujeme mensi pocet nezndmych, vyssi piresnost
aproximace derivaci hledanych funkci a snadnou analyzu nekone¢nych oblasti. V mechanice
pak MHP nabyva na vyznamu v tulohach o koncentracich napéti, ke kterym dochéazi zejména
v okoli vrubii a na c¢elech trhlin.



Hrani¢ni integralni rovnice miizeme ziskat napt. tzv. primou formulaci, ktera vede k ses-
trojeni integralnich rovnic obsahujici neznamé funkce, které vystupuji v ptiivodni diferenciélni
rovnici. Zakladem piimé formulace je tzv. fundamentdlni FeSeni diferencidlnich rovnic,
Greenova funkce, nebo tzv. Somiglianovy vzorce v pripadé pruznosti. P¥ehled hlavnich vyhod
a nevyhod metody hrani¢nich prvku je uveden v tab. 1.

vyhody nevyhody

« diskretizace pouze hranice » nesymetricky, pln¢ obsazeny systém rovnic
» zjednoduSena predptiprava dat, tzn. pfima v rozlozeni MHP

diskretizace vloZzenych dat z CAD systému |e obtizné zpracovani nehomogennich a
 jednoduché a ptesné modelovani problému nelinearnich problému

obsahujici nekone¢nou oblast » pozadavky na znalost pouzitelného
» zjednoduSené zachazeni se symetrickymi fundamentélniho feSeni

problémy (neni potieba diskretizace v roving | ¢ praktické vyuziti relativné novodobé, neni

symetrie) tak dobfe zndmo mezi uzivateli jako MKP

Tabulka 1: Vyhody a nevyhody MHP

3.1 Metoda vazenych rezidui
Hled&dme pfiiblizné feSeni diferencidlni rovnice
u'(z) +u(z) =z (1)

na intervalu 0 < x < 1 s okrajovymi podminkami @ = «(0) = 0. Toto pfiblizné feseni bude
ziskano péti derivacemi podle druhu vazenych rezidui. U vSech téchto derivaci obdrzime chybu
- nazyvanou reziduum, které vyplyva z procesu aproximace a kterou je potifeba minimalizovat.
Piesné reseni splhuje totozné diferencialni rovnice

u +u—z=0. (2)

Pii okrajovych podminkéach w(0) = 0, dostaneme feseni u =e* + 2z — 1, u(1) = 0,3678...
Resenim diferencialni rovnice (1) muze byt také mocninna rada

U = Z an,x", (3)

ktera musi spliiovat okrajovou podminku u = 0. Jako aproximaci @ k presnému feseni vy-
bereme ¢ast této mocniné rady, napf.

i = ax® + ba®, (4)

jenz také spliuje danou okrajovou podminku. Aproximac¢ni funkce @ nyni nespliiuje presné
diferencialni rovnici (1), ale vede k odchylce nebo-li residuu

e(x) =1 "(z) + u(z) — . (5)



3.2 Hranic¢ni integralni rovnice pro 1-D piipad diferencialni rovnice

V této casti budeme tesit problém hrani¢nich integralnich rovnic pro jednorozmérny piipad
pruznosti a pevnosti, tj. pro ptipad ohybu pfimého prutu s riiznymi predepsanymi okrajovymi
podminkami. Rovnice prithybové ¢ary transformujeme na hrani¢ni integralni rovnici ve smyslu
metody vazZenijch rezidud.
Rovnice prihybové ¢ary je obyc¢ejnou diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu nezname funkce
w, ktera charakterizuje prihyb prutu v misté = € [0, 1], kde [ je délka prutu. Jeji pievedeni na
hrani¢ni problém provedeme pomoci ¢tyinasobné integrace metodou per-partes, ¢imz se stupen
derivace funkce w snizi na nulu. Vysledkem bude integrél liniového zatizeni a série hrani¢nich
hodnot integralii, ve kterych budou vystupovat rizné stupné derivaci vahové funkce dw. Jako
véhova funkce dw zvolime fudamentalni feSeni, ¢imz dojde k eliminaci neznamych na neznamé
hrani¢ni hodnoty prihybu, natoceni pfip. vnitinich ac¢inku.
Nasim cilem bude tedy nalézt pruhybovou ¢aru primého prutu, kterd je predepséna na
intervalu x € [0, ] rovnici
EJuw™ =g, (6)

kde E je Younguv modul pruznosti, J je kvadraticky moment prufezu prutu a ¢ je pribéh
liniového zatizeni podél prutu. Na hranici prutu, tj. na jeho koncich x = 0, [, budou predepsany
hodnoty prihybu prutu wg, w;, hodnoty natoceni wj = —6, w; = —0;, hodnoty momentu
EJwy = —M,, EJw] = —M,, pfip. hodnoty posouvajicich sil EJw{ = —Ty, EJw” = —1;.

Prvnim krokem jak pfevedem obycejnou diferencialni rovnici (6) na integralni rovnici je,
ze ji ,wazime” testovaci funkei dw

!
/0 (EJw(“’) —¢) dwdz = 0. (7)

Cty¥nasobnou integraci rovnice (7) metodou per-partes ([ f'gdx = [fg] — [ fg'dz) postupné
dostaneme

! !
—EJ/ w”dw'dx — / gow dx — Tiow; + Tydwy = 0, (8)
0 0
! !
EJ/ w"dw"dx — / gow dx — Tiow; + Toydwy — M;66; + Mydby = 0, 9)
0 0
! I
—EJ/ w' ow” dr — / qéw dz — Tydw; + Todwe — M;66; + M0y + 0,0 M; — 0y0 My = 0, (10)
0 0

! l
EJ / wéw ™ dz— / qdwda—Ti5w;+Todwo— M;36,+Mod0+6,0 My —006 Mo+w, 6Ty —wo6 Ty = 0.
0 0 (1)
Vyrazy Tiow;, Todwy, . . ., wedTy v zavislosti na predepsanych okrajovych podminkach obsahuji
jak neznamé, tak i predepsané hodnoty prithybi, natoceni, momenti, ptip. posouvajicich sil. V
dalsim kroku nalezeni neznamych v (11) se jako vahovou funkei zvolime fundamentalni feseni
rovnice (6), tj. feSeni rovnice

EJow™ = §(x — €), (12)

kde §(z — &) je tzv. Diracova delta funkce, pro kterou plati

R (13)

7



/_ " f@)d(e — &) da = (0. (14)

Reseni rovnice (12) muzeme psat nasledovné

Sulr,€) = sl — &) - &) (15)

s, ) =~ e - g - (16

e = ~2sTNED - e 9@ -g) (17)

T(we) = B0 L) (18)

. s - ={ 1) PorZE (19
1 proz<é

Regenf rovnice (12) neni nutné omezovat zadnymi okrajovymi podminkami a z geometrického
hlediska odpovida prutu nekonec¢né délky bodové zatizeného jednotkovou silou v bodé &.

Pozamka: Soufadnice x a £ je mozné ve vztazich (15) (18) zaménit, tj. v linearnim problému
je odezva v bodé = od jednotkové sily piisobici v bodé £ rovna odezvé v bodé £ od jednotkové

sily pusobici v bodé z, viz. Bettiho véta [1], [2].

Dosazenim (12) do prvniho integralu v (11) se dostane

l l
EJ /0 wéw™dr = /0 wi(x — €)dz = w(§). (20)
Pro hodnoty 6w, duwr, . .., 6Ty a §Tj na zakladé vztahi (15)—(18) platf
Sy = 6w(0.6) = € 1)
Sur = Swll,€) = (1~ €’ (22)
56 = 56(0,€) = ﬁg% (23)
= 50(1,€) = — =1 — 6" (24)
SMy = SM(0,€) = —%g, (25)
SMi = OM(LE) = —5(~€), (26)
STy = §T(0,¢) = % (27)
ST, — §T(L,€) = —%. (28)

Dosazenim (15), (20) a (21)—(28) do (11) se dostane hodnota prihybu prutu v jeho vnitinim

3

bods & € (0,1)
l
12B7u0() = [ gsene - €)(o — ¢)° dot
0

8



FTY(1 = €)P — Tp€® — 3M(1 — €)% — 3BMo€® + 6EJ0,(1 — €) — 6EJOoE + 6EJw, + 6EJw,. (29)

V rovnici (29) vystupuji pouze hraniéni hodnoty w, 0, M a T, coz je zakladni myslenka MHP.
Nejprve se vypocitaji hodnoty na hranici a pak se vyjadii deformacni parametry podél prutu.
Postupnym derivovanim rovnice (29) se dostane

l
12EJw'(§) = —12EJO(¢) = / 3gsgn(z — &)(z — &)* do—
0
—3Ty(1 — €)% — 3To&* + 6 My (1 — &) — 6 Mo — 6E.J0, — 6E.J0,, (30)
l
12EJw" (&) = —12M(§) = / 6gsgn(z — &) (z — &) da + 6T3(1 — &) — 6To& — 6M; — 6My, (31)
0

I
12EJw" (&) = —12T(§) = / 6gsgn(x — &) dx — 6T; — 6Tp. (32)
0

Pro vypocet hrani¢nich hodnot neznamych parametri se bod & pfesune na hranici, tj. do bodu
¢ =0a¢& =1 Timto se ze vztahi (29) a (30) dostane soustava rovnic

_ /0 l gr*dz = Ti® — 3M% + 6EJO + 6 EJw, — 6E.Jw, (33)

/0 l gz =1 de = —Tyl® — 3Myl? — 6EJ0yl — 6EJw, + 65 Jwy, (34)
_ /0 l 3¢2dez = —3T)%+6M,l — 6E.JO, + 6E.J6,, (35)

/O | 3g(z — 1)’ dz = —3Tyl> — 6Myl + 6E.J6, — 6E.J0y. (36)

Soustava rovnic (33)—(36) obsahuje pouze hrani¢ni hodnoty. Jedna se o hledané vztahy for-
mulujici MHP pro jednorozmérny ptipad prihybu prutu. Koncové body prutu jsou v pozici
hrani¢nich prvki a soustava linearnich rovnic (33) (36) predstavuje vztahy mezi proménnymi
na téchto prveich. Hrani¢ni prvky tvorené koncovymi body kontrastuji s pifipadem metody
kone¢nych prvki, kdy koneéné prvky jsou tvoreny segmenty podél prutu.



4 Modelovy priklad

V tomto odstavci ukdzeme jak ziskdme rovnici ohybové ¢ary, respektive prihybu v konkrétnim
bodé nékolika zpusoby. Nejdiive spocitame piesné feSeni pomoci Maxwell-Mohrovy varianty
Castiglianovy véty, poté najdeme priubéh ohybové ¢ary pies diferenciidlni rovnici a posledni
metodou bude vypocet pomoci metody hrani¢nich prvki.

Prut na jednom konci vetknuty, na druhém podepieny a zatiZeny osamélou silou
velikosti F' pisobici v misté x.

Obrézek 3: Modelovy piiklad

4.1 Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty

V této ¢asti spocitame presnou hodnotu prithybu nosniku v misté xy v disledku ptisobeni sily
F. 7 charakteru ulozeni prutu, zndzornéného na obr. 3, je patrné: NP = {Ny, Ty, My, T;};
s=pu—v=4—3=1, prut je uloZzen 1x staticky neurcité. Pro urceni prihybu w v misté z
potiebujeme nejdfive urcit stykovou silu 7; = f(F).

Céstetné uvolnéni je na obr. 4, stykovou silu 7; uréime z deformac¢ni podminky w;=0 pomoci
Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy véty. Ze statické rovnovahy uvolnénych prvkua €2; a
Qy uréime VVU

F F
= = ) - = Q,
i ! Ny /1 T ] Now /4 Ty .
! ! L =%
Xy Tl Mo Tl Moo= X2 B
¢ l Xl I-XU‘I' XZ
Obrézek 4: Castetné uvolnéni
Ni(z1) = 0; Ti(z1) = =Tj; Mo(z1) = Tian (37)
NQ(ZEQ) = 0, TQ(I‘Q) =F— T}, MO(IQ) = T‘l (l — X + ZEQ) — FﬁL‘g (38)
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deformac¢ni podminku potom mizeme vyjadrit ve tvaru

ow 1

_ oW 0MO(:U1
- JdT,  EJ,

) /10 OM,(x2)
aﬂ d.l’l + . MO<C(]2)—

o1,

wy dzs| . (39)

{ Ol—ro Mo(z1)

Uvazujeme-li homogenni material a konstantni prutez (E, J, = konst.), potom rovnice (39)

s doplnénim parcialnich derivaci ohybovych momenti 8M80—T(;“) =2, a aMa"—g” = (I —xo + 2)
prejde do tvaru
l—xg o
w; = / (T1z7) day +/ (T3 (I — 2o + 22) — Fag) (I — 29 + x3) dag (40)
0 0

integraci této rovnice a algebraickymi tpravami ziskime stykovou silu 7; = f(F):

322 (1 x
T,=F=2(--=2). 41
=2 (2 " ) (41)
Nyni mizeme vytesit prihyb w,,. V bodé x, plati tato deformac¢ni podminka w,, # 0, kterou
nejprve napiseme v obecném tvaru

_ow _ 1
° 9F EJ,

{=zo oM, (lj) o oM, (I’Q)
M, (21)—= dr +/ M (29)——L das | . 42
[ e P de [T e P ]

Wy

I v tomto piipadé uvazujeme homogenni material, konstantni prafez (E, J, = konst.). Par-

OM,(z1) —0. a OM,(z2) _

cidlni derivace jedotlivych ohybovych momentii jsou —Z9. Po dosazeni

oF oF
do rovnice (42) dostaneme
L M) ()] doa = 2 [ [T (1 w0+ w) + Fa?] d (43)
Wyy = —— o(22)(—xa)] daxe = — —Tixa(l—zo+ 2 x| drg =
=BT, 2 2 2= % 7, /. 172 0 T T2 2] AT
[ 2 2
= [ﬂ (J]O.TQ —lxy — ZL’Q) + F$2} dxs, (44)
EJy Jo
ze které integraci a algebraickymi tipravami obdrzime rovnici pro prithyb
1 3 Ixd 3
vy = L(2-=0)yFp2 45
e 16 7)) *
v poslednim kroku dosadime stykovou silu z rovnice (41) do rovnice (45)
F xS xy 3x)
o T, T 3T % 46
o E@(1w+%2 u 3 (46)

Rovnice (46) nyni vyjadiuje piesné feSeni priuhybu w,,v misté x.
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4.2 Diferencialni pristup

Z podminky statické rovnovahy s = p— v plyne, Ze tloha je 1x staticky neurcita, vysledna sila
v misté podpory byla vyfeSena v pfedchozim odstavci, proto se nyni budeme vénovat rovnou
rovnici ohybové ¢ary. Casteéné uvolnéni a jednotlivé fezy jsou zndzornény na obrazku 5.

2
|

% s

Tixy

o

N /

Tix

- |~

M o(X:)

XO' XZ

l-x

Obréazek 5: Caste¢né uvolnéni

Ze statické rovnovahy uvolnénych prvki Qqa Qs uréime VVU:

Ni(z) =0; Ti(x) = =T; My (z) =T, (1 — x) (47)

Ny(z) =0; To(x) = F —T}; Mys(z) =T)(l — ) — F(xo — x) (48)

dale budeme uvazovat malé deformace tzn. w?(z) < 1, takZe diferencialni rovnici ohybové
Cary mizeme psat ve tvaru
M,(x
w"(:x) —_ _ O( )
EJ(z)
Vzhledem k prubéhu M,(x) podél stiednice, musime pii feseni deformacnich charakteristik
rozdélit prut na dva intervaly I : = € (29, [) a Iy : = € (0, xo) a pro kazdy tsek sestavit
diferencialni rovnici prihybové ¢ary

. (49)

Tw" (x)EJ, -l +Tx (50)
Tw"(x)EJ, = T+ Tx+ Frg— Fx (51)
integraci rovnic (50) a (51) obdrzime nejprve pribéh thlu natoceni stiednice
T 2
Lw'(2)EJ, = —Tilz+ l—; + O (52)
T,x? Fz?
T (x)EJ, = —Tllx—l—l—; + Fror — Tx—i-C'g (53)

dalsi integraci rovnic (52)—(53) ziskime rovnice ohybové ¢ary v jednotlivych intervalech Iy, I.

Tz Ta?

I'LU(LU)EJy = — 12'7; + % + Clﬂl + Cg (54)

Tilz* Ta® Fagx? Fa?
Hy@)BJ, = ——2 28 2000 20 4 O+ (55)

2 6 2 6
Integrac¢ni konstanty C; + Cy ur¢ime:
e 7 vazbovych podminek prutu

r=0 "w0) = 0—=Cy=0 (56)

I P
r=I w(l) = 0—>C’3:?—C’1l (57)
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e 7 podminek spojitosti a hladkosti prihybové ¢ary

T?  Fa
r=1z9 Tw(zy) = "w(xg) — C, = ZT + % (58)
T2 3 2
r=1x0 'w(m) = "w(w) —>Ch="+F o _% (59)
3 6l 2
po dosazeni rovnice (58) do (57) dostaneme integra¢ni konstantu Cj
F 3
Oy =20 (60)
6
vypoc¢tené integra¢ni konstanty Cy + C; dosadime do vztahu (54) a (55)
3 — 3la? + 2%z e
hw(z)BJ, = T~ gl et 61
3 3lx? + 2%z v xiv xer? 2B
Ty(x)EJ, = T2 ol Qe 62
wie)BJ, = T 6 A A T T (62)

Nyni do rovnic (61) a (62) dosadime vyslednou stykovou silu 7} z rovnice (41), a ziskdme
rovnici ohybové ¢ary pro jednotlivé intervaly

() F w3xd  3xdx?t  xdx? adad N rir ) (63)
w(z) = — — -=2
EJ, 1203 4l 412 412 2 6
F w3xd  3xdx? xdx? adad pex? 2P
11 _ 0 0 0 0 0
w@By, = g (_ 28 4l a4 a2 _F) (64)

4.3 Metoda hrani¢nich prvki

V piipadé tohoto prutu je pfedepsano vnéjsi zatizeni q(x) = Fd(x — o) a okrajové podminky
wo = w; = g = M; = 0. Nezndmé parametry jsou hrani¢ni hodnoty My, Ty, 6, a T;. Soustava
rovnic (33)-(36) ma tedy tvar

—Fazy = Ti*+6EJO, (65)
F(zg—1)? = —Tol* —3Myl?, (66)
—3Fx} = —3TI*-6EJ,0, (67)
3F(xg —1)? —3Tyl* — 6Myl + 6EJ,0,. (68)

Rovnice (65)—(68) tvoii soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych,

Ty T M, 0; q

0 1B 0 6EJ, —Fz}
B 0 =32 0 | F(zo—1)>°

0 =32 0 —6Ej,| —3Fa2
312 0 =6l G6EJ, |3F(z2—1)
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kterou vytesime Gaussovou eliminac¢ni metodou. Nyni mame feSeni pro hledané hrani¢ni hod-
noty My, Ty, 6, a 1;:

—F (2123l — x3 — 24x0l* 4 100?)

Iy = E (69)
Fa3 (31 + o)
L = ———

: 203 (70)

F (9231 — 23 — 10x01% + 413

MO — ( 0 02l2 0 ) (71)
—Fx3 (I + x)

g = —0v 2

: AlEJ, (72)

V tomto okamZiku mizeme hrani¢ni hodnoty (69) (72) dosadit do rovnice prihybu prutu (29)
a dostavame Feseni v obecném bodé &

L S S li) ,

F /1, 3 1
w(E) ("‘”35 T T T e T

T EJ,\ 2
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5 Zaveér

V praci jsme se zabyvali, jak pristoupit k feSeni readlného problému pomoci rychle se vyvije-
jicich numerickych metod, ze kterych jsme vybrali metodu hrani¢nich prvka (MHP). Jelikoz
je mezi uzivateli vice zndma a také rozsifena metoda kone¢nych prvka (MKP), uvedli jsme
prehled hlavnich vyhod a nevyhod metody hrani¢nich prvku. Za nejvétsi vyhody bychom méli
povazovat zpusob diskretizace zkoumané oblasti, diky ¢emuz mizeme vySetiovat pozadované
chovani v mistech, kde MKP selhava nebo nepiinasi uspokojivé vysledky. Jedné se predevsim
o nahlé zmény tvaru, jako jsou trhliny nebo ostré prechody, ale také rozlehlé oblasti.

V dalsi ¢asti jsme uvedli zptisob prevedeni diferencidlni rovnice pro jednorozmérny piipad
pruznosti a pevnosti na hrani¢ni integralni rovnici, coz je smyslem metody hrani¢nich prvku.
Tento obecny postup jsme nasledné aplikovali na modelovy piiklad z prosté pruznosti, pro
ktery jsme vyjadrili rovnici prithybové ¢ary dalsimi dvéma zpusoby, pouzivanymi v pruznosti
a pevnosti (Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovi véty, diferencialni rovnice ohybové ¢ary).
Pti pohledu na jednotlivé ptistupy, zjistime, Ze jsou srovnatelné a hlavnim odliSovacim znakem
je narocnost potiebna k ziskani feSeni, coz se projevi zejména u feSeni slozitéjsich uloh, kde
metoda hrani¢nich prvki uplatni vice své prednosti.
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