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Abstrakt 

Tato práce se zabývá úvodem do problematiky numerického modelování reálného případu. 
Pro metodu hraničních prvků uvádí základní výhody a nevýhody a řeší problém hraničních 
integrálních rovnic pro jednorozměrný případ pružnosti a pevnosti. Takto získané výsledky 
pro rovnici průhybové čáry jsou porovnány s platnými přístupy pružnosti a pevnosti. 

Klíčová slova: Metoda hraničních prvků, Maxwell-Mohrova varianta 
Castiglianovy věty, diferenciální rovnice ohybové čáry 

Abstract 

In this work the introduction to numerical modelling of real system is described. For 
Boundary Element Method ( B E M ) show it basic advantages and disadvantages and solves 
problem boundary integral equations for 1-D case. Solutions elastic line are compared with 
solutions from elasticity and stability. 

Key words: Boundary Element Method, Maxwel l -Mohr version of Castigliano's method, 
elastic line diferenciál equation 
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1 Úvod 
V současné době hraj í numerické simulace v rostoucí míře velmi důleži tou roli při navrhování 
konstrukčních řešení. Tohoto můžeme využít při modelování si tuací, kdy výroba modelu a 
simulování podmínek pro měření je sama o sobě náročná , nehledě k ceně takového experi
mentu. Proto se v mnoha oblastech př is tupuje k řešení pomocí vhodného numerického soft
waru. S t í m ovšem souvisí vysoké požadavky na efektivitu, přesnost a spolehlivost výpoče tn ího 
programu. Když m á m e v ruce požadovaný program, neznamená to, že m á m e úspěch zajištěn. 
Ke správnému řešení je p o t ř e b a znát nejen podstatu problému, k terý chceme řešit, ale také 
princip, na k te rém zvolený numerický nás t ro j pracuje. Dále musíme vědět jak s t ím to nás t ro
jem zacházet a jaké výsledky od něj můžeme očekávat. 
Na začáku t é to práce se zaměř íme na obecný př í s tup k řešení reálného př ípadu , tzn., jak by 
měl vypadat myšlenkový pochod a uvažování člověka, k terý se d a n ý m prob lémem zabývá a 
snaží se ho numer ickým způsobem popsat. Tedy od fyzikálního a ma temat i ckého pohledu, 
přes zvolení numerického modelu, zhodnocení výsledků až po konečné řešení. N a to navážeme 
k r á t k ý m sovnáním v současné době dvou nejvíce se vyvíjejících metod a to metody hraničních 
prvků (MHP) a metody honených prvků (MKP). Následně se budeme věnovat úvodu do 
metody hraničních prvků a ukážeme řešení 1-D problému diferenciální rovnice řešenou po
mocí hraničních integrálních rovnic. 
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2 Jak začít 
V následující kapitole si ukážeme, jak př is toupi t k reá lnému př ípadu , k terý chceme řešit nu
merickou metodou, např . metodou konečných prvků (MKP), metodou hraničních prvků (MHP), 
metodou sítí (FDM), apod. Záměrně zde neuvádíme konkré tn í metodu, protože žádná z nich 
není univerzální a každá skrývá své výhody a nevýhody. 

Nyní se podívejme na to, jak by měl celý proces vypadat. N a obr. 1 vidíme schématické 
znázornění p ř í s tupu ke skutečnému problému. 

N a začá tku m á m e zadání z praxe, které po t řebujeme ně jakým způsobem popsat. K tomu 
n á m slouží první přiblížení v podobě fyzikální modelu, k terý se skládá ze dvou hlavních část í 
- teorie a předpokladů . Nejprve určíme základní fyzikální teorii, k te rá n á m nejlépe popisuje 
zadaný problém (mechanika kontinua, elektrodynamika, akustika, mechanika tekutin...). Tuto 
námi zvolenou teorii dále doplňujeme o další p ředpoklady jako jsou typ analýzy, dimenze 
problému, druh a vlastnosti mate r iá lu (izotropie, homogennost, l ineární chování, ...), způsob 
zatěžování, atd., tedy všechny vlastnosti, k teré nás zajímají a můžeme je s dos ta tečnou přes
nost í popsat. Zavedením těchto p ředpokladů můžeme zjednoduši t p růběh dalšího řešení. 

Když pro náš p ř ípad vybereme vhodný fyzikální model, po t řebujeme ho v dalším kroku 
vyjádři t m a t e m a t i c k ý m způsobem. Tentokrá t vyb í ráme ma temat i cký model, k terý nás vede 
ke konkré tn ímu ma tema t i ckému popisu dané situace pomocí diferenciálních nebo integrálních 
rovnic, jenž doplníme m a t e m a t i c k ý m popisem počátečních, okrajových podmínek , p ř ípadně 
dalších omezení vyplývajících např . ze způsobu uložení nebo typu kinemat ických vazeb. Tento 
krok v ma tema t i ckém modelování je pro nás velmi důležitý, poněvadž udává nejlepší výsledek, 
j aký můžeme získat z použi tého numerického nás t ro je . Musíme zde zdůrazni t , že každá chyba 
udě laná během matemat i ckého modelování se vždy objeví v numerickém řešení. Z tohoto 
důvodu je nu tné , abychom každou numerickou metodu chápali a brali pouze jako nás t ro j k 
řešení daného problému. Nesmíme tot iž zapomína t , že výpoče tn í programy řeší pouze matem
atické rovnice a nemohou kontrolovat, zda vypoč tené hodnoty poskytuj í adekvá tn í simulaci 
jevu, o k terý se za j ímáme. 

Nicméně v tomto bodě naše práce nekončí, následuje převedení ma temat i ckého modelu do 
numerického. K úspěšnému numerickému řešení popisovaného problému pot řebujeme rozumět , 
jak námi zvolená metoda funguje, protože proces řešení není často přímý. Zvolíme parametry, 
které zrychlují postup řešení nebo jsou pro řešení nezbytné . Zde si opět musíme dá t pozor, 
protože použijeme-li některé parametry nesprávně, mohou přinášet chybná řešení, jako jsou 
nechtěné oscilace, vyhlazení , odchylky, ... a t ím dos táváme nepouži te lné výsledky i přes to , že 
zvolíme správný ma tema t i cký model pro naši analýzu. Pokud zjistíme, že numerické řešení 
není při jatelné pro daný ma tema t i cký model, musíme zlepšit numerický model např . volbou 
menších časových úseků, j iného krokovacího schématu a nebo jemnější sítě v oblasti, kde 
p ředpok ládáme problém. 
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reálny systém 

1 

fyzikální model 

fyzikální teorie: elektromagnetismus, mechanika kontinua, 
jaderná fyzika,... 

předpoklady: statická, harmonická, přechodová analýza 
dimenze řešení (2D, 3D), axisymetrie, skořepina 
druh materiálu (elastický, plastický,...) 
kinematika (velké deformace,...) 
způsob zatěžování 

fyzikální teorie: elektromagnetismus, mechanika kontinua, 
jaderná fyzika,... 

předpoklady: statická, harmonická, přechodová analýza 
dimenze řešení (2D, 3D), axisymetrie, skořepina 
druh materiálu (elastický, plastický,...) 
kinematika (velké deformace,...) 
způsob zatěžování 

matematický model 

volba souřadného systému, jednotek, nezávislých proměnných 

I 
diferenciální rovnice, integrální rovnice 
okrajové a počáteční podmínky 
omezení 

numerický model F E M , B E M , F D M , . . . 

druh prvku: trojúhelníkový, počet uzlů, pořadí integrace,... 
hustota sítě: hrubá, místně zjemnělá,... 
parametry řešení: chyby hranic, tolerance, časová integrace, 

iterace,... 

druh prvku: trojúhelníkový, počet uzlů, pořadí integrace,... 
hustota sítě: hrubá, místně zjemnělá,... 
parametry řešení: chyby hranic, tolerance, časová integrace, 

iterace,... 

přesnost reseni 
matematického modelu 

zdokonalení num. modelu, 
přizpůsobení 

zhodnocení výsledků: \ _ 
zkušeností, rozumem J 

opravit fyzikální model, 
upravit předpoklady 

technické řešení 

Obrázek 1: Postup řešení 

Po úpravách a zpřesnění numerického modelu dos táváme řešení, k teré popisuje matema
tický model. Tento výsledek musíme ješ tě interpretovat z fyzikálního hlediska a porovnat, zda 
dobře aproximuje zkoumaný fyzikální jev na požadované rozlišovací úrovni. Když tento před
poklad není splněn, modifikujeme fyzikální model, na k te rém je naše ana lýza založena a celý 
proces opakujeme od začátku. To můžeme uvést na př íkladu, kdy se v mater iá lu vlivem silného 
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vni t řn ího t ření uvolňuje v ý z n a m n á část mechanické energie a přeměňuje se na tepelnou a ohřívá 
těleso. Jelikož tento mechanismus ovlivňuje výsledky, opus t íme teorii o ad iabat ickém procesu 
a použijeme odpovídající teorii termoelasticity. Jakmile obdrž íme výsledky, které uspokojivě 
simulují skutečný děj , můžeme proces analýzy považovat za hotový a výsledek použijeme při 
návrhu technického řešení. Konst rukční návrh tedy po tv rd íme nebo ukážeme jaké změny by 
měly být udělány. 

3 Metoda hraničních prvků 
Zaměřme se nyní na jednu z rychle se vyvíjejících metod a to metodu konečných prvků. 

Jak jsme uvedli výše, ř adu fyzikálních problémů v nějaké oblasti můžeme popsat pomocí 
parciálních diferenciálních rovnic, jejichž řešení můžeme převést na řešení j i m odpovídajících 
hraničních integrálních rovnic na hranici t é to oblasti. Výsledkem řešení hraničních integrál
ních rovnic je nalezení neznámých hraničních hodnot funkcí, resp. hodnot derivací těchto 
funkcí, k teré vystupuj í v původní diferenciální rovnici. Existuje skupina problémů, kde nalezení 
hraničních hodnot neznámých funkcí na dané oblasti je pro nás z hlediska prakt ických aplikací 
naprosto dostačující. Jako příklad můžeme uvést výpočet součinitele intenzity napě t í pro těleso 
s trhlinou, k terý s tanovíme z vypoč tených hodnot posunu t í okrajů trhliny. V tomto př ípadě 
nepot řebujeme znát pole silových a deformačních veličin ve vni t řních bodech tělesa. Pokud se 
však za j ímáme i o hodnoty funkcí uvni t ř oblasti, je možné je vypočís t pomocí odpovídajících 
integrálních vz tahů ze známých hraničních hodnot. 

Hraniční integrální rovnice řešíme analyticky jen výjimečně. Jednou z nej užívanějších 
metod, kterou používáme pro jejich řešení, je metoda hraničních prvků ( M H P ) , k te rá podobně 
jako metoda konečných prvků ( M K P ) vyžaduje provést diskretizaci hranice. Zat ímco však u 
M K P diskretizujeme celou oblast, u M H P diskretizujeme pouze její hranici, jak je uvedeno na 
obr. 2, čímž se snižuje dimenze řešeného problému. Řešení získaná pomocí M H P jsou zpravidla 
velmi přesná pro značně rozlehlé oblasti a dávají spolehlivé výsledky v okolí singularit typu 
trhlin a podobných koncent rá torů . Metoda hraničních integrálních rovnic využíváme zvláště 
pro l ineární problémy. Můžeme j i rozšířit i do nel ineárního oboru, avšak v tomto okamžiku 
přicházíme o její speciální výhody. 

Obrázek 2: Diskretizace oblasti M K P (vlevo) a M H P (vpravo) 

Za přednost M H P oproti M K P obvykle považujeme menší počet neznámých, vyšší přesnost 
aproximace derivací h ledaných funkcí a snadnou analýzu nekonečných oblastí . V mechanice 
pak M H P nabývá na významu v úlohách o koncentracích napět í , ke k t e rým dochází zejména 
v okolí v rubů a na čelech trhlin. 
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Hraniční integrální rovnice můžeme získat např . tzv. přímou formulací, k te rá vede k ses
trojení integrálních rovnic obsahující neznámé funkce, k teré vystupuj í v původn í diferenciální 
rovnici. Základem př ímé formulace je tzv. fundamentální řešení diferenciálních rovnic, 
Greenova funkce, nebo tzv. Somiglianovy vzorce v př ípadě pružnos t i . Přehled hlavních výhod 
a nevýhod metody hraničních prvků je uveden v tab. 1. 

výhody nevýhody 

• diskretizace pouze hranice 
• zjednodušená předpříprava dat, tzn. přímá 

diskretizace vložených dat z C A D systému 
• jednoduché a přesné modelování problému 

obsahující nekonečnou oblast 
• zjednodušené zacházení se symetrickými 

problémy (není potřeba diskretizace v rovině 
symetrie) 

• nesymetrický, plně obsazený systém rovnic 
v rozložení M H P 

• obtížné zpracování nehomogenních a 
nelineárních problémů 

• požadavky na znalost použitelného 
fundamentálního řešení 

• praktické využití relativně novodobé, není 
tak dobře známo mezi uživateli jako M K P 

Tabulka 1: Výhody a nevýhody M H P 

3.1 Metoda vážených reziduí 
Hledáme přibližné řešení diferenciální rovnice 

u '{x) + u(x) = X (1) 

na intervalu 0 < x < 1 s okrajovými podmínkami u = u(0) = 0. Toto přibližné řešení bude 
získáno pě t i derivacemi podle druhu vážených reziduí. U všech těchto derivací obdrž íme chybu 
- nazývanou reziduum, které vyplývá z procesu aproximace a kterou je po t ř eba minimalizovat. 
Přesné řešení splňuje t o tožná diferenciální rovnice 

u' +u-x = 0. (2) 

Př i okrajových podmínkách -u(O) = 0, dostaneme řešení u = e~x + x — 1, -u(l) = 0, 3678... 
Řešením diferenciální rovnice (1) může být také mocn inná ř a d a 

DO 

u = ^ a n x n , (3) 
n=0 

kte rá musí splňovat okrajovou p o d m í n k u u = 0. Jako aproximaci u k přesnému řešení vy
bereme část t é to mocnině řady, např . 

u = ax2 + bx3, (4) 

jenž také splňuje danou okrajovou podmínku . Aproximační funkce u nyní nesplňuje přesně 
diferenciální rovnici (1), ale vede k odchylce nebo-li residuu 

e(x) :— u'{x) + u{x) — x. (5) 
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3.2 Hraniční integrální rovnice pro 1-D případ diferenciální rovnice 
V té to část i budeme řešit problém hraničních integrálních rovnic pro jednorozměrný př ípad 
pružnost i a pevnosti, tj. pro př ípad ohybu př ímého prutu s různými p ředepsanými okrajovými 
podmínkami . Rovnice průhybové čáry transformujeme na hraniční integrální rovnici ve smyslu 
metody vážených reziduí. 

Rovnice průhybové čáry je obyčejnou diferenciální rovnicí č tv r t ého ř ádu neznáme funkce 
w, k te rá charakterizuje p růhyb prutu v mís tě x G [0, /], kde l je délka prutu. Její převedení na 
hraniční problém provedeme pomocí č tyřnásobné integrace metodou per-partes, čímž se s tupeň 
derivace funkce w sníží na nulu. Výsledkem bude integrál liniového zatížení a série hraničních 
hodnot integrálů, ve kterých budou vystupovat různé s tupně derivací váhové funkce Sw. Jako 
váhová funkce Sw zvolíme fudamentá ln í řešení, čímž dojde k eliminaci neznámých na neznámé 
hraniční hodnoty p růhybu , na točení př íp . vni t řních účinků. 

Naším cílem bude tedy nalézt p růhybovou čáru př ímého prutu, k t e rá je předepsána na 
intervalu x G [0, /] rovnicí 

EJw{iv) = q, (6) 

kde E je Youngův modul pružnost i , J je kvadrat ický moment průřezu prutu a g je p růběh 
liniového zatížení podél prutu. N a hranici prutu, tj. na jeho koncích x = 0, /, budou předepsány 
hodnoty p růhybu prutu w0, w\, hodnoty na točení w'Q = —90, w\ = —0i, hodnoty m o m e n t ů 
EJw'Q' = -M0, E.lw'1 = -Mi, př íp . hodnoty posouvajících sil EJv%' = - T 0 , EJw'{' = -Th 

P r v n í m krokem jak převedem obyčejnou diferenciální rovnici (6) na integrální rovnici je, 
že j i „vážíme" testovací funkcí Sw 

í (EJw(iv) - q) Sw dx = 0. 
Jo 

(7) 

Č ty řnásobnou integrací rovnice (7) metodou per-partes (J f'gdx = [fg] — J fg'dx) pos tupně 
dostaneme 

-EJ / w"'Sw'dx - I qSw dx - TtSwi + T0Sw0 = 0, (8) 
Jo Jo 

E J í w"Sw"dx - í qSw dx - TtSwi + T0Sw0 - MM + M0S60 = 0, (9) 
Jo Jo 

-EJ í w'Sw"'dx- í qSwdx-TiSwi + T0Sw0-MiS6i + M0S60 + 6iSMi-60SM0 = 0, (10) 
J o Jo 

EJ í wSw(iv)dx- í q5wdx-Ti5wi+T05w0-Mi56i+M0560+6i5Mi-605M0+wi5Ti-w05T0 = 0. 
Jo Jo 

(11) 
Výrazy Trfwi, T0Swo, ..., w0ST0 v závislosti na předepsaných okrajových podmínkách obsahují 
jak neznámé, tak i předepsané hodnoty p růhybu , na točení , momen tů , př íp. posouvajících sil. V 
dalším kroku nalezení neznámých v (11) se jako váhovou funkci zvolíme fundamentá ln í řešení 
rovnice (6), tj. řešení rovnice 

EJÓw{iv) = 6{x-£), (12) 

kde S(x — £) je tzv. Diracova delta funkce, pro kterou plat í 

^ - 0 = 1 ? W°X=A , (13) v ' 1 0 pro x Ý í 
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/

DO 

f(x)ó(x-Odx = f(0- (14) 
-oo 

Řešení rovnice (12) můžeme psá t následovně 

1 

kde 

5w(x,£) = j^jSgn(x-(,)(x-(,)3, (15) 

M{x,t) = - ^ ^ = - ^ s g n ( x - 0 ( x - 0 2 , (16) 

5M(x,0 = - E / 2 ^ 0 = ~ s g n ( x - fl(s - 0, (17) 

5T(x,0 = - £ J D 3 ^ 3 ' 0 =-\sgn(x-0, (18) 

. , 1 p r o x > £ , . 
sgn(x — £) = < ; . (19 

Řešení rovnice (12) není nu tné omezovat žádnými okrajovými podmínkami a z geometrického 
hlediska odpovídá prutu nekonečné délky bodově zat íženého jednotkovou silou v bodě £. 

P o z á m k a : Souřadnice x a £ je možné ve vztazích (15)—(18) zaměni t , tj. v l ineárním problému 
je odezva v bodě x od jednotkové síly působící v bodě £ rovna odezvě v bodě £ od jednotkové 
sily působící v bodě x, viz. Bettiho věta [1], [2]. 

Dosazením (12) do prvního integrálu v (11) se dostane 

E J í wów
(iv)

dx= í w6{x-£)dx = w{Q. (20) 
Jo Jo 

Pro hodnoty ÔWQ, ÓWI, . . . , óT0 a óTi na základě vz tahů (15)—(18) plat í 

5w0 = M o , 0 = 1 2 E / , (21) 

5wi = M U ) = 1 2 ^ ( i - 0 ' , (22) 

690 = W(o,0 = ^ / , (23) 

80x = w(U)= 0A, (24) 

5M0 (25) 

5MÍ = * M ( J , O = ~ ( Í - 0 , (26) 

5T0 (27) 

5Tt = 6T{l,£) = -± (28) 

Dosazením (15), (20) a (21)—(28) do (11) se dostane hodnota průhybu prutu v jeho vn i t řn ím 
bodě £ G (0 , / ) 

12EJw(£) = í qsga(x - g)(x - £ ) 3 dx+ 
Jo 



+T,(Z - O 3 - T 0 £ 3 - 3Mt(l - O 2 - 3 M 0 £ 2 + 6EJ$i{l - £) - 6EJ60£ + 6EJWl + 6EJw0. (29) 

V rovnici (29) vystupuj í pouze hraniční hodnoty w, 6, M a T , což je základní myšlenka M H P . 
Nejprve se vypočí ta j í hodnoty na hranici a pak se vyjádří deformační parametry podél prutu. 
P o s t u p n ý m derivováním rovnice (29) se dostane 

12EJw'(0 = -YlEJBiX) = í 3gsgn(x - Q(x - £ ) 2 ^x-
Jo 

-3T,(Z - O 2 - 3T 0 e 2 + 6 M Z ( / - 0 - 6M 0 e - 6 £ J 0 , - 6 £ J # 0 , (30) 

1 2 £ J w " ( £ ) = - 1 2 M ( 0 = í 6gsgn(x - £)(x - £) dx + 6TZ(/ - £) - 6T 0 £ - 6 M Z - 6 M 0 , (31) 

12SJ'u;'"(0 = -12T(0 = í 6gsgn(x - £) dx - 6TZ - 6T 0 . (32) 

Pro výpočet hraničních hodnot neznámých p a r a m e t r ů se bod £ přesune na hranici, tj. do bodu 
£ = 0 a £ = /. T í m t o se ze vz tahů (29) a (30) dostane soustava rovnic 

- í qx
3 dx = Til

3 - 3Mtl
2 + QEJOil + QEJwi - 6EJw0, (33) 

Jo 

/ q{x-lfdx = -T0r-3M0l
2

-6EJ60l-6EJwi + 6EJw0, (34) 
Jo 

- í 3qx
2 dx = -3Ttl

2 + 6 M Z / - 6EJ6i + 6EJ60, (35) 
J o 

/ 3q(x-lfdx = -3T0l
2

-6M0l + 6EJ6i-6Eje0. (36) 
Jo 

Soustava rovnic (33)-(36) obsahuje pouze hraniční hodnoty. J e d n á se o hledané vztahy for
mulující M H P pro jednorozměrný př ípad p růhybu prutu. Koncové body prutu jsou v pozici 
hraničních prvků a soustava lineárních rovnic (33)-(36) představuje vztahy mezi p roměnnými 
na těchto prvcích. Hraniční prvky tvořené koncovými body kontras tuj í s p ř ípadem metody 
konečných prvků, kdy konečné prvky jsou tvořeny segmenty podél prutu. 
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4 Modelový příklad 
V tomto odstavci ukážeme jak získáme rovnici ohybové čáry, respektive p růhybu v konkré tn ím 
bodě několika způsoby. Nejdříve spoč í táme přesné řešeni pomocí Maxwell-Mohrovy varianty 
Castiglianovy věty, po té najdeme p r ůběh ohybové čáry přes diferenciální rovnici a poslední 
metodou bude výpočet pomocí metody hraničních prvků. 

Prut na jednom konci v e t k n u t ý , na d r u h é m p o d e p ř e n ý a z a t í ž e n ý o s a m ě l o u silou 
velikosti F p ů s o b í c í v m í s t ě x0. 

4.1 Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy věty 
V té to části spoč í táme přesnou hodnotu p růhybu nosníku v místě xo v důsledku působení síly 
F. Z charakteru uložení prutu, znázorněného na obr. 3, je pa t rné : NP = {N0, T 0 , M 0 , T;}; 
s = /x — z/ = 4 — 3 = 1, prut je uložen l x staticky neurči tě . Pro určení p růhybu w v mís tě x0 

pot řebujeme nejdříve určit stykovou sílu TJ = f(F). 
Částečné uvolnění je na obr. 4, stykovou sílu T; určíme z deformační podmínky WL=0 pomocí 
Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy věty. Ze stat ické rovnováhy uvolněných prvků íl\ a 
Vt2 určíme VVÚ 

Obrázek 3: Modelový příklad 

1 - x0+ x 2 

F 

T, 

Obrázek 4: Čás tečné uvolnění 

Wi (x i ) = 0 ; T i ( x i ) Ti; M0(x1) = Tixi (37) 

N2(x2) = 0; T 2 ( x 2 ) = F-Tť) M0(x2) = T z (/ - x0 + x2) - Fx2 (38) 
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deformační p o d m í n k u potom můžeme vyjádři t ve tvaru 

dW 

m EJy 

l-XO 

M0(Xl) 
dM0(Xl) 

dT, 
obi + / M0(x2) 

dM0(x2) dx-} (39) 

Uvažujeme-li homogenní mater iá l a kons tan tn í průřez (E, Jy = konst), potom rovnice (39) 
s doplněním parciálních derivací ohybových m o m e n t ů dM^^ — x\, a 9M^?2^ = (l — XQ + x2) 
přejde do tvaru 

l-XQ 

(Tixf) dxi + / [Ti (l - x0 + x2) - Fx2] (l - x0 + x2) dx2 (40) 

integrací t é to rovnice a algebraickými úpravami získáme stykovou sílu TJ = f(F): 

(41) 

Nyní můžeme vyřešit p růhyb wXo. V bodě xo p la t í tato deformační podmínka wXo ^ 0, kterou 
nejprve napíšeme v obecném tvaru 

dW 

dF El, 

l-XQ 

M0(Xl 

dM0(Xl] 
' dF 

d x i + / M0(x2 

dMQ{x2) 
dF 

dx2 (42) 

I v tomto př ípadě uvažujeme homogenní mater iá l , kons tan tn í průřez (E, Jy = konst). Par
ciální derivace jedot l ivých ohybových m o m e n t ů jsou 9 M ° ^ = 0, a 9M°j*2) = —x2. Po dosazení 
do rovnice (42) dostaneme 

w El 
[ M G ( a ; 2 ) ( - x 2 ) ] ob 2 

y ./o El y Jo 

XO 

[-Tix2 [l - XQ + x2) + Fx 2 . ] (43) 

— / [7] ( x 0 x 2 - lx2 - x2

2) + Fxí] dx2. 
Jy Jo EJ% 

ze které integrací a algebraickými úpravami obdrž íme rovnici pro p růhyb 

(44) 

w. 
EJn, 6 2 / 3 

(45) 

v posledním kroku dosadíme stykovou sílu z rovnice (41) do rovnice (45) 

EJn 

• I n 
+ 

0 , ^0 

12/ 3 2 / 2 4/ 
(46) 

Rovnice (46) nyní vyjadřuje přesné řešení p růhybu wxov mís tě x0 
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4.2 Diferenciální přístup 
Z podmínky stat ické rovnováhy s = \i — v plyne, že úloha je l x staticky neurči tá , výs ledná síla 
v místě podpory byla vyřešena v předchozím odstavci, proto se nyní budeme věnovat rovnou 
rovnici ohybové čáry. Čás tečné uvolnění a jednot l ivé řezy jsou znázorněny na obrázku 5. 

Obrázek 5: Čás tečné uvolnění 

Ze stat ické rovnováhy uvolněných prvků fž 2 určíme VVÚ: 

N^x) = 0; T^x) = -Tľ, Mol(x) = T, (Z - x) (47) 

N2(x) = 0; T2(x) = F-TŮ Mo2(x) = T,(Z - x) - F(x0 - x) (48) 

dále budeme uvažovat malé deformace tzn. w'2(x) <^ 1, takže diferenciální rovnici ohybové 
čáry můžeme psá t ve tvaru 

... , M0(x) .._\ 
w{x) = -Ěléy (49) 

Vzhledem k p růběhu M0(x) podél s t řednice, musíme při řešení deformačních charakteristik 
rozdělit prut na dva intervaly I\ : x G (x0, Z) a I2 : x G (0, x0) a pro každý úsek sestavit 
diferenciální rovnici průhybové čáry 

Iw"(x)EJy = -Til + Tix (50) 
Hw"{x)EJy = -Til + Tix + Fx0- Fx (51) 

integrací rovnic (50) a (51) obdrž íme nejprve p růběh úhlu na točení s t řednice 

T,r2 

Iw'{x)EJy = -Ttlx + - y - + C i (52) 

T/rr2 F a : 2 

IIw'(x)EJv = -Tilx + — + Fx0x + C2 (53) 
y 2 2 

další integrací rovnic (52)-(53) získáme rovnice ohybové čáry v jednot l ivých intervalech J i , I2. 

Iw(x)EJy = -±Ľ?- + ±*?- + C1x + C3 (54) 
2 6 

TLlx2 Ttx3 Fxooŕ Fx3 

w(x)EJy = h - — H — + C2x + CA. 
z o i o 

(55) 

Integrační konstanty C i -j- C 4 určíme: 

• z vazbových podmínek prutu 

x = 0 " ^ ( O ) = 0 ^ C 4 = 0 (56) 
TI 3  

x = l ľ

w(l) = Q^CS = - dl (57) 
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z podmínek spojitosti a hladkosti průhybové čáry 

x = x0 V ( x 0 ) = "w'(x0)^C1 = ^ - + ^ (58) 

* = *0 '«,(*(>) = I I w ^ ^ C ^ = ^f + F { § - § ) (59) 

po dosazení rovnice (58) do (57) dostaneme integrační konstantu Q 3 

C 3 = - f (60) 

vypočtené integrační konstanty C\ -j- C± dosadíme do vz tahů (54) a (55) 

r / x ^ T ^ f x3 — 3lx2+ 2l2x\ ^ íxf,x xf,\ , . 
•W(,)EJ, = 71 ( j + F ( ^ - J j (61) 

,.2 

- r , r ~ g • - - j + f ^ - T + T - ^ ) . (62) 

Nyní do rovnic (61) a (62) dosadíme výslednou stykovou sílu T z z rovnice (41), a získáme 
rovnici ohybové čáry pro jednot l ivé intervaly 

W [ X ) - EJy \ 12/3 4 / + 4 / 2 + 4 / 2 + 2 6 J [ M ) 

w(x)EJy - E J ^ y I 2 / 3 4 / + 4 / 2 + 4 / 2 + 2 6 J (64) 

4.3 Metoda hraničních prvků 

V př ípadě tohoto prutu je předepsáno vnější zatížení q(x) = F8(x — x0) a okrajové podmínky 
WQ — wi — 6Q — Mi — 0. Neznámé parametry jsou hraniční hodnoty M0, T 0 , 61 a TJ. Soustava 
rovnic (33)-(36) m á tedy tvar 

-Fxl = Ttl3 + 6EJBil, (65) 

F(x0-l)3 = - T 0 / 3 - 3 M 0 / 2 , (66) 

-3Fx2

0 = - 3 T Z / 2 -6EJy6h (67) 

3 F ( x 0 - / ) 2 = - 3 T 0 / 2 - 6 M 0 / + QEJyBi. (68) 

Rovnice (65)-(68) tvoří soustavu čtyř rovnic o čtyřech neznámých, 

T 0 Tt M 0 0i 
0 l3 0 6EJy -Fxl 

-l3 0 - 3 / 2 0 F(x0-l)3 

0 - 3 / 2 0 -6Ejy -3Fx2

0 

- 3 / 2 0 - 6 / 6EJy 3F (x2 - if 
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kterou vyřešíme Gaussovou eliminační metodou. Nyní m á m e řešení pro hledané hraniční hod
noty MQ, T 0 , 9I a Tť. 

_ - F ( 2 1 s 2 / - s 3 - 2 4 s 0 / 2 + 10ž 3) 
To - 2p (69) 

F s 2 (31 + s 0 ) 
r , - 2p (70) 

F (9x 2 / -x3

0- 10x0l2 + 4/ 3) 

- F x 2 (/ + xQ) 
AlEJy 

(72) 

V tomto okamžiku můžeme hraniční hodnoty (69)-(72) dosadit do rovnice p růhybu prutu (29) 
a dos táváme řešení v obecném bodě £ 

F ( 1 2 ^ 3 , 2 1 3 I n x fé 3 x 2 £ 2 3 x 2 £ 3 x 0 £ 3 / £ 2 \ 
w{i) = — - ^ + - x 0 £ 2 + - £ 3 - - ^ + ^ - ^ ^ + °" » 

E J ^ V 2 u " 2 u " 3" 12 4/ 4/ 4Z2 l 
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5 Závěr 
V práci jsme se zabývali, jak př is toupi t k řešení reálného problému pomocí rychle se vyvíje
jících numerických metod, ze kterých jsme vybral i metodu hraničních prvků ( M H P ) . Jelikož 
je mezi uživateli více z n á m á a také rozšířená metoda konečných prvků ( M K P ) , uvedli jsme 
přehled hlavních výhod a nevýhod metody hraničních prvků. Za největší výhody bychom měli 
považovat způsob diskretizace zkoumané oblasti, díky čemuž můžeme vyšetřovat požadované 
chování v místech, kde M K P selhává nebo nepřináší uspokojivé výsledky. J e d n á se především 
o náhlé změny tvaru, jako jsou trhliny nebo ostré přechody, ale také rozlehlé oblasti. 

V další část i jsme uvedli způsob převedení diferenciální rovnice pro j ednorozměrný př ípad 
pružnost i a pevnosti na hraniční integrální rovnici, což je smyslem metody hraničních prvků. 
Tento obecný postup jsme následně aplikovali na modelový příklad z pros té pružnost i , pro 
který jsme vyjádřili rovnici průhybové čáry dalšími dvěma způsoby, používanými v pružnost i 
a pevnosti (Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovi věty, diferenciální rovnice ohybové čáry) . 
P ř i pohledu na jednot l ivé přístupy, zjistíme, že jsou srovnatelné a h lavním odlišovacím znakem 
je náročnost p o t ř e b n á k získání řešení, což se projeví zejména u řešení složitějších úloh, kde 
metoda hraničních prvků up la tn í více své přednost i . 
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