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Anotace

Diplomova prace se zabyva tématem teorie her, ktera spada do oblasti aplikované
matematiky. Cela prace je rozdélena do tfi ¢asti. V uvodni ¢asti jsou Ctenari
predstaveny zakladni pojmy teorie her, které jsou nasledné aplikovany
v matematickych konfliktnich modelovych situacich. Druha ¢ast se vénuje historii
teorie her a uvadi nékteré historické problémy a milniky v této oblasti matematiky.
Posledni ¢ast je pak zamérena na rizné varianty NIM her, jejich analyzu a hledani

optimalni strategie.
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Abstract

The thesis is a contribution to the topic of game theory which belongs to the field
of applied mathematics. The work is divided into three parts. In the first part, the basic
terminology of game theory is introduced and subsequently applied in conflict
mathematical model situations. The second part deals with the history of game theory
and presents some historical problems as well as milestones in this area of mathematics.
The last part is focused on different variants of NIM games, their analysis and the search

for an optimal strategy.
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Uvod

Existuje spousta disciplin, kterym se aplikovana matematika vénuje. V této
diplomové praci se budeme zabyvat teorii her, ktera ma Siroké vyuziti v reSeni
realnych problémt. Tyto problémy nazyvame konflikty, pficemzZ pravé teorie her
dava tiastnikiim konfliktu navod k nalezen{ optimalni strategie. U¢astnik konfliktu,
ktery se rozhoduje v souladu s optimalni strategii, dosahuje nejlepSiho moZzného

vysledku. U¢astnik konfliktu je oznaovan jako hrag.

Teorie her zasahuje svym zaméfenim do Zivotl lidi napfi¢ vSemi vékovymi
kategoriemi. Prakticky cely Zivot lidé fesi konflikty v kazdodennich situacich, at uz
se jedna o spor dvou spoluzaki, souboj dvou zapasnikd, slovni vymény mezi dvéma
kolegy, nebo napiiklad o rtizné herni situace. Z tohoto diivodu je teorie her velmi
atraktivni disciplinou, ve které mohou nalézt zalibeni jak zkuSeni matematicti
nadSenci, tak i déti na zakladni $kole, pokud se jim jednotlivé poznatky predaji

zplisobem, ktery nebude nad ramec jejich kognitivni irovné.

Cilem prace bude seznamit ¢tenare se zakladnimi principy teorie her. V prvni ¢asti
diplomové prace se zamérime na zakladni pojmy, které nasledné budeme aplikovat
v konfliktnich modelovych situacich, které do zna¢né miry odraZzi realné situace.
Ve druhé ¢asti se podivame na nékteré historické problémy a milniky, diky kterym
se teorie her jako samostatna matematicka védni disciplina dale rozSirovala
i do jinych védnich oblasti. Posledni ¢ast bude vénovana NIM hram, jejichZ zakladni
varianta spociva v odebirani sirek z hromadek. V této ¢asti se zaméiime na diikladny
rozbor téchto her a postupnymi uvahami se budeme snazit dojit k nalezeni
optimalni strategie. Tyto uvahy budou podpirany matematickou terminologii,
zaroven vSak budou konstruovany tak, aby jednotlivé postupy pro hledani optimalni

strategie byly pochopitelné i pro zaky zakladnich $kol.



1 Teorie her

1.1 Co to je teorie her?

Teorie her je matematicka védni disciplina, kterou miiZeme chapat jako miistek
mezi realnymi kazdodennimi problémy, ve kterych hraje velkou roli naSe védomé
rozhodovani, a teoretickou matematikou, u které bychom si na prvni pohled mohli
rict, Ze ma s realnym Zivotem pramalo spolecného. Situace, kde jsou hraci nuceni
¢init rozhodnuti, budeme nazyvat konflikty. Pod tim si miiZeme predstavit
obrovskou $kalu situaci, jako je naptiklad spor o to, kdo z manZelii vyluxuje koberec,
marketingové predhanéni dvou obchodnich Fetézcii, Sachova partie, nebo tfeba
obycCejna hra kdmen, nlizKy, papir. Teorie her je pak mocnym nastrojem pti vybéru

strategie, ktera vede k pozitivnimu vysledku. (Chvoj, 2013)

1.2 Zakladni pojmy

Hra - ]Jde o jakoukoliv rozhodovaci situaci nebo téZ konflikt mezi dvéma ¢i vice

zucCastnénymi hraci.

Hrd¢ - Utastnik konfliktu. Mize jit o hrace pokeru, firmu, politickou stranu, jedince,

¢i jakéhokoliv uc€astnika béZznych her. (Dlouhy, 2009)

Hracl bude vzdy konecny pocet, proto mliZeme hrace oznacovat Cisly 1, 2, 3, .., n

a budeme mluvit o mnoZiné hrac¢i H={1, 2, 3, ..., n}.
Strategie - Konkrétni alternativa, kterou hrac vybira z mnoziny prostoru strategii.

Ke kazdému hraci i € H prislusi jedna mnozina X;, ktera zahrnuje soubor vSech jeho

moznych strategii. MnoZinu X; budeme tedy nazyvat prostorem strategii hrace i.

Optimdlni strategie - Soubor rozhodnuti, které vedou k nejvyhodnéjSimu

moznému vysledku.



Prostor strategii - Seznam vSech moZnych alternativ a rozhodnuti, které ma hrac

k dispozici. (Dlouhy, 2009)

Ve hre zvoli kazdy hrac i z mnoZziny H urcitou strategii x; € Xi. Vznikne nam n-tice
X = [X1, X2, X3, ..., Xn|, kterd urcuje disledek pro kazdého hrace, vyplyvajici z jeho
ucasti vrozhodovaci situaci. Za predpokladu, Ze zminény dlsledek lze
charakterizovat funkci, kterd nabyva c¢iselnych hodnot, miZzeme kazZdému hraci
priradit funkci V;(x), kde i = 1, 2, 3, .., n, ktera je modelovou kvantitativni
charakteristikou hrace i. Funkce V;(x) se nazyvaji vyplatni funkce. Tyto funkce jsou
definované na kartézském soucinu prostoru strategii X = X1 x Xz x X3 x ... x X,,. Pokud
vyplatni funkce nabyva pro néjaké x kladné hodnoty, hovorime o zisku nebo o vyhre,
v pripadé zaporné hodnoty se jednd o ztratu nebo o prohru. MnoZina hract H,
mnoZina prostorl strategii X; a mnoZina vyplatnich funkci V; (x) ndm urcuji tzv. hru

v normdinim tvaru. (Manas, 1991)

Vyplatni funkce - Jedna se o vysledek hry, ¢imZ myslime zisk nebo ztratu hrace

na zakladé jeho zvolenych strategii.

Inteligentn{ hrd¢ - Utastnik konfliktu, o kterém se predpoklada, e méa dokonalé
informace o hte a chova se tak, aby maximalizoval hodnotu svoji vyplatni funkce.

(Dlouhy, 2009)

Takovy hra¢ bere prfi vybéru strategie do uvahy vSechna moZna rozhodnuti
ostatnich hract. MliZeme také fici, Ze jeho chovani a rozhodovani je raciondlni. Hrac,
ktery voli strategie zcela nahodné bez logické analyzy aktualni situace ve hre, a tudiz
nedba na hodnoty své modelované vyplatni funkce, se nazyva neinteligentni hrdc.
Existuji i takovi hraci, ktefi maji urc¢itou pravdépodobnost p takovou, Ze se budou
chovat jako inteligentni hraci, a pravdépodobnost 1 - p, Ze se budou chovat jako

neinteligentni hraci.

Lze ukazat, Ze pokud mame ve hie vice neinteligentnich hracti, miZzeme vSechny
vlivy jejich rozhodnuti sesumirovat do rozhodnuti jediného neinteligentniho hrace.
Pokud je ve hie jeden hrac¢ neinteligentni, popf. podle predchozi véty vice hract

neinteligentnich, nazvéme ho hrac¢ A, a pouze jeden hrac inteligentni, nazvéme



ho hra¢ B, pak miiZe pro hrace B nastat dvoji zplisob rozhodovani. Prvni zplisob
se nazyva rozhodovdni pri riziku, pokud hra¢ B zna rozloZeni pravdépodobnosti
vybéru strategie hrace A. JestliZe toto rozloZeni pravdépodobnosti hra¢ B nezna, pak

mluvime o rozhodovdni pri nejistoté. (Chvoj, 2013)

1.3 Klasifikace her

Utvorit jednotné rozdéleni her neni tak jednoduché. MliZeme se totiZ zamérit
na pocet hracd, ktef'f hru hraji, pritomnost ¢i nepritomnost nahodnych mechanism#,
informovanost hra¢i v okamziku, kdy se maji rozhodnout, dale pocCty strategii, které
ma hrac k dispozici, nebo tieba zplisoby generovani a rozdélovani vyher. (Manias,

1991)
Uvedeme si tedy nékolik typt her, kterymi se teorie her nejvice zabyva.

Kooperativni hry - Jedna se o hry, kde jednotlivi hrac¢i smi uzavirat dohody mezi

sebou.
Nekooperativni hry - Hraci béhem hry nemohou uzavirat dohody.

Jednokolové hry - V pripadé jednokolovych her hraci vzdy odehraji jednu hru,
rozeberou si vyplaty a zkuSenosti nabyté v této hie dal neuplatiiuji. Faktem také je,

Ze hraci voli své strategie na zakladé védomi, Ze nebudou nasledovat dalsi kola hry.

Vicekolové hry - Hry, které se hraji vicekrat za sebou a hraci tak maji moznost své
strategie ménit v priibéhu dalsich kol. Jsou specifické tim, Ze hrace nuti premyslet
nékolik kol dopredu, a na zakladé toho vymySlet vyhodné strategie. Specialni situace
nastava, pokud hraci vi, Ze hraji posledni kolo vicekolové hry. V takové situaci

se hraci chovaji tak, jako by hrali jednokolovou hru.

Symetrické hry — Rozumime takové hry, kde mnozina strategii je pro vSechny hrace

shodna.
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Asymetrické hry - V téchto hrach naopak hraci voli z rliznych mnoZin FeSeni, ¢imZ se

ocitaji v nerovnocenném postaventi.

Hry s nulovym souctem - V pripadé téchto her je soucet vyplat rovny nule. Co jeden

hrac zisk3, ten druhy ztrati. Nékdy se tyto hry nazyvaji také antagonistické hry.

Hry s nenulovym souctem - Hry, ve kterych nelze predem urcit, jakou hodnotu bude

mit soucet vyplat v§ech hraci.

Hry s tplnou informaci - V tomto typu her hraci mohou znat v§echny moZné priibéhy

hry.

Hry scdste¢nou informaci — Hraci dopredu neznaji nékteré prvky ve hre, ale
v pribéhu hry mlZou nékteré chybéjici informace ziskavat. Za chybéjici informaci
miiZeme povaZovat napiiklad mnoZinu vSech strategii protihrace, hodnoty vyplat

jednotlivych hraci ¢i samotny pocet hraci.

Nekonecné hry - Jedna se spiSe o hypotetické hry, jejichZ pocet kol je nekonecny.
Zkoumani téchto her se odehrava predevsim v teoretické roviné a nachazi vyznam
pfi poznavani chovani néjakého modelu, ktery je limitovan predem danymi

omezenimi.
Konec¢né hry - V pripadé konecnych her je mnoZina strategii kazdého hrace kone¢na.

Diskrétni hry - Mnozina strategii daného hrace je v diskrétnich hrach kone¢na nebo

spocletna.

Spojité hry — Naopak u spojitych her je mnozina strategii jednoho hrace nespocetna

mnozina.

Simultdnni hry - Hry, ve kterych hraji hraciv jednotlivych kolech souc¢asné. Obecnéji
tyto hry miiZeme popsat jako hry, ve kterych jednotlivi hraci pti volbé své strategie

nevédi, jaké strategie uplatnili ostatni hraci.

Sekvencni hry - V téchto hrach voli hraci své strategie postupné, ¢imZz se mohou
dostavat k informacim, jaké strategie volili néktefi protihraci. Sekventnim hram se

nékdy také rika metahry. (Chvoj, 2013)
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1.4 Nashova rovnovaha

V pripadé néjakého konfliktu napadne kazdého hrace, ktery chce vyhrat, otazka:
sJakbych mél postupovat, abych dosahl co nejlepsiho moZného vysledku?“
Hledanim rovnovazné strategie se zabyva tzv. Nashova rovnovdha, jejiZ nazev nese
jméno amerického matematika Johna Nashe, ktery tento pojem zavedl]

uz ve své diplomové praci.

Nashova rovnovaha je takové reSeni, ve kterém plati nasledujici pravidlo. Pokud se
néktery z hraci nebude drzet své optimalni strategie, zatimco jeho soupefr se ji drzet
bude, jeho vyhra se sniZi, nebo v nejlepsim piipadé zlistane stejna. Neboli ten, kdo
se odchyli od optimalni strategie, si nemiiZe polepsit. Pro nas priklad se budeme
bavit o konfliktu, ve kterém figuruji pouze dva hraci. Nashova rovnovaha nastava,
pokud nalezneme strategie obou hract x, € X a y, € Y takové, pro které plati

nasledujici:
Vi(x, yo) < Vi(Xo, yo) A V2(X0, Y) < Vi(Xo, Yo),
kde x, je optimalni strategie prvniho hrace,
Yo je optimalni strategie druhého hrace,
Vi(x, y) je vyplatni funkce i-tého hrace.

Tyto nerovnosti vyjadiuji jiZz zminény fakt, Ze pokud se prvni nebo druhy hrac
odchyli od optimalni strategie, zatimco jeho soupel se bude drZet optimalni
strategie, jeho vyhra se sniZi, nebo vnejlepSim pripadé =zlstane stejna.
Tyto optimalni strategie, které predstavuji Nashovu rovnovahu, nazyvame

rovnovdznymi strategiemi. (Dlouhy, 2009)
Proc¢ nas viibec Nashovy rovnovahy zajimaji? Je to hlavné ze dvou diivodii:

1) Predpokladame, Ze kazdy inteligentni hra¢ nakonec k tomuto feSeni svym
vlastnim uvazovanim dojde.
2) Druhym diivodem je, Ze se k tomuto FeSeni hraci dostanou metodou pokusu

a omylu v jakémsi evolu¢nim procesu. (Binmore, 2014)
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V nasledujicich podkapitolach si uvedeme nékteré znamé problémy a pokusime se

najit Nashovu rovnovahu.

1.4.1 Hra na kuie

Tato hra je inspirovana filmem z padesatych let minulého stoleti, ktery nese nazev
Rebel bez priciny. Hlavni roli charismatického mladika v ném ztvarnil herec James
Dean. Scéna z filmu je nasledujici. Dva mladici se bavi tim, Ze se rozjedou proti sobé
stfedem silnice a kdo prvni uhne, ztrati prestiz. Z tohoto filmu pak vytvoril Howard
Raiff v roce 1957 modelovou situaci, ktera se od té doby stala souc¢asti teorie her.
Je to hra, ve které kazdy hrac sleduje sviij zajem a jde o to, kdo v této konfliktn{
situaci podlehne natlaku a stane se tak slabSim jedincem. Pro tuto modelovou situaci

budeme aktéry konfliktu misto mladikii oznacovat hrac¢ 1 a hrac 2.

Zanalyzujeme si situaci. Pokud oba hraci neustoupi a pojedou rovné, auta se srazi
a dojde k tragické havarii. Pokud se prvni hra¢ rozhodne neustoupit a druhy hrac
nakonec uhne volantem, druhy hrac ztraci prestiz, stejné je tomu i naopak. Pokud
oba hraci sdostatetnym predstihem uhnou (predpokladem je, Ze oba uhnou

na stejnou stranu z jejich pohledu), vysledek je neutralni. (Skuhra, 2010)

Situaci popisuje nasledujici tabulka, kde ¢isla odpovidaji hodnotam vyplatnich

funkci jednotlivych hraca.

Uhnout

-5 -100
Rovné

5 -100

Tabulka 1 - Hra na kur'e
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Ani jeden z hra¢i nema dominantni strategii, protoZe strategie obou hrac¢i jsou
symetrické. Jak se tedy dostaneme krovnovaznému bodu? Vime, Ze optimalni
strategie je takova, které kdyZ se nebudeme drzet, nedosahneme lepSiho vysledku
v disledku zmény této strategie. Podivame se na situaci z pohledu prvniho hréce.
Pokud oba hraci zvoli moZnost rovné, zména strategie prvniho hrate mu prinese
lepsi vysledek, misto hodnoty -100 bude mit hodnotu -5, to znamen3, Ze sice ztrati
prestiz, ale alespori ziistane nazZivu. Pokud oba hraci naopak zvoli moZnost uhnout,
opét zména strategie prvniho hrace mu prinese lepsi uZzitek, misto hodnoty 0 se
dostane na hodnotu 5, jinymi slovy misto neutralniho stavu ziska prestiZ. Proto
strategie na hlavni diagonale neptina$i Nashovu rovnovahu. Pokud hrac¢ 2 zvoli
strategii uhnouta hrac 1 strategii rovné, pak zména strategie hrace 1 neprinasi lepsi
hodnotu vyplatni funkce, a tudiZ se jedna o rovnovazny bod. Zrovna tak v situaci,
kdy hrac 2 zvoli strategii rovné a hrac 1 strategii uhnout, nepfinaSi zména strategie
prvnimu hraci uZzitek, ale naopak smrt, a tudiZ se zména nevyplaci. Hra na kufe ma
tak dva rovnovazné body, a to (uhnout, rovné) a (rovné, uhnout). Nasli jsme dva
rovnovazné body Nashovy rovnovahy, ale nejedna se o stabilni rovnovahu, jelikoZ
se hraci rozhoduji nastejno a nemtiZeme si tak byt stoprocentné jisti, Ze hraci zvoli

odliSné strategie a tim oba preziji.

Do hry tak vstupuje psychologicky faktor, ktery mlZe misky vah této hry naklonit
na jednu ¢i druhou stranu. Napriklad, pokud hra¢ 1 bude pred touto modelovou
situaci vykazovat psychickou a socidlni dominanci nad druhym hracem, ma velkou
Sanci pravé timto socialnim aspektem zvysit pravdépodobnost, Ze druhy hrac
nakonec uhne. Zrovna tak, pokud prvni hra¢ bude pred zacatkem konfliktu
deklarovat, Ze ma zasekly volant a nemtiZe jej strhnout do strany, druhy hra¢ nema
na vybér a v pripadé racionalniho chovani mu nezbyva nez uhnout, protoZe chce
maximalizovat svoji vyplatni funkci, coZ v tomto ptipadé odpovida predevsim tomu,

Ze prezije. (Skuhra, 2010)

Tato modelova situace se da ukazat i na konfliktu dvou statd o nezavislé tzemi, kde
oba staty voli ze strategii bojovat nebo ustoupit. Pokud oba staty zvoli strategii
bojovat, dojde k velkému masakru a zemfte spousta lidi. Pokud oba staty ustoupi, pak

nezavislé uzemi neziska ani jeden stat, popt. dojde k rozdéleni izemi naptl. Pokud
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jeden ze stati zvoli strategii bojovat a druhy ustoupit, pak ani jednomu ze statii se
nevyplati svoji strategii zménit, a to je na$ rovnovazny bod. Tato volba je vSak pro
jednu stranu vzdy méné vyhodna. Jedna strana vzdy ziska, zatimco druha se musi

vzdat svych preferenci, a tudiz ztraci.

1.4.2 Souboj pohlavi

Souboj pohlavi je konfliktni modelova situace, kde kaZzdy z hrac¢t dava prednost
jinému vysledku. Hrace zde predstavuji muzZ a Zena, at uZ se jedna o manzelsky nebo
partnersky par. MiiZe se jednat o spor, kdy jeden z partnerl preferuje dovolenou

u mofre, zatimco druhy by radéji jel na dovolenou do hor.

Souboj pohlavi si ilustrujeme na nasledujicim pribéhu. Jednoho rana se manzelsky
par bavi u snidané o tom, co spolu ihned po praci podniknou. Jejich cilem je travit
C¢as spolectné, na druhou stranu kazdy z nich ma jiné preference. Zatimco muZz dava
prednost fotbalovému utkani svého oblibeného tymu, jeho Zena by rada zaSla
na balet. Odpoledne se jednomu z nich vybije mobil, a tak nemaji moZnost se spolu
spojit a domluvit se. Kazdy z nich se musi sam nezavisle rozhodnout, kam nakonec

ptjde.

Situaci si znazornime v tabulce a nasledné najdeme Nashovu rovnovahu.

Zena

Fotbal Balet

2 1

Fotbal

Balet

0 2

Tabulka 2 - Souboj pohlavi

15



Podivame se na situaci z pohledu muZe. Pokud muz zvoli fotbal a Zena zvoli balet,
pak by ale v pripadé zmény své strategie ziskal vétSi hodnotu vyplatni funkce
z 1 na 2. Pokud se naopak oba manZelé rozhodnou soucasné pro preferovanou
zabavu toho druhého, tzn. muZ ptlijde na balet a Zena ptijde na fotbal, pak by
pro maximalizaci uzitku bylo pro muZe vhodné, aby zménil svoji strategii. Hodnoty
vyplatnich funkci obou manZeli jsou v tomto piipadé nejmensi, protoZe v kone¢ném
dtsledku spolu nebudou travit ¢as, a jeSté navic se ztcastni akce, kterd ani jednoho
z nich nezajima. Pokud oba zvoli fotbal, pak zménou strategie muz nedosahne vétsi

hodnoty vyplatni funkce. Zrovna tak tomu je, pokud oba zvoli balet.

MoZnosti (fotbal; fotbal) a (balet; balet) jsou rovnovaznymi body Nashovy
rovnovahy. JelikoZ jeden o druhém nevi, jakou alternativu nakonec zvoli, nam tento
model nezajiStuje, Ze oba hraci zvoli optimalni strategii, protoZe k ni je potieba
spoluprace. Pokud by muZ védél, Ze Zena zvoli balet, zvolil by také balet,
aby maximalizoval sviij uZitek. Kdyby naopak védél, Ze Zena zvoli fotbal, rozhodl by
se také pro fotbal pro maximalizaci uZzitku. To nas vede k tomu, Ze k dosaZeni
optimalni rovnovahy je zapotiebi kooperace a jednotlivé alternativy stridat, coz
manZelsky par vede ke kompromisu. To se da zajistit v pripadé vicekolovych her,
kdy na tyto akce budou chodit spole¢né a svoje ucasti na akcich budou stiidat.
Do téchto rozhodnuti se pak mohou promitnout dalSi faktory jako je cetnost
fotbalovych utkani a divadelnich predstaveni, mira zaliby manZelti do jednotlivych

moZnosti, ale také mira zavislosti obou partnerti na vztahu a dalsi psychologické

vlivy.

Psycholog jisté doporudi jednotlivé aktivity stiidat v zavislosti na jiZ zminénych
faktorech, aby potreby jedince byly ve vztahu napliiovany a nedochazelo tak
k pocitu nenaplnéni jednoho z partnert pii nedostatku jim preferované aktivity, coz
by mélo za nasledek odpoutani od partnera. Pokud by jeden z partnerti v této oblasti
vykazoval silnou dominanci a preferoval by porad jeden a ten samy typ zabavy,
zanechdvalo by to v manZelstvi katastrofalni diisledky, které by eskalovaly k ¢im dal

vétsi propasti mezi jednotlivymi manzZely. (Skuhra, 2010)
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1.4.3 Véznovo dilema

Véznovo dilema je obecné nejznaméjSi modelovy konflikt z teorie her a vychazi
ze situace dvou véziid, jejichZ cilem je dostat co moZnéa nejmensi trest. Uvedeme

si opét pribéh, ze kterého budeme vychazet.

Dva zlocinci, ktefi spolu spachali ozbrojenou loupez, jsou zatceni a vyslychani policii
v oddélenych celach, tudiZ nemaji moznost se spolu néjak domluvit. Policie v8ak
nema dostatek dlikazili na to, aby je odsoudila, takZe potiebuje na zlo¢ince vyvinout
tlak, a da kazdému z nich nabidku. Pokud oba zlocinci budou zapirat svoji vinu,
plijdou oba na tii roky do vézeni. V piipadé, kdy se oba priznaji, budou odsouzeni
na pét let vézeni. Pokud se jeden ze zloCincli ptizna a uda toho druhého, ktery bude
zapirat, hlavni ¢ast viny padne na druhého zloc¢ince a prvnimu zlocinci, ktery se
priznal, bude priznana polehcujici okolnost. Tim dostane trest pouze na jeden rok,

zatimco jeho komplic, kterého zradil, bude odsouzen na 10 let vézeni. (Chvoj, 2013)

Hodnoty vyplatni funkce udava nasledujici tabulka.

Vezen 2

zapirat priznat

-3 -1

zapirat

Vézen 1

-10 -5
priznat
-1 -5

Tabulka 3 - Vézriovo dilema

Dilema se této situaci rika proto, Ze by zjevné bylo pro oba lepSi zapirat, ¢imZ by oba
dostali niZ8i trest ve vysi tii let. BohuZel pro né je vzajemna spoluprace nemozna,

a tak do hry vstupuje pokuSeni toho druhého zradit a ziskat pro sebe niZsi trest.
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PokuSeni by prichazelo i v momenté, kdy by se spole¢né mohli domluvit, protoze se
nikdy stoprocentné nemtiiZou spolehnout na loajalitu toho druhého, nebo miZze
jeden z nich podlehnout natlaku a muceni. Pak je predstava deseti let za mrizemi
daleko hrozivéjsi, nezZ predstava péti let. A tak nakonec oba zvoli strategii

(priznat; priznat) a dostanou pét let vézeni.

Ukazeme si, Ze strategie (priznat; priznat) je rovnovaznym bodem Nashovy
rovnovahy. Podivame se na strategie optikou prvniho vézné. Kdyz se druhy vézen
rozhodne pro strategii zapirat a prvni vézen také, zménou strategie by si polepsil
a dostal by niZ8i trest. Zrovna tak pokud by se druhy vézen rozhodl priznat a prvni
vézen zapirat, opét by zménou strategie dosahl pozitivnéjsiho vysledku. Pokud by
naopak prvni vézen volil strategii priznat se, nezaleZi na tom, co by zvolil druhy
vézen, vobou pripadech by si zménou strategie nepolepSil. JelikoZ se jedna
o symetrickou hru, plati to samé pro strategie druhého vézné. Tudiz skutetné
strategie (priznat; priznat) je rovnovaznym bodem. V tomto pripadé strategie

priznat dominuje u obou hracli nad strategii zapirat.

1.4.4 Kamen, ntZky, papir

Tato hra se velmi ¢asto vyuziva v situacich, kdy se ma rozhodnout mezi dvéma hradi,
napfiklad kdo bude mit prvni tah v libovolné hte, kde predem neni urc¢eno poradi
a zaroven moznost prvniho tahu znamena pro zacinajiciho hrace vyhodu. Jedna se

o maticovou hru s nulovym souctem, a tak si zde uvedeme vlastnosti tohoto typu hry.
Vlastnosti maticovych her s nulovym souctem:

e Maticovd hra ma dva hrace.

e Prostor strategii kazdého hrace v maticové hie je konetna mnoZina.
To znamena, Ze kazdy hra¢ ma k dispozici kone¢ny pocet strategii. Tyto
strategie jsou pfedem znamé.

e Tabulka, ktera obsahuje Ciselné vyjadieni hodnot vyplatni funkce, se nazyva
vyplatni matice. Predpokladejme, Ze hra¢ 1 ma k dispozici m strategii a hrac 2

n strategii, pak vyplatni matice vypada nasledujicim zptisobem:
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an a, e a,

azl a5 azn

a a PP a
ml m2 mn

Tabulka 4 - Vyplatni matice
e Realizace hry znamena, Ze hrac 1 zvoli strategii i, hrac 2 zvoli strategii j, pak
hrac 2 vyplati hraci 1 ¢astku aj;, ktera je zapsana v i-tém radku a j-tém sloupci
vyplatni matice. Castka a; se nazyva hodnota hry.

e Jedna realizace hry se nazyva partie. (Skuhra, 2010)

Nyni uZ ale ksamotné hire kdmen, niizky, papir. Pravidla hry jsou jednoducha,
na znameni kazdy z hrac¢t ukdze symbol, ktery reprezentuje jednu ze tfi moZnosti,
a to kdmen, nliZky nebo papir. Vysledek hry je pak dlisledkem predem stanovenych
kritérii. Kdmen ztupi ntizky, ntiZky rozstithaji papir a papir zabali kdmen. KdyZ hraci

v

ukazi stejny symbol, dochazi k remize. Matice hry z pohledu prvniho hrace vypada

nasledovneé:
Kamen Nazky Papir
Kamen 0 +1 -1
NGzky 1 0 +1
Papir +1 -1 0

Tabulka 5 - Kamen, niizky, papir

V této matici neni moZné najit Nashovo rovnovazné reSeni v ryzich strategiich.
Presto danou hru béZzné hrajeme a zname rovnovaznou strategii, ktera spociva

v nahodném vybéru z prostoru strategii. Pro oba hrace je rovnovaznou strategii

1

vektor ( g 3 g ), kde jednotlivé prvky vektoru charakterizuji pravdépodobnost

vybéru jedné ze tfi strategii. Prvni pozice odpovida strategii kdmen, druhd ntiZky
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a treti papir. Tento typ strategii fadime do kategorie smisené pravdépodobnostni
strategie. Pro tyto strategie plati, Ze hrac, ktery se odchyli od rovnovazné strategie,
tzn. zvoli jiné pravdépodobnosti vybéru, nemiiZe nic ziskat, ale mliZe naopak ztratit.
Pro prostor strategii, ktery predstavuje pravdépodobnostni vektor (xi, xz, ..., Xn)
plati: }*,x; = 1;x; = 0, to znamend, Ze soucet pravdépodobnosti jednotlivych

strategii kazdého hrace je roven 1. (Dlouhy, 2009)

Pokud by napriiklad hrac 1 zvolil strategii ( %, % ,0), coz odpovida, Ze by kamen zvolil
dvakrat Castéji neZ nlizky a papir by nedaval viibec, hrac¢ 2 by se pak prizpiisobil
a daval by mnohem castéji papir, ¢imZ by porazil preferovanou strategii kamen
prvniho hrace. Kdyby hrac 2 zvolil strategii (0, 0, 1), vitézil by v priméru ve dvou

ze tfi her.

1.4.5 Hra na unos

UkaZeme si dalsi zplisob odstrafiovani dominované strategie v modelové situaci,
ktera se jmenuje Hra na unos. Vychazime z nasledujici situace. Eva unesla Adama.
Vykupné za Adama bylo jiZ zaplaceno a Eva se ted rozhoduje, zda Adama zabit,
nebo ho ma nechat jit. Prostor strategii Evy obsahuje strategie zabit a propustit.

Prostor strategii Adama je micet a prozradit.

Adam

micet prozradit

0 0

zabit

Eva

propustit

2 0

Tabulka 6 - Hra na tinos

20



Reknéme, %e se Eva rozhodne Adama propustit. Jakd bude Adamova strategie, aby
mu vynesla co nejvy$si uzitek? JelikoZ uZ je na svobodé, ma 1 bod. Pokud bude mlcet,
nic navic neziska, av§ak pokud by se rozhodl Evu prozradit, ziska tim dalSi bod
za spolupraci s policii. Eva bude dopadena a nasledné poslana do vézeni. Pokud je
tedy Adam propusStén na svobodu, je jeho dominantni strategie prozradit.V pripadé,
Ze by se Eva rozhodla Adama zabit, je uz pak jedno, zda by se Adam rozhodl
pro ml¢eninebo prozrazeni, v obou piipadech je hodnota jeho vyplatni funkce rovna
0, protoZe prisel o sviij Zivot. Hodnota vyplatni funkce Evy je 1, protoZe si zachranila
krk. Adamova strategie prozradit je vZdy prinejmenSim stejné dobra jako mlicet.
Adam tak nema dlivod mlcet, protoZe jako raciondalni hra¢ bude chtit maximalizovat
sviij uzitek, zvoli tedy prozradit. V této nové vzniklé hie je pro Evu strategie zabit
lepSi neZ strategie propustit, a tak zvoli zabit. Nashova rovnovaha je tedy bod
(zabit; prozradit). Pribéh konfliktu znazoriiuje obrazek 1, kdy zpétnou indukci Eva

zvoli strategii zabit, protoZe v pripadé opacné strategie by Adam zvolil prozradit.

prozradit

propustit

Obrazek 1 — Strom hry na tinos
Jak tedy docilit toho, aby Eva Adama propustila? Psychologové doporucuji obétem
unosu, aby se snaZili s unosci navazat dobry vztah. Pokud by se Adamovi povedlo
Evu presvédcit, Ze mu na ni zalezi natolik, Ze jeho vyplatni funkce za mlc¢eni je vétsi
neZ ta za prozrazeni, zvySil by si tak Sanci, Ze se nakonec dostane na svobodu.

(Binmore, 2014)
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2 Historie teorie her

Ackoliv se pocatek teorie her jako samostatné védni discipliny datuje aZ k poloviné
20. stoleti, jeji kofeny sahaji do davné minulosti a s jejimi principy se lidé setkavali

jiz davno pred jejim oficialnim zaloZenim.

Od pocatku existence lidského druhu se cClovék jako inteligentni stvoreni
vyporadava s rozmanitymi situacemi kaZdy den. Re$i problémy, jejich Fe$eni zavisi
nejen na vlastnim rozhodovani a chovani, ale také musi brat do uvahy faktor
rozhodovani ostatnich inteligentnich bytosti. [ v situaci, kdy clovék pri reSeni
problému nevychazi z Zadné propracované teorie, musi presto ve svém zajmu
analyzovat situaci, ve které se ocitl, a zaroverii hledat vhodnou strategii, kterou ma
k dispozici, stejné tak musi analyzovat dostupné strategie protivnika, a ze vSech
téchto strategii se rozhodnout pro tu nejvhodnéjSi. Tyto uvahy, vychazejici
predevSim z racionalniho pojeti feSeni problému, se nakonec staly zakladnimi pilifi

dnesni teorie her. (HykSova, 2004)

V této kapitole se podivame na nékteré starovéké problémy, a nasledné uvedeme
zajimavé a dileZité milniky, které staly za zrozenim teorie her jako védni discipliny

tak, jak ji zname dnes.

2.1 Talmud

Talmud je sbirka z Zidovského zakona, jejiZ soucasti je Misna a Gemara. Zatimco
Mi$na je zaznam ustné tradovaného nabozenského prava, Gemara je pak doplnénim
MiSny a jedna se o rozsahlé komentare, které obsahuji také diskuse a polemiky
jednotlivych ucencli. MiSna je ¢lenéna do Sesti oddil{i, pricemZ ve druhém traktatu
trettho oddilu zvaného Ndsim se tfeSi mimo jiné otazky spojené se svatebni
smlouvou, kterou je muZz Zené zavazan vyplacenim obnosu v pfipadé rozvodu nebo
své smrti. Vtomto oddile mliZeme nalézt zajimavé volby feSeni nasledujiciho

problému:
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Zemfe muZz ktery po sobé zanecha tfi vdovy, z nichZ kazda méla ve svatebni smlouvé
presné stanovenou c¢astku, ktera ji bude vyplacena v pripadé manzelova tmrti. Prvni
Zena ma dostat 100, druha 200 a treti 300 penéznich jednotek. Jak mezi vdovy
rozdélit pozistalost, je-li muZova poziistalost mensi neZ soucet vSech obnost, které
maji vdovy inkasovat? Poziistalost predstavuje pouze 100, 200 nebo 300 penéZnich

jednotek.

Podivame se na reSeni, které je uvedeno v traktatu:

Zavazek
100 200 300
100 33,3 33,3 33,3
Pozlstalost| 200 50 75 75
300 50 100 150

Tabulka 7 - Vyplaceni Cdstek

KdyZ se zaméiime na posledni fadek tabulky, jevi se toto rozdéleni na prvni pohled
jako nejracionalnéjsi a jisté by takové rozdéleni volila vétSina z nas. Zkratka
spravedlivé rozdélime poziistalost v takovém pomeéru, v jakém poméru jsou zavazky

k jednotlivym vdovam. V tomto pripadé je pomér1:2: 3.

V prvnim fadku jde o rovnomérné rozdéleni, kdy poziistalost neni vyssi neZ
minimum ze vSech tfi zavazkd. V takovém piipadé se rozdéli pozistalost

rovnomérné bez ohledu na pomér jednotlivych zavazk.

Prostiedni radek se na prvni pohled neridi néjakou intuitivni strategii. Zdivodnéni
celé tabulky, dokonce ze ¢tyt riiznych perspektiv, zprostiredkovali Robert Aumann
a Michael Maschler v pojednani s nazvem Game theoretic analysis of a bankruptcy
problem from the Talmud. Tti z nich vychazi ze zdivodnéni, které jsou zaloZeny
na principech obsaZenych v Talmundu. Ctvrté zdfivodnéni tabulky pak vychazi

pirimo z teorie her a opira se o zakladni axiomy kooperativni hry. (HykSova, 2004)

BliZ§i zpracovani téchto zdlvodnéni je uvedeno ve sborniku Matematika
v proméndch veéki. IlI, kde se touto problematikou zabyva Magdaléna HykSova

v kapitole Historické pocdtky teorie her.
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2.2 Salamountiv soud

Kral Salamoun je zndma postava ze Starého zakona v dobach Izraelského kralovstvi.
Jeho vlada se datuje do 10. stoleti pFed Kristem. Salamoun je zndm pro svou
moudrost nejen tém, ktefi se zajimaji o Zidovskou ¢i krestanskou kulturu, ale
idneSni Siroké verejnosti. Jeho moudrost zachycuje biblicky pribéh, kde je
popisovan spor dvou Zen o dité. Tento pribéh si zde pripomeneme a zanalyzujeme

pouzitou Salamounovu strategii.

Tehdy prisly ke krali dvé Zeny nevéstky a postavily se pred néj. Jedna z nich rekla:
,Prosim, miij pane, ja a tato Zena bydlime v jednom domé a ja jsem u ni vdomé
porodila. Trettho dne po mém porodu také tato Zena porodila. Byly jsme spolu
a v tom domé s nami nebyl nikdo cizi, v domé nebyl nikdo kromé nas dvou. Syn této
zeny vSak v noci zemfel, nebot ho zalehla. Proto v noci vstala, a zatimco tva otrokyné
spala, vzala mého syna od mého boku, polozila si ho do klina a svého mrtvého syna
poloZzila do klina mné. Rano jsem vstala, abych svého syna nakojila, ale on byl mrtev.
KdyZ jsem si ho vSak zrana pozorné prohlédla, zjistila jsem, Ze to neni mdj syn,
kterého jsem porodila.“ Druha Zena vsak prohlasila: ,Nikoli. M{ij syn je ten Zivy a ten
mrtvy je tviij.“ Ale prvni trvala na svém:,Ne. Tviij syn je ten mrtvy, a ten Zivy je m{j.“
A tak se pred kralem hadaly. Kral ekl: , Tato tvrdi: ‘Ten Zivy je mij syn, a ten mrtvy

(u

je tviij." A tato tvrdi: ‘Ne, tvlij syn je ten mrtvy, a ten Zivy je mij.” Kral proto porucil:
»Podejte mi mec.“ Prinesli tedy pred krale mec. A kral naridil: ,Rozetnéte to Zivé dité
ve dvi. Jednu polovinu dejte jedné a druhou polovinu druhé.” Tu rekla krali Zena,
jejiz syn byl ten Zivy a jiZ se srdce sviralo soucitem nad jejim synem: ,Prosim, mij
pane, dejte to Zivé novorozené ji, jen jej neusmrcujte!“ Ale druha rekla: ,, At neni ani
moje ani tvoje. Rozetnéte jej!“ Tu kral rozhodl: ,Dejte to Zivé novorozené té, ktera

Fekla: ‘Neusmrcujte jej, to je jeho matka.”“ (Bible, 2008)

Tato ukazka Salamounovy moudrosti by selhala v pfipadé, kdy by fale$na matka
zvolila lepSi strategii. Je ziejmé, Ze pravou matku predstava rozseknuti jejiho ditéte

vejplil enormné vystraSila, presto kdyby faleSnd matka pouZila stejnou strategii
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a hréla by, Ze ji krdlovo rozhodnuti také rve srdce, nemél by kral presvédcivy diikaz

k tomu, aby poznal, komu patii zivé dité. Jaky postup by tedy fungoval 1épe?

Pojmenujme si pravou matku jako Petru a faleSnou matku jako Fionu.
Pro zjednodu$eni situace predpokladejme, Ze Petra by za svoje dité dala vSechno,
co m3a, zatimco Fiona by byla za dité ochotna zaplatit pouze néjakou nizsi ¢astku.
Cilem Salamouna je pFisoudit dit& jeho pravé matce a na zatatku je v pozici, kdy nevi,
ktera z nich to je. V pripadé, Ze by se jich zeptal, Petra jisté odpovi, Ze to je jeji dité
a Fiona odpovi zrovna tak, protoZze nema Zadnou motivaci odpovédét jinak.

Salamounova strategie bude vypadat nasledovné:

Nejdrive za¢cne nahodnym tahem, ktery postavi Pavlu do role Zalobkyné a Fionu
do role obZalované anebo naopak. Tento nahodny tah spociva v poloZeni nasledujici
otazky jedné z Zen: ,Jsi prava matka?“ Tato otazka stavi tazanou osobu do pozice

zalobkyné, druhou Zenu do pozice obZalované.

Nasleduje mechanismus, ktery s nejvétsi jistotou dosahne pozadovaného vysledku
a prisoud{ dité jeho pravé matce. Zalobkyné odpovida na otazku, zda je pravou
matkou. Pokud to popre, dité dostane obzalovana. Pokud naopak tvrdi, Ze je pravou
matkou, je na fadé obZalovana strana, ktera také odpovida na stejnou otazku, zda je
pravou matkou. Popira-li to, dostane dité Zalobkyné. Pokud obé Zeny tvrdi, Ze je dité

jejich, dité pripadne obZalované a obé Zeny zaplati pokutu.

UkaZeme si pravidla tohoto mechanismu na nasledujicim obrazku.
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Dité dostane
obzalovana,

pokuta Zalobkyné dostane
obéma dité, obé bez pokuty
ano ne

Ob3alovana Obzalovana dostane
dité bez pokuty

ano /
P

Zalobkyné

~—
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Obrazek 2 - Pravidla

Salamounova moudrost bude spo&ivat v tom, Ze nastavi spravné pobidky pro Petru
a pro Fionu tak, aby je spravné motivoval. Pokuta musi byt vySsi neZ cena, kterou je
za dité ochotna zaplatit Fiona, ale musi byt niZ$i, neZ co je schopna dat Petra. Pokud
se budou vSichni drzet dokonalé rovnovahy, Petra dostane dité pokazdé a nikdo

nebude platit Zadnou pokutu.

UvaZujme situaci, kdy si Petra ceni dité na tfi penézni jednotky, Fiona si dité ceni
najednu penésni jednotku a kral Salamoun nastavi pokutu dvé penéZni jednotky.
Jaké situace podle zminéného mechanismu miiZou nastat, je znazornéno
na obrazku 3. KdyZ bude prvni tazana Fiona, a na otazku, zda je pravou matkou,
odpovi ne, nebude platit pokutu a zlistane tedy na hodnoté 0. Nic neziskd, nic
neztrati. Petra tim padem dostane dité a nebude platit pokutu, dostava se tedy
na hodnotu 3. Pokud Fiona odpovi na otazku ano, dostava se k tahu Petra. Pokud by
odpovédéla ne, dité by neziskala a neplatila by pokutu, zlistala by tedy na bilanci 0,
avSak toto rozhodnuti je iracionalni, protoze dité je ve skutecnosti jeji. Fiona by
ziskala dité a neplatila pokutu, tudiZ je na hodnoté 1.V pripadé, Ze Petra odpovi ano,
ziskava dité a obé plati pokutu, dostava se tudiZ na hodnotu 1 a Fiona je kviili pokuté

na hodnoté -2. Cely diagram je znazornén na obrazku 3:
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KdyZ se obé Zeny budou drzet dokonalé rovnovahy, Petra dostane dité pokazdé
azadna zZen nebude platit pokutu. Tyto rovnovazné tahy jsou v diagramu
znazornény zvyraznénymi ¢arami. V pripadé, kdy by Fiona méla Sanci ziskat dité,
tzn. Petra by byla dotazovana jako prvni a Fiona by nasledné odpovédéla ano,
vidime, Ze by obé Zeny bilancovaly se zapornou hodnotou, a tudiz se Fioné nevyplati
odpovidat ano. Tento strategicky model nam tedy dava navod, jak prisoudit dité
pravé matce, avSak zdaleka nepokryva vSechny realné aspekty, jako napriklad
nastaveni pobidek pro jednotlivé Zeny, protoZe nereflektuje financni situaci
jednotlivych Zen. Salamoun by si tedy nejprve musel zjistit finanéni situaci %en
a nasledné podle toho nastavit pokuty tak, aby v ptipadé Fiony pokuta presahovala

cenu, kterou je ochotna za dité dat, a zaroveii aby pokuta byla nejvySe stejné vysoka

Obrazek 3 - Pobidky

jako cena, kterou je ochotna dat prava matka Petra. (Binmore, 2014)
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2.3 Diilezité milniky ve vyvoji teorie her

Emile Borel (1871 - 1956), francouzsky matematik a politik, byl uznavanou
autoritou v oblasti teorie pravdépodobnosti. Vletech 1921 az 1927 vydal ctyri
publikace, ve kterych se vénoval hledani optimalnich strategii. (Walker, 2012)

Borel jako prvni zkouSel matematizovat pojem strategickd hra a zaslouZil se
o zavedeni pojmu metoda hry, ktery odpovida dne$Snimu pojmu ryzi strategie.
Predpokladal, Ze kazdy hrac¢ se snaZzi maximalizovat svoji pravdépodobnost
na vyhru a snazil se nalézt nejlepsi metodu hry. Jeho prace o strategickych hrach
zlstavaly ve svété dlouho prakticky neznamé. AZ ve chvili, kdy tfi jeho prace vysly
vroce 1953 v anglickém prekladu v ¢asopise Econometrica, se o nich zacalo vice
diskutovat, a tim se dostaly vice do povédomi matematickému svétu. (HykSova,

2004)

John von Neumann (1903 - 1957) byl americko-mad’arsky matematik. I presto, Ze
o prvenstvi, kdo by mél byt povaZovan za zakladatele matematické teorie her, kde
na jedné strané byl jiZ uvedeny Emile Borel, a na druhé strané John von Neumann,
se vedly mnohé diskuse, vétSina odbornikii se shoduje na druhém jmenovaném.
Za opravdovy meznik ve vyvoji teorie her je vSeobecné povazovan clanek
J. von Neumanna Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, ktery byl publikovan v roce
1928. Tento clanek byl prinosny primarné matematizaci strategickych her

a podanim dlikazu zakladni véty maticovych her. (HykSova, 2004)

Mezi dal$i vyznamné mezniky ve vyvoji teorie her patti vydani publikace Theory of
Games and Economic Behavior zroku 1944, ktera prameni ze spoluprace
J. von Neumanna a ekonoma Oskara Morgensterna (1902 - 1976). Tato publikace
stala za zrodem teorie her jako samostatné matematické védni discipliny. Kromé
obsahlého teoretického vykladu zde také autori ukazali vyuziti herné-teoretickych
modelli v oblasti modelovani ekonomickych rozhodovacich situaci, a tim se
zaslouzili o to, Ze byla teorie her rozsifena a nasledné pevné ukotvena v ekonomii.

(HykSova, 2004)
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Po vydani publikace J. von Neumanna a 0. Morgensterna nabral vyvoj teorie her
velmi rychly spad. Vysla cela rada vyznamnych praci ve ctyrech sbornicich. Tyto

sborniky byly vydany Princetonskou univerzitou. (Manas, 1991)

Je dilezité zminit jméno John Forbes Nash (1928 - 2015), ktery také vyznamné
obohatil védni disciplinu teorie her. Ve svych publikacich, které byly vydany mezi
lety 1950 - 1953, se Nash vénoval nekooperativnim hram a teorii vyjednavani.

(Walker, 2012)

Nash je dnes neodlucitelné spjaty s pojmem rovnovdzného bodu, kterému se také
rika Nashova rovnovdha. Této problematice jsme se vénovali jiZ v minulych

kapitolach.

Od téchto pocatkli vzniku teorie her jako matematické védni discipliny vyslo
spousta publikaci, které se tomuto tématu vénuji, a dale tak rozsirily naSe poznani.
Diky tomu se pak teorie her rozsirila do nékolika dal$ich oblasti, které se dotykaji
naSeho kazdodenniho Zivota. Spoustu téchto oblasti znazornuje nasledujici obrazek,

dostupny z: http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her/.
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Obrazek 4 - VyuZiti teorie her

29


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her/

3 Hry NIM

V této kapitole se zamérime na hry NIM. Nejdrive si vysvétlime, o jaké hry se jedna,
nasledné si pak uvedeme riizné variace téchto her, zanalyzujeme optimalni strategie

a nalezneme vyhravajici pozice.

3.1 Coje to hra NIM?

Jedna se o hru, které se ucastni dva hraci a hraje se s riznymi predméty, kterymi
mohou byt napriklad kameny nebo sirky. V nasi praci budeme pro ilustraci pouZzivat
sirky. Na zac¢atku hry mame n hromadek, kdy v kazdé hromadce miiZe byt odlisny
pocet sirek. Hraci se stridaji v tazich, pricemz hrac, ktery je na tahu, mlze odebrat
pouze zjedné hromadky 1 az ksirek, kde k neprevySuje pocet sirek v konkrétni
hromadce, ze které odebira. Pokud pravidla neurcuji jinak, vyhrava ten hrac, ktery

jako posledni odebere sirky z posledni hromadky, tudiZ druhy hrac¢ uz nema co brat.
Hry NIM se radi mezi kombinatorické hry, které spliuji tyto vlastnosti:

1) Hru hraji dva hraci.

2) Mnozina dosazitelnych pozic je konecna.

3) Pravidla hry urcuji, na které pozice se mohou hraci presunout. Hra¢i maji
diky pravidlim tplnou informaci o hie a neni zde piitomna nahoda.

4) Hradi se v jednotlivych tazich stridaji.

5) Hra kon¢i, pokud druhy hrac¢ jiZz nemtiZe tahnout. Takové pozici se rika
koncovd pozice a ta urcuje vitéze hry.

6) Jedna se o kone¢nou hru, kdy po kone¢ném poctu tahti jeden z hracti dosdhne

koncové pozice.

V pripadé her NIM se navic jedna o tzv. nestranné kombinatorické hry, kdy oba hraci

maji z kaZdé pozice stejny vybér moZnosti taht. (Vopravil, 2020)
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3.2 Variace her NIM

V kazdé NIM hie mame riiznd pravidla. Ve startovni pozici miizeme mit nékolik
hromadek a zaroveii je dovoleno zjedné hromadky odebirat riizny pocet sirek.
Pro prehlednostbudeme typ hry rozliSovat usporadanou (n + 1)-tici (ny, nz, ..., nm; k),
kde m je pocet hromadek, nj, ny, ..., ni, je pocet sirek na jednotlivych hromadkach,

a k je maximalni mozny pocet sirek, ktery 1ze v jednom tahu z hromadky odebrat.

Usporadana trojice (8, 7; 4) predstavuje hru NIM, kde na zatatku mame dvé
hromadky o poctu osm a sedm sirek, pricemZ v jednom tahu lze odebrat jednu
az Ctyri sirky.

Prohrdvajici pozice - Kazda pozice, ve které hrac, ktery je na tahu, nema Sanci vyhrat,

pokud jeho souper zna optimalni strategii.

Vyhrdvajici pozice — Takova pozice, ze které lze soupere dostat do prohravajici

pozice. Hrac v této pozici ma hru pod kontrolou, pokud zna optimalni strategii.

3.2.1 HryNIM1

Zatneme od nejjednodussiho typu, kdy na zacatku budeme mit jednu hromadku
sirek a hraci Adam a Marek budou odebirat po jedné azZ k sirkach. Jedna se tedy o typ
(n; k).

Priklad 1. Méjme hru NIM 1 (18; 4). Uvedeme si moZny priibéh hry v tabulce
za predpokladu, Ze ani jeden z hracti nezna optimalni strategii.

Kolo Hrac Zacatek a konec kola Pocet odebranych sirek
1 Adam (18 = 16) 2
2 Marek (16 = 13) 3
3 Adam (13- 10) 3
4 Marek (10— 6) 4
5 Adam (6—5) 1
6 Marek (5—-3) 2
7 Adam (3-0) 3
Tabulka 8

V tomto pripadé vyhral Adam, protoZe odebral posledni tti sirky.
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Mohl Marek zahrat néjaky tah v priibéhu hry jinak, aby vyhral?

K rozreSeni této otazky vyuzijeme metodu zpétné indukce a rozebereme od konce
vSechny Markovo tahy. V Sestém kole Marek odebral dvé sirky (5 — 3). At uZ by
odebral libovolny pocet sirek dle pravidel, Adamovi by na hromadce zbyly 1 az 4
sirky, tudiZ vsedmém kole by sebral zbyvajici pocet sirek. Vypada to tedy, Ze
z pozice, kde hraci na tahu zbyva na hromadce pét sirek, neexistuje tah, ktery by
sméroval k vyhie. Zamérime se na predchazejici Markovo tah (10 — 6).V tomto tahu
odebral Ctyfti sirky. Opét, at uz by odebral libovolny pocet sirek od jedné do ctyft,
Adam by mél moZnost se odebranim prislusného poctu sirek dostat na pét sirek,
a tudiz by tato pozice byla opét vitézna pro Adama. Ve druhém kole (16 — 13) Marek
odebral tri sirky. Dal Adamovi moZnost dostat se do vyhravajici pozice tahem
(13 = 10). VSimnéme si, Ze pokud by odebral pouze jednu sirku (16 — 15), Adam by
pak odebral 1 aZ 4 sirky, a tudiZ by mél Marek moZnost dostat se do vyhravajici
pozice. V tomto pripadé mohl tdhnout lépe a tah (16 — 15) je spravny tah. Adam
hned na zacatku zvolil Spatny tah (18 — 16), a dal tak moZnost Markovi se dostat

do vyhravajici pozice. Marek vSak tuto moznost nevyuZzil.

Optimalni strategie pro hru NIM 1 (18; 4) je tedy dostat soupefe do prohravajicich
pozic, které spocivaji v situaci, kdy hrac, ktery jde na fadu, ma na hromadce 5 - q

sirek, kde g € N.
Priklad 2. Méjme hru NIM 1 (31; 6) s tim, Ze Adam zna optimaln{ strategii.

Jeho cilem je kazdym tahem dostat soupere do prohravajici pozice.

Kolo Hrac Zacatek a konec kola Pocet odebranych sirek
1 Adam (31->28) 3
2 Marek (28 = 22)

3 Adam (22 - 21)
4 Marek (21 - 20) 1
5 Adam (20 > 14) 6
6 Marek (14 - 10)
7 Adam (10-7)
8 Marek (7—-5) 2
9 Adam (5—0) 5
Tabulka 9
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Pozorné si vSimnéme, jaké tahy volil Adam. Kazdy jeho tah dostava Marka
do prohravajici pozice. Nejprve tah (31 — 28) vede do prohravajici pozice (28).
Nasledné bez ohledu natah soupefe Adam opét dokaze soupere dostat
do prohravajici pozice, konkrétné tahem (22 — 21). Kdyby Marek predtim odebral
misto Sesti sirek napriklad jen tii (28 — 25), jaky by byl Adamovo nasledujici tah?
Vzhledem k tomu, Ze dalSi prohravajici pozice je 21 sirek, jeho tah by byl (25 = 21),
odebral by Ctyri sirky.

Znat optimalni strategii znamena znat mnoZinu vSech prohravajicich pozic. Navod
na vyhru pak zni nasledovné: Tahej vzdy tak, abys vytvoril pro soupere prohravajici

pozici. (Gatial, 1982)

Jakym zptlisobem Adam dostava Marka v tomto piipadé do prohravajicich pozic? Jak
ukazuje tabulka 9, nejdrive svym tahem Marka dostane do prohravajici pozice. Jeho
nasledujici tahy se odviji od toho, kolik sirek odebira Marek. Pokud Marek odebere
Sest sirek, Adam odebere jednu. Pokud odebere ¢tyri, Adam odebere tfi. Adam vzdy
odebere doplnék toho, co odebral Marek, aby soucet jejich odebranych sirek byl
sedm. To plati pouze u hry (n; 6). Obecné u her NIM 1 (n; k) bude soucet odebranych
sirek obou hract k + 1. DosaZeni prohravajici pozice je zajisténo tak, Ze druhy hrac
reaguje na pocet sirek, které odebere prvni hrac, ktery zac¢ina v kritické pozici. Tah

druhého hrace uz je pouze doplitkem do souctu k + 1.

MnoZina vSech prohravajicich pozicu hry NIM 1 (n; k) jetedy M={q - (k+ 1); g €EN;
q-(k+1)<n}

PRIKLAD 3. Ur¢i mnoZinu viech prohravajicich pozic u hry NIM 1 (45; 7).

MnoZina prohravajicich pozicje ve tvaru M ={q - (7 + 1); q - 8 < 45}.
45:8=5,625

Z tohoto ¢isla potfebujeme celou ¢ast, tzn. 5.

Koeficient g bude tedy nabyvat hodnot {1, 2, 3, 4, 5} a mnoZina vSech
prohravajicich pozic bude vypadat nasledovné: M = {8, 16, 24, 32, 40}.
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Prvnim spravnym tahem u zac¢inajiciho hrace bude tedy tah (45 — 40).
PRIKLAD 4. M&jme hru NIM 1 (41; 5) s tim, %e oba hra&i znaji optimalni strategii.

Jak by mohla takova hra vypadat? To si ukaZeme v nasledujici tabulce.

Kolo Hrac Zacatek a konec kola | Pocet odebranych sirek
1 Adam (41 - 36) 5
2 Marek (36 = 34) 2
3 Adam (34 - 30) 4
4 Marek (30— 27) 3
5 Adam (27 — 24) 3
6 Marek (24 - 20) 4
7 Adam (20 - 18) 2
8 Marek (18 = 13) 5
9 Adam (13- 12) 1
10 Marek (12 - 11) 1
11 Adam (11-6) 5
12 Marek (6—4) 2
13 Adam (4—-0) 4

Tabulka 10

Adam zacal ve vyhravajici pozici, a jelikoZ zna optimalni strategii, svym prvnim
tahem dostal Marka do prohravajici pozice. Nasledné si pak uZ pohlidal, aby kazdym
svym dal$im tahem v zavislosti na Markovych tazich dostal Marka do prohravajici
pozice, a tim Adam vyhral. Nyni trochu pozménime pocatecni podminky.

Priklad 5. Méjme hru NIM 1 (36; 5). Jak nyni dopadne tato hra za predpokladu,

Ze oba hraci znaji optimalni strategii?

Kolo Hrac Zacatek a konec kola | Pocet odebranych sirek
1 Adam (36 — 34) 2
2 Marek (34 — 30) 4
3 Adam (30> 27) 3
4 Marek (27 = 24) 3
5 Adam (24 - 20) 4
6 Marek (20 - 18) 2
7 Adam (18 = 13) 5
8 Marek (13- 12) 1
9 Adam (12 - 11) 1
10 Marek (11-6) 5
11 Adam (6—4) 2
12 Marek (4—-0) 4

Tabulka 11
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Adam tentokrat zacal v prohravajici pozici, tudiZ svym tahem mu neni umoZnéno
dostat Marka do prohravajici pozice. Musi tedy tahnout libovolné od jedné do péti
sirek, ¢cimZ dostava Marka do vyhravajici pozice. Toho nasledné Marek vyuZziva a je
to naopak on, kdo dostava Adama do prohravajici pozice. V nasledujicich tazich si jiz

Marek cely priibéh hry pohlida a vitézi.

Pokud oba hraci znaji ve hie NIM 1 (n; k) optimalni strategii, za¢inajici hra¢ vyhrava
v pripadé, pokud zac¢ina ve vyhravajici pozici. Naopak pokud zacinajici hra¢ za¢ina
v prohravajici pozici, vyhrava souper. JestliZe oba hraci znaji optimalni strategii, je

vyhra zavisla na tom, kdo je zac¢inajici hrac a v jaké pozici zaCina.

3.2.2 HryNIM 2

Nyni pocet hromadek zvySime a budeme mit dvé hromadky sirek, pricemz kazdy
z hrac bude moci odebirat libovolny pocet sirek, ale v kazdém kole pouze z jedné

hromadky. Takovou hru budeme oznacovat hra NIM 2 (ny, nz; o).
Opét se na zac¢atku podivame, jak by priibéh takové hry mohl vypadat.

Priklad 6. Méjme hru NIM 2 (9, 7; ). Uvedeme si moZny pribéh hry
za predpokladu, Ze ani jeden z hracti nezna optimalni strategii.

Kolo Hrac Prvni hromadka | Druha hromadka | Pocet odebranych sirek
1 Adam (9—-38) 7 1
2 Marek 8 (7—-2) 5
3 Adam (8—4) 2 4
4 Marek (4-2) 2 2
5 Adam 2 (2—-1) 1
6 Marek (2—-1) 1 1
7 Adam (1—-0) 1 1
8 Marek 0 (1—-0) 1

Tabulka 12

Treti a Ctvrty sloupec v tabulce nam ukazuje, kolik sirek je je$té na konkrétni
hromadce, popf. zaznamenava zménu v poctu sirek, jako tomu bylo u tabulek, které
jsme vyuZzivali u her typu NIM 1. Napriklad prvni radek tabulky nam rika, Ze Adam

z prvni hromadky odebral jednu sirku, tudiz z deviti sirek zbyva jen osm, zapsano
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jako (9 — 8). Druha hromdadka zlistala beze zmény, tudiZ je zde zapsan pocet sirek,

které jsou momentalné na hromadce (7).
V této hie vyhral Marek, protoZe odebral posledni sirku.
Pokusime se odhalit, kde mohl Adam zahrat lepSi tah, ktery by ho dovedl k vitézstvi.

Aktualni pozici budeme oznacovat usporadanou dvojici (ni, nz) kde ni je pocet
zbyvajicich sirek na prvni hromadce a n; je pocet zbyvajicich sirek na druhé

hromadce.

V sedmém kole Adam nemél na vybér, protoze na kazdé hromadce zbyvala uz pouze
jedna sirka, tudiz bylo jedno, z jaké hromadky sirku odebere. V sedmém kole tedy
nemohl zahrat 1épe. Pozice (1, 1) je prohravajici pozice. V patém kole, kdy Adam
vychazel z pozice (2, 2), odebral jednu sirku z prvni hromadky, coZ nasledné vedlo
k prohte. Pokud je na obou hromadkach stejny pocet sirek, jsou tahy symetrické a je
jedno, zda Adam odebere jednu sirku z prvni hromadky, nebo z druhé hromadky.
Zamérime se na prvni hromadku. Pokud by Adam odebral z prvni hromadky obé
sirky, v nasledujicim tahu by Marek odebral posledni dvé sirky z druhé hromadky,
a tim by Marek vyhral. V pozici (2, 2) tedy z pohledu Adama neexistuje lepSi tah
a jedna se o prohravajici pozici. Zamérime se na treti kolo, kdy Adam zacinal v pozici
(8, 2) avolil tah (8 — 4). Z predchozich uvah vime, Ze pozice (2, 2) je prohravajici
pozice. Kdyby Adam zvolil tah (8 — 2), dostal by Marka do prohravajici pozice
a nasledné by uz jeho dalsi tahy vedly k vitézstvi dle Sablony tah, které volil Marek.
Druhé kolo Marek nezahral spravny tah a dal tak moZnost Adamovi zvratit hru
na svoji stranu ve tretim kole. JelikoZ ale Adam neznal optimalni strategii, nebyl
schopen tohoto Spatného tahu vyuzit. Od ¢tvrtého kola hral Marek tak, jako by znal
optimalni strategii. Marek v této hie zahral pouze jeden Spatny tah, Adam toho vSak

nevyuzil.
Priklad 7. Méjme hru NIM 2 (11, 8; o) s tim, Ze Adam zna optimalni strategii.

Jeho cilem bude opét kazdym tahem dostat Marka do prohravajici pozice. Jak toho

dosahne, to si ukazeme v tabulce a nasledné tahy zanalyzujeme.
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Kolo Hrac Prvni hromadka | Druha hromadka | Pocet odebranych sirek

1 Adam (11 - 8) 8 3

3 Adam 6 (8—6)

4 Marek (6 —3) 6 3

5 Adam 3 (6 —3) 3

6 Marek 3 (3—=1)

7 Adam (3—-1) 1

8 Marek (1—-0) 1 1

9 Adam 0 (1—-0) 1

Tabulka 13

Adam odebral posledni sirku a vyhral.

Na zacatku byla hra v pozici, kdy na prvni hromadce bylo jedenact sirek a na druhé
hromadce osm sirek (11, 8). Adamiiv prvni tah byl (11 — 8) na prvni hromadce,
takZe se hra dostala do pozice (8, 8). Marek nasledné odebral z prvni hromadky dvé
sirky, na to Adam reagoval odebranim dvou sirek z druhé hromadky. Hra byla
po tretim kole v pozici (6, 6). Ve ¢tvrtém kole Marek odebral tii sirky z prvni
hromadky, na to Adam odpovédél odebranim tfi sirek z druhé hromadky. Po patém
kole byla hra v pozici (3, 3). VSestém kole Marek odebral dvé sirky z druhé
hromadky, na to Adam odebral vsedmém kole také dvé sirky, akorat z prvni
hromadky. Hra byla po tomto kole v pozici (1, 1), kdy pak uz Markovi nezbyla jina
moznost neZ odebrat jednu sirku z kterékoliv hromadky. Nasledné pak Adam

odebral posledni sirku, ¢imzZ vyhral.
MnoZina prohravajicich pozic v této hie vypada nasledovné:
M={(8,8),(6,6),(3,3), (1, 1)}

Jak si miiZeme vSimnout, prohravajici pozice u hry NIM 2 (n1, nz; ) jsou takové
pozice, kde na prvni i druhé hromadce zbyva stejny pocet sirek. Obecné jsou
prohravajici pozice ve tvaru (n, n). Hrac, ktery zna optimalni strategii, se téchto pozic
snazi dosahnout. Dosahne jich tim, Ze nejdfive svého protihrace dostane
do prohravajici pozice, nasledné uz pouze zrcadli tahy svého protihrace. Pokud
protihrac¢ odebere z prvni hromadky dvé sirky, potom hrac, ktery zna optimalni
strategii, odebere z druhé hromadky také dvé sirky. Timto stylem se dostane

az do koncové pozice (0, 0), ¢imZ vyhrava hru.
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Priklad 8. Naleznéte vSechny prohravajici pozice a urcete prvni spravny tah ve hie

NIM 2 (7, 5; o).

MnoZina vSech prohravajicich pozic obsahuje prvky ve tvaru (n, n),

kde n < min{n1, nz}.
MnoZina vSech prohravajicich pozic v této hie bude vypadat nasledovné:
M={(5,5),(44),(3, 3),(2,2), (1, 1)}.

Prvni spravny tah bude takovy tah, ktery soupefe dostane do prohravajici pozice.
JelikoZ pocatecni pozice je (7, 5), prvni prohravajici pozice, ktera je k dispozici,

je (5, 5). Prvni spravny tah bude (7 = 5).
Priklad 9. Méjme hru NIM 2 (13, 10; ) s tim, Ze oba hraci znaji optimalni strategii.

Jak by mohla takova hra vypadat? Na to se podivame v nasledujici tabulce.

Kolo Hrac Prvni hromadka | Druha hromadka | Pocet odebranych sirek
1 Adam (13 - 10) 10 3
2 Marek (10 - 8) 10 2
3 Adam 8 (10 — 8) 2
4 Marek 8 (8—15) 3
5 Adam (8—15) 5 3
6 Marek (5—2) 5 3
7 Adam 2 (5—2) 3
8 Marek (2—-1) 2 1
9 Adam 1 (2—-1) 1
10 Marek (1—-0) 1 1
11 Adam 0 (1—-0) 1

Tabulka 14

Adam zacina ve vyhravajici pozici a v prvnim kole ma tak moZnost dostat Marka
do prohravajici pozice. Markovi nezbyva nic jiného nez v kazdém svém tahu odebrat
libovolny pocet sirek z jedné hromadKky, protoZe na zac¢atku jeho kola je pocCet sirek
na obou hromadkach stejny. Nasledné pak Adam opét zrcadli Markovo tahy
a dostava ho tak do prohravajicich pozic. Adam se drzi optimalni strategie a vyhrava.
Marek i pres znalost optimalni strategie nema Sanci vyhrat, protoZe v tomto pripadé
oba hraci znaji optimalni strategii. Upravime opét pocatetni podminky a podivame

se na hru, kdy bude Adam zacinat v prohravajici pozici.
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Priklad 10. Méjme hru NIM 2 (10, 10; o0) s tim, Ze oba hraci znaji optimalni strategii.

Kolo Hrac Prvni hromadka | Druha hromadka | Pocet odebranych sirek
1 Adam (10 - 8) 10 2
2 Marek 8 (10 - 8) 2
3 Adam 8 (8—15) 3
4 Marek (8—15) 5 3
5 Adam (5—2) 5 3
6 Marek 2 (5—2) 3
7 Adam (2—-1) 2 1
8 Marek 1 (2—-1) 1
9 Adam (1—-0) 1 1
10 Marek 0 (1—-0) 1

Tabulka 15

Vidime, Ze Adam zacal v prohravajici pozici. Jeho prvni tah nutné musel smérovat
do vyhravajici pozice, cehoz Marek vyuzil. Dostal naopak Adama do prohravajici
pozice a zbytek hry si jiZ nasledné pohlidal. I ve hie NIM 2 (n1, nz; o) plati stejné jako
u prvniho typu hry NIM nasledujici tvrzeni:

Pokud oba hraci znaji ve hie NIM 2 (n1, nz; o) optimalni strategii, zaCinajici hrac¢
vyhrava v pripadé, pokud zac¢ina ve vyhravajici pozici. Naopak pokud zacinajici hrac
zacina v prohravajici pozici, vyhrava souper. Jestlize oba hrac¢i znaji optimalni

strategii, je vyhra zavisla na tom, kdo je zacinajici hrac a v jaké pozici zacina.

Priklad 11. Kolik prvki ma mnoZina vSech pozic ve hie NIM 2 (8, 6; 00)? Které z nich

jsou prohravajici? (Gatial, 1982)

Tabulkou ur¢ime pocet vSech pozic a nasledné deduktivné zobecnime nalezeny

vysledek.

00 ©01) [ 02 [ (03 | (04 | 05 | (06
1o | w1 | w2 | w3 | wa | @s) | we)
20 | 21 [ @22 | 23 | 24 | 25 | 26
30 | 31 | 32 [ B3 | 34 | 35 | 36
4,0 | 41 | 42 | 43 [ @4 | 45 | @466
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | (56)
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | (686
70 | 71 | @2 | @3 | @4 | 75 | 7.6
80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86

Tabulka 16
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JelikoZ na prvni hromdadce je osm sirek, priibéZny pocet sirek na prvni hromadce
miiZe byt od nuly do osmi, tzn. pocet sirek na prvni hromadce miiZe nabyvat deviti
hodnot. Na druhé hromadce je Sest sirek, priibéZny pocet sirek béhem kol na druhé
hromadce tak miiZe byt od nuly do Sesti. Pocet sirek na druhé hromadce miize
nabyvat sedmi hodnot. Celkovy pocet pozic pak vypocitame pomoci jednoduchého
kombinatorického pravidla soucinu, kdy ke kazdému poctu sirek na prvni hromadce
miiZeme mit aZ sedm moZnych poctli sirek na druhé hromdadce, vypoctem pak

P =9 -7 =63 pozic, kde P pocet vS§ech pozic. MnoZina vSech pozic tak ma 63 prvkd.

Obecné pak pro libovolnou hru NIM 2 (n1, nz; o) je pocet v§ech pozic dan souc¢inem

P:(n1+1)-(n2+1).

Zelené jsme vyznacili prohravajici pozice, o kterych vime, Ze v tomto typu hry NIM

jsou ve tvaru (n, n). Pozice (0, 0) je koncova pozice.

Doted jsme se zaméiovali u her NIM 2 na situaci, kdy kazdy z hract mohl ve svém
kole z hromadky odebratlibovolny pocet sirek. Zbyva nam podivat se na to, jak bude
situace vypadat u hry NIM 2 (ni, n2; k), kde kje konecné Cislo a zaroven

k < max{ni, n2}.

Priklad 12. Méjme hru NIM 2 (8, 6; 3). Urcete pocet vSech pozic a urcete vSechny

prohravajici pozice v této hre.

[ presto, Ze kaZdy z hracli miZe odebirat maximalné tii sirky kazdé kolo pouze
z jedné hromadky, neexistuje Zadna nova pozice, nebo naopak pozice, do které by se
hra nemohla dostat vlivem jinych pocatecnich podminek. Pocet vSech pozic v této

hte tedy bude stejny,ato P=9 - 7 = 63 pozic.
Co se tyka prohravajicich pozic, pozice tvaru (n, n) ziistavaji. Nyni musime ovérit,
zda neexistuji jeSté jiné prohravajici pozice v této hre.

Jako prvni se zamérime na prvni sloupec tabulky. Prvni fadek tabulky je do urcitého
bodu symetricky s tim rozdilem, Ze obsahuje méné pozic, protoZe v druhé hromadce
je méné sirek. Pokud vezmeme do tivahy pouze prvni sloupec tabulky, méni se nam

hra do podoby hry, kterou uz zname, a to je hra NIM 1 (8; 3). V této hie uZ zname
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prohravajici pozice.Jsou to ty pozice, ve kterych je pocet sirek nasobkem ¢tyt. Budou
to tedy pozice (8, 0), (4, 0), symetricky pak mame pozici (0, 4). Ve druhém sloupci
mame prohravajici pozici (1, 1). Pro odhaleni dal$i prohravajici pozice nas bude
zajimat, z jaké pozice se pomoci dvou tahli miZu do této kritické pozice dostat
za predpokladu, Ze oba hraci hraji racionalné a znaji optimalni strategii. JelikoZ hrac
ve svém tahu miiZe odebrat jednu aZ tri sirky, pozice (2, 1), (3, 1) a (4, 1) prohravajici
nejsou. Co pozice (5, 1)? Pokud hrac¢ zacina své dalsi kolo na pozici (5, 1), miiZe
odebrat bud jednu sirku zdruhé hromadky, na to vSak druhy hra¢ odpovi
odebranim jedné sirky zprvni hromadky, ¢imZ jsme na pozici (4, 0), a ta je
prohravajici. Pokud odebere jednu, dvé nebo tfi sirky z prvni hromadky, druhy hrac
odebere prislus$ny pocetsirek tak, aby dosahl pozice (1, 1), ktera je také prohravajici.
Pozice (5,1) je tak prohravajici. Symetricky je také pozice (1, 5) prohravajici.
Podobnymi uvahami dospéjeme k tomu, Ze je i pozice (6, 2) prohravajici, protoZe
bez ohledu na tah hrace, ktery v této pozici zacing, se druhy hrac¢ dostane na jednu
z prohravajicich pozic (2, 2), (5, 1) nebo (4, 0). Symetricky pak k této pozici mame
jeSté pozici (2, 6). Nasleduji jeSté dvé prohravajici pozice, které uz k sobé nemaji
symetrického partaka, a to jsou pozice (7, 3) a (8, 4). Z téchto pozic se bez ohledu
na tah hrace, ktery v téchto pozicich zacina, druhy hra¢ dostane na prohravajici

pozice, které jiZ zname.

(0,1) (0, 2) (0, 3) (0, 4) (0, 5) (0, 6)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1, 4) (1,5) (1, 6)
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2, 4) (2,5) (2, 6)
(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3, 6)
(4,0) (4,1) (4,2) (4, 3) (4, 4) (4,5) (4, 6)
(5,0) (5,1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5,5) (5, 6)
(6,0) (6,1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)
(7,0) (7,1) (7,2) (7,3) (7,4) (7,5) (7, 6)

(8, 0) (8,1) (8,2) (8, 3) (8, 4) (8, 5) (8, 6)
Tabulka 17

VSech prohravajicich pozic je tedy patnact, plus koncova pozice (0, 0).
MiZeme si vS§imnout, Ze vSechny prohravajici pozice v této hie spliiuji vlastnost:

4| (a-b), kdea € NyAbEN,.
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N1 a N2 jsou vSechny moZné pocty sirek na prvni a druhé hromadce.

Obecné pro prohravajici pozice u her NIM 2 (n1, nz; k) plati, Ze (k + 1) | (a-b).

3.2.3 NIM soucet

V prechozich hrach typu NIM 1 a NIM 2 nam stacily k nalezeni prohravajicich pozic
analyzy jednotlivych her a logické uvahy. Pokud vSak budeme pocet hromadek,
popfr. pocet sirek navySovat, odrazi se to i na naroc¢nosti logickych uvah k nalezeni

optimalni strategie.

V dosavadnich NIM hrach byly strategie k nalezeni prohravajicich pozic rizné. Nyni{
si uvedeme strategii, ktera ndm sjednoti zplsob hledani prohravajicich pozic
pro NIM hry slibovolnym pocftem hromadek ilibovolnym poctem sirek. K tomu

budeme potiebovat silnéj$i matematicky aparat, ktery si nyni uvedeme.

Binarni soustava

Pro kazdé nezaporné celé Cislo x existuje binarni rozvoj tvaru
X=YMox; 28 =Xm - 2M+ Xpm-1-2M" 14 L+ X1- 2+ X0

pro m € N a zaroven x; € {0, 1}.

Pro Cislo v binarni soustavé pouzivame zapis pomoci nul a jednicek, a to ve tvaru

(XmXm—1 - X1X0)2. (Vopravil, 2020)

Napriklad ¢islo (110100),=1-25+1-24+0-23+1-22+0-21+0-20=32+16 +
4 =52.

Binarni soucet
Necht jsou dana dvé ¢isla v binarnim zapisu x a y.
X = (XmXmog - X1X0) 2,

Y= mYm-1 - Y1Y0)2-
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Scitani v binarni soustaveé je principem stejné jako scitani v jakékoli jiné soustavé.
Uvedeme si priklad, kdy x = (1110)2ay =(1011).
(1110),
(1011),
(11001),

NIM soucet

Nim soucet dvou nezapornych celych Ccisel je jejich soucet v binarnim zapisu
bez pienosu do vyssich rada. Toho je docileno tak, Ze cifry jednotlivych radi spolu

s¢itame oddélené v aritmetice modulo 2. Nim soucet budeme oznacovat .
Nim souéet (X, Xpm—1 - X1%0)2 @ (VmVm—1 - Y1Y0)2 Zapisujeme
(XmXm-1 - %1%0)2 @ VmYm-1 - V1Y0)2 = (ZmZm-1 - Z1Z0) 2,

kde pro kazdé 0 <i<mje z; = x; +y; (mod 2). (Vopravil, 2020)
Vlastnosti NIM souctu
Pro NIM soucet tii libovolnych celych nezapornych c¢isel x, y, z plati:

a) Komutativni zakon

xDy=yDx
b) Asociativni zakon
xOD2)=xDy)Dz
c) Existence nulového prvku (nulovym prvkem je 0)
xP0=x
d) Existence inverzniho prvku ke kazdému prvku
Kazdy prvek je sam sobé inverznim. To znamen3, Ze rovnost

x@x=0,
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plati pro kazdé x.

V matematice se NIM soucet vyskytuje také pod logickou spojkou exkluzivni

disjunkce V, znamou pod zkratkou XOR. (Vopravil, 2020)
Priklad 13: NIM souctem sectéte ¢isla (11011)z2a (10101),.

(11011),
@ (10101),

(01110),
Jak vidime, v tomto pripadé jsme nepienaseli jednicku do vyS$siho radu.
Nalezeni optimalni strategie
Jak jiz bylo drive uvedeno, cilem kazdého hrace, ktery zna optimalni strategii, je

svym tahem dostat soupere do prohravajici pozice. Jak toho dosahnout v jakékoliv

hie NIM s libovolnym poc¢tem hromadek a sirek nam rekne nasledujici véta:
Boutonova véta
»Pozice NIM (x1, X2, ..., Xn) n hromddkové varianty hry NIM je prohrdvajici pozice,

pravé kdyz x1 @ x2 @ ... @ xn, = 0.“ (Vopravil, 2020)

Prohravajici pozice u hry NIM s libovolnym poc¢tem hromadek a sirek je tedy takova
pozice, ve které je NIM soucet vSech jednotlivych hromadek nulovy. Tohoto
nulového souctu se kazdy inteligentni hra¢ snazi dosahnout. To plati pro vSechny

hry s vice neZ jednou hromadkou sirek, protoZe u jedné hromadky nemame co scitat.
Tuto metodu si nyni vyzkouS$ime na hire NIM 2, kde optimalni strategii uZ zname.

Priklad 14. Méjme hru NIM 2 (9, 7; o) s tim, Ze zacinajici hra¢ Adam zné optimalni
strategii. To, zda druhy hra¢ Marek bude znat optimalni strategii je irelevantni,

pokud Adam neudéla chybu a bude se chovat jako inteligentni hrac.

ZapiSeme si pocet sirek v jednotlivych hromadkach pomoci binarni soustavy

a nasledné odebereme takovy pocet sirek, aby byl NIM soucet nulovy.
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Vychozi pozice: 9=(1001):
7=(0111)

Provedenim NIM souctu ve vychozi pozici Adam zjisti, zda zacal v prohravajici nebo
vyhravajici pozici.
(1001),

@ (0111),
(1110),

NIM soucet je nenulovy, Adam tak zac¢ina ve vyhravajici pozici. Z predchozich uvah
vime, Ze optimalni strategie spociva v tom, Ze se hrac¢ snazi v tomto typu hry
dosahnout pozice (n, n). Vime tedy, Ze Adam jako inteligentni hra¢ odebere dvé sirky

z prvni hromadky. Ovérime, zda tento tah skute¢né vede k nulovému NIM souctu.

(0111),
@ (0111),
(0000),

U her typu NIM 2 je ziejmé, Ze v pozici (n, n) bude NIM soucet nulovy. To vychazi
z vlastnosti, Ze kazdy prvek vbinarni soustavé spolu s operaci NIM soucet
je samoinverzni. Plati tedy, Ze n @ n = 0. Dal$i moZné priibéhy hry jiZ zname. Marek
by odebral libovolny pocet sirek z jedné hromadky, na to by Adam odebral stejny
pocet sirek z druhé hromadky, az by se hra dostala do koncové pozice (0, 0)
s priznivym vysledkem pro Adama. Co kdyby ale Adam neznal mnoZinu
prohravajicich pozic z predchozich uvah? Musel by si vystacit s Boutonovou vétou,
ktera nam rika, Ze prohravajici pozice je takova pozice, kde je NIM soucet nulovy.

Zamérime se tedy nyni na to, jak postupovat pouze s touto znalosti.

Postup bude na zacatku stejny, nejdiive Adam provede NIM soucet:

(1001),
@ (0111),
(1110),

Pokud je vysledkem NIM souctu jednotlivych cifer nula, pak je vSe v poradku

a s touto pozici nemusi nic délat. Pokud je soucetroven jedné, bude se snaZit odebrat
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takovy pocet sirek, aby byl NIM soucet nulovy. MliZeme si v§imnout, Ze inteligentni
hrac je nucen odebrat sirky z prvni hromadky, kde je vice sirek, protoZe odebranim
libovolného poctu sirek ve druhé hromadce nikdy nemftiZe dostat jedni¢ku v prvnim
sloupci, protoZe nema dostatecny pocetsirek pro vytvoreni jednicky ve vy$$im radu.
Musi tedy odebrat sirky z prvni hromadky a to tak, aby naslednym NIM souctem
dostal v kazdém sloupci samé nuly. JelikoZ v poslednim sloupci se po NIM souctu

nula nachazi, sta¢i se zamérit na prvni ti'i sloupce v prvnim binarni ¢isle.

(1001),
@ (0111),
(1110),

Zjednicky vprvnim sloupci Cisla reprezentujictho prvni hromadku musime
z pohledu Adama nutné dostat nulu, nasledné pak z nul ve druhém a tretim sloupci
potiebujeme dostat jednic¢ky, aby byly cifry v jednotlivych sloupcich obou cisel
stejné. [ timto zplisobem se dostdvame k zavéru, Ze jedinym spravnym tahem je
dostat soupere do pozice (n, n).Z toho vyplyvaijizzminény fakt, Ze musime odebirat

vzdy z hromadky, kde je vétSi pocet sirek.

Nyni si ovérime Boutonovu vétu na dal$im typu hry NIM, kde uZ by bylo vymysSleni

Vv

3.2.4 HryNIM3

Zvysime pocet hromadek na tfi hromadky, pricemZ kaZzdy hra¢ mliZe ve svém kole
odebrat libovolny pocet sirek z jedné hromadky. Takovy typ hry budeme oznacovat
hra NIM 3 (ny, nz, n3; ).

UZ si nebudeme uvadét modelové situace hry, kdy ani jeden z hra¢i nezna optimalni
strategii, protoZe uZ nebudeme analyzovat prohravajici pozice z hlediska logickych
uvah, ale za pomoci Boutonovy véty. Uvedeme si vSak hru, kde alespon zacinajici
hra¢ zna optimalni strategii. Tuto hru si nejdrive znazornime tabulkou, dale

rozebereme jednotlivé tahy a ovérime, zda byla Boutonova véta pouzita spravné.
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Priklad 15. Méjme hru NIM 3 (10, 7, 6; oo) s tim, Ze zacinajici hra¢ Adam zna

optimalni strategii.

Kolo Hrac hr:rrr\\lz':lclika hrzrr:z?c?ka hroTr:\ez':éika Pocet odebranych sirek
1 Adam (10— 1) 7 6 9
2 Marek 1 (7—-4) 6 3
3 Adam 1 4 (6 - 5) 1
4 Marek (1—-0) 4 5 1
5 Adam 0 4 (5—4) 1
6 Marek 0 (4-2) 4 2
7 Adam 0 2 (4-2) 2
8 Marek 0 (2—-1) 2 1
9 Adam 0 1 (2-1) 1
10 Marek 0 1 (1—-0) 1
11 Adam 0 (1—-0) 0 1

Tabulka 18

To, Ze se Adam drZel optimalni strategie, nam ukaze aZ nasledna analyza NIM souctu.

UZ ale na prvni pohled si miiZeme vSimnout, Ze ve ¢tvrtém tahu Marek odebral

posledni sirku z prvni hromadky, ¢imZ se nasledné hra prenesla do tvaru hry, kterou

jiZ zndme. Jedna se o hru NIM 2 (4, 5; o). Vtéto hie se Adam zachoval jako

inteligentni hrac, kdyz odebral jednu sirku ze treti hromadky, ¢imZ dostal Marka

do prohravajici pozice (4, 4). Nasledné tahy hry probéhly dle o¢ekavani s kone¢nym

Adamovo vitézstvim. Jak ale vime, Adam znal optimalni strategii od zacatku, nikoli

az od urcitého kola. Podivame se tedy na jednotliva kola z pohledu NIM souctu.
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Ly Prvni Druha Treti .
Kolo Hrac hromadka hromadka hromadka NIM soucet
0 1010 0111 0110 1011
1 Adam 0001 0111 0110 0000
2 Marek 0001 0100 0110 0011
3 Adam 0001 0100 0101 0000
4 Marek 0000 0100 0101 0001
5 Adam 0000 0100 0100 0000
6 Marek 0000 0010 0100 0110
7 Adam 0000 0010 0010 0000
8 Marek 0000 0001 0010 0011
9 Adam 0000 0001 0001 0000
10 Marek 0000 0001 0000 0001
11 Adam 0000 0000 0000 0000
Tabulka 19




Pro prehlednost si tabulku popiSeme. Oproti tabulkam pouZivanym drive se zde
nachazi jeSté nulté kolo, které popisuje pocet sirek na zacatku hry, jedna se tedy
ovychozi pozici. Treti az paty sloupec popisuje pocet sirek na jednotlivych
hromadkach. Tento pocet je vyjadren v binarni soustavé. Jednotliva kola ukazuji
zménu oproti predchozimu kolu, tudiZ jak hrac¢ tahnul. V hromadce, ve které
se zménil binarni zapis oproti predchozimu kolu, se zménil pocet sirek. Posledni

sloupec reprezentuje NIM soucet, ktery je klicovy pro ur¢ovani optimalni strategie.

Adam v kazdém svém kole tdhnul tak, aby po kazdém jeho tahu byl NIM soucetroven

nule. Ve tretim kole ucinil tah (0110 — 0101) ve treti hromadce, protoZe pak

(0001)
(0100)
(0101)

(0000)

Pozn.: JelikoZ vime, Ze se jedna o binarni zapis a o NIM soucet, obejdeme se jiz

bez zapisu dolniho indexu €isla 2 za zavorkami.

Adam si vybral treti hromadku a svym tahem dosahl nulového NIM souctu. Mohl si

vybrat jesté jinou hromadku?

(0001)
(0100)
(0110)

(0011)

Pokud by si vybral prvni hromadku, neni schopen ve tfetim sloupci vytvorit
jednicku, protoZe to by znamenalo, Ze musi mit k dispozici dvé (0010) sirky.
K dispozici ma ale pouze jednu sirku, tudiZ prvni hromadka nepripada do uvahy.
Zamérime-li se na sloupce, které Adam potrebuje zménit k nulovému souctuy, tak je
to treti a Ctvrty sloupec. Je to dano tim, Ze pravé v téchto sloupcich je lichy pocet
jednicek. Pokud mame sudy pocetjednicek, z vlastnosti NIM souctu vyplyva, Ze sudy
pocetjednicek nam da nulovy soucet, kdeZto lichy pocetjedni¢ek nam vrati jednicku.
Pokud by si Adam vybral druhou hromadku, je schopen odebranim urcitého poctu

sirek vytvorit nulovy soucet ve tretim i ¢tvrtém sloupci, zaroven by vSak vytvoril
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lichy pocet jednic¢ek ve druhém sloupci, ktery musi byt zachovan sudy. Tah, ktery
zvolil Adam, je tedy jedinym spravnym tahem v tomto kole. Ukazeme si vsak, Ze
v urcitych situacich plati, Ze existuje vice spravnych taht, které vedou k nulovému

NIM souctu.

Priklad 16. Urcete vSechny spravné tahy v prvnim kole zacinajictho hrace ve hie

NIM 3 (11, 12, 13; o).
ZapiSeme Cisla v binarnim zapisu a provedeme NIM soucet této hry:

(1011)
(1100)
(1101)

(1010)

Potfebujeme zménit pocet jedniek v prvnim a tretim sloupci. V prvnim sloupci
mame u kazdé hromdadky v bindrnim zdpisu jedni¢ky, tudiZ si mliZeme vybrat
libovolnou hromadku. Pokud si vybereme prvnim hromadku, zménime binarni
zapis tak, aby v kazdém sloupci byl nasledné sudy pocet jednicek. Situace bude

vypadat nasledovné:

(0001)
(1100)
(1101)

(0000)

Provedli jsme tah (1011 — 0001), coZ odpovida tahu (11 — 1). Odebrali jsme tak

z prvni hromadky deset sirek.

Zamérime se na druhou hromadku, kde opét odebereme prislusny pocet sirek

pro dosaZeni nulového NIM souctu:

(1011)
(0110)
(1101)

(0000)

Tah (1100 —» 0110) odpovida v dekadickém zapisu tahu (12 — 6). Odebrali jsme
tak z druhé hromadky Sest sirek.
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TotéZ provedeme u treti hromadky:

(1011)
(1100)
(0111)

(0000)

Tahem (1101 — 0111) jsme dosahli nulového NIM souctu, coZ odpovida tahu

(13 — 7). Ve treti hromadce jsme odebrali Sest sirek.

Ve hie NIM 3 (11, 12, 13; oo) existuji tfi spravné prvni tahy zacinajiciho hrace,
a to konkrétné (11 — 1) v prvni hromadce, (12 — 6) ve druhé hromadce, nebo

(13 — 7) ve treti hromadce.

Neni tedy podminkou, Ze bychom museli tahat sirky vzdy z hromadky, kde je nejvice
sirek, av§ak v binarnim zapisu konkrétni hromadky musime mit k dispozici jednicku

v nejvysSSim radu, ve kterém pocet jednicek potrebujeme zménit.

Tvrzeni. JestliZze Adam vystavi Marka do prohravajici pozice, Marek po svém tahu
vystavi Adama do vyhravajici pozice, at se jedna o libovolny tah z jeho prostoru

strategii.

Diikaz. Necht ay, ay, ..., ak jsou pocty sirek na jednotlivych hromadkach po Adamovo
tahu a m1, my, ..., my jsou pocty sirek na jednotlivych hromadkach po Markovo tahu.
Pak NIM soucet a1 @ a2 @ .. @ ar budeme oznacovat A, NIM soucet
mi1 @ mz @ ... @ mr budeme oznacovat M. Predpokladejme, Ze Marek provede tah

odebranim urcitého poctu sirek z j-té hromadky. Pak plati a; = b; pro i #ja a; > m;.
Plati nasledujici rovnosti:

M=0M

M=AQADM

M=AQ (a1 Pax® .. a) DM Pm:P ... © my)

M=A@® (a1 ®m) D ... D (aq; D m))

M=AQ0®.. ®Dad®m)d..H0
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M=A @ aj @ mj
JelikoZ je A vyhravajici pozice, znamena to, Ze NIM soucet je roven nule.
Dostavame tak M = 0 @ a; @ m;. JelikoZ plati a; # mj, pak M # 0.

Marek tak nema Sanci dostat Adama do prohravajici pozice, protoZe jeho NIM soucet

M bude riizny od nuly. ]

3.2.5 HryNIMX

V této podkapitole shrneme hry NIM s vy$$im poctem hromadek. Se zvySovanim
poctu hromadek se optimalni strategie neméni, sta¢i se drzet strategie nulového
NIM souctu. UkaZeme sina prikladu urcité strategie a postupy, jak strategii nulového

souctu vhodné kombinovat ve specifickych hernich situacich.

Priklad 17. Méjme hru NIM 4 (7, 6, 8, 6; o0). Podivame se na prvni tah zac¢inajiciho

hrace, ktery zna optimalni strategii.
Nejdrive si zapiSeme ¢isla v binarnim zapisu a provedeme NIM soucet:

(0111)
(0110)

@ (1000)
(0110)

(1111)

MiZeme si vS§imnout, Ze potfebujeme zménit pocet jednicek ve vSech sloupcich.
Jedinou hromadku, kterou miiZeme vyuZit k dosaZeni nulového NIM soucty, je tireti
hromadka, protoZe ma jako jedina ve svém binarnim zapisu jednicku v prvnim
sloupci, coZ je nejvySsi rad binarniho zapisu. Odebereme tedy takovy pocet sirek,

aby byl NIM soucetroven nule.

(0111)
(0110)

@ (0111)
(0110)

(0000)
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Provedli jsme tah (1000 — 0111), coZ odpovida tahu (8 — 7). Odebrali jsme tak
jednu sirku ze treti hromadky, coZ bude spravny tah zacinajiciho hrace. Zamérime

se na to, v jakém tvaru je hra po tomto tahu.

Nyni se hra nachazi ve tvaru hry NIM 4 (7, 6, 7, 6; o). Co je na tomto tvaru
specifického? MlZeme si v§imnout, Ze mame dvé dvojice hromadek, na kterych se
nachazi stejny pocet sirek. Usporadame-li hromadky tak, aby prislusné pocty byly
vedle sebe, obecné budeme mit hru NIM 4 (n, n, p, p; 00). V naSem pripadé mame hru
NIM 4 (7,7, 6, 6; ). Jaky bude dalSi tah prvniho hrace, pokud druhy hrac v této
pozici tdhnul (7 — 4) v prvni hromadce? JelikoZ je kazdy prvek v NIM souctu
samoinverzni, stejny pocet sirek na treti a ¢tvrté hromadce nam NIM soucet
nezméni. Na prvni hromadce mame nyni ¢tyti sirky, na druhé sedm. Pravé z divodu
uvedené vlastnosti samoinverzniho prvku bude jednim z dal$ich spravnych tahi tah
(7 — 4) ve druhé hromadce, protoze tim prvni hra¢ dosahne stejného poctu sirek
na prvni a druhé hromadce, cozZ nam vytvori nulovy NIM soucet. V této situaci tak
ani neni nutné provadét zapis NIM souctu, jelikoz hrac zacinajici v pozici (n, n, p, p)
senachaziv prohravajici pozici, a po svém provedeném tahu do pozice (n-k, n, p, p),
kde k je pocet odebranych sirek, sta¢i prvnimu hraci odebrat k sirek z hromadky,
kde ziistalo n sirek. Dostane tak soupefe do pozice (n -k, n -k, p, p), ktera je opét

prohravajici. Této vlastnosti se da vyuZit nasledujicim zplisobem:

Hra NIM 4 (n, n, p, p; ) se da rozdélit na dvé hry, a to konkrétné na hru
NIM 2 (n, n; o0) a hru NIM 2 (p, p; o). V téchto typech her optimalni strategii zname
ibez znalosti NIM souctu, tudiz inteligentnimu hrac¢i sta¢i provadét tahy
v jednotlivych hrach v zavislosti na tom, ve které hie zrovna provede tah hrac

v prohravajici pozici.

Toto rozdéleni pak miZeme provadét vlibovolné hie NIM o libovolném poctu
hromadek. Jakmile se ve hire objevi dvé nebo jiny sudy pocet hromadek o stejném
poctu sirek, mliZeme tyto hromadky oddélit od celkové hry, protoZe tyto hromadky

nam pocet jednicek v NIM souctu neméni. To vychazi z vlastnosti x @ x = 0.

Této vlastnosti inteligentni hra¢ miize, ale nemusi vyuzit. Pokud mame hru NIM 4

v uvedené pozici (7, 4, 6, 6), jednim ze spravnych tahti je (7 — 4) v prvni hromadce.
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Tento tah je na prvni pohled ziejmy. AvSak neni to jediny spravny tah, ktery ma hrac
k dispozici. Zamérime se na NIM soucet v této pozici a zjistime dalS$i mozné tahy

v této situaci:

(0111)
(0100)

@ (0110)
(0110)

(0011)

Ve tretim sloupci musi byt pocet jedni¢ek zachovan, tudiZ druhou hromadku
o Ctyfech sirkach musime nechat beze zmény. Ve treti a ¢tvrté hromadce, které
obsahuji Sest sirek, vS§ak mliZeme provést zmeény, které povedou k nulovému NIM
souCtu. Zvolime napftiklad treti hromadku, kde provedeme tah (0110 — 0101),

odebereme tak jednu sirku:

(0111)
(0100)

@ (0101)
(0110)

(0000)

Tento NIM soucet skutecné vychazi nulovy.

V pozici (7, 4, 6, 6) ma tak inteligentni hra¢ na vybér ze tfi moZnosti. Bud' ze znalosti
NIM souctu samoinverzniho prvku zvoli tah (7 — 4), ¢imZ dosahne pozice (4, 4, 6, 6),
jejiz NIM soucet je nutné nulovy, nebo sahne do jedné ze dvou hromadek o Sesti
sirkach, ¢imz narusi strukturu stejného poctu sirek na dvou hromadkach (n, n),

avSak nulového NIM souctu tahem (6 — 5) dosahne také.

Je tak na kazdém inteligentnim hraci, jakou moZnost si ve své strategii zvoli.
Zakladem strategii téchto her je drzet se nulového NIM souctu, nékteré cesty vSak
zahrnuji mensi Gsili pfi realné hie. Inteligentni hra¢ se miize drZet kombinované
strategie, pokud se hra nachazi v situaci, kdy na dvou hromadkach je stejny pocet
sirek. Inteligentni hrac¢ tyto hromadky mtiZe oddélit od vSech ostatnich hromadek,

v pripadé zasahu druhého hrace do jedné z téchto dvou hromadek mu stac¢i odebrat
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stejny pocet sirek ze druhé hromadky, nez ze které bylo odebrano jeho protihracem.

MiiZe si tak ulehcit vypocet NIM souctu a tim ziskat vyhodu oproti souperi.

3.3 Dalsi alternativy her NIM

Doposud jsme se zabyvali NIM hrami, kde bylo cilem odebrat posledni sirku. Ménili
jsme pouze polet hromadek a pocet sirek vjednotlivych hromadkach. V této

kapitole se zamérime na dalSi typy NIM her, které budou svymi pravidly odli$né.

3.3.1 Reverse NIM

Prvnim typem, ktery si zde uvedeme, bude reverse NIM. Hraci v této varianté NIMu
maji za cil donutit soupere, aby odebral posledni sirku z hromadky. To znamena, Ze
kdo odebere posledni sirku, prohral. UkaZeme si na ptikladu, jakym zptisobem bude

inteligentni hrac¢ hrat hru reverse NIM 2 (n, n; ).

Priklad 18. Méjme hru reverse NIM 2 (8, 8; o). Uvedeme si moZny priibéh hry

Adama a Marka za predpokladu, Ze Marek je inteligentni hrac.

Kolo Hrac Prvni hromadka | Druha hromadka | Pocet odebranych sirek
1 Adam (8—6) 8 2
2 Marek 6 (8—6) 2
3 Adam (6 —3) 6 3
4 Marek 3 (6 —3) 3
5 Adam 3 (3—-2) 1
6 Marek (3—-2) 2 1
7 Adam (2—-1) 2 1
8 Marek 1 (2—-0) 2
9 Adam (1—-0) 0 1

Tabulka 20

Adam zacina v prohravajici pozici, alespon z hlediska klasického NIMu. Vzhledem
k tomu, Ze Adam nakonec v této hre prohrdl, jedna se o prohravajici pozici
i ve hie reverse NIM. MiiZeme si v§imnout, Ze Marek tahl podle znamé strategie, kdy
po kazdém svém tahu zanechal nulovy NIM soucet, v tomto pripadé zkratka odebiral

stejny pocet sirek jako Adam, akorat z druhé hromadky. Tuto strategii zachovaval
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az do osmého kola. V tomto kole se hra nachazela v pozici (1, 2). Marek pak tdhnul
(2 = 0) ve druhé hromadce, ¢imZ nechal na prvni hromadce pouze jednu sirku,
kterou Adam musel odebrat v poslednim tahu. Zména strategie tedy nastala
v situaci, kdy na jedné z hromadek zbyvala uz pouze jedna sirka. Marek tento pocet
na druhé hromadce nedorovnal, jako jsme byli zvykli u klasické NIM hry. Misto toho
zanechal takovou pozici, kdy Adamovi nezbyvala jina moZnost neZ posledni sirku

odebrat.

Nyni se podivame na jednotlivé tahy a vyhodnotime, zda Adam v priibéhu hry mohl
situaci zvratit na svoji stranu. Méjme na paméti, Ze Marek je inteligentni hrac, tudiz
Adamovo potencidlni Sance nespociva v chybném Markovo tahu, ale v nalezeni
vyhravajici strategie, pokud v jeho pripadé existuje. V sedmém kole v pozici (2, 2)
vzal Adam jednu sirku z prvni hromadky. Dalsi alternativa byla vzit obé sirky z prvni
hromadky. To by znamenalo, Ze by se hra nachazela v pozici (0, 2). Marek by pak
samoziejmé odebral jednu sirku z druhé hromadky, ¢imz by Adam nasledné
prohral. Pozice (2, 2) je tedy prohravajici. Pokud se podivame do predeslych kol,
nenalezneme zZadnou mezeru, které by mohl Adam vyuzit. Adam zkratka odebiral
sirky a Marek jeho tahy pouze kopiroval na druhé hromadce. Této strategii se neda
vzdorovat. Pokud by Adam hned v prvnim tahu vzal sedm sirek z prvni hromadky
(8 = 1), Marek by ve druhém kole odebral vSechny sirky z druhé hromadky, ¢imz by
pro Adama zbyla posledni sirka na prvni hromadce. Posledni moZnost je, Ze by Adam
v prvnim tahu vzal vSechny sirky z prvni hromadky, ale na to by Marek odpovédél
odebranim sedmi sirek z druhé hromadky a opét bychom se dostali do stejné
situace, na Adama by zbyvala posledni sirka. Vypada to tedy, Ze neexistuje tah, ktery
by Adamovi zajistil vyhru v pripadé, Ze stoji v této hre proti inteligentnimu hraci.
Optimalni strategie se v tomto pripadé od klasické hry NIM lehce lisi, a to az v zavéru
hry. Nejdrive ziistava stejnd, zkratka inteligentni hra¢ po svém tahu zanechava
nulovy NIM soucet. To déla aZ do chvile, kdy na jedné z hromadek zbyva pouze jedna
sirka. Pokud je tedy hra v pozici (1, n), nastava zména strategie a inteligentni hrac
odebira z druhé hromadky n sirek tak, aby zanechal posledni sirku. Pokud se hra

ocitne ve tvaru (0, n), inteligentni hra¢ odebere n - 1 sirek a zanechava tak posledni
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sirku. Této znalosti vyuZijeme pri analyze reverse NIM hry s vice hromadkami

a nasledné optimalni strategii zobecnime praveé pro vétsi pocet hromadek.

Priklad 19. Méjme hru reverse NIM 4 (7, 8, 10, 6; ). Uvedeme si priibéh hry s tim,

Ze Adam zna optimalni strategii.

Kolo Hrac Prvni Druhd Treti Ctvrta NIM souet
hromadka | hromadka | hromadka | hromadka

0 0111 1000 1010 0110 0011

1 Adam 0100 1000 1010 0110 0000

2 Marek 0100 1000 0100 0110 1110

3 Adam 0100 0110 0100 0110 0000

4 Marek 0001 0110 0100 0110 0101

5 Adam 0001 0110 0001 0110 0000

6 Marek 0001 0100 0001 0110 0010

7 Adam 0001 0100 0001 0100 0000

8 Marek 0001 0001 0001 0100 0101

9 Adam 0001 0001 0001 0000
10 Marek 0000 0001 0001 0000
11 Adam 0000 0000 0001 0000
12 Marek 0000 0000 0000 0000 0000

Tabulka 21

Pro prehlednost tabulku uvedeme v dekadickém zapisu, aby byly ziejmé jednotlivé

tahy a pocet sirek v jednotlivych kolech.

Prvni Druhd Treti Ctvrtd | Pocet odebranych
Kolo Hrac hromadka | hromadka | hromadka | hromadka sirek

0 7 8 10 6

1 Adam (7—4) 8 10 6 3
2 Marek 4 8 (10 — 4) 6 6
3 Adam 4 (8—16) 4 6 2
4 Marek (4-1) 6 4 6 3
5 Adam 1 6 (4-1) 6 3
6 Marek 1 (6—4) 1 6 2
7 Adam 1 4 1 (6—4) 2
8 Marek 1 (4-1) 1 4 3
9 Adam 1 1 1 (4 0) 4
10 Marek (1—-0) 1 1 0 1
11 Adam 0 (1-0) 1 0 1
12 Marek 0 0 (1—-0) 0 1

Tabulka 22

Zelenou barvou jsou v tabulce 21 vyznaceny nulové NIM soucty, které Adam
po svych tazich zanechaval. Drzel se tak optimalni strategie. Devaté kolo jiz

nezachoval NIM soucet nulovy, podivame se tedy na pozici, ktera byla na zacatku
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devatého kola. Jednalo se o pozici (1, 1, 1, 4). V této pozici Adam odebral Ctyti sirky
z posledni hromadky, ¢imZ zanechal nenulovy NIM soucet. Byl to vSak spravny tah,
protoZe poté uz zbyvaly tfi hromadky s jednou sirkou a na tahu byl Marek. Tudiz
také Marek musel odebrat posledni sirku. Pozice (1, 1, 1, 0) v desatém kole je

pro Marka prohravajici.

Ve hre reverse NIM (ni, na, ..., ni; ) o k hromadkach je prohravajici pozice takova,
pokud je alespoii jedna zhromadek n; > 1 a zaroveni NIM soucet
n@n@ .0 nk=0, nebo pokud jsou vSechny hromadky n; < 1 a zarovei

nédnd..en-=1.

V praxi to znamena, Ze inteligentni hrac¢ se drZi strategie nulového NIM souctu
az do chvile, kdy se hra dostane do pozice (1, 1, 1, .., n), kde n 2 2. V tomto pripadé
nastava zména a hrac se jiz nesnazi dosahnout nulového NIM souctu. Mohou nastat

dva pripady:

1) Ve hre ziistal sudy pocet hromadek. Mame zde lichy pocet hromadek, kde se
nachazi jedna sirka a na zbylé hromadce je n sirek, kde n > 2. V takovém pripadé
inteligentni hrac¢ odebere vSech n sirek z posledni hromadky. Tim je zajiStén lichy
pocet hromadek s jednou sirkou, coZ je prohravajici pozice pro hrace, ktery se

dostava na radu.

2) Ve hre ziistal lichy pocet hromadek s tim, Ze zde mame jednu hromadku
o n sirkach, kde n 2 2, a pak zbyva sudy pocet hromadek, kde se na kazdé hromadce
nachazi pouze jedna sirka. V tomto piipadé odebere inteligentni hra¢ n - 1 sirek
z hromadky, kde se nachazi n sirek, aby vytvoril nenulovy NIM soucet. Lichy pocet

zbyvajicich hromadek s jednou sirkou pak dostava soupere do prohravajici pozice.

Prohravajici pozice u her reverse NIM jsou napt. (1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1) a jakékoliv
pozice, kde je lichy pocet hromadek s pouze jednou sirkou. Toto jsou prohravajici
pozice v jiz kone¢né fazi hry. V predchazejicich fazich, dokud hra neni v pozici
(1,1,1, .., n), kden = 2, jsou prohravajici pozice stejné jako u klasického NIMu, a to

v podobé pozic, kde je NIM soucet nulovy.
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3.3.2 HraNIML

Jako hry NIM L (n; k) budeme oznacovat takové hry, kde budeme mit jednu
hromadku s n sirkami, a kaZdé kolo mliZe hrac¢ odebrat jednu aZ k sirek. Vyhrava ten
hrac, ktery bude mit na konci lichy pocet sirek. Aby hra davala smysl, musi byt
n liché. Pokud by bylo n sudé, budou mit na konci hry oba hraci bud’ lichy pocet sirek,
nebo oba sudy pocet sirek, a hra by tak neméla vitéze. Lichy pocet sirek ve vychozi
pozici nam zajisti, Ze na konci jeden z hraci bude mit sudy pocet sirek, a druhy hrac

bude mit lichy pocet sirek, coz mu zajisti vyhru.

Priklad 20. Méjme hru NIM L (n; 2). Zatneme od nejmensich moZnych pocti
a postupné budeme pocet sirek na hromadce zvySovat. Zacinajici hra¢ bude Adam,

ktery bude hrat proti Markovi.

Jedna sirka na hromadce

Vyhrava Adam, protoZe odebere jedinou sirku. Ma tak lichy pocet sirek.
Tri sirky na hromadce

Adam ma dvé moznosti. Pokud odebere jednu sirku, Marek odebere také jednu
sirku, na Adama zbyva posledni, ma tedy dvé sirky, vyhrava Marek. Pokud Adam

odebere hned dvé sirky na zacatku, Marek odebere jednu sirku. Vyhrava Marek.
Pét sirek na hromadce

Pokud by brali v kazdém kole po jedné sirce, vyhraje Adam, protoZe jako zacinajici
hra¢ by mél na konci tri sirky a Marek by mél dvé sirky. Je tedy v zajmu Marka, aby
alespoti jednou vzal dvé sirky. Reknéme, %e Adam vezme na zacatku jednu sirku.
Zbyvaji ctyti. Marek tedy vezme dvé sirky, na to ale Adam vezme také dvé sirky.
V kone¢ném souctu ma Adam tri sirky a Marek dvé sirky. Dal$i moZnosti je, Ze Adam
na zacatku odebere jednu sirku, Marek také jednu sirku. Zbyvaji tfi sirky, a v této
situaci si Adam zaridi vyhru tak, Ze vezme dvé sirky. Vyhrava Adam. Pokud Adam
vezme hned na zacatku dvé sirky, Marek miiZe vzit jednu sirku, na to Adam vezme

jednu sirku a vyhraje. Nebo posledni moZnost, Ze Adam vezme dvé sirky, na to Marek
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odebere také dvé sirky, Adam vezme posledni, vyhravda Adam. Adam tak miiZe

na zacatku kola odebrat libovolny pocet sirek a vyhraje.

Sedm sirek na hromadce

Pokud by kazdy bral po jedné sirce, vyhraje Marek, protoZze Adam by mél na konci
Ctyri sirky, zatimco Marek by mél tri sirky. Adam je tedy nucen alespon jednou
odebrat dvé sirky vjednom tahu. Pokud odebereme ctyri sirky, dostaneme se
do situace, kdy na hromadce jsou tfi sirky, kde vime, Ze vyhrava druhy hrac¢ Marek.
Musime vSak splnit poc¢ate¢ni podminky, kdy oba hraci maji sudy pocet sirek. Pokud
Adam vezme dvakrat po sobé jednu sirku, Marek udéla to samé a jsme v pozici se
tremi sirkami. Pokud Adam vezme dvé sirky, Marek vezme také dvé sirky, opét
mame Zadanou pozici pro Marka. Pokud vSak Adam vezme jednu sirku, Marek pak
také jednu sirku, a nasledné Adam dvé sirky, zbyvaji nam sice tti sirky, ale v této
pozici nemaji hraci sudy pocet sirek v ruce. Adam ma tfi a Marek jednu. Podivame

se do tabulky, jak bude Marek dal tahnout, aby vyhral.

Kolo Hrac Zacatek a konec kola Pocet 5|Vr'ekjednotllvych hrac
na zacatku a na konci kola
1 Adam (7—6) 0-1
2 Marek (6 —=15) 0—-1
3 Adam (5—-3) 1-3
4 Marek (3—-1) 1-3
5 Adam (1—-0) 3-4
Tabulka 23

Marek odebere dvé sirky, a tim v podstaté znemozni Adamovi vyhrat, protoZe
pocatecni predpoklad pro vitézstvi Adama je, Ze Adam musi odebrat v jednom

ze svych tahti dvé sirky. Marek tak vyhraje v kazdém piipadé.

Se zvySujicim se poctem sirek ve vychozi pozici na hromédce je tento zplisob
rozboru tohoto typu NIM her zna¢né neefektivni. Pro mensi pocCet sirek se logickymi
uvahami da pomérné snadno zjistit, kdo je na zacatku ve vyhravajici pozici. Pokud
vSak budeme pocet sirek na hromadce zvySovat, nemtliZeme si byt jisti, Ze jsme
promysleli vS§echny situace, navic by tento zptisob hledani optimalnich strategii byl
znacné zdlouhavy. Budeme tak potfebovat vyhodnéjsi zptisob hledani optimalni

strategie.
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Zamérime se na strategii z pohledu hrace, ktery je v priibéhu hry na tahu. K tomu

budeme poti‘ebovat znat nékolik tidajt:

1. Kolik sirek je aktualné na hromadce.
2. Hrac, ktery je na tahu, ma v ruce sudy nebo lichy pocet sirek?

3. Hrag, ktery neni na tahu, ma v ruce sudy nebo lichy pocet sirek?

Pokud zndme dva ze tfi téchto udaji, ten treti snadno dopocitame. (Gatial, 1982)

Napriklad kdyZ bude na hromadce 11 sirek, hra¢ na tahu bude mitv ruce lichy pocet
sirek, je zfejmé, Ze jeho souper bude mit v ruce také lichy pocet sirek, protoZe soucet
tii lichych ¢isel nam da liché Cislo. Pokud by soupef mél sudy pocet sirek, soucet
dvou lichych ¢isel a jednoho sudého Cisla nam da sudy vysledek, a to rozporuje

pravidlim hry, kdy na za¢atku musime mit lichy pocet sirek.

Uvedeme si tabulku, ktera udava, kolik sirek musi odebrat hrac, ktery je na tahu,

pokud se bude drZet optimalni strategie.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

S 1 1 X X c 1 X X c 1 X X

L X 2 2 1 X 2 2 1 X 2 2 1
Tabulka 24

i - pocet zbyvajicich sirek na hromadce.
S - hrac na tahu vlastni sudy pocet sirek.
L - hrac na tahu vlastni lichy pocet sirek.

Oznaceni x nam fika, Ze u hrace na tahu neexistuje spravny tah. Jedna se
o prohravajici pozici. Oznaceni ¢ pak znaci, Ze hrac¢ na tahu miiZe odebrat libovolny
pocet sirek (v naSem pripadé jednu nebo dvé) s jistotou, Ze tento tah bude stale
v souladu s optimalni strategii. Kdekoliv v tabulce, kde hra¢ miize odebrat jednu,
dvé sirky nebo libovolny pocet sirek v ramci pravidel, se v tu chvili hra¢ na tahu
nachazi ve vyhravajici pozici. Svym tahem se vzdy snaZi dostat soupere

do prohravajici pozice x.

Jak takovou tabulku vytvorit? Zatneme od zacatku. Pokud zbyva jedna sirka

na hromadce a hrac¢ na tahu ma sudy pocet, odebranim sirky ma lichy pocCeta vyhral.
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Pokud ma v této pozici lichy pocet sirek, musi posledni sirku odebrat, dostava tak

sudy pocet sirek a prohrava. Tuto pozici oznacime x. Takto nyni vypada tabulka:

Tabulka 25

Pokracujeme dale. Pokud zbyvaji na hromadce dvé sirky a hrac¢ na tahu vlastni sudy
pocet sirek, znamena to, Ze protihra¢ ma lichy pocet sirek. Hraci na tahu tak staci
odebrat jednu sirku, tim svého protihrace dostane do prohravajici pozice x. Hrac
na tahu tak bude mit lichy pocet, kdeZto protihra¢ se zlichého poctu dostane
odebranim posledni sirky na sudy pocet. Pokud hrac¢ na tahu ma lichy pocet a zbyvaji

dvé sirky, odebranim dvou sirek mu lichy pocet zlistane.

I 1 2 3 4 5 6
S 1
L X 2
Tabulka 26

Zbyvaji-li na hromadce tti sirky a hra¢ na tahu ma sudy pocet sirek, protihra¢ musi
mit také sudy pocet sirek. Vidime, Ze u poctli, kde zbyvaji jedna nebo dvé sirky
v sudém radku, neni Zadna prohravajici pozice. Hrac¢ na tahu tak nema moznost, jak
protihrace dostat do prohravajici pozice. Tato pozice je tedy prohravajici. Pokud pri
trrech sirkach na hromadce ma hrac na tahu lichy pocet sirek, protihra¢ musi mit také
lichy pocet sirek. V lichém radku vidime prohravajici pozici pri jedné sirce, tudiz

hrac na tahu odebere dvé sirky a tim dostane protihrace do prohravajici pozice.

i 1 2 3 4 5 6
S 1 1 X
L X 2 2
Tabulka 27

Timto zplisobem vypliiujeme dél celou tabulku. VZdy ze znalosti poltu sirek
na hromadce a sudého nebo lichého poctu sirek zacinajictho hrace v ruce zjistime,
ve které pozici bude zac¢inat souper, zda v lichém nebo sudém radku. Nasledné hrac
na tahu odebira takovy pocet sirek, aby dostal protihrace do prohravajici pozice x.

JestliZe takovy tah neexistuje, znamena to, Ze hrac¢ na tahu je sam v prohravajici
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pozici. Uvedeme si zde znovu vyplnénou tabulku s tim, Ze pocCty sirek budeme brat
jako zacatek hry, tudiz oba hraci budou mit sudy pocet sirek ve vlastnictvi, protoZe

nula je sudé Cislo.

i 1 2 4 5 6 8 9 10 12
S 1 1 X c 1 X c 1 X

L X 2 2 1 X 2 2 1 X 2 2 1
Tabulka 28

Dle tvodnich rozbort jsou skutecné vychozi pozice s jednou, péti a deviti sirkami
vyhravajici pro zac¢inajiciho hrace, kdeZto pozice se tremi, sedmi a jedenacti sirkami

jsou prohravajici pozice pro zacinajiciho hrace.

Navic si zde mZeme v§imnout posloupnosti, podle které se jednotlivé spravné tahy

periodicky opakuji.
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
S 1 1 X X c X X c 1 X X

Tabulka 29

Takto bychom mohli rozsitit tabulku do poZadovaného ¢isla podle vychozi pozice

hry NIM L.

V pripadé, Ze hru hraji dva inteligentni hraci, miZeme uvést nasledujici tvrzeni.
Ve hie NIM L (n; 2) zacinajici hrac vyhraje, pokud n € {1 + 4k}, kde k € No.

Ve hie NIM L (n; 2) zacinajici hrac¢ prohraje, pokud n € {3 + 4k}, kde k € No.

Uvedeme si zde tabulku, ktera dava navod pro optimalni strategii zac¢inajiciho hrace

ve hie NIM L (n; 3).

Tabulka 30

Tabulky a optimalni strategie hry NIM L (n; k), kde k = 4 ponechame ctenari.
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Zaveér

Cilem préace bylo predstavit ¢tendrtim teorii her, jeji aplikaci v matematickych
modelovych situacich a jeji vyuziti v hledani optimalni strategie u her NIM. V tivodni
kapitole byly definovany nékteré diileZité terminy z teorie her, o které se zbytek
textu casto opira. Byly také predstaveny jednotlivé typy her, se kterymi se hraci
mohou setkat. Nasledné se text prace v této ¢asti zaméruje na hledani Nashovy
rovnovahy v konfliktnich modelovych situacich. V prostiredni ¢asti bylo stru¢né
vymezeno historické pozadi teorie her a uvedeno nékolik historickych problémd,
ve kterych se poznatky z teorie her daji aplikovat. Posledni nejobsahlejsi ¢ast byla
zamérena na NIM hry, kde jsme k hledani optimalni strategie vyuzivali postupné

logické uvahy, a pro lepsi prehlednost a pochopeni byly vyuZzivany tabulky.

Celd prace zahrnuje pouze maly zlomek variant NIM her. Tyto hry se daji hrat se
sirkami, kameny, Zetony, zkratka s libovolnymi pfedméty, u kterych se da zajistit
dostatecny pocet a snadna manipulace pti presunu jednotlivych predméti. Klasické
NIM hry jsou navrhovany tak, Ze proti sobé hraji dva hraci, ktefi ve svém kole tahaji
pravidly definovany pocet sirek. MliZeme zde ménit pocet hromadek, nebo také
maximalni moZny pocet sirek odebranych vjednom tahu. Podle pravidel je pak
urcen vitéz. MliZe se jednat o to, kdo jako posledni odebere sirku nebo kdo ma
na konci lichy pocet sirek v ruce. Témto variantam jsme se vénovali v této praci.
Existuji ale i dal$i varianty, které zahrnuji odliSna pravidla, popft. je pro jejich hrani
vytvoren speciadlni prostor, kterym muZe byt napiiklad matice nebo herni deska.
V takovém prostoru pak miizeme definovat nova pravidla a vytvaret tak nové

varianty NIM her, kterych je opravdu velké mnoZstvi.

Prace miiZe slouzit jako pomticka pro ucitele ve Skole, ktef'i by svoji hodinu chtéli
zatraktivnit zajimavymi podnéty konfliktnich situaci a jejich feSenim s Zaky, popfr-.
hranim NIM her pro rozvoj zZakova logického mysSleni. V neposledni radé je text
urcen pro vSechny zajemce o matematiku, zejména pak o atraktivni disciplinu teorie

her.
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