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Uvod

Ctenéf je jisté velmi dobfe obezndmen s pojmy derivace funkce jedné proménné
a smérova a parcialni derivace funkce vice proménnych stejné tak jako se zdklad-
nimi vlastnostmi téchto stézejnich pojmi matematické analyzy. Uvedme kuptikladu
nékteré z nich:!

(7) aditivita:

D(f +g)=Df + Dy,

(77) homogenita:

D(af) =aDf,
(#i7) pravidlo o derivaci soucinu (tzv. Leibnizova formule):
D(fg) = (Df)g + fDy,
(iv) Tetizkové pravidlo (anglicky chain rule) pro derivaci funkei jedné proménné:

D(fog) = ((Df)og)Dg?

V této praci bude klicovym pojmem Leibnizova formule uvedena v bodé (iii). Bu-
deme se totiz zabyvat pravé zobrazenimi splnujicimi tento vztah.

Je urc¢ité zadouci, aby derivace funkci byly jen specialnimi ptipady takovych
zobrazeni. To nas dovadi k tomu, abychom se zamysleli nad strukturami, na kterych
jsou tyto diferencidlni operatory definovany. Pro jednoduchost se nyni zaméime na
derivaci funkci jedné proménné. Prirozenym kandidatem na definié¢ni obor tohoto
operatoru je mnozina C*(£2), kde © C R je oteviena, tj. mnozina pravé viech spojité
diferencovatelnych funkci €2 — R. Tento operator budeme znacit %. Pak je ziejmé,
ze

d

Q) > e,

LD zde znadi libovolny z vyse uvedenych operatort, f,g jsou funkece, o € R.

2Zde je dfilezité uprozornit na to, jakym zptisobem definujeme skladéni zobrazeni. At A, B, C
jsou neprazdné mnoziny a g : A — B a f: B — C jsou zobrazeni mnozin. Pak sloZenim zobrazeni
f a g (v tomto pofadi) rozumime zobrazeni f o g definované predpisem

(fog)(x) = f(g(x)), = € A,

f o g je tedy zobrazeni z A do C.




Neni té7ké ovétit, Zze mnoziny C'(Q2) a C(Q2) tvoii spolu se s¢itdnim a ndsobenim
funkef unitarni okruhy, kde nulovym prvkem je konstantni funkce z — 0,z € Q (tuto
funkci budeme nadéle oznacovat og) a jednotkovym prvkem je konstatni funkce
x — 1,z € Q (podobné tuto funkci budeme znacit symbolem 1g). Zjevné taky
CHQ) C C(2),% a proto C1(Q) je unitarnim podokruhem? unitdrniho okruhu C(2).
Dostavame tak, ze defini¢ni obor operatoru dd—x je unitarnim podokruhem jeho oboru
hodnot (nebo, cheete-li, jeho obrazu). Tuto skuteénost jesté ponékud zobecnime.

Uvéazime-li dvé komutativni télesa T a T, takova, ze 17 C T, tj. T} je podtéleso
Ty, pak 1ze T, chapat jako vektorovy prostor nad télesem T}, ve kterém nésobeni
skaldrem z T} je totozné s ndsobenim v télese T5.° Zobecnénim vektorovych prostort
nad komutativnimi télesy jsou tzv. moduly nad unitirnimi okruhy, se kterymi se jesté
blize seznamime v kapitole 1. Mame-li tedy dva unitarni okruhy R; a Ry takové,
ze R C Ry (tedy R; je unitdrnim podokruhem unitarniho okruhu Rs, pfitom je
ziejmé, ze jednotkovy prvek v R je tentyz jako v Ry), pak lze zcela analogicky jako
u téles Ry chépat jako modul nad okruhem R; (ndsobeni prvku z Ry skaldrem z R;
je pravé nasobeni v Rs). Protoze okruhy obecné nemaji komutativni nasobeni, tak
nemusi pro vSechny r1 € Ry a r9 € Ry platit 17y = rory. Z tohoto je zfejmé, ze pro
nas bude mit vyznam rozliSovat mezi nasobenim prvkt modulu skalarem z okruhu
zleva a zprava. Moduly, ve kterych bude definovano nésobeni skalarem zleva, resp.
zprava, pak budeme nazyvat levymi, resp. pravymi, moduly. Moduly, které budou
soucasné levymi i pravymi moduly, budeme nazyvat bimoduly (vizte definice 1.1, 1.3
a 1.4).

Z téchto uvah plyne, ze C(Q2) lze chépat (mimo nadokruh® C!'(Q)) také jako
bimodul nad unitdrnim okruhem C*(£2). Operator L tedy zobrazuje okruh C'(£2) do
bimodulu C(Q2) nad okruhem C 1(Q).7 Vv Lelbmzove formuli

L=

g+ f -
clen %g tedy chapeme jako skalarni nasobek prvku % skalarem ¢ zprava a clen
f g—g chapeme jako skalarni nasobek prvku i—i’ skalarem f zleva. V tomto pripadé
nasobeni skaldrem zleva a zprava vyjde nastejno, nebot okruhy C*(2) a C(f) jsou
komutativni. Obecné ale na tomto poradi bude zalezet!

Nyni jiz miizeme pristoupit k onomu zobecnéni operatoru . Derivaci budeme
v tomto textu rozumét kazdé zobrazeni D : R — M, kde M je b1m0du1 nad okruhem
R (budeme téz pouzivat obrat ,M je R-bimodul“), splnujici Leibnizovu formuli

Vr,s € R: D(rs) = (Dr)s +rDs.®

Dalsi vlastnosti v tomto textu po derivaci pozadovat nebudeme, resp. bude-li dané
zobrazeni splnovat néjakou dalsi vlastnost, vyslovené na to upozornime (napt. deri-
vace, které budou splnovat podminku aditivity

Vr,s € R: D(r+s) = Dr+ Ds,

3MA4-li funkee f : Q — R vlastni derivaci v bodé a € Q, pak je v a spojita.

4Unitarnim podokruhem rozumime takovy podokruh, ktery obsahuje jednotkovy prvek.

5Formélné nasobeni skaldrem je pravé ndsobeni na Tb ztzené na mnozinu Ty x Ts.

6Je-li S podokruhem okruhu R, fikdme té%, ze R je nadokruhem S.

"Uvédomme si, 7ze skalary, nad kterymi je bimodul C(2) uvazovan, jsou funkce z C*(Q)!

8Protoze pii aplikaci operdatoru A na funkeci f je zvykem vynechdvat zavorku, tj. misto A(f)
se uziva zkraceného zépisu Af, budeme stejnou konvenci pouzivat i pro derivace.
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budeme nazyvat aditivni derivace).
V této praci bude nasim cilem ukéazat, ze

o nékteré znamé vlastnosti derivaci funkci lze chapat jako disledky pravidla
o derivaci soucinu,

» pokusime se nalézt dalsi priklady téchto zobecnénych derivaci,

e budeme se zabyvat vlastnostmi derivaci, které budou definovany na téch alge-
braickych strukturach, na které budeme klast i dalsi dodate¢né predpoklady
(mimo pozadavki na strukturu okruhu a bimodulu),

« a budeme zkoumat algebraické struktury, které tyto derivace samy tvori.



Kapitola 1

Moduly nad okruhy

V prvni kapitole pfipomeneme definice levého a pravého modulu a bimodulu nad
okruhy a uvedeme si jejich zakladni vlastnosti, které budeme v tomto textu vyuzi-
vat. Jak uz bylo zminéno v ivodu, moduly jsou pouhym zobecnénim vektorovych
prostort, a proto v nich lze zavést zcela analogické pojmy tak, jak je zname z teorie
vektorovych prostort. Definice pojmii baze, fad, homomorfismus moduli atd. stejné
tak jako jejich vlastnosti uvedeme v dodatku této prace (strana 81), aby zbytecné
neodvadély nasi pozornost od hlavni problematiky, kterou se v tomto textu budeme
zabyvat. Vyuzijeme-li v nasich iivahach néjaky pojem z teorie modulu ¢i jistou vlast-
nost modult z dodatku, odkazeme na definici ¢i vétu, kterda o tomto pojednava.
Nyni jiz mtzeme pristoupit k definici levého modulu nad okruhem.

Definice 1.1 (levého modulu). At (R,+,-) je unitarni okruh s jednotko-
vym prvkem® 1. Pak levym R-modulem, téz levym modulem nad R, rozumime
komutativni grupu (M, ®) spolu s levou akci ® : R x M — M spliujici

(i) Vr,s€e RVme M : (rs) Om=r® (s ®@m),

(i) Vr,se RVm e M : (r+s)Om=(rom)® (sOm),
(i) Vr e RYmne M :r© (m@n)=(rOm)® (r ©n),
() Vme M : 1 ©m =m.

Prvky R budeme nazyvat skaldry.

¢Jednotkovy prvek budeme taky zkracené nazyvat jednotkou.

Poznamka 1.2. Povsimnéme si, ze je-li R télesem, pak definice levého R-modulu
splyva s definici vektorového prostoru nad R.

Parovym pojmem k levému modulu bude pravy modul, kde namisto nasobeni
prvkl z M skalary z R zleva je budeme nasobit zprava.
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Definice 1.3 (pravého modulu). At (R, +,-) je unitarni okruh s jednotkou
1. Pak pravgm R-modulem, téz pravym modulem nad R, rozumime komuta-
tivni grupu (M, @) spolu s pravou akci ® : M x R — M spliujici

(i) Vr,s e RNm e M :m® (rs) = (mer)© s,
(it) Vr,se RVYmeM - meO(r+s)=mor)®(mos),
(iit) Vr e RYmne M : (m®n)Oor=mor)® (nor),

(iv) Yme M :m®1=m.

Prvky R budeme nazyvat skaldry.

J

Z tvah provedenych v tvodu prace je ziejmé, ze budeme potiebovat nasobit
prvky modulu skalary zleva i zprava, pritom v obecnosti nemusi jit o tytéz prvky,
presnéji nemusi platit vyrok

Vre RVYmeM:rOm=mor. (1.1)

Moduly, které budou levymi i pravymi moduly soucasné, budeme nazyvat bimo-
duly. Pokud bude splnéna podminka 1.1, budeme mluvit o symetrickych modulech.
Vizte nasledujici definici.

Definice 1.4 (bimodulu). At (R, +g, r) a (S, +sg, s) jsou unitarni okruhy.
Pak R-S-bimodulem, téz bimodulem nad okruhy R a S, rozumime komutativni
grupu (M, @), kterd

e spolu s levou akci ®r : R x M — M tvori levy R-modul,
o spolu s pravou akci ®g : M x S — M tvori pravy S-modul,

e a navic plati

Vre RVme MVseS:(rOGpm)Oss=rOr(moegss). (1.2)

Je-li (M, ®) spolu s levou akci @1 : Rx M — M a pravou akci @y : M X R —
M R-R-bimodulem, pak ho nazyvame pouze R-bimodulem nebo bimodulem
nad okruhem R. Sjednoceni akci ®; a ®y budeme znacit pouze ®. R-bimodul
M nazveme symetricky, jestlize plati vyrok (1.1).

Znaceni 1.5.

o Jelikoz nemtize dojit k zdméné operaci ® z definic 1.1,1.3,1.4 s béZznym néso-
benim v okruhu, budeme pro » € R a m € M nadale misto r ©®m, resp. m©r,
pouzivat znaceni r - m nebo rm, resp. m - r nebo mr. Analogicky budeme pro
m,n € M namisto m @& n psat m + n.

» Vzdy budeme operace sé¢itani a nasobeni v okruhu znacit po fadé + a -. Proto
se nadéle na okruh (a tedy i na obor integrity nebo téleso) budeme odkazo-
vat pouze pomoci jeho nosice, tj. mnoziny jeho prvkia bez operaci. Tj. misto
(R,+,-) budeme psat pouze R (tak, jak jsme jiz ¢inili v ivodu této prace).
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e Pro odliseni budeme nulovy prvek M znacit symbolem o a nulovy prvek R
budeme znacit symbolem 0. Jednotku R budeme vzdy znacit symbolem 1.

Poznamka 1.6. Na symetricky R-bimodul M lze také pohlizet jako na levy R-
modul, ve kterém pro r € R a m € M definujeme mr = rm (piip. symetricky jako
na pravy R-modul, ve kterém analogicky dodefinujeme levou akci pomoci pravé).
Vsechny pojmy zavedené pro levé moduly i jejich vlastnosti (vizte dodatek) se tedy
prirozené prenesou i do symetrickych bimoduli.

Uvedme si lemma popisujici zakladni vlastnosti bimodulfi.

Lemma 1.7. At R je unitdrni okruh, M je R-bimodul, r € R am € M. Pak
(i) Om =0 & m0=o,

(i) ro=0 & or=o,

(iii) (—r)m =r(—m)=—-—rm & m(—r)=(—m)r=—mr.

Diikaz.
(i) 7 vlastnosti (i7) definice 1.1 dostavame
0Om = (0 + 0)m = Om + Om,

z ¢ehoz mame Om = o (staci k obéma strandm rovnosti pricist —0m). Analo-
gicky se pomoci bodu (i7) definice 1.3 dokaze m0 = o.

(@) 7 vlastnosti (4i7) definice 1.1 dostavame
ro=r(o+0) =710+ ro,

z ¢ehoz analogicky predchozimu bodu dostavame ro = o. Opét se or = o
dokaze obdobné.

(#ii) Z bodu (i) tohoto lemmatu a z bodu (ii) definice 1.1 mame

0=0m= (7“ + (—T))m =rm+ (—r)m,

z Cehoz dostavame (—r)m = —rm. Podobné z bodu (i) tohoto lemmatu
a z (iii) definice 1.1 dostaneme r(—m) = —rm. Analogicky se dokaze
m(=r) = (=m)r = —mr
|

V 1dvodu prace jsme uvedli, Ze na nadokruh unitarniho okruhu lze také pohlizet
jako na modul nad timto okruhem. Nyni si tuto skutecnost formalné dokazeme.

Lemma 1.8. At S je unitdrnim podokruhem unitdrniho okruhu R. Pak R
tvori nad S bimodul.

Dikaz. Ovéime, ze R je levy S-modul. Zvolme s1,50 € S C R a r1,m3 € R libo-
volné a ovérme platnost 4 axiomu z definice 1.1 levého modulu. Z vlastnosti s¢itani
a nasobeni v R jisté plati

12



(i (3152)7’1 = 51(527“1),

s1(ry + 1) = s171 + S1772,

)
(70) (s1+s1)r1 = 8171 + 82771,
(i)

)

(iv) 1ry =1y,

takze R je opravdu levym S-modulem. Podobné bychom ukézali, ze R je i pravym
S-modulem.

Nyni jen staci ovérit podminku v definici 1.4 bimodulu, tj. Ze pro kazdé sq, so €
S C R a kazdé r € R plati

(s17)82 = $1(752).

Tato vlastnost ale plyne z asociativity nasobeni v R. Timto jsme ukéazali, Zze R je
opravdu bimodulem nad podokruhem S. |

Poznamka 1.9. Protoze R je triviadlni podokruhem unitarniho okruhu R, s ohledem
na lemma 1.8 1ze na R pohlizet téz jako na bimodul sém nad sebou. Akce ® je totoznéa
s nasobenim v R.

Zbylé pojmy spojené s moduly nad okruhy, které v této praci budeme pouzivat,
zavedeme a také dokazeme jejich zédkladni vlastnosti v dodatku této bakalarské prace
na strané 81.
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Kapitola 2

Studium derivaci

V této kapitole budeme symbolem R vzdy rozumét unitarni okruh s jednotkou 1
a symbolem M budeme vzdy oznacovat R-bimodul. Budeme-li po M pozadovat,
aby byl symetricky, upozornime na to.

2.1. Definice derivace a priklady derivaci

Nyni jsme vybaveni vS§im potfebnym, abychom mohli definovat slibenou zobecnénou
derivaci. Vizte nasledujici definici.

Definice 2.1 (derivace, [1, Definition 186]). (R, M)-derivaci rozumime
kazdé zobrazeni D : R — M spliujici Leibnizovu formuli

Vr,s € R: D(rs) = (Dr)s+rDs.

Pro r € R nazyvame Dr derivaci r. Plati-li M = R, mluvime pouze
o R-derivaci nebo o derivaci na R. Mnozinu vsech (R, M)-derivaci, resp.
R-derivaci, znac¢ime Det(R, M), resp. Der(R).

Je-li navic D aditivni, tj. plati-li
Vr,s € R: D(r+s) = Dr+ Ds,

mluvime o aditivni derivaci. Mnozinu vsech aditivnich (R, M)-derivaci, resp.
aditivnich R-derivaci, znac¢ime Dev (R, M), resp. Der(R).

7

Poznamka 2.2. V pripadé symetrickych bimoduli lze Leibnizovu formuli zapsat
téz ve tvaru

D(rs) = sDr +rDs,
¢ehoz budeme nékdy vyuzivat.

Poznamka 2.3. Bude-li jasné, nad kterymi strukturami je dand (R, M)-derivace
uvazovana, budeme ji nazyvat pouze derivaci. V celém textu tedy derivacemi bu-
deme rozumét pravé zobrazeni splnujici Leibnizovu formuli. Budeme-li mit na mysli
b&znou derivaci funkei z C1(€2), kde 2 C R je oteviend, (vizte priklad 2.6), budeme
vzdy pro tento operator pouzivat symbol %.
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Ukazme si nyni nékolik prikladi zobrazeni, kterd jsou derivacemi ve smyslu de-
finice 2.1.

Priklad 2.4. At R je unitarni okruh a M je R-bimodul. Pak zobrazeni

OR7MZR—>M,
r = o,

je aditivni (R, M)-derivaci. To je vidét trivialné, nebot pro libovolné r, s € R mame

Orm(r+s)=o0=0+0=0rnyr+ Orns

OR,M(T’S) =0=0S+Tr0= (ORyMT’)S + TORjMS.

Toto zobrazeni budeme nazyvat trividlni (R, M)-derivaci. Pro trividlni derivaci R —
R budeme namisto Op g psat jen Op. Bude-li zfejmé, na kterych strukturach je tato
derivace definovana, budeme dolni index vynechévat. Trivialni derivaci tedy nékdy
budeme znacit pouze symbolem O.

Uvédomme si, ze role bimodulu M zde spoc¢iva pouze v urceni nulového prvku o.

Priklad 2.5. Uvazme komutativni unitarni okruh R. Pak zobrazeni
!¢ Rlz] = R[x]°

definované predpisem
n n
R3>a—0 a > apx® — > kapz®™'  (n € N a existuje i € i, ' e a; # 0)
k=0 k=1

je aditivni R[z]-derivaci. Pro¢? Z algebry je zndmo, Ze R[z] je komutativnim uni-
tarnim okruhem s jednotkou 1, a tedy pozadavky na strukturu definicniho oboru
zobrazeni -’ jsou splnény.

Dale ovéfme aditivitu. At tedy n,m € Ny, ag, ..., a,,bo,...,b, € R a bez Gjmy
na obecnosti at n < m. Pak

—
Nasy

k=0 k=n+1

n m / n m !
(Z akxk + Z bk.ilﬁk) g (Z(Gk + bk).ilﬁk + Z bkxk)
k=0 k=0

= Z k(ay, + bg)z™ ' + Z kbt t

—~
=

k=1 k=nt1
n m n / m /
@) > kara" 4+ kbt ® (Z akxk> + (Z akxk> ,
=1 =1 k=0 k=0

9Je-li R komutativni unitarni okruh, pak symbolem R[z] zna¢ime mnozinu vsech polynomii
p(z) s nezndmou x a s koeficienty v R, tj. vyrazy ve tvaru

n
p(z) = ag + a1z + axx® + - + a2 = Z arz®,
k=0

kde pro £k =0,...,n je ax € R.
9Pro n € N symbolem 7 budeme nadale oznac¢ovat mnozinu {1,...,n}. Po mnozinu n U {0}
budeme pouzivat symbol n°.
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kde (a) plyne z definice s¢itdn{ polynomt a (b) plyne z definice zobrazen{ .11

Leibnizovu formuli ovéfime matematickou indukei podle n, tj. podle stupné prv-
nfho z polynomt@'?. At n € {—1,0}, tj. p(z) = ag, kde ay € R (vCetné pifpadu
ag = 0). Pocitejme:

m / m / m m m
(ao Z bl:tl> = <Z agblxl> = Z laghyz' ™' =0 - Z bz + ag Z byt
1=0 1=0 =1 1=0 =1

Predpokladejme nyni, ze Leibnizova formule plati pro n — 1,n € N, a ukazeme
platnost pro n:

(o) Goo) = () o)
(5x)

—
]
N2

=
/
AP
gl

Q

El

8

=
~_—
/~
I

Sy

8 8
~
~
—

Q

3

8

Sy

8
~

—~
(¢}
~

(Eo) () () o)« (o]

=0

0
n—1 m n—1 m
( kakxk_1> <Z bla:l> + <Z a,ﬂ) (Z w,ﬂ*)
k=1 [=0 1

+ > (n+ Daybz™ !
=1

(S (S0 « (S (S0

+na,z" 1Y bt + a,2" Z byt t

(St () (S (z y

(d) n ' /m m

& (z Wk) (z blxl> ; <Z axa ) (z b )
k=0 =0

1Pro Gplnost uvedme, Ze je-li n = m, pak soucty

3 b a Y kbgak1
> b > Kb

k=n+1 k=n+1

—~
[=}
=

chiapeme jako nulové polynomy.
12Je-1i polynom p(z) ve tvaru

p(z) =ao+ a1z + -+ apz”,
kde ag,...,a, € R,a, # 0, pak ¢islo n nazyviame stupném polynomu p(x) a zna¢ime jej deg p(x).

Stupeni nulového polynomu, tj. polynomu p(z) = 0, pokldddme roven —1.
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kde (a) plyne z distributivity nasobeni vuéi s¢itani, (b) plyne z jiz dokazané aditivity
/. (¢) plyne z indukéniho predpokladu a (d) plyne z definice .

Piiklad 2.6. At () # Q C R je oteviend mnozina. Pak zobrazeni

d
T :CHQ) — C(Q),
df
f'_> @7
kde
jﬁ:@ i f(:v+hf)L—f(fc)7 req,

je aditivni (C1(Q),C())-derivaci. (Pfipometime, Ze pro funkce f € C*(€) tato limita
existuje pro kazdé x € Q.) Aditivita a platnost Leibnizovy formule je zfejmé (to jiz
vime z uvodniho kurzu matematické analyzy). V tvodu prace jsme si uvédomili,
ze C1(Q) a C() jsou komutativnimi unitdrnimi okruhy s jednotkou 1q a ze C'(2)
je podokruhem okruhu C(£2). S ohledem na lemma 1.8 a na komutativitu nasobeni
funkef tak dostdvame, ze C(Q) je symetrickym C!(€)-bimodulem.

Pi#iklad 2.7. Uvazme otevienou mnozinu § # Q C RV, N € N, N > 2, a mnozinu
C'(Q).13 At je dén libovolny vektor v € RY \{0}.!* Pak smérové derivace

9
—:C(Q Q
5y € () = CQ)
definovana tradi¢nim zptisobem
of . fx+hv)— f(x)
v ) = lim h xef

je aditivni (C1(2),C(Q))-derivaci. Uvédomme si, ze tato limita pro funkce C'()
existuje pro kazdé x € .'° Z matematické analyzy vime, ze % je aditivni a spliuje
Leibnizovu formuli. Podobnymi tivahami, jako jsme provedli v ivodu prace a v pre-
deglém prikladé 2.6, 1ze dojit k tomu, Ze C(2) je symetrickym C!(§2)-bimodulem.

Je  taky jasné, Ze vSechny parcidlni derivace jsou  aditivnimi
(C1(Q),C(2))-derivacemi, nebot parcialni derivace podle z;,7 € N, nen{ ni¢im jinym
nez smérovou derivaci ve sméru i-tého vektoru kanonické baze RY, tj. vektoru
e, = (511'7 R ,(SNi)T.16

13Mnozinou C1(£2), kde Q C RY, rozumime mnozinu viech funkei f : Q — R, které maji spojité
vSechny parcidlni derivace prvniho rfddu na €.

14Symbolem 0 znaéime nulovy prvek RY, tj. nulovy vektor 0 = (0,...,0)T.

BFunkee f € C1(Q) m4 na € totalni diferencidl, a tedy na  existuje Vf (vizte napt. [6, Véta
2.93]). Z matematické analyzy je pro funkce majici totalni diferencidl zndm vztah pro vypocet
smérové derivace pravé pomoci gradientu:

of B of
E—Vf-yfz%m,

kde v = (v1,...,vn)T € RV \{0} (vizte napf. [6, Véta 2.96]). Dostavame tak, ze limita uvedend
v definici smérové derivace existuje pro vsechna x € Q a je rovna pravé V f(x) - v.
16Symbol §;; zde znadi tzv. Kroneckerovo delta, které je definovéno takto:

1 proi=j
dij = .,
0 proi#j
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Piiklad 2.8. At ) # Q C RN, N € N, N > 2, je oteviend mnozina. Pak zobrazeni
V:CY(Q) = C(Q,RY)'T s piedpisem
of
Ox1
fe V=]

of

oxr N
je aditivni (C'(2),C(Q, RY))-derivaci. Nejdifve ovétime, 7e C(€2, RY) je bimodulem
nad okruhem C!'(2). Nyni jiz ale nelze pouZit stejny argument jako v piikladech
2.6 a 2.7, nebot C(Q, RY) netvoif okruh (vektorové funkce neumime nésobit). Je
ale snadné si uvédomit, ze C (Q,RN ) tvori spolu se séitanim vektorovych funkei
komutativni grupu. Levou akci definujeme prirozenym zpusobem:

g1 fon g1
fl:l=1:1, fec,| :|ecRY).
gn fan gn

Jisté se jedné o zobrazeni C*(Q) x C(Q,RY) — C(Q,R") (souéiny fg; na jednot-
livych slozkéch jsou funkce z C(£2)). Pravou akci definujeme pomoci levé akce tak,
jak je uvedeno v poznamce 1.6. Pak uz je jen mechanickou zélezitosti ovéreni plat-
nosti axiomu (i) az (iv) uvedenych v definicich 1.1 a 1.3 a podminky (1.2) uvedené
v definici 1.4. Dostavame tak, ze C(Q, RY) je opravdu C!(2)-bimodulem, ktery je
symetricky.

Ztejme je V aditivni operator. Staci uz jen ovérit, ze je splnéna Leibnizova for-
mule. Volme proto funkce f, g € C*(€2) libovolné a pocitejme:

0 af 0 af 0
3 (f9) 59+ o e e
V(fg) = : = : =g| | +f| ¢ | =9Vf+[fVg
0 o o o o
ﬂ<fg) 833{\79 + fa;jv 8$]:V 875\,

Priklad 2.9 ([1, Exercise 38]). At R je libovolny unitdarni okruh a M je R-
bimodul. Zvolme pevné m € M. Pak zobrazeni D,, : R — M definované

D,,r =[r,m]=rm—mr, r € R,
je aditivni (R, M)-derivaci. Toto zobrazeni nazyvame vnitrni derivaci na okruhu R
urcenou, prvkem m. Mnozinu vsech vnitinich (R, M)-derivaci znac¢ime IDet(R, M).
Ukazme, zZe se jedna o aditivni (R, M )-derivaci. Zvolme r, s € R libovolné a nejdiive
dokazme platnost Leibnizovy formule:
Dy, (rs) =rsm —mrs = (rms — mrs) + (rsm — rms)
= (rm —mr)s 4+ r(sm —ms) = (D,;,r)s + rDy,s.
Nyni ukazme aditivitu:
Dp(r+s)=(r+s)m—m(r+s)=rm+sm—mr —ms
= (rm —mr) 4+ (sm —ms) = Dy,r + Dp,s.

Vsimnéme si, ze je-li M symetricky bimodul, pak pro libovolné m € M je D,,
trivialni derivaci O.

17Symbol C(£2, RN) zde znadf mnozinu viech spojitych vektorovych funkef f : Q — RY.
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Poznamka 2.10. V kapitole 4 se budeme dale zabyvat tzv. aritmetickymi deriva-
cemi, které, jak uvidime, budou derivacemi ve smyslu definice 2.1, které nebudou
aditivni. To ospravedlnuje, pro¢ v definici derivace pozadujeme pouze platnost Leib-
nizovy formule.

2.2. Vlastnosti derivaci

V této sekei se zamérime na vlastnosti (R, M)-derivaci. Jinymi slovy ukdzeme si,
které znamé vztahy lze chapat jako dusledky Leibnizovy formule (v nékterych pri-
padech budeme po derivaci pozadovat i aditivitu). Casto se budeme inspirovat vlast-
nostmi derivace % z prikladu 2.6. Napft. z matematické analyzy vime, ze funkcemi,
jejichz derivace je nulova, jsou pravé funkce konstantni. To nas inspiruje k zavedeni
nového pojmu konstanta okruhu vzhledem k derivaci v nasledujici definici.

Definice 2.11 (jadra derivace, [1, Definition 187]). At D je (R, M)-
derivace. Pak jadrem D rozumime mnozinu

KGI"D:{TER‘DTZO}.

Prvky Ker D budeme nazyvat konstanty okruhu R vzhledem k derivaci D.

7

Poznamka 2.12. Pokud bude z kontextu zrejmé, s jakou derivaci pracujeme a na
jakém okruhu je tato derivace definovanda, budeme prvky jadra této derivace nazyvat
pouze konstanty.

Priklad 2.13. Jadrem trividlni derivace O z ptikladu 2.4 je zifejmé cely okruh, na
kterém je derivace O definovana.

Piiklad 2.14. At () # Q C R je oteviend mnozina. Jadrem derivace % z prikladu
2.6 je mnozina

Ker(i—{fECI(Q) ‘ JdeeR Va:GQ:f(x):c},

tedy mnozina pravé vsech konstantnich funkci na €.

Piiklad 2.15. Pro konvexni'® otevienou mnozinu () # Q C RN, NeN N>2 a
v € R¥\{0} je jadrem derivace -2 z pitkladu 2.7 mnozina funkef f € C'(2), které
jsou konstantni na mnozinach

Q={yeQ|FheR:y=x+hv}, xe,

Proc¢? At f € C1(Q) je takova funkce. Volme x € Q libovolné. Pak jisté pro vSechna
h z néjakého redukovného okoli R(0) mame f(x + hv) = f(x), a tedy

O )y 100 10) = £

ov h—0 h =0

18Konvexn{ mnozinou v RY rozumime takovou podmnozinu Q C R”, 7e s kazdymi dvéma body
z §2 se v ni nachdazeji také vsechny body na tsecce se zvolenymi krajnimi body.
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Nyni naopak at g—fj = 0 na Q. Zvolme x € () libovolné. Déle at y € (, tj.

existuje h > 0 takové, ze y = x + hv € (). Protoze () je konvexni, tak
{x+thv |teo,1]}cQ

a z véty o stfedni hodnoté pro smérovou derivaci (vizte napf. [6, Véta 2.77]) existuje
6 € (0,1), ze

fly)— f(x) = f(x+ hv) — f(x) = 831];/) (x + 0hv) = hgi(x—i- Ohv) =0
Odtud
fly) = f(x),

tedy f je na Q konstantni. Protoze x € € bylo voleno libovolné, jsme timto hotovi.!?

Priklad 2.16. Jadrem vnitini derivace D,, : R — M, kde m € M, z prikladu 2.9
je mnozina
KerD,,={re R|rm=mr}.

Nésledujici véta nam 1ika, které prvky okruhu R jsou konstantami vici vSem
(R, M)-derivacim.

Véta 2.17 ([1, Theorem 84]). At D € Dev(R,M). Pak 0,1,—1 € Ker D.

Diikaz. 0 € Ker D, protoze

D(0) = D(0-0) = D(0)0 + 0D(0) 2 o,

kde v (*) bylo vyuzito lemmatu 1.7.
Déle

D(1) = D(1-1) = D(1)1 + 1D(1) = 2D(1).

Odtud D(1) =0, a tedy 1 € Ker D.
Konecné —1 € Ker D, protoze

0= D(0) = D(1 —1) = D(1)(—1) + 1D(~1) = D(-1).
]

Poznamka 2.18. Z véty 2.17 ihned plyne, ze pokud je R # {0}, pak zadna (R, M)-
derivace neni injektivni.

19Uvédomme si, Ze existenci h > 0 spliiujici vise uvedené zarucuje predpoklad o otevienosti
mnoziny Q. Protoze f € C1(Q), tak smérova derivace % existuje ve vSech bodech tsecky

{x+thv |t €0,1]}.

Predpoklady véty o stfedni hodnoté pro smérovou derivaci jsou splnény, a vysSe provedné tivahy
jsou tedy korektni.
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Pfirozené se nabizi otdzka, zda inverze konstant (pokud existuji) nejsou ndhodou
také konstantami. Odpovéd prinasi nasledujici véta.

Véta 2.19 ([1, Theorem 84]). At D € Der(R, M) a r € R*.* Pak plati
r € Ker D, pravé kdy? r—! € Ker D.

2Symbolem R* znac¢ime mnozinu vSech invertibilnich prvku z okruhu R, tj. prvkar € R,
ke kterym existuje inverzni prvek r—! € R vi¢i nasobeni.

v

Diikaz. Zvolme r € R* libovolné, tj. existuje r~1. V prvnim kroku piedpoklddejme,
7e 1 je konstanta, tj. Dr = o. UkdZeme, Ze i 7! je konstanta. VyuZitim véty 2.17
mame

o=r"o=r"'DQA)=r"'Dlrr ) =r" ((Dr)rfl + TDT’1>

=7 YrDr ! = Dr !,

tedy r~1 € Ker D.
Je-li naopak r~! konstanta, pak z pfedchoziho plyne, 7ze i (r~1)~! = r je kon-
stanta, ¢imz je véta dokazana. |

Pro derivaci d% z prikladu 2.6 jisté plati

d _df
a(aﬁ—@@’

kde « € R a f € C}(Q). Tento vztah lze také pieformulovat takto:

dci ((alg)f): (Oélg)ji.

Tentokrat jsou totiz aiqg i f prvky C'(Q), pfitom a1q je konstantou okruhu C!(Q)

vzhledem k derivaci 4. Stejnou vlastnost lze z Leibnizovy formule odvodit i pro

dx*
(R, M)-derivace.

Véta 2.20 ([1, page 242]). At D € Der(R, M), r € R, s € Ker D. Pak plati
(i) D(sr) = sDr,
(i) D(rs) = (Dr)s.

Diikaz. Zvolme r € R a s € Ker D a ukazme platnost (4):

(a)

D(sr) = (Ds)r + sDr ©

= sDr,

kde v (a) byla pouzita Leibnizova formule a v (b) bylo vyuzito toho, ze s € Ker D,
a lemmatu 1.7. (ii) se dokaze analogicky. |

Poznamka 2.21. Uvédomme si, ze pokud je r konstantou okruhu R vzhledem
k derivaci D, tak i —r je konstantou. Z véty 2.20 totiz dostavame

D(~r) = D((~1)r)=(-1)Dr = o.
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S ohledem na vétu 2.19 tedy dostavame, ze jadro derivace je uzaviené na opacné
prvky a inverze (pokud k dané konstanté inverze existuje).
Povsimnéme si, ze jsme timto zaroven urcili vztah pro derivovani opa¢nych prvki

D(—r) = —Dr. (2.1)

Z algebry je znamo, ze je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhtt R a S, pak Ker ¢
je idedlem v R (vizte napt. [4, page 89]). Z prikladu 2.13 vime, Ze jadrem trividlni
derivace Opg ps je cely okruh R, coz je trividlni ideal v . Nasledujici véta pojednava
o strukture jader netrivialnich aditivnich derivaci.

Véta 2.22. At D je netrividlni aditivni (R, M )-derivace. Pak Ker D je uni-
tarni podokruh R, ktery neni idedlem v R.

Diikaz. Nejdiive ukazme, ze Ker D je unitarni podokruh R. Ziejmé Ker D C R
a1l € KerD (véta 2.17). Dokazeme, ze Ker D je podgrupa grupy (R, +), tj. Ze pro
libovolné r, s € Ker D je r — s € Ker D. Zvolme proto r, s € Ker D libovolné. Pak

(a)

D(r —s) = Dr+ D(—s) ®)

=Dr—Ds=0—0=o,

kde v (a) byla vyuzita aditivita D a rovnost (b) plyne z véty 2.20. Nyni ukazme
uzavienost na nasobeni:

D(rs) = (Dr)s+rDs=0+0=o,

a proto rs € Ker D. Celkem je tedy Ker D unitarnim podokruhem R.

Nyni pro spor predpokladejme, ze Ker D je idedl v R. Volme r € R libovolné.
Protoze 1 € Ker D, tak r = 1r € Ker D, tj. R = Ker D. To by ale znamenalo, ze
D = Opg y, coz je spor s tim, zZe D je netrividlni derivace. [ |

Poznamka 2.23. Vidime, ze pokud D neni aditivni derivaci, Ker D nemusi byt
podokruhem R. Piikladem muze byt jadro aritmetické Z-derivace (vizte poznamku
4.5).

Leibnizova formule nam tika, jak vypada derivace souc¢inu dvou prvku z okruhu.
Patrné ale ptijde odvodit vztah pro derivaci souc¢inu libovolného konec¢ného poctu
prvkl z R. Pravé ten nam predstavi nasledujici véta.

Véta 2.24. At D € Der(R, M). Pak pro kaZdé ry, ..., € R plati

k k
D (H 7“1'> = ZTl 0oo T'Z;l(DT'i)T'iJrl Tk
=1 =1

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukci. Pro k£ = 1 je platnost trivialni
a pro k = 2 dostavame Leibnizovu formuli. Pfedpokladejme, zZe véta plati pro & > 2.
Ukéazeme, ze plati i pro k + 1:
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D (kr:[ll ri> = D( (E[l n) rkﬂ) “p (Hl n) rrsr + (E[l n-) Driy

k
(Zh i1 (Drg)rigy - Tk) Tkt + 71 TR Drpg

E+1
= Zrl i1 (Dri)rivy s Ty,

kde v kroku (a) byla pouzita Leibnizova formule a v kroku (b) byl pouzit indukéni
predpoklad. [ |

Dalsi vlastnost plynouci z Leibnizovy formule je n-t4 derivace souc¢inu rs pro
r,s € R. Pokud ale budeme chtit pocitat nasobné derivace, budeme se muset omezit
pouze na R-derivace. Navic budeme pozadovat aditivitu D. Vizte nasledujici vétu.

\

Véta 2.25. At D € Der, (R) ar,s € R. Pak pro kazdé n € Ny plati

D'(rs) =Y <Z> D" *rDFs.a

J

Dikaz. V prvé fadé ma leva strana rovnosti smysl, nebof D je zobrazeni z R do R.
Postupujme matematickou indukci. Pro n = 0 tvrzeni plati trivialné a pro n = 1
mame Leibnizovu formuli. Predpokladejme, ze véta plati pro n > 1. Ukazeme, ze
plati i pro n + 1:

D™ (rs) = D(D"(rs)) € D (;} (Z) D"—’%Dks> ZS (Z)D(D"—krp’fs)

C

( ) (D"’k“ers + D"’kerHs)

( )(D”“kers)—l— > (Z) (D" *rD4s)

k=0

5

= (D"*'r)s + f: (Z) (D1 =krDhs)+ Z ( 1) (D™ =k DFs)+r D™ s

— (Dn+1 8 + Z (n + 1) (Dn+l_kTDkS)+TDn+18

k
_ % <n + 1) Dn+1_kT’Dk8,
k=0 k

kde v (a) bylo vyuzito indukéniho predpokladu, v (b) aditivity D a v (c¢) Leibnizovy
formule. ]

Znamym vztahem z matematické analyzy je derivace podilu dvou funket:
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df_1(df _ .dg |

Jeho analogii pro (R, M)-derivace nam predstavi nasledujici véta.

Véta 2.26 (o derivaci podilu, [1, Theorem 86]). A¢ D € Der(R, M),
rc€ R asec R*. Pak

D(rs™) = (D(T)S - rs_l(Ds)s) 572,
Pokud navic sDs = (Ds)s,* plati

D(rs™) = ((Dr)s - r(Ds))s’Z.

“Budeme tikat, ze s a Ds komutuji.

7

Diikaz. Zvolme r € R a s € R* libovolné. Nejdiive s vyuzitim Leibnizovy formule
a véty 2.17 dostavame

0o=D(1) = D(ss™') = (Ds)s ' +sDs !,
z ¢ehoz vyuzitim (ii7) lemmatu 1.7 dostdvame D(s™!) = —s~(Ds)s™'. Dale

D(rs') = (Dr)s™' +rDs™' = (Dr)s™' —rs'(Ds)s™!
(Dr)ss™% —rs *(Ds)ss 2 = ((DT)S — Ts_l(Ds)s) 52

Pokud s a Ds komutuji, pak
((Dr)s - 7“5_1(Ds)s)3_2 = ((Dr)s - Ts_lst) s = ((Dr)s - rDs)s‘z.
[ |

Poznamka 2.27. V dikazu véty 2.26 jsme také odvodili vztah pro derivaci s=*

(pokud s € R*):
Ds ' = —s71(Ds)s™

Pokud navic s a Ds komutuji, vztah se zjednodusi na

Ds ! = —572Dg.20

Nésledujici véta nam predstavi variantu fetizkového pravidla pro aditivni (R, M)-
derivace.

Véta 2.28 (polynomialni retizkové pravidlo, [1, Theorem 87]). At
D € Dev (R, M), r € R a p(x) € (Ker D)[x]. Pokud r a Dr komutuji, pak
plati

Dp(r) = p'(r)Dr,
kde p'(r) znaci prvek okruhu R, ktery vznikne dosazenim r do derivace p'(z)
polynomu p(x) definované v prikladu 2.5.

20Srovnejte tento vztah s derivaci slozené funkce % pro f € CY(Q), f # 0 na Q.
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Diikaz. Oznac¢me p(x) = S7_,apa®. Z aditivity D a z toho, Ze p(x) € (Ker D)[z],
tj. pro viechna k € n° plati ay € Ker D, dostdvdme Dp(r) = S7_, apDr¥. Je proto
ziejmé, ze staci ukazat platnost vztahu

Dr™ = nr" ' Dr

pro libovolné n € N (plati totiz (r") = nr"~!). Budeme postupovat matematickou
indukci. Pro n = 1 vztah ztejmé plati. Predpokladejme nyni, Ze vztah plati pro
n¢jaké n € N. Ukazeme platnost pro n + 1:

Dr"™ = D(r™r) = (Dr™)r +r"Dr ®) nr" Y (Dr)r +r"Dr
®) 1Dy 4 " D = n D+ 7 D = (n+ 1)r"Dr,
pritom v (a) jsme vyuzili indukéniho predpokladu a v (b) jsme vyuzili skutecnosti,
ze r a Dr komutuji. |

V dikazu predeslé véty jsme odvodili, ze pro n € N a r € R takové, ze r a Dr
komutuji, plati

Dr™ = nr" ' Dr.

Uvédomme si, ze tento vztah plati i pro derivace, které nejsou aditivni (v diikkazu jeho
platnosti se totiz nijak nevyuzila aditivita D). Dokonce lze dokézat jeho platnosti
i pro libovolnou celo¢iselnou mocninu prvku r. Vizte néasledujici vétu.

Véta 2.29 ([1, Corollary 41]). A¢ D € Det(R, M) ar € R*. Pokudr a Dr
komutuji, pak pro libovolné n € Z plati

Dr™ = nr" ' Dr.

Dukaz. Patnost pro n € N je vidét z dikazu véty 2.28. Pro n = 0 mame
Dr’ = D(1) = 0= 0r"'Dr,

protoze 1 € Ker D (véta 2.17). Zbyva ndm ukézat platnost pro n < 0. Z pozndmky
2.27 plyne Dr—t = —r=2Dr. Odtud

Dr"=D(r )" = —n(r )" Drt = (—n(r’l)’”’l)(—r’QDr)

= nr" M2 Dr = ™Dy,
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Kapitola 3

r

Podilové rozsireni derivace

V této kapitole bude nasim cilem z derivace D : R — M definované na oboru inte-
grity?! R zkonstruovat derivaci D* : Q(R) — Q(M) definovanou na podilovém télese
Q(R) oboru integrity R takovou, ze D* |z = D.?? Mnozina Q(M) pak bude vekto-
rovy prostor nad podilovym télesem Q(R) takovy, ze M C Q(M). Této konstrukce
vyuzijeme napft. pri rozsitovani aritmetické derivace definované na oboru integrity
Z na aritmetickou derivaci definovanou na Q = Q(Z) (vice v kapitole 4).

V této kapitole budeme symbolem R rozumét obor integrity a symbolem M
budeme znacit symetricky R-bimodul.

3.1. Konstrukce podilového télesa oboru integrity

Nejdi{ve pfipomerime konstrukeci podilového télesa oboru integrity?® R (nebudeme
prochazet vsechny detaily, nebof tato konstrukce je dobte zndma ze zdkladniho kurzu
algebry; vizte napf. [5, Section 5.7]). Uvazme mnozinu R x (R \ {0}), na které
definujeme relaci ~ takto:
def
(r,s) ~ (u,v) = TV = su,

kde r,s,u,v € R,s,v # 0. Ukdze se, ze ~ je relace ekvivalence na R x (R \ {0})
(k dikazu je potfeba komutativita ndsobeni a skutec¢nost, ze v R nejsou netrivi-
alni délitelé nuly, coz je zajiSténo tim, Ze R je obor integrity). Lze tedy definovat

210borem integrity rozumime takovy komutativni unitdrni okruh R, ve kterém neexistuji netri-
vidlni délitelé nuly, tj. prvky r € R\ {0} takové, ze

dse R\ {0} : rs = 0.

220bor integrity R tedy chdpeme jako podmnozinu Q(R) (vizte déle).

23Tuto konstrukei lze obecné provést nad libovolnym komutativnim okruhem R, ve kterém
nejsou netrivialni délitelé nuly, tj. R nemusi obsahovat jednotku. Protoze ale derivaci definujeme
na unitarnim okruhu, pak se opravdu v této praci staci zabyvat konstrukei podilového télesa oboru
integrity. Navic diky tomu, zZe jsme v R vybaveni jednotkou 1, vyuzijeme zjednoduseného zapisu
nékterych t¥id v Q(R). Napf. namisto t¥idy [(rs, s)]~, kde r,s € R, s # 0, 1ze psat [(r,1)]~.
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faktorovou mnozinu?*

Q(R) =R x (R\{0}) /~

a na ni operace s¢itani a nasobeni nasledovneé:

[(ry )l + [(w, 0)]« = [(ro+su,s0)[w a2 [(r,8)]<[(w,0)] = [(ru, sv)].®

Tyto operace jsou definovany korektné, tj. ze nezalezi na volbé reprezentanti ttid.
Nyni si staci uvédomit, ze

 nulovym prvkem Q(R) je tfida [(0,1)].,

« jednotkovym prvkem Q(R) je tiida [(1,1)]~,

 opa¢nym prvkem k tfidé [(r, s)]. € Q(R) je tiida [(—r, s)]~,

o inverznim prvkem k t¥idé [(r, s)]. € Q(R), kde r # 0, je tiida [(s,r)]~,

« komutativita a asociativita s¢itani a ndsobeni na Q(R) plyne z odpovidajicich
vlastnosti s¢itani a nasobeni v oboru integrity R a

e distributivita nésobeni vzhledem ke sc¢itani lze také dokazat.

Celkem je tedy Q(R) komutativnim télesem.
Nyni ukdZeme, Ze existuje vnoreni v : R < Q(R)% oboru integrity R do komu-
tativniho télesa Q(R). Definujme v predpisem

v(r)=1[(r,1)]~, 7 €R.
Ukéazeme, zZe se opravdu jedna o vnoreni.

(i) Dokazme injektivitu v. At tedy r,s € R jsou takové, ze v(r) = v(s), tj.
[(r,1)]~ = [(s,1)]~. Odtud (r,1) ~ (s,1), a to podle definice relace ~ znamenda
rl =1s,tj.r=s.

24Faktorovou mnozinou na mnoziné R podle relace ekvivalence ~ definované na R rozumime
mnozinu vSech tfid ekvivalence prvkiu z R podle relace ~ a zna¢ime ji symbolem R/ ~. Tfidou
prvku r € R podle relace ~ rozumime mnozinu

[rl~={s€ R |r~s}

Takze
R/~ ={[r]~ | r € R}.

25Definice téchto operaci jsou inspirovany séitdnim a nisobenim zlomkt z Q. P¥edstavime-li si
totiz titdy [(r,s)]~ a [(u,v)]~ po Fadé jako zlomky = a %, pak

r U 0+ su

S v Sv

w3

u o TU
v sv

26Vnotenim okruhft rozumime libovolny injektivni homomorfismus okruhiti. Je-li f injektivni
zobrazeni z A do B, budeme tuto skute¢nost zapisovat f : A — B.
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(7i) Ukazme, ze v je homomorfismus R do Q(R). Jisté v(1) = [(1,1)]~ je jednotkou
Q(R). Déle ukazme, ze v zachovava soucet. Zvolme proto r, s € R libovolné a
pocitejme

vir+s)=[(r+s,1)].=1[(r, 1<+ [(s,1)]~ =v(r) +v(s).

Nakonec ukazme, ze v zachovava i nasobeni:
v(rs) = [(rs, )]~ = [(r, D] [(s, D]~ = v(r)v(s).

V dalsim kroku zrotoznime prvek r € R a t¥idu v(r) = [(r,1)]. a pfeznacime tiidy
[(r,s)]~ € Q(R) na ,zlomky* . Po tomto ztotozeni tedy lze psat R C Q(R).
Shrime ziskany vysledek do véty.

Véta 3.1. KazZdy obor integrity lze vnorit do komutativniho télesa.

Definice 3.2. At R je obor integrity. Pak komutativni téleso Q(R) definované
vyse nazyvame podilové téleso oboru integrity R. Vnofeni v : 7 — & = [(1,1)]~
nazyvame kanonické vnoreni R do Q(R).

J

Poznamka 3.3. Podilové téleso Q(R) oboru integrity R je nejmensim komutativ-
nim télesem, do kterého lze R vnorit. Presnéji: Existuje-li vnoreni ¢ : R — T, kde
T je komutativni téleso, pak existuje vnoreni ¢ : Q(R) — T takové, ze Y ov = ¢,
neboli nasledujici diagram komutuje:

R—2 T
)

Y

Q(R)

Odtud taky plyne, ze je-li R komutativnim télesem, pak Q(R) = R.

3.2. Konstrukce podilového vektorového prostoru
symetrického bimodulu

Nyni se pokusme rozsitit R-bimodul M na vektorovy prostor Q(M) nad télesem
Q(R) takovy, ze M pujde do Q(M) vnorit. V tomto odstavci budeme pracovat se
symetrickym R-bimodulem M, tj. s bimodulem, ve kterém je rm = mr pro kazdé
r € Ram € M. Ve struktute Q(M) pak budeme mit formélné definoviny dvé akce
— levou i pravou. Ty ale budou davat odpovidajicim si dvojicim stejné vysledky,
presnéji tv = vt pro t € Q(R) a v € Q(M). Na Q(M) tedy opravdu budeme
moct pohlizet jako na vektorovy prostor nad komutativnim télesem, ve kterém je
obecné formalné definovana jen leva akce. Pti jeho konstrukei se budeme inspirovat
postupem konstrukce podilového télesa Q(R). Protoze tato konstrukce ale neni tak
znama, jako konstrukce podilového télesa oboru integrity, budeme v tomto odstavci
postupovat ponékud preciznéji.
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Protoze chceme zkonstruovat vektorovy prostor, jisté musi platit nasledujici: je-
li m e M, pak tm € Q(M) pro kazdé t € Q(R) (budeme chtit, aby M C Q(M)).
Protoze Q(R) je podilové téleso R, tak ¢ lze psat ve tvaru £, kde r,s € R, s # 0.
Q(M) tedy musi obsahovat prvky ve tvaru Zm. Pfirozené¢ budeme chtit, aby
L
s s

Toto jsou prvky, které budeme k prvkam z M chtit ,pridat® (a budeme doufat, ze
to postaci). Protoze rm € M, staci se dokonce omezit jen prvky ve tvaru ™, kde
m € M ar € R\ {0}. Vezméme tedy mnozinu M x (R \ {0}) a na n{ definujme
relaci ~ s takto:

(m,r) ~u (n,s) FEEN sm =rn.

Ukazme, ze se jednd o relaci ekvivalence. Volme m,n,p € M a r,;s,t € R\ {0}
libovolné.

(i) ~u je reflexivni, nebot (m,r) ~y (m, 1), pravé kdyz rm = rm, a to jisté plati.

(ii) ~p je taky relace symetrickd. To plyne piimo z definice a ze symetrice relace
,byt rovno“, tj. relace =.

(1) At (m,r) ~p (n,s) a (n,s) ~u (p,t), tj. sm = rn a tn = sp. Odtud pak
stm = rtn = rsp, z ¢ehoz mame tm = rp, tj. (m,r) ~p (p,t). Relace ~y; je
proto tranzitivni.

Dokazali jsme, ze ~; je relaci ekvivalence na M x (R\{0}), a lze tedy faktorizovat.
Oznacme

QM) = M x (R\{0})/ ~ar - (3.1)
Definujme s¢itani na Q(M):
[(m, )]s 4 [(7258) ]y = (s A7, 708) ] (3:2)

a nasobeni tiid z Q(M) skaldrem z Q(R):

%Kma T)]N]M = [(um7 UT)]NIVI’ (33)

r,s,u,v € Ryrys,v # 0,m,n € M. Uvédomime-li si, ze tiida [(m,r)].,, predstavuje
zlomek ,, ™%, presnéji prvek ,,% -m“, pak je jasné, proc¢ tyto operace zavadime praveé
timto zptsobem. Ukazme, zZe tyto definice jsou korektni, tj. Ze nezalezi na volbé
reprezentantii t¥id. Af tedy (m,r) ~p (m/,7'), (n,s) ~u (0, 8'), & = Z—:, tj. r’'m =
rm/, s'n = sn’ a u'v=uv'.

(1) Ovérme koreknost s¢itéani. Plati

[, 1)) + 10, )]y = [('m 0 )]y,

2"Tento zépis chapeme zatim jako symbolicky. Takové operace totiz definované jesté neméme.
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Checeme ukézat, ze (s'm/ 4+ r'n’,1's") ~p (sm + rn,rs), tj. rs(s'm’ +r'n’) =
r’'s'(sm + rn). Roznasobenim dostaneme

rss'm’ +rr'sn’ = r'ss'm + rr’'s'n.

Tato rovnost ale plyne ze skutecnosti, ze r'm = rm’ a s'n = sn’. Tim je
korektnost s¢itani dokazana.

(i) Nyni se zabyvejme ovéfenim koreknosti levé akce. Plati

ul

Sl )y, = [l )y,

Analogicky bodu (i) lze ze skutecnosti 'm = rm’ a v'v = w' ukazat, ze
(W'm!, V'r") ~pr (um, or).

Nyni bude nasim cilem dokazat, ze Q(M) spolu se s¢itdnim t¥id a ndsobenim
trid skaldrem z Q(R) tvoii vektorovy prostor nad komutativnim télesem Q(R). Pro
vétsi prehlednost nejdiive dokazme pomocné lemma.

Lemma 3.4. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, M je symetricky
R-bimodul a Q(M) je definovano v (3.1). Pak Q(M) tvori spolu se scitanim
trid definovangm v (3.2) komutativni grupu s nulovgm prvkem [(o,1)]~,,. Opa-
éngm prokem k tridé [(m,r)]~,, € Q(M) je trida [(—m,r)]~,,

v

Diikaz. Jisté je + operaci na Q(M), takze (Q(M), +) je grupoid. Komutativita a aso-
clativita séitdni v Q(M) plyne z komutativity a asociativity scitani v M a nésobeni
v R. Opravdu pro m,n,p € M ar,s,t € R\ {0} plati

[(m,7)]eas + (0, 9)]ny = [(sm+ 1, rs)],, = [(rn + sm, sr)],
= [(TL, S)]NM + [(m T)]N]\[

(107, Dl + [ 8) ]y )HB, Dy = [(5m0+ 7778)] s + [ Dl
= [(t sm+rn) + rsp, (rs)t)]NM = [(tsm + rtn 4+ rsp,rst)|.,,
= [(stm + r(tn + sp), r(st) LM = [(m, )], + [(tn + sp, st)].,,

[, 7))+ ([ 8) ] + (02 )] )
Ukazme, ze [(0,1)]~,, je nulovy prvek (Q(M),+):

[(m, )]s + [(0, D]y, = [T 70, 17) ]y = [(m, 7))y,

coz spolu s komutativitou dava pozadovany vysledek.

Konec¢né dokazme, ze k t¥idé [(m,r)]~,, je opaénym prvkem tiida [(—m,7)|~,,
(s ohledem na komutativitu operace + staci opét pocitat soucet pouze v jednom
poradi“):
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(M, 1)y + (=, = [(rm (=rm), 12)] = [(0,77)]y = [(0, )]y

~M

protoZe lo = r?o, a tedy (0,7%) ~ys (0,1). Tim je lemma dok4zano. [ ]

Nyni mtuzeme prejit k dukazu skutec¢nosti, ze Q(M) s vyse uvedenymi operacemi
opravdu tvoii vektorovy prostor nad télesem Q(R) (vizte nasledujici vétu).

Véta 3.5. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, M je symetricky
R-bimodul a Q(M) je definovdno v (3.1). Pak Q(M) tvori spolu se scitanim
trid definovany v (3.2) a ndsobenim trid skaldrem z Q(R) definovangm v (3.3)
vektorovy prostor nad télesem Q(R). Zobrazeni

v:M— Q(M),
m = [(m, 1],

je vnoreni bimodulu M do vektorového prostoru Q(M).

J

Diikaz. 7 lemmatu 3.4 jiz vime, ze (Q(M),+) je grupa. Stac¢i ukdzat platnost ¢tyt
axiomu vektorového prostoru (vizte body (i) az (iv) nize). Volme t¥idy [(m,7)]~,,,
[(n, 8)]~, € Q(M) a zlomky ¢, ¥ € Q(R) libovolné a pocitejme:

vy
= [(um,vr)].,, + [(xm,yr)].,,

= ;[(m7 T)]NJM + ;[(mvr)]~M7

( " ) (01 Py = 0 o, )]y = [ + vem, ogr)]s

(i)

%([(m, )] + (7, 8)]NJ\/I) = %[(sm +1n,78)]~,, = [(usm + urn, vrs)].,,
= [(wm, o)l + [(un,vs)],
= =[]y + 10 8)]y
(iii)
) 0 = 1)y = i, 09y = e, )

=2 (Y1

’ [(mvr)]NM = [(mvr)]NM'

(iv)

— | =

L- [(m> T)]NM =

Ctvefice (Q(M), 4, Q(R),-) je tedy vektorovym prostorem.
V druhé ¢ésti ukazeme, ze zobrazeni v : m +— [(m,1)].,, je vnofenim M do

Q(M).
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(1) Nejdrive ukazeme, se jedna o homomorfismus. Volme proto m,n € M ar € R
libovolné. Pak

v(m+n) = [(m+n, D, = [(m, )]y, +[(n, D]y, = v(m) +v(n)

r
V<Tm) = [(va 1”’“1\/1 = I[(m’ 1)]~M = ru(m).
(77) Nyni ukazeme, zZe v je injektivni zobrazeni. At tedy pro m,n € M plati v(m) =
v(n), tj. [(m,1)]~,, = [(n,1)]~,,.- Pak (m,1) ~p (n,1), a to podle definice
relace ~,; znamenda 1m = 1n, neboli m = n.

Tim je véta dokdzana. |

Anologicky jako pri konstrukci podilového télesa oboru integrity nyni ztoznime
prvky m € M a tiidy v(m) = [(m,1)]~,,. Tim docilime toho, ze M C Q(M). Dale
pieznacime ttidy [(m,r)].,, na ,zlomky®“ ™. Operace definované v (3.2) a v (3.3)
lze pak prepsat do tvaru

m n  sm+rn um - um

_ + _—— —- a —_——_— = -,

r s rs vr ur
m,n € M,u,v,r,s € R,r,s,v # 0.

Takto zkonstruovany vektorovy prostor (M) bude mit i sviij ndzev. Vizte na-
sledujici definici.

Definice 3.6. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, M je symetricky
R-bimodul. Pak vektorovy prostor Q(M ), o kterém pojednava véta 3.5, nazy-
vame podilovy vektorovy prostor R-bimodulu M. Vnoreni v, které je zminéno
v téze vété, nazyvame kanonické vnoreni M do Q(M).

Zabyvejme se nyni minimalitou konstrukce Q(M). Nasledujici véta nam rika,
ze podilovy vektorovy prostor je nejmensim vektorovym prostorem, do kterého lze
bimodul M vnorit.

Véta 3.7. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, Q(M) je podilovy
vektorovy prostor symetrického R-bimodulu M a v je kanonické vnoreni M
do Q(M). Ddle at ezistuje vnorent ¢ : M — V bimodulu M do vektorového
prostoru V' nad podilovgm télesem Q(R). Pak existuje vnoreni : Q(M) — V
takové, Ze 1 o v = @, neboli ndsledujici diagram komutuje:

M— 5V

/r
K
J

Q(M)

Diikaz. Ukazeme, ze zobrazeni ¢ : Q(M) — V definované predpisem
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je hledané vnoreni.

(i) Nejdiive ukazme, Ze se jednd o homomorfismus. Volme proto ™, 2 € Q(M)
a 2 € Q(R) libovolné. Pak mame

(0 <m + n) = (W) = :Sgp(sm +rn) @ rls(go(sm) + ga(rn))

T S rs
o 1 L @1 E
= Tsw(sm) + rss@(rn) = 7ﬁs@(m) + Sw(n)

=0 (5)+e(3)

kde (a) plyne ze skutecnosti, Ze ¢ je homomorfismus a (b) plyne z faktu, ze V
je vektorovy prostor. Dale

o () =0 (M) = tum) @ Zom) = 2y (),

vr ur T

kde (a) opét plyne z faktu, ze ¢ je homomorfismus.

(77) V druhém kroku ukézeme, 7Ze 1) je injektivni zobrazeni. At tedy (%) = (%),
tj. o(m) = Lo(n). Odtud sp(m) = ro(n), z éehoz uzitim skutecnosti, ze ¢ je
homomorfismus, mame ¢(sm) = p(rn). ProtoZe ¢ je injektivni, tak sm = rn.
To ale znamena, ze (m,r) ~y (n,7), a proto ™ = 2.

Dokéazali jsme, ze 1 je vnoreni Q(M) do V. Navic ¢ o v = . Totiz pro m € M
mame

(o v)(m) = p(vim) = (5) = Jpm) = ¢(m).
|

Poznamka 3.8. Jak vime z poznamky 1.9, okruh R lze chapat jako bimodul sam
nad sebou. Protoze v oboru integrity je nasobeni komutativni, lze jej chéapat jako
symetricky bimodul (ndsobeni skalary v R jakozto bimodulu je pravé nasobeni v R
jakozto oboru integrity). Lze tedy zkonstruovat jednak podilové téleso Q(R) oboru
integrity R, jednak podilovy vektorovy prostor R jakozto symetrického R-bimodulu,
ktery také znac¢ime Q(R). Otazkou je, zda je mezi témito strukturami néjaky rozdil.
Neni tézké si uvédomit, ze kontrukce podilového vektorového prostoru s konstrukei
podilového télesa v tomto pripadé splyva. Odtud lze na Q(R) pohlizet obéma zpu-
soby — jako na podilové téleso oboru integrity R nebo jako na vektorovy prostor nad
télesem Q(R).

3.3. Podilové rozsireni derivace

Nyni se zabyvejme rozsitenim (R, M)-derivace D, kde R je obor integrity a M je
symetricky R-bimodul, na derivaci D* : Q(R) — Q(M). Patrné bude existovat

33



jediny zpusob, jak tuto derivaci definovat, a to sice pomoci vztahu o derivaci podilu
z véty 2.26. Neprekvapi nas tedy nasledujici véta.

Véta 3.9. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, Q(M) je podilovy
vektorovy prostor symetrického R-bimodulu M a D je (R, M)-derivace. Pak
zobrazeni

D*: Q(R) — Q(M),
T sDr —rDs
ST T e

52

je jedinou (Q(R), Q(M))-derivaci takovou, Ze D*|gp = D.

Diikaz. Protoze obraz tiidy T € Q(R) v zobrazeni D* je definovan pomoci jejiho
reprezentanta, tj. dvojice (r,s) € R x (R \ {0}), musime nejdiive ovérit korektnost
definice D*. Volme proto dvé dvojice (r,s), (u,v) € R x (R\ {0}) takové, ze £ = %,
tj. ru = sv. Chceme ukézat, ze

sDr —rDs vDu— uDv
52 v2 '

Tuto rovnost upravujme:

sv*Dr — rv*Ds = s*vDu — s*uDv
sv>Dr + s*uDv = s*vDu + rv*Ds
sv*>Dr + s(su)Dv = s*vDu + (rv)vDs
sv?Dr + s(rv)Dv = s*vDu + (su)vDs
sv(vDr +rDv) = sv(sDu+ uDs)
D(rv) = D(su),

kde vyrazy na poslednim radku jsou si rovny, nebot rv = su. Sta¢i si uz jen uvédomit,
ze v kazdém kroku byly pouzity ekvivalentni tpravy. Lze tedy postupovat zpétnym
chodem, tj. zacit s rovnosti D(rv) = D(su), ze které pak plynou radky vyse, a tedy
finalné i rovnost

sDr —rDs B vDu — uDv

s? B v?
kterou jsme chtéli dokézat.?® Jisté taky D*(%) € Q(M) pro kazdé £ € Q(R). Dosté-
vame tak, ze D* je korektné definované zobrazeni Q(R) — Q(M )

V druhém kroku ukézeme, ze se jedna o (Q(R), Q(M))-derivaci tak, ze dokdzeme
platnost Leibnizovy formule:

28Byl volen tento méné formaln{ ,,obriceny“ postup dikazu, aby jednotlivé kroky byly jasnéjsi.
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D (TU) _ (m) _ svD(ru) — ruD(sv)
SV SV (sv)?
usvDr + rsvDu — ruvDs — rusDv

s2v?
_ w(sDr —rDs) +rs(vDu — uDv)
B s2v?
_w(sDr —rDs) r(wDu—uDv) usDr—rDs N rvDu —uDv
52V sv? v s? s v?

i ()i ()
v S S (%

Dalsim krokem bude ukazat, ze D*|gr = D. Zvolme r € R libovolné a pocitejme

D — D (T) _ 1Dr —rD1 _ & ~ D,
1 12 1

protoze D1 = o (1 je konstanta vici libovolné derivaci — véta 2.17).

Na zavér dokdzeme, ze takovd (Q(R), Q(M))-derivace s vlastnosti D*|g = D je
jeding. At i D je (Q(R), Q(M))-derivace takova, ze D|gp = D, a volme L e QR)
libovolné. Pak lze psat

r rl 1
—=——=17rs" 3.4
ST (3.4)

kde inverze s~! je chdpana v Q(R), nikoliv v R (s totiz nemus{ byt invertibilni v R).
Pak ale z véty 2.26 mame

— —~ — —~ « sDr —rD
D (7") = D(rs™') = (sDr — rDs)s™? W SET TS _ pr <7’> ,

s 52 s
kde () plyne z predpokladu 5|R = D a z faktu, ze

(sDr — rDs, s*) ~y ((s/ﬁr —rDs)s 2, 1)

znamens rovnost

sDr —rDs = $*s~2(sDr — rDs),

ktera zjevné plati. Timto je dikaz véty u konce. |

Takto zkonstruovana derivace bude mit sviij nazev, ktery se tyc¢i v nazvu této
kapitoly (vizte nasledujici definici).

Definice 3.10. At Q(R) je podilové téleso oboru integrity R, Q(M) je podi-
lovy vektorovy prostor symetrického R-bimodulu M a D je (R, M)-derivace.
Pak zobrazeni D* : Q(R) — Q(M) definované ve vété 3.9 nazyvame podilové
rozsirent derivace D a tuto skutecnost zapisujeme nasledovné: D* = Q(D).

7

Poznamka 3.11. Je-li M symetricky bimodul nad oborem integrity R, pak z véty
3.9 ihned dostavame, ze zobrazeni

Q : Dex(R, M) = Dex (Q(R), Q(M)),
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které derivace D prtifadi své podilové rozsiteni Q(D), je injektivni. Totiz pokud
Q(D1) = Q(Dy), pak

D, = Q(Dl)‘R = Q<D2)‘R = Ds,.
Odtud taky

[Dex(R, M)| < | Der (Q(R), Q(M))].
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Kapitola 4

Derivace na ciselnych oborech

4.1. Aritmetické derivace

V této kapitole predstavime, jak je uvedeno v poznamce 2.10, priklady neaditivnich
derivaci, a to sice tzv. aritmetické derivace, které budou definovany na nékterych
¢iselnych oborech. Budeme se pritom inspirovat ¢lankem [7]. Zacneme definici arit-
metické derivace na Z, coz je s ohledem na definici 2.1 nejmensi ¢iselny obor, na kte-
rém lze derivaci definovat (N totiz neni okruhem). Pro tento tcel nejdiive zavedeme
novou notaci. Ozna¢me P mnozinu vsech prvocisel, kterou oindexujme nasledovné:

Pro jednoduchost at p1 < ps < p3 < ..., tj. p1 = 2, po = 3, p3 = 5 atd. Rozklad
prirozenych ¢isel na soucin prvocisel pak budeme zapisovat jako soucin

1175,

1€EN

kde jen koneéné mnoho z a; € Ny je nenulovych. Ten, byt se jevi jako nekonecny,
je ve skutecnosti konecny. Kdykoliv tedy napiseme, ze n ma prvociselny rozklad
[Tien 2, budeme vzdy implicitné predpokladat, ze jen kone¢né mnoho z «; je nenu-
lovych. Tato notace bude velice vyhodnd v této i v nasledujici kapitole 5 o konstrukei
derivace na oboru integrity s jednozna¢nym rozkladem.

Drive, nez pristoupime k definici jiz avizované aritmetické derivace, dokédzeme
nasledujici vétu.

Véta 4.1. Euistuje jedind Z-derivace D splnujici

VpeP: D(p) = 1. (4.1)

*V této kapitole budeme pro derivace na ¢éiselnych oborech namisto Dn pouzivat (pro
obrazy Cisel v zobrazeni ptirozenéjsi) zépis D(n).

7

Dikaz. At D je Z-derivace splnujici podminku (4.1). Dukaz jednoznacnosti pro-
vedeme tak, Ze nalezneme jeji explicitni predpis. Z véty 2.17 ihned dostavame, ze
D(0) = 0. Derivaci zapornych c¢isel lze prevést na derivaci kladnych ¢isel pomoci
vztahu (2.1), tj. pro n € N mame

D(—n) = —D(n). (4.2)



Staci tedy nalézt obrazy vsech prirozenych ¢isel. Vyuzijeme pritom skutecnosti, ze
kazdé takové ¢islo n (véetné ¢isla 1, kde v tomto pripadé pokldaddame vsechna «; = 0)
1ze jednoznaéné (az na poradi) rozlozit na soucin prvocisel

n=[]p"

1€N

S ohledem na véty 2.24 a 2.29, na komutativitu nasobeni ptirozenych ¢isel a na
definiéni podminku (4.1) derivace D lze provést nasledujici vypocet:

=D (Hp?’) =" D) I »7 =Y et 'D) II »)°

iEN ieN jEN\{i} i€N JEN\{i}
o Q;
. Ozz‘fl ? a] — v
=> apr I p? =3 — =n)
ieN JEN\{i} ieN Di ]GN ien Pi

-1

(Uvédomme si, ze pokud pro néjaké i € N je o; = 0, pak i ¢len a;pi"" " mé smysl

a je roven 0.) Derivace D mé tedy tento predpis:
« D(0)=0a

o je-lin € Z\{0}, kde |n| mé prvociselny rozklad [;,cn pi*, pak

—p Y S (4.3)

ZENpZ

Existenci ukazeme tak, ze o zobrazeni definovaném pravé odvozenym predpisem
ukazeme, zZe je Z-derivaci splinujici podminku (4.1). Pro kazdé prvocislo p dostaneme

D(p):p~§:1.

Nyni volme dvé cela ¢isla m a n. Je-li alespon jedno z nich 0, pak
D(mn) = D(0) =0 =nD(m)+mD(n).

At jsou tedy obé nenulova a |m| a |n| maji po fadé prvociselné rozklady [T;cn Py’
a H]EN p] Pak

€N jEN 1€N

ool = (100 ) (117 = T

29Pro n < 0 opravdu dostaneme stejnou formuli jako pro derivaci kladnych pfirozenych éisel.
Plati totiz

D(n) = —=D(|n|) = —|n| Z =n il

ien P i€EN pi

Déle si uvédomme, ze timto predpisem je deﬁnovéno zobrazeni Z — Z. Totiz pro vSechna ¢ € N
takovd, Ze a; # 0, plati p; | n, a tedy nd € Z. To ostatné plane i z rovnosti

lENp
DS A | JEUR
zEN 1€N JEN\{:}
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a odtud

D(mn) =mn ot _ n (mz%) +m (nzﬁl) =nD(m) +mD(n).

ieNn  Pi ieN Pi ieN Pi

Vidime tedy, Ze zobrazeni D definované predpisem (4.3) je Z-derivaci, ¢imz je
véta dokazana. [ ]

Nyni jiz mtzeme pristoupit k definici nového pojmu.

Definice 4.2. Z-derivaci, o které pojednava véta 4.1, budeme nazyvat arit-
metickou Z-derivaci a budeme ji znacit Dy,

Poznamka 4.3. Povsimnéme si toho, ze Dz neni aditivni derivaci. Napriklad
1=Dz(2)=Dz(14+1)# Dz(1)+ Dz(1) =0+0=0.

Piiklad 4.4. Vztah (4.3) nam nabizi velice efektivni zpisob vypoétu Dz(n) pro
n € Z. Pro ilustraci si ukazme, jak bychom spocitali napt. derivaci ¢isla 12:

2 1
Dy(12) =12 (= + =) = 16.
2(12) <2+3> 6

Kdybychom tuto formuli neznali, museli bychom opakované rozkladat na soucin
a aplikovat Leibnizovu formuli, dokud bychom nedospéli k derivacim prvocisel. Napt.

Dz(12) = Dy(3-4) = 4D4(3) + 3Dz(4) = 44 3Dz (2 - 2)
=4+ 3(2D2(2) +2Dz(2)) =4 +3(2+2) = 16.

Poznamka 4.5. Podivejme se na to, jak vypada jadro Dz. Pro n # 0 takové, ze
In| mé prvociselny rozklad [T;en pi*, plati

pravé kdyz pro vsechna i € N je a; = 0. To ale znamend, ze n € {—1,1}. Proto
Ker Dy = {—1,0, 1}, coz neni podokruh Z!

Nyni rozsitime aritmetickou Z-derivaci na mnozinu racionalnich cisel Q. Z teo-
retické aritmetiky vime, ze Q je definovano jako podilové téleso oboru integrity Z.
Neprekvapi nas tedy nasledujici definice.

Definice 4.6. Aritmetickou Q-derivaci rozumime podilové rozsireni derivace
Dy a znac¢ime ji Dg, tedy Dg = Q(Dz).

Z kapitoly 3 vime, ze se jedna o jedinou Q-derivaci takovou, ze Dgl|z = Dy.

Podobné, jako jsme vyuzitim rozkladu na soucin prvocisel nalezli predpis pro
artimetickou Z-derivaci, mizeme nalézt podobnou formuli pro derivaci Dg (vizte
nésledujici vétu).
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Véta 4.7. At m, n € Z\{0} a |m| a |n| maji po Tadé prvociselné rozklady
[Len i @ [Lien p;B Pak plati

Dg <m> = @ZM. (4.4)

e Nien  Pi

Diikaz. Platnost vztahu (4.4) plyne z nasledujiciho vypoctu (m a n jsou jako z tvrzeni
vety):

o (m> _ nDg(m) —mDzg(n) _ My m Bi _ 7:2041-—@

2 P AR .
n n nienPi M enDPi ieN Pi

Poznamka 4.8. Uvédomme si, ze véta 4.7 1ze téz zformulovat nasledovné: At g #£ 0
je libovolné racionalni ¢islo a

lql = 11 i,

ieN
kde a; € Z a jen kone¢nd mnoho z nich je nenulovych.? Pak plati

a.
DQ(q) = Ja
ieN Pi

coz pusobi jako identicky vztah s (4.3). Rozdil je v tom, Ze nyni pfipoustime i ziporna
Q;.

4.2. Zobecnéni aritmetickych derivaci
Ve véte 4.1 jsme ukazali, ze existuje jedind derivace na Z splnujici podminku
VpeP: D(p)=1.

Ukazme si jeji zobecnénou verzi.

Véta 4.9. At (d;)ien je libovolnd posloupnost celijch cisel. Pak existuje jedind
Z-derivace D splnujict

Vie N: D(p;) = d;. (4.5)

Drikaz. Budeme postupovat analogicky jako pri dikazu véty 4.1.

Zacneme jednoznacnosti. Predpokladejme, Zze takova derivace D existuje. Pak
jisté D(0) =0 a D(—n) = —D(n) pro n € N. Pro prirozené ¢islo n s prvociselnym
rozkladem [[;cn pi* dostavame

30Je zfejmé, Ze kazdé kladné racionélni ¢islo Ize pravé jednim zplisobem psat v tomto tvaru.
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D(n)=D (Hp?") =>"D) I[ » = awd 'Dp:) [l »py°

i€N ieN JEN\{i} i€N JEN\{¢}
o oy aidi s Oé'di
=Y audp? ™ [T 07 =3 , pyl=ny, Z, :
iEN FEN\{i} ieN Pi jen ieN Pi

Timto jsme ukéazali jednoznacnost.
Nyni je potieba o zobrazeni D, které je definovano nasledujicim zpusobem:

. D(0) =0,

o je-lin € Z\{0}, kde |n| mé prvociselny rozklad [;cn p;*, pak

D(n)=n) -, (4.6)
ukazat, ze se jednéd o Z-derivaci, coz by se udélalo zcela analogicky jako pri dikazu
véty 4.1. ]

Poznamka 4.10. Analogicky vztah jako (4.4) lze odvodit i pro podilové rozsiteni Z-
derivace D splnujici podminku (4.5). Tento predpis odvodime obecné na libovolném
oboru integrity s jednoznaénym rozkladem v poznamce 5.3.

Dusledkem véty 4.9 je nasledujici tvrzeni.

Disledek 4.11. Mezi mnozinou ZN* vsech posloupnosti celijch ¢isel a mnoZi-
nou Der(Z) existuje bijekce a pro mohutnost mnoziny Dex(Z) plati

|Der(Z)| = ¢.b

@Jsou-li A a B mnoziny, pak symbolem A” rozumime mnozinu vsech zobrazeni f : B —
A. Pro jeji mohutnost plati |AZ| = |A|lB].

b¢ zde znaéi mohutnost kontinua, tj. mohutnost mnoziny R, pro kterou plati ¢ = 280,
kde Ng = |N].

Diikaz. 7 véty 4.9 plyne, Ze mezi posloupnostmi celych ¢isel a Z-derivacemi je jed-
noznacné korespondence. Proto zobrazeni

Der(Z) — 7N,
D > (D(pi))ieN

je bijekef uvedenych mnozin, a tedy |Det(Z)| = |ZY|. Stadf ukazat, ze |Z"| = ¢. Plat{
|Z| = IN| = Rg. Z kardinalni aritmetiky dostdvame

|ZN| - |Z|\N\ — N§O < (2N0)No — 9NoRo _ 9Ro _ . |]R|.31

Trividlné taky 2% < R3°, a tedy z Cantorovy-Bernsteinovy véty mame |Z"| = ¢
(vizte [3, 1.6 Cantor-Bernstein Theorem]). [ |

31Na tomto misté vyuzivdme platnosti hypetézy kontinua.
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Poznamka 4.12. 7 dusledku 4.11 a z poznamky 3.11 ihned vyplyva, ze
|Der(Q)] > c.

V zavéru této kapitoly ukazeme, ze na 7Z neexistuje zadna netrivialni aditivni
derivace.

Véta 4.13. Jedinou aditivni Z-derivaci je trividalni derivace Oy. ]

Diikaz. 7 prikladu 2.4 vime, ze Oz je aditivni Z-derivace. Pro spor predpokladejme,
ze D je libovolna netrividlni aditivni Z-derivace. Pak existuje p € P, ze D(p) # 0.
Kdyby totiz pro vsechna p € P platilo, ze D(p) = 0, pak bychom s ohledem na vétu
4.9 dostali, ze D = O. 7 aditivity D plyne

p p
0+# D(p) =D (Zl) => D(1) =0,
i=1

i=1

a to je spor. Neexistuje tedy zadné netrivialni aditivni Z-derivace. |
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Kapitola 5

Derivace na oboru integrity
s jednoznacnym rozkladem

V kapitole 4 jsme témér vsechny vlastnosti aritmetickych derivaci odvodili z faktu, ze
kazdé prirozené c¢islo lze jednoznacné rozlozit na soucin prvocisel. Patrné tedy ptjde
konstrukce téchto derivaci zobecnit na libovolné obory integrity s jednoznacénym
rozkladem.

Pripomenme proto nejdrive nékolik zakladnich pojmii z teorie délitelnosti v obo-
rech integrity. V této kapitole bude R znacit libovolny obor integrity s jednotkou

1.
(4)

(vi)

Rekneme, Ze proek r € R déli prvek s € R, znacime r | s, jestlize existuje
prvek t € R takovy, ze s = rt.

Prvek r € R nazveme asociovany s prvkem s € R, piSeme 7 || s, jestlize r | s
a soucasneé s | r (jelikoz je || relaci ekvivalence na R, budeme také uzivat obrat
»DPrvky 7 a s jsou asociované®).

Prvky asociované s jednotkovym prvkem 1 nazyvime jednotky délend.®? Piimo
z definice plyne, ze jednotky déleni jsou pravé invertibilni prvky R. Proto
budeme pro mnozinu vsech jednotek déleni R pouzivat symbol R*.

Plati, Zze nenulové prvky r a s jsou asociované, pravé kdyz existuje jednotka
déleni e takovd, Ze s = re. Pro¢? Pokud r || s, pak existuji u, v € R takové,
ze s = ru ar = sv. Odtud ovsem r = ruv, a tedy 1 = wv, neboli v a v
jsou jednotky déleni. Naopak at s = re pro néjakou jednotku déleni e. Thned
vidime, Ze r | s. ProtoZe existuje e™!, tak r = se™!, tj. s | 7. Celkem tedy r || s.

Prvek r € R\ ({0} U R¥) (tj. » # 0 a r neni neni jednotkou déleni) nazveme
treducibilni, jestlize pro libovolné s € R plati implikace

s|r = s 1nebos|r.

Prvek p € R\ ({0} U R*) nazveme prvocinitel, jestlize pro kazdé r, s € R plati
implikace

plrs = p|runebop]s.

327de by stacilo Fict, Ze jednotky déleni jsou pravé ty prvky, které déli jednotkovy prvek R. Ten
totiz déli vSechny prvky R.
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(vii) Obor integrity R nazveme oborem integrity s jednoznacnym rozkladem, jestlize
pro libovolny prvek r € R\ ({0} U R*) plati: Jsou-li

m n
r = H €T; a T = H Y;
i=1 Jj=1

dva rozklady r na soucin ireducibilnich prvki, pak m = n a existuje permutace
7w € 5,2 takova, Ze

Viem: x| Yri)

(viii) Kazdy prvocinitel je ireducibilni, ale naopak to obecné neplati. V oborech
integrity s jednozna¢nym rozkladem ovSem plati i obracenad implikace, tj. mezi
prvociniteli a ireducibilnimi prvky neni potieba rozlisovat.

Jednotkami déleni v Z jsou praveé 1 a —1. Vidime tedy, Ze asociované jsou vzdy
dvojice ¢isel n a —n. Vichny ireducibilni prvky v Z (a tedy i vSichni prvocinitelé3*)
jsou prvky PU(—P), tedy ¢isla ve tvaru +p, kde p € P. Pro rozklad prirozeného
¢isla na soucin ireducibilnich prvki jsme pouzivali pouze prvodisla, tj. pouze kladné
ireducibilni prvky. V podstaté jsme si z kazdé tridy rozkladu mnoziny PU(—P)
podle relace || pevné zvolili jednoho reprezenta (v nasem pripadé vzdy kladné ¢islo)
a pomoci nich jsme tvorili rozklady celych ¢isel. Pokud n € Z\{0} bylo takové, ze
|n| mélo prvociselny rozklad [T;cy picvi, pak

e n=[[;enpiv; v piipadé n >0 a
e n = —[[ienpic; v piipadé n < 0.

Tento postup ptijde zobecnit pro libovolné obory integrity s jednoznac¢nym rozkla-
dem (vizte nasledujici lemma).

33Symbolem S,, znac¢ime mnozinu viech permutaci na mnoziné .

347 je oborem integrity hlavnich idedlf, a tedy i oborem integrity s jednozna¢nym rozkladem
(dtikaz vizte napt. v [5, Theorem 5.16.7]). Takze pojmy ireducibilni prvek a prvocinitel v tomto
pripadé splyvaji.

Oborem integrity hlavnich idealti rozumime takovy obor integrity R, ve kterém je kazdy idedl
hlavni, tj. je-li I C R idedl, pak existuje r € R takové, ze

I=(r)={nr|nelZ}.
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Lemma 5.1. AtY je mnoZina vsech ireducibilnich prvku v oboru integrity
R s jednoznacnym rozkladem a {X; | i € I} je systém vsech trid rozkladu Y
podle relace ||,* tj.

Y/l ={X:|iel}.

Dile at je pro kazdé i € I z tridy X; pevné vybrdn ireducibilni prvek x;." Pak
kazdy prvek r € R lze jednoznacné (azZ na poradi) vyjadrit ve tvaru

= e[ =,

el

kde e € R* a jen konecne mnoho z o; € Ny je nenulovijch.

“Presnéji podle relace || zzené na mnozinu ¥ x Y.
bPoviimnéme si, Ze je zde pouzit axiom vybéru.

7

Diikaz. Volme r € R libovolné a oznac¢me jeho rozklad na soucin ireducibilnich prvki
I1 4"
j=1

Protoze pro kazdé j € n je y; € YV, tak existuje index i; € I, ze y; € Xjj, tj.
y; || #;,.% Odtud existuje e;, € R*, Ze y; = e;,x;;, a tedy

n n n n
_ i Bj, Bi _ Bj B;
T—Hyj _Heijxij = Heij Hxij
j=1 j=1 j=1 j=1

Protoze soucin jednotek déleni je opét jednotka déleni, tak [T}, e

i
« . .. no B . o . .
e € R*. Nyni v soucinu [[j_; z;’ sjednotime stejnd z;; pod jednu mocninu o
a doplnime ty prvky z x;, i € I (opatfené mocninou «; = 0), které se v ném

nenachazi. Dostaneme tak, ze

= e pro nékteré
36

r=e[[z

i€l
Nyni urc¢ime jednoznacnost. Protoze R je obor integrity s jednoznacnym rozkla-
dem, tak je rozklad na soucin ireducibilnich prvku

n .
r=11v’
j=1

jednoznacny az na poradi a asociovanost, a to pravé ve smyslu bodu (vii) ivodu
této kapitoly. To znamend, Ze pro kazdé y; je vySe vybrany prvek z; asociovany
) J J

¥ Povsimnéme si, Ze pro j, k € 0, j # k, mize platit z;, = ;,. V rozkladu

n
_ 3
r= H Y;
j=1

totiz muze pro j # k nastat tato situce: y; # yx a zdroven y; || yx.
36Ptesnéji jsou-li j1,...,Jk € 1 takova, ze T, = -+ = x;, = x; pro nekteré i € I, pak pro
prislusnou mocninu «; pri z; plati a; = B;;, +---+ 5, .
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s y; urcen jednoznacné. Staci oveérit, zZe pokud lze r vyjadiit nasledujicimi dvéma
zpusoby:

r=ep [] a soucasné r=ey [,
iel iel
kde e; a e; jsou jednotky déleni a jen koneéné mnoho z «; je nenulovych, pak e; = es.
To vyplyne z nésledujiciho vypoctu:

O=r—r=e [[2{" —e[[ 2" = (e1 — e2) [ 2.

iel iel i€l
Protoze [T;c; 3% # 0, tak e; = es. |

Nez pristoupime k definici derivace na oboru integrity s jednozna¢nym rozkladem,
predpokladejme (stejné jako v lemmatu 5.1), Ze méame pro kazdé i € I pevné vybran
prvek z; z kazdé t¥idy X; rozkladu mnoziny Y vSech ireducibilnich prvkia R podle
relace ||. Predpis zobrazeni D v néasledujici vété je inspirovan predpisem Z-derivace
z véty 4.9.

Véta 5.2. At je pro kazdé i € I peuvné zvolem prvek d; € R. Pak zobrazeni
D, které kaZdému r € R ve tvaru

-
r :eHxi’,

i€l
kde e € R* a jen konecné mnoho z a; € Ny je nenuloviych, priradi prvek

Dr=e> aidiad™" [[ 2, (5.1)

icl JeI\{s}
kde pro i € I takové, Ze a; = 0, poklddame

od;zi! H a;?j:0,
JeI\{i}

je R-derivaci splnujici

J

Diikaz. S ohledem na lemma 5.1 je D korektné definované zobrazeni R — R. Platnost
podminky (5.2) je zfejmé z predpisu D. Ukazme, 7e plati Leibnizova formule. Volme
r, s € R, jejichz rozklady jsou

r:elnx?i a S=€2H$fi,

il il
e1, es € R* a jen koneéné mnoho z «; i z §; je nenulovych. Protoze

rs = ejey Haﬁ?ﬁ’g",

il

pritom z lemmatu 5.1 plyne, Ze je tento rozklad jednoznacny, dostavame
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D(rs) = ejea y (o + Bi)dai Pt 11 x?‘ﬁﬁ-f

iel JEN{i}

— <62H$?i> (elzaidimf‘i_l II x?])

il el jeI\{i}
I | a; E : Bi—1 Bj
el el JjeI\{i}

= sDr +rDs.

Tim je dikaz véty u konce. ]

Poznadmka 5.3. Derivaci D z véty 5.2 lze (stejné jako Dy) rozsifit na podilové
téleso oboru integrity R. Ozna¢me si jeji podilové rozsiteni D*, tj. D* = Q(D). Pak
obraz zlomku £, kde r, s € R\ {0} maji po fadé rozklady e; [T;c; 27" a e [L;e; P
vyhovujici predpokladiim véty 5.2, v zobrazeni D* je

D <T> _ sDr —rDs

S 52
= o e Hm-ﬁi e Za-dwq“l H x’
2 ) 251 2 | 1 1 . 1M Vi
s [ier =i il il jel\{i}

e iel jEN{i}
€ i — P — c— 3 e _A. o — . d
= 3 (o = By)daat T ] 2T = L[ Z%
©2 et jEn{i} €2 jér el ;
r (ai 5%>dz
-y
S el T ’

coz je vztah skoro identicky s (4.7) (jen zde v souctu navic vystupuji ¢leny d;,
které predepisuji hodnoty derivaci zvolenych ireducibilnich prvkd z; — v pripadé Dy
platilo, ze Dg(p) = 1 pro kazdé p € P).

V podilovém télese Q(R) lze také zjednodusit predpis (5.1), provedeme-li nasle-
dujici vypocet:

Dr = eZOzidix?i_l H x;?‘j — ¢ H x?‘j Z id; _ TZ %.37

i€l jen\{i} jer ~ ier Vi ier i

Povs§imnéte si, ze tato formule mé smysl pouze v Q(R), i kdyz zobrazeni D je z R
do R. Protoze podilové téleso Q(R) oboru integrity R existuje vzdy, je tento predpis
korektni.

V dikazu véty 4.9 je pri predepsani obrazii prvocisel ukazana existence a jed-
noznacnost Z-derivace majici na P pravé tyto obrazy. Plati totéz i pro derivaci D,
o které pojednava véta 5.27 Pri dikazu véty 4.9 jsme postupovali tak, ze z podminky
D(p;) = d;, i € N, kde d; jsou libovolné, ale pevné zvolena celd ¢isla, jsme jednozna-
¢né odvodili predpis takové derivace. Volme stejnou strategii i v tomto pripadé. Af

37Srovnejte tento vztah s (4.6).
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r € R je jako v tvrzeni véty 5.2 a D je R-derivace, kterd spliuje podminku (5.2).
S ohledem na vétu 2.24 dostavame

Dr=D <6fo"> = (De) [« + e>_ aa{i ' (D) ]

iel iel iel jen{i}
(%] a;—1 aj
= (De) [Tz + e aida} IT =,
icl icl jen{i}

coz obecné nemusi vyjit stejné, jako predpis D z véty 5.2. Pouze pokud plati De = 0
pro kazdé e € R*, dostavame (5.1). Lze tedy Tici, ze existuje jedind derivace na R
spliujici

e Dx;=d; prokazdéie I a

e De =0 pro kazdé e € R*.

V tuto chvili se nabizeji tti zajimavé otdzky o derivacich na oboru integrity R
s jednozna¢nym rozkladem, které ovsem v této praci nezodpovime:

(7) Existuji dalsi moznosti (mimo vyse uvedenou) jak predepsat obrazy jednotek
déleni, které nejsou 1 a —1 (ty jsou totiz konstantami vuéi vSem derivacim),
R-derivace tak, aby spliovala podminku (5.2)7

(it) Pokud ano, je tato derivace timto predepsanim jednozna¢né urcena?

(ii7) Lze timto zptisobem zkonstruovat viechny R-derivace? 38

38Pokud bychom takto dovedli charakterizovat kazdou derivaci z mnoziny Det(R), patrné by sla
jeji mohutnost vyjadiit pomoci mohutnosti mnozin R a R* (podobné jako jsme ur¢ili mohutnost
mnoziny Det(Z) pii dukazu disledku 4.11).
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Kapitola 6

Algebraické struktury derivaci

V dusledku 4.11 o mohutnosti mnoziny Det(Z) jsme vidéli, ze zobrazeni spliujicich
Leibnizovu formuli miize na dané strukture existovat mnoho. Pokud je M bimodul
nad unitdrnim okruhem R (opét v této kapitole symboly R a M budeme rozumét
pravé tyto struktury), pak O € Der, (R, M) a D,, € Der, (R, M) pro libovolné m €
M (pfipomenme, Ze symbolem D,, zna¢ime tzv. vnitini (R, M)-derivaci uréenou
prvkem m — vizte priklad 2.9). Vidime, ze mnozina et (R, M) (a tedy i Der(R, M))
je vzdy neprazdna. Patrné ma tedy smysl zabyvat se algebraickymi strukturami,
jejichz nosi¢em bude mnozina Det(R, M), piip. Dery (R, M) (vcetné pripadi, kdy
R = M). K tomuto uc¢elu zavedeme nové operace mezi derivacemi v nasledujici
definici.

Definice 6.1.

(i) Souctem (R, M)-derivaci Dy a Dy rozumime zobrazeni Di+Dy : R — M
definované vztahem

Vr e R: (Dl ol DQ)(T’) = DlT’ + DQT.

(i) Komutdtorem R-derivaci Dy a Dy rozumime zobrazeni [Dq, Ds] : R — R
definované vztahem

Vr € R:[D1, Ds](r) = (D10D3)(r)—(Dy0oD1)(r) = D1(Dar)— Do(D1r).

(iii) At t € R. Pak Levym, resp. pravgm, t-ndsobkem (R, M)-derivace D
rozumime zobrazeni tD : R — M, resp. Dt : R — M, definované
vztahem

Vr e R: (tD)(r) =tDr, resp. Vr € R:(Dt)(r)= (Dr)t.

v

Znaceni 6.2. Pro R-derivace Dy a Dy a prvek r € R budeme ¢astéji namisto (D; o
D,)(r) nebo Dy (Dyr) pouzivat zkraceny zapis Dy Dor. Defini¢ni vztah komutatoru
R-derivaci se tak zjednodusi na

[Dl, DQ](T) = DlDQ’I" — D2D1T.

Protoze mame definovany i soucet R-derivaci, lze psat
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(D1, D] = D1Dy — DDy,

kde symbolem — Dy D; znacime zobrazeni r — — Dy D1 (pozdéji uvidime, Ze se bude
jednat o opacny prvek k Dy Dy v komutativni grupé (Dev(R, M), +)).

Timto jsme zadefinovali novéa zobrazeni +, |-, -] a -, na jejichz vstupech jsou deri-
vace. Otazkou je, zda i jejich vystupy jsou opét derivace, tj. zda splnuji Leibnizovu
formuli. Nésledujici lemma nam ftika, za jakych predpokladia opravdu souctem a
komutatorem derivaci a t-ndsobkem derivace bude opét derivace.

Lemma 6.3.

(1) At Dy, Dy € Der(R, M). Pak i Dy + Dy € Dex(R, M). Jsou-li navic Dy
a Dy aditivni, pak i Dy + Dy je aditivnd.

(7,7,) At Dl,DQ € ®€t+(R). Pak 1 [Dl,DQ] S ©2t+<R>.

(iii) At D € Der(R,M) at e Z(R)" Pak itD,Dt € Der(R, M). Je-li navic
D aditivni, pak ¢ tD a Dt jsou aditivni.

*Symbolem Z(R) znacime tzv. centrum okruhu R, tj. mnozinu

Z(R)={reR|Vse€R:rs=sr}.

7

Diikaz: Zvolme r, s € R, D1, Dy, D € Dex(R, M), t € Z(R) ar, s € R libovolné a
dokazme postupné body (i), (i) a (4i7).

(7) Ukazme platnost Leibnizovy formule:
(D1 + Dy)(rs) = Dy(rs) + Da(rs) © (Dy7)s +rDys + (Dar)s + rDss
= (Dyr + Dyr)s + 1r(Dys + Das)
= (D1 + DQ)(T)S + T(Dl + DQ)(S),

kde v (x) bylo vyuzito Liebnizovy formule. Pokud jsou navic Dy a D, aditivni,
dostavame

(D1 + Dy)(r+s) = Dy(r+s)+ Da(r +s) = Dir + D1s + Dor + Das
= (D1 + Do) (r) + (D1 + D2)(s),
¢imz jsme dokazali aditivitu Dy + Ds.

(77) Ukazme nejdiive aditivitu [Dy, D)

[Dy, Do|(r 4+ 8) = D1Dy(r + s) — DaD1(r + 8)
2 Dy(Dyr + Dys) — Do(Dyr + Dys)
Y D\Dyr + Dy Dys — DoDyr — DyDys
= [D1, DaJ(r) + [D1, Do(s),

39Pfesnéji [Dl, DQ] = D1D2 —+ (—D2D1).
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kde v rovnostech (x) bylo vyuzito aditivity D; a Ds. Nyni ukazme platnost
Leibnizovy formule:

(D1, Ds)(rs) = D1 Ds(rs) — DaDy(rs)

@) D, ((Dzr)s + 'ngs) —D, ((Dlr)s + rDls)

b

(:) D1 ((DQT’)S) +D1 (T’DQS) _D2 ((Dl’f‘)S) _D2 (T’D18>
@ (DlDQT)S + DgrDls + D1TD28 + TDlDQS

— (DQDlT‘)S — D1TDQS — DQT‘DlS — TD2D18

= (DlDQT — D2D17’)S -+ T(DlDQS - D2D1$)
= [D1, Do) (r)s + r[D1, Do](s),

kde v (a) bylo vyuzitu Leibnizovy formule a v (b) bylo vyuzito aditivity D,
a DQ.
(#ii) Zacnéme s dikazem platnosti Leibnizovy formule pro zobrazeni tD:
(tD)(rs) =tD(rs) @ t((Dr)s + rDs)z t(Dr)s +trDs © t(Dr)s + rtDs
= (tD)(r)s+r(tD)(s),

kde v (a) bylo vyuzito Liebnizovy formule a v (b) bylo vyuzito predpokladu
t € Z(R). Nyni predpokladejme, ze D je aditivni, a ukazme aditivitu ¢D:

(tD)(r+s) =tD(r+s) =t(Dr+ Ds) = tDr +tDs = (tD)(r) + (tD)(s).

Analogicky postupujeme i pii dikazu Leibnizovy formule a aditivity Dt. W

Poznamka 6.4. Uvédomme si, ze pokud je R komutativni okruh, pak jsou tD i Dt
(R, M)-derivacemi pro libovolné t € R a D € Dev(R, M).

Véta 6.5. Der(R, M) tvori spolu se sc¢itanim derivaci komutativni grupu. ]

Diikaz. Ukézeme, ze jsou splnény vSechny defini¢ni podminky komutativni grupy.

» Uzavienost Der(R, M) na s¢itani derivaci plyne z bodu (7) lemmatu 6.3, takze
Der(R, M) spolu se s¢itanim derivaci tvori grupoid.

» Asociativita a komutativita s¢itani derivaci plyne z asociativity a komutativity
s¢itani v bimodulu M.

« Nulovym prvkem Det(R, M) je zfejmé nulova derivace Op ;.

« Opaénym prvkem k D € Der(R, M), pokud existuje, musi zfejmé byt zobra-
zeni —D : R — M definované predpisem

(=D)(r)=—Dr, re€R.

Protoze —1 € Z(R), z bodu (iii) lemmatu 6.3 plyne, ze i —D je (R, M)-
derivaci. |
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Véta 6.6. At M je bimodul nad komutativnim unitdarnim okruhem R. Pak
Der(R, M) tvori spolu s nasobenim derivaci prkvy z R (levgm i praviym) bi-
modul nad okruhem R.

Diikaz. 7 véty 6.5 vime, ze (Dev(R,M),+) je komutativni grupa. Protoze R je
komutativni okruh, tak tD, Dt € ®er(R, M) pro libovolné t € R a D € Der(R, M)
(vizte poznamku 6.4). Staci tedy ovérit platnost podminek (i) az (iv) definic levého
a pravého R-modulu (tj. definic 1.1 a 1.3) a podminky (1.2) v definici bimodulu (tj. v
definici 1.4). Zvolme t, s € Ra D, Dy, Dy € Det(R, M) a ovéfme platnost podminek
v definici levého modulu (pro pravy modul bychom postupovali analogicky). Pro
libovolné » € R mame

(i) ((ts)D)(r) = tsDr = (t(sD))(r),
i) ((
(1

(i) (1D)(r) =1Dr = Dr.

(t+8)D)(r) = (t + 8)Dr = tDr + sDr = (tD)(r) + (sD)(r),

(ii1) (t(Dy + Do) ) r) =t(D1 + Ds)(r) = tDyr 4+ tDyr = (tDy)(r) + (tD2) (1),

Nakonec ovérme platnost podminky (1.2) v definici bimodulu:

((tD)s)(r) = (tD)(r)s = (tDr)s = t((Dr)s) = t(Ds)(r) = (t(Ds))(r).
|

V kapitole 8 ukazeme, ze mnozina tzv. linedrnich derivaci spolu s komutatorem
[-, ] tvoti tzv. zobecnénou Lieovu algebru. Nejdiive se ale v nésledujici kapitole bu-
deme zabyvat derivacemi na zobecnéngjch asociativnich algebrdch, kde si také pojem
linedrni derivace zadefinujeme.

52



Kapitola 7

Derivace na zobecnéné asociativni
algebre

V této kapitole se budeme zabyvat derivacemi na tzv. zobecnéné asociationi algebre,

kterda bude levym modulem nad okruhem, ktery sdm o sobé bude mit strukturu

unitarniho okruhu. Budeme pfitom vyuzivat pojmy definované v dodatku této prace.
Pristupme k definici nového pojmu.

Definice 7.1. At A je neprazdnd mnozina, R je unitarni okruh a jsou dény
operace

+:AxA—A o:AxA—-A a -:RxA— A
Plati-li, ze
(7) A tvori spolu s operacemi + a - levy R-modul,
(77) A tvoii spolu s operacemi + a o unitarni okruh a
(@ii) Ya,b € AVr € R:r-(aob) = (r-a)ob=ao(r-b) (kompatibilita - s o),

pak A spolu s uvedenymi operacemi +, o, - nazveme levou zobecnénou® asoci-
ativni algebrou nad unitarnim okruhem R. Je-li R komutativnim télesem, pak
A nazyvame linedrni algebrou nad R. Ridem algebry A rozumime ¥ad A ja-
kozto levého R-modulu. Je-li operace o komutativni, pak algebru A nazyvame
komutativni.

“Bézné se totiz asociativni algebra definuje nad komutativnim okruhem.

Poznamka 7.2. Netekneme-li jinak, nadale v této kapitole budeme symbolem R
rozumeét unitarni okruh a symbolem A levou zobecnénou asociativni algebru nad R.

Poznamka 7.3. Analogicky lze zavést i tzv. pravou zobecnénou asociativni alge-
bru nad okruhem. Jeji definice by se lisila pouze v bodé (i), kde bychom namisto
levy modul psali pravy modul, a v bodé (7i7), kde bychom prvky z A nésobili ska-
larem zprava namisto zleva. Protoze se témito pravymi zobecnénymi asociativnimi
algebrami zabyvat nebudeme, kdykoliv zminime zobecnénou asociativni algebru nad
okruhem, budeme ji rozumét levou algebru. Dokonce budeme zobecnénou asociativni
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algebru nazyvat pouze asociativni algebrou, prip. jen R-algebrou ¢i algebrou. Kdy-
koliv budeme chtit zdaraznit, ze dand R-algebra je definovana nad komutativnim
okruhem, vyslovené na to upozornime.

Poznamka 7.4. Jelikoz nemuze dojit k nedorozuméni, budeme nadale pro a,b € A
ar € R misto aob, resp. r - a, psat pouze ab, resp. ra. Nulovy prvek A budeme
znacit o, jednotkovy prvek A budeme znacit e.

Poznamka 7.5. Je-li B podmodulem modulu A a soucasné i podokruhem okruhu
A, budeme B nazyvat podalgebrou R-algebry A.

Poznamka 7.6. Bazi R-algebry A rozumime libovolnou bazi A jakozto R-modulu.

Z (ii) definice 7.1 ihned dostdvame, ze je-li A algebrou nad okruhem R, pak
zobrazeni D : A — A splnujici Leibnizovu formuli je A-derivaci. Struktura algebry
(konkrétné existence skaldrniho ndsobku) ndm umoznuje zcela prirozené zavést novy
pojem.

Definice 7.7. A-derivaci D nazveme [linedrni derivaci, pokud je aditivni
a splnuje podminku homogenity

Ya € AVr e R: D(ra) =rDa. (7.1)

Mnozinu vSech linearnich A-derivaci znac¢ime ety (A).

7

Poznamka 7.8. A-derivaci D, kterd spliuje podminku (7.1) budeme nazyvat ho-
mogenni derivace. Tedy kazda linedrni derivace je derivaci homogenni.

Nasledujici véta nam predstavuje jednodussi kritérium pro to, aby aditivni A-
derivace byla derivaci linearni.

Véta 7.9. Aditivni A-derivace D je linedrni derivact, prive kdyz

Vr € R: D(re) = o.

Diikaz. Pokud je derivace D linearni, pak z véty 2.17 pro libovolné r € R dostavame
D(re) = rDe = o.

Ukazme, zZe je platnost tohoto vztahu dokonce postacujici podminkou pro to, aby
aditivni derivace D byla linedrni. Z Leibnizovy formule mame pro libovolné r € R
aa€c A

D(ra) = D((Te)a): D(re)a +reDa = D(re)a + rDa.
Odtud, pokud plati D(re) = o, dostavame D(ra) = rDa. [ |

Poznamka 7.10. Povsimnéte si, ze jadro linearni derivace vzdy obsahuje vsechny
skalarni nasobky jednotky e.
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7 definice linearni derivace okamzité plyne platnost nasledujici véty.

Véta 7.11. Linedarni A-derivace je endomorfismem na R-modulu A. ]

Poznamka 7.12. Zduraznéme, Ze linearni A-derivace obecné neni endomorfismem
na asociativni algebre A. Totiz takovy endomorfismus je mimo uzavienosti na scitani
a na skalarni nasobek také uzavreny na nasobeni na A, tj.

Va,b € A: p(ab) = p(a)p(b),

a jednotku zobrazuje na jednotku, tj. ¢(e) = e. To ziejmé nespliuje zadnd A-
derivace (mimo trividlni situaci, kdy A = {o} — v tomto jako v jediném pripadé
plati e = 0). Abychom se vyhli nedorozuméni, mnozinu vsech endomorfismi na

R-modulu A budeme znacit €ndy,0q(A), zatimco mnozinu vsech endomorfismi na
asociativni algebfe A budeme znacit End,s(A). Plati tedy End,ie(A) C Endyoa(A).

Z poznamky 9.35 vime, Ze €ndy,oq(A) tvori spolu se s¢itdnim endomorfismu a né-
sobenim endomorfismii skaldrem z R modul nad R. Zahrneme-li do této struktury
navic skladdni endomorfismii, pak €nd,.q(A) bude se s¢itanim a skldddnim endo-
morfismi a nadsobenim endomorfismu skalarem z R tvorit asociativni algebru nad R
(staci si uvédomit, ze skldddni je asociativni operace uzaviend na €ndyeq(A) a idy
je jednotkou v okruhu (Endyeq(A), +,0)).

Definice 7.13. At D € ®er(A) a r € R. Pak (skaldrnim) r-ndsobkem deri-
vace D budeme rozmét zobrazeni oznacované rD a definované vztahem

Va € A: (rD)(a) =rDa.

v

Poznamka 7.14. PovsSimnéme si, ze skalarni nasobek derivace D na R-algebfe A
neni totéz co levy nasobek derivace D definovany v 6.1. Byt jejich defini¢ni vztahy
pusobi identicky, tyto pojmy se lisi tim, ze skalarni nasobek rD derivace D je de-
finovany pro r € R, zatimco levy a-nasobek D, tj. aD, je definovan pro a € A.
Mezi nimi je ovSem tento vztah: rD = (re)D (nalevo od rovnosti mame skalarni
r-nasobek a na pravé strané jiz mame levy re-nasobek definovany v 6.1).

Neni tézké ovérit, ze rD je pro libovolné r € R A-derivaci. Staci provést nasle-
dujici vypocet (a, b € A):

(rD)(ab) = rD(ab) = r(Da)b+ raDb = (rD)(a)b+ a(rD)(b)

Poznamka 7.15. Pokud je D navic linedrni A-derivaci, pak z véty 7.11 je i en-
domorfismem modulu A. Pritom skalarni nasobek endomorfismu je jiz definovany
(vizte pozndmku 9.35). Nastésti obé tyto definice splyvaji.

Véta 7.16. At A je asociativni algebra konecného rdadu nad okruhem R a B =
(€1,...,ex) je bazi A. Pokud pro endomorfismus 6 € Endyoa(A) a pro kazdé
1,] € k plati

d(ese;) = d(ei)ej + ed(ej),

pak o je linedrni A-derivaci.
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Diikaz. Pro a,b € A oznacme [a|g = (a1, ...,a;)" a [bg = (by,...,bx)". Pak mdme
k (@) k )
(lb =4 (20461) (ij@j) =0 ZZ(aibj)(eiej) = ZZaibjé(eiej),
j=1 i=1 =1 i=1j=1

kde (a) plyne z toho, ze A je algebra a (b) plyne z faktu, ze 0 je endomorfismus
modulu A. Dale

a)b = (5(2 aiei) (Z b; e]) (Z a;0(e; ) (Z bje]) = Z: 2_: a;b;o(e;)e;

a analogicky
k k k k
= Zaiei 0 ijej = ZZaibjeié(ej).
i=1 j=1 =1 j=1

Pro to, aby endomorfismus ¢ byl linearni derivaci, stac¢i dokazat platnost Leibnizovy
formule

d(ab) = d(a)b+ ad(b),

coz vyuzitim vztahll vyse znamena

k k k
DS abio(eie;) =D ab;o(e; ej—l—z:zjalbez e;)
i=1j5=1 i=1j5=1 i=175=1

k

> a;b; (5(ei)ej + ei(5(ej)).

1y

s
Il
—

Odtud je zrejmé, ze pokud pro kazdé ¢, € k plati
5(6i€j) = 5(6i)€j + 61'(5(63'),

pak je ¢ linedrni A-derivaci. [ |

Véta 7.17. Mnozina vsech linedrnich derivaci ®ery(A) tvori spolu se s¢itd-
nim derivaci a nasobenim derivaci skaldry z R podmodul modulu Endpeq(A).

Diikaz. Jisté Dery(A) C Endyoa(A). Stadi tedy ukazat, ze pro D, Dy, Dy € Dery(A)
ar € R plati, ze derivace D1 — Dy a rD jsou linearni. Uzitim bodu () a (iii) lemmatu
6.3 dostavame, ze z aditivity Dy a Dy plyne aditivita Dy — Ds. Staci uz jen ukazat
homogenitu Dy — Dy. Zvolme proto a € A libovolné a pocitejme:

(Dy — Dy)(ra) @ Dy (ra) — Dy(ra) ®) rDya —rDya = r(Dy — Dsy)(a),

kde (a) plyne z definice s¢itani derivaci a (b) plyne z homogenity D; a D,. Dostali
jsme, ze Dery(A) je uzaviend na odcitani derivaci, tj. ety (A) je podgrupou aditivni
grupy Endpq(A).

Dokazme uzavienost Dety(A) na skalarni ndsobek. Zvolme D € Dery(A)a s € R.
Nejprve ukazeme, ze sD je aditivni:
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(sD)(a+b) 2 sD(a+b) Y sDa+ sDb 2 (sD)(a) + (sD)(b),
kde (a) plyne z definice sD a (b) plyne z aditivity D. Nyni ukédZeme homogenitu:

(sD)(ra) @ sD(ra) ® sDq r(sD)(a),

kde (a) plyne z definice sD a (b) plyne z homogenity D a z komutativity R. Dosta-
vame tak, ze sD € Dery(A).
Timto je diukaz véty u konce. [ |

Poznamka 7.18. Jelikoz je linedrni derivace D endomorfismem na modulu A, lze
ji, pokud je A tadu k € N, v dané bazi B v souladu s definici 9.36 priradit matici
D € M (R)," pro kterou plati (vizte vétu 9.37)

[Dalg = ([a}gDT)T nebo ekvivalentné [Dalg = [a]5DY, a € A.

Pokud je R komutativni okruh, pak se tento vztah zjednodusi na

[Da][g = D[CL]B.
Tato matice vypadad v bazi B = (eq, ..., ex) nasledovné:
du diy o di .
do1 doy -+ dog 1
D=| . . .|, kde [Deilp=|: [,i=1,... k.
D oo d.
dpi do - dp *

Priklad 7.19. Uvazme modul M polynomu stupné nejvyse n € N na komutativnim
unitdrnim okruhem R, ktery je podmodulem asociativni algebry R[z].*! Nyn{ ztiZime
derivaci " definovanou v piikladu 2.5 na modul M, oznacime toto zobrazeni D (tj.
D = '|y) a v modulu M zvolime bazi B = (1,z,z?%,...,2"). PovSimnéme si, Ze
D neni derivaci ve smyslu definice 2.1, nebot M netvori okruh! Zobrazeni D je ale
endomorfismem na modulu M, takze mu lze v bazi B priradit matici, na kterou
muzeme pohlizet jako na matici derivace — ta totiz bude mit tu zasadni vlastnost,
ze diky ni budeme moci derivovani polynomt z M prevést na maticové nasobeni.
Ziejmé plati
D1=0 a Dz*=ks""proken.

V soutadnicich pak

0 o1k
Dljp=|: a [Da"s=| : |, ken.
0 5nkk

Odtud matice D v bazi B vypada nasledovné:

40Symbolem My (R) rozumime mnozinu viech étvercovych matic k x k nad okruhem R
41Jiz vime, Ze R[z] tvoti unitarn{ okruh. Budeme-li se na R[z] dfvat jako na algebru nad okruhem
R, nenf tézké si uvédomit, ze R[x] opravdu bude asociativni algebrou nad R ve smyslu definice 7.1.
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00220 0
0003 0
D=
0000 n
0000 0

Véta 7.20. At A je asociativni algebra vddu k € N nad okruhem R. Pak
asociativni algebra End,oq(A) spolu se séitdnim a skldddnim endomorfismi
a nasobenim endomorfismi skalarem je izomorfni asociativni algebie My(R)
ctvercovych matic radu k nad okruhem R spolu se sc¢itanim a nasobenim matic
a ndsobenim matic skaldrem.

Diikaz. Zvolme si libovolnou bazi B = (e, ..., ex) v A. Ukazme, ze zobrazeni
FB : anbmod(A) — Mk(R),

které endomorfismu ¢ € End,,0q(A) priradi jeho matici v bazi B, je izomorfismem
asociativnich algeber. Nejdiive ukazme, Ze se jedna o bijekci.

(7)p V prvnim kroku dokazme injektivitu I's. At ¢, 9 € Endyeq(A) jsou endomor-
fismy takové, ze I's(¢) = '5(¢)). To ale znamena [¢(e;)|s = [¥(ei)]s pro kazdé
1 € k. 7 véty 9.38 pak mame ¢ = .

(i)p Nyni ukazme surjektivitu I's. Zvolme matici A € My (R) libovolné. Pak pro
endomorfismus ¢ takovy, ze [¢(e;)|s = (ay, ..., ar) i € k, plati, Ze T'g(p) =
A (jeho existence opét plyne z véty 9.38).

Nyni prejdeme k dikazu skutecnosti, ze I'g je homomorfismem algeber, tj. ze
zachovava vSechny operace na €ndeq(A).

(/) Nejdiive se podivejme na obraz souc¢tu endomorfismii a ndsobku endomorfismu
skalarem. Ozna¢me A a B matice po fadé endomorfismi ¢, 9 € Endyea(A).
Zvolme navic r € R libovolné. Matice endomorfismu ¢ + v je A + B a matice
endomorfismu 7¢ je rA.*? Mame tedy

Lol +9) =Ts(p) +Ts(¥) a  Talre) =rTs(p).

(71) gy Koneéné ukazme, ze I's prevadi skladani endomorfismt na ndsobeni matic. At
matice A a B jsou stejné jako vyse. Zvolme si libovolny prvek a € A. Pak
vyuzitim véty 9.37 mame

(00 0)(@)] = [e(¢(@)] = [b(@)] A" = [)]iB"AT = [a]5(AB)".

Odtud T'p(p o) = Tg(e)I's().

“2Toto je znamy fakt z Gvodnich kurzf linedrni algebry pro endomorfismy na vektorovych pro-
storech, ovSem zcela pochopitelné lze totéz dokdzat i pro endomorfismy na asociativnich algebréch.
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Celkem tedy dostéavame, ze I's je izomorfismus asociativnich algeber Endy,oq(A)

Poznamka 7.21. 7 véty 7.17 vime, ze Der)(A) tvori podmodul Endy,eq(A), pritom
EMdpmod (A) = My (R) (je-li A ¥adu k). Odtud existuje vnoreni Dery(A) do My (R),*
tj. Dety(A) je izomorfni jistému podmodulu My(R).

Nyni vyuzijeme poznamky 7.21 a maticového ndsobeni k uréeni predpisu n-té de-
rivace nékterych v jistém smyslu ,,péknych* funkei (v jakém smyslu uvidime pozdéji).
Dale k tomu vyuzijeme vétu 9.40. Budeme feSit nasledujici tlohu: At f je funkce
z C®(Q)*, kde Q C R je oteviena mnozina. Uréete piedpis f™ pro libovolné n € N.

Postupovat budeme takto:

1. Uréime linearné nezavislé funkce fi,..., fi takové, ze

f)f{a"'?fllce <f17~-ufk:>'

Takové funkce zfejmé nelze nalézt vzdy. Pii oznaceni F = (f1,. .., fi) mame,
ze (F) je %—invariantni podprostor C=(€2) (véta 9.40), z éehoz plyne, ze f(™ €
(F) pro libovolné n € N,

2. Uréime [f]z, [fi]F,- ... [fs]r a matici D derivace & v bézi F.*

3. Urcime D" pro libovolné n € N bud

« pifmo (pokud to lze), nebo

o prevodem na Jordanuv kanonicky tvar.

4. Vypocitame soufadnice f™ v bazi F pomoci matice D takto:

[f")F =D"[f]#.
Pti oznaceni
a1
[F™)F =
Qg
je hledana funkce ve tvaru
k
f ) — Z a; fi-
i=1

Tento postup si ukazme na nasledujicich dvou prikladech:

43Toto vnoreni piifazuje ve zvolené bézi kazdé linearni derivaci jeji matici, tj. jednd se o zobra-
zeni I'p zzené na mnozinu Dery (A4).

44GSymbolem C*> () znac¢ime mnozinu takovych funkef f : © — R, které maji na Q spojité
derivace vSech radu. Je zndmou skutecnosti, Ze tato mnozina spolu se s¢itanim funkci a nasobenim
funkei redlnymi ¢isly tvori vektorovy prostor. Tohoto faktu budeme vyuzivat.

45Pfesngji matici derivace & zzené na (F).
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Priklad 7.22. Urcete predpis f, kde
f(z) = e*(sinx 4+ cosz), x € R.
Reseni. Budeme postupovat podle bodt 1-4:
1. Nejdrive si prepisme predpis f takto:
f(z) = e"sinx + e” cos z.
Urceme f':
f'(x) =e"sinz + e cosx + €* cosw — e” sinx = 2¢e” cos x.

To nas dovadi k tomu, abychom zvolili fi(x) =e”sinz a fo(x) = e cosz. Pak
totiz f7 f{v fé S <f17f2>7 protoie

filx) = €"sinz + €* cosz,

fo(r) = —€®sinx + " cos z.

2. Oznacéme F = (f, f2) a ureme soufadnice f; a fa:

[Filr = (}) SNTARE (‘}) .

Thned taky vidime, ze f = f{, a tedy [f]r = [fi] = (1,1)*. S ohledem na

poznamku 7.18 mé matice D derivace % v bazi F tvar

1 -1
D= )
3. Ur¢ime D™ pomoci prevodu D na Jordantiv kanonicky tvar. Nejdiive uréime
spektrum matice D.% Charakteristicky polynom matice D mé tvar

det(D — A\I) =

|1_A‘4‘ZQ—AV+1:V—QA+2

1 1-A

VyteSenim kvadratické rovnice A2>—2\+2 = 0 dostaneme 2 komplexné sdruZena
vlastni cisla
)\1:1+1 a )\2:1—1

Odtud SpecD = {1+1,1—1}. Protoze D je matice typu 2 X 2 a ma dvé rizna
vlastni ¢isla, musi byt Jordaniv tvar matice D (az na poradi diagondalnich
prvki) nésledujici diagonalni matice:

(141 0
1=(tl)

Nyni uré¢ime vlastni vektory prislusici jednotlivym vlastnim ¢isliim jako feseni
homogenni soustavy lineadrnich rovnic

D—-A\Dx=o0, j=12

46Spektrem matice D rozumime mnozinu vSech jejich vlastnich éisel, kterou znac¢ime Spec D.

60



(i) Nejdiive najdeme vlastni podprostor®” Ny,; matice D prislusici viastnimu
¢islu Ay = 1 41 jako reSeni homogenni soustavy rovnic o matici

D — (1+1)= <_11 :11> - (6 (1)>
()

(7) Nyni nalezneme vlastni podprostor N;_; jako FeSeni homogenni soustavy
rovnic o matici

D—(l—i)I:G _11>~<6 _(1)>.

Plati tedy

Vidime, ze

Z linedrni algebry vime, Ze matice D lze vyjadiit jako sou¢in D = AJA™!,
kde A je regularni matice, jejiz sloupce jsou (pokud existuji) linedrné nezavislé
vlastni vektory. V nasem pripadé ma tedy matice A tvar

A:(N).

—1 1
1/1 i

_1_7

A _2<1 —i)'

P¥{mym vypocétem lze ovéiit, Ze opravdu D = AJA~!. Nyni tohoto rozkladu

vyuzijeme pro urceni D™:

D" = (AJA )" =AJATAJA .. AJA ' = AJ"A !

n-krat

(00 (6 )
S )6 )

A e e A (R S (Y
[ )

Déle

2 \ DT =) (D) (1)

47Vlastnim podprostorem Ny matice D pifslusici vlastnimu é&islu A rozumime mnoZinu vech
vlastnich vektortt D piislusici A spolu s nulovym vektorem 0 (vlastni vektory totiz chdpeme jako

vektory nenulové.
1
—1i

48Symbolem
zde znaéime podprostor R? generovany vektorem (1,—1)T tak, jak jsme jej zavedli pro podmoduly
generované mnozinou. Chapeme jej vSak stejné jako tradi¢né uzivany zapis

sa-em{ ()}
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4. Uréeme soufadnice f):

1 )" )" i(l+i)r—i
mmf:”““:2<4%i&:gijgym%+
R e (U L (e VS (O
_2<—i(1+i)”+(1+) +1(1—1"+(1—1)">
Y R e U

2 \(L+ D)1 — )+ (1 - 1)(1+1)

¢ 6)

Jednotlivé souradnice si jesté zjednodusme tak, aby v nich nevystupovala kom-
plexni ¢isla. Vyuzijeme pritom goniometrického tvaru komplexniho ¢isla a Mo-
ivreovy véty. Ziejmé plati

1+i=+2 cos(:l:ﬂ>—|—isin<j:ﬁ> :ﬁ(cosﬂzlzisinW)
4 4 4 4
7 Moievrovy véty pro libovolné k € N plyne

k k
(cos Zﬂ +isin I) .

Prvni slozka vektoru [f(™]z lze vyjadfit ve tvaru

INES

(1+1i)F =2

1 . : n-1 n+Lm . (n+1)m
- n+1 _ \n+l) > Nt TR AN R
5 ((1+1) + (1 —1) ) =2 <cos g Hisin——

1 1

ni1 (n+1)m
4

Podobné druh4 slozka [f™]5 lze po tipravé vyjadrit ve tvaru

1 n

5((1 +1)"(1—1)+ (1 —-1)"(1+ i)): 22 (cos % + sin T) :
Celkem dostavame, ze predpis funkce f™ je pro libovolné n € N nésledujic:

1 n
f (@) = "3 cos (W) e’ sinx+22 (cos % + sin TZT) e’cosz, v € R.

O
Priklad 7.23. Urcete predpis n-té derivace funkce

f(z) =", x e Rk €N,

Resend.
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1. Urceme derivaci f:
f(z) = 2e” 4+ katte”.
Pokud oznacime fy(z) = f(x) = 2%e® a fi(z) = 2*7te®, pak f, f' € (fo, f1).
Funkce fy, fi je potieba jesté doplnit funkcemi

filx) = 2" i =2,k
aby platilo f! € (fo, ..., fx) pro viechna i € k°, nebot
fl(x) = 2" e" + (k—i)a* e proi € {0,....,k—1} a fi(z)= (") =¢".

2. Ozna¢me F = (fy, ..., frx) a ur¢eme soutadnice f, f{,..., fi v bazi F:
1 1 0 0

0 k 1 0

0 0 k—1 0

Ar= |1 Balr= |0 l==] O | o (== 0

0 0 0 0

0 0 0 1

Matice derivace % v bazi F ma pak tvar

o
—
(@]
o
(e
(e

0o 0 0---100
0O 0 0---210
o 0 0---011

3. V dalsim kroku opét uré¢ime Jordantv kanonicky tvar matice D. Protoze ma-
tice D je v dolnim trojuhelnikovém tvaru, jejim charakteristickym polynomem
je

det(D — AI) = (1 — A)",

a tedy Spec D = {1}. Thned vidime, Ze vlastni podprostor N; je jednodimen-
ziondlni (matice D —I méd totiz hodnost k). Neni tézké si uvédomit, ze matice
(D — I)? bude mit hodnost k£ — 1, matice (D — I)? bude mit hodnost k — 2
atd., obecné matice (D — 1)/, j € k, bude mit hodnost k — j + 1. V takovém
pripadé musi matice D mit tento Jordaniv kanonicky tvar:

110---000
011---000
001--000

o
=}
=}
=}
—_
—_
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Nyni nalezneme reguldrni matici A € M (R) takovou, ze D = AJA™L.
Ta bude sestavend z linedrné nezavislych adjungovanych vektorti matice D.*°
Nejdrive nalezneme adjungovany vektor radu 1, coz je vlastni vektor matice
D prislusici vlastnimu ¢islu A = 1, jako Teseni homogenni soustavy rovnic
o matici

> O
o O
o O
o O
o O
o O

(@]
[a]
(a)
[\
(@]
(a]

Dostavame napt. tento vlastni vektor:

a; =

Adjungovany vektor a, fadu 2, ktery tedy bude linearné nezavisly s vektorem
aj, nalezneme jako feseni nehomogenni soustavy rovnic (D — I)ay = ay, tj.

0o 0 0---000

E 0 0--000 0

0O k=10 ---000 a1 '

: : S : o

0O 0 0 -+ 00 0] \agk+ .

0O 0 0---200

0O 0 0---010
Z ni dostavame ag; = 0 pro i < k a agy, = 1 (a1 muze byt libovolné —
volme napf. as 1 = 0). Mame tedy adjungovany vektor a; = (0,...,0,1,0)".

Adjungovany vektor ag fadu 3 najdeme jako reseni soustavy (D — I)az = as.
Tim je naptiklad vektor
0

az —

DN | —

oo~ O -

49 Adjungovanym vektorem fddu m € k+ 1 matice D piislusici vlastnimu éislu A rozumime
vektor a € R*! spliiujic

D-AD)"a=0 agziroveii (D— )™ la 0.
(
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Analogicky lze zjistit adjungované vektory vsech radu:

0 X
: : 1
0
10 1y 1|0
a4—§ (1) ,a5—@ ol ak+1—g .
0 0
0
0 0
0
7 nich nyni sestavime regularni matici
00 - 0 5
: !
00 - = O
A= Do :
0 4 - 0 0
5 0 - 0 0
Snadno se ovéri, ze
0 0 - 00
0 0 o 100
A= ; Lo
0O (k—1! -~ 0 0
k! 0 0 0

Plati D = AJA™! a tedy i D" = AJ"A~! (vizte predchozi pifklad). Nyni
vyuzijeme znalosti mocniny Jordanovy bunky radu k£ + 1, kterou je vlastné
nase matice J:

0A1 -0 0 A (Mt gknl A
00 X --- O =10 0 A" kﬁQ k42

Pro A = 1 mame

110 --- 0\" (%) ES; e (1)
011 -0 oM (0
p_loo1 0| _ o1 ... gknzg
00 0 1 (:) 0 0 .

Odtud
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00-- 0 L 1(?)53; )\ /0 o -0 0!
1 n n
00 - =) 0 (7)) - 0 0 - 110
Dr=|:o- o 00 1 (0
0 4 0 0f]: SO 0 (k—1)! 00
5 0 0 0/\og 0o o ... 1 K0 00
0 0 %(3) 0 0 0 0!
1 n n
0 (=1)! éog (k_1)!E1§ 0 0 1o
1 n 1 n 1 n . .
= (k—2)!(0) (k=2)!'\1) (k=2)!'\2 : :
o : 0 (k=1)- 00
n 1 n 1 n 1(n k" 0 00
é (0) oo (k72> 0! (kq) 0! (k)
k! (n
H(o) 0 0
k. (n (k—l)!gng 0
&—1I\1) (&=1)I'\o
k! n (k—=1)! (n (E=2)! (n
- (k—2)'§2; (k—=2)I'\1 (k—2)'(0)

50 S5 ) 8k

k! (n
0!' \k

Predpis n-té derivace funkce f je tedy

7 (@) = ki @O @ (lfiﬁ,) o s eR.
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Kapitola 8

Lieova algebra derivaci

V tomto odstavci se budeme zabyvat dalsi algebraickou strukturou, kterou derivace
tvori, a to sice Lieovou algebrou. Bézné se Lieova algebra definuje jako vektorovy
prostor s tzv. Lieovou zdvorkou (vizte niZe). ProtoZze se snazime o co nejvétsi zo-
becnéni, mé pro nas vyznam zabyvat se zobecnénou Lieovou algebrou jako levym
modulem nad unitarnim okruhem. Ziejmé kazda Lieova algebra jakozto vektorovy
prostor je zobecnénou Lieovou algebrou (vizte poznamku 1.2).

Definice 8.1. At M je levy modul nad unitdrnim okruhem R a [-,-]* je bili-
nearni zobrazeni® na M spliiujici

(i) Ym € M : [m, m| = o (alternativita),
(1) Ym,n,p € M : [m, [n,p]}—l— {n, p, m]} —l—[p, [m, n]}: o (Jacobiho identita).

Pak M spolu se zobrazenim [-,-| nazveme zobecnénou Lieovou algebrou nad
unitarnim okruhem R.

%Toto zobrazeni se nazyva Lieova zdvorka.
bBilinedrnim zobrazenim na modulu M nad unitdrnim okruhem R rozumime zobrazen{
w: M x M — M spliujici

(@) Vm,n,p € M : p(m+n,p) = p(m,p)+¢(n,p) & @(m,n+p) = p(m,n)+e(m,p),
(it) Vm,n € M Vr € R: p(rm,n) =re(m,n) & @(m,rn) =re(m,n).

Priklad 8.2. Mé&jme A asociativni algebru® nad unitdrnim okruhem R a [+, -] ko-
mutator na A, tj. zobrazeni

[a,b] = ab—ba, a,be A.

Ukazme, Ze [+, -] je bilinedrnim zobrazenim na A. zvolme a,b,c € Aar € R libovolné.
Pak mame

(4)
[a+b,c] = (a+b)c—cla+b)=ac+bc—ca—chb=la,c|+ b, ]

Podobné bychom ukézali i [a, b+ ¢| = [a,b] + [a, c].

50Strukturu algebry zde potiebujeme, abychom uméli nasobit prvky z A. Jak ale vime, tak
algebra nad unitdrnim okruhem R je sama o sobé R-modulem (vizte definici 7.1).
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(i)
[ra,b] = (ra)b — b(ra) = rab — rba = r{a, b].

Opét by se [a,rb] = r[a, b] ukdzalo analogicky.

Nyni vyslovime hlavni a jedinou vétu této kapitoly.

Véta 8.3. At A je algebra nad unitdrnim okruhem R. Pak ®evy(A) tvori
spolu s komutdtorem [-, -] zobecnénou Lieovu algebru nad R.

Diikaz. Nejdiive si uvedomme, ze Dety(A) tvori podmodul levého modulu Endy,eq(A)
(véta 7.17), a tedy na Dery(A) lze pohlizet také jako na levy modul nad R. Z lemmatu
6.3 vime, ze komutator [-,-] je bindrni operace na Der, (A). Ukdzeme, Ze [-,-]| je
uzavieny na Dery(A). Z aditivity linedrnich A-derivaci D; a Dy plyne aditivita
[Dy, Ds] € Der, (A). Staci tedy ukédzat, ze [Dy, Do] je homogenni derivace, tj. pro
kazdé r € R a a € A plati

[Dy, Dy|(ra) = r[Dy, Ds](a).

Pocitejme:
[Dl, DQ](T’CL) = D1D2<TCL) — Dng(TG> (i—) TDlDQCL — T‘DQDl(l = T‘[Dl, DQ](G),

kde (%) plyne z linearity Dy a Ds.
Nyni dokézeme vlastnostmi (i) a (i7) z definice 8.1.

(i) Nejdifve dokazme alternativitu. Pro D € Dery(A) plati [D, D] = D*—D? = O,
kde O je nulova derivace, coz je nulovy prvek modulu Dety(A), a to jsme chtéli.

(i7) V druhém kroku dokdzeme, ze plati Jacobiho identita. Zvolme libovolné line-
arni A-derivace Dy, Dy a D3 a pocitejme:

{Dl, [Dy, D3]]+{D2, [Ds, Dlﬂ—i‘ [DZS; (D1, Dzﬂ
= D1[Dy, D3] — [D3, D3] Dy + Ds[ D3, D]
— [Ds, D1]Dy + D3[Dy, D3| — [Dy, Do| D3
= D1DyD3 — D1D3Dy — Do D3 Dy + D3Dy Dy + Dy D3 Dy — Dy Dy D3
— D3D1 Dy + D1D3Dy + D3D1Dy — D3Dy Dy — D1 Dy D3 + Dy D1 D3
=0,

kde napt. D;[Ds, D3] zde pochopitelné znaci zobrazeni Dy o [Ds, Ds].

V definici 8.1 po Lieové zavorce pozadujeme bilinearitu. Dokazme ji tedy pro
komutétor na Dety(A).%

51Uvédomme si, ze nelze pouZit argument, Ze bilinearita komutétoru plyne z piikladu 8.2. V ném
jsme totiz dokdzali, ze kazdy komutdtor na algebie A je bilinedrni zobrazeni na A, ovSem Dery(A)
neni algebrou! Dukaz se kazdopadné povede analogicky.

68



(7) Nejdrive dokazme aditivitu v prvnim argumentu. Pro libovolné r € R plati

[Dl + DQ, Dg](’f’) = (Dl + DQ)DgT — D3(D17" + DQT)
(;) D1D3T + D2D3T — D3D17’ — D3D2T
= [D1, D3)(r) + [D2, Ds](r),

kde krok (x) plyne z aditivity Dj a z definice souc¢tu derivaci D+ Dy. Aditivita
v druhém argumentu by se dokdzala analogicky.

(i7) Nyni ukazme homogenitu v prvnim argumentu. Pro r, s € R mame

(*)

[sD1, Da](r) = (sD1)Dor — (Da(sDy)) (r) = sDyDyr — sDyDyr

= (s[D1, Da]) (1),

kde () plyne z definice skaldrniho ndsobku sD; a z homogenity Ds. Opét by
se homogenita v druhém argumentu dokazala analogicky.

Vime tedy, ze komutdtor [-, -] je bilinearni zobrazeni na Der)(A), které splnuje
vlastnosti (i) a (i) definice 8.1 zobecnéné Lieovy algebry. Celkem je tedy Der)(A)
spolu s komutatorem [+, -] zobecnénou Lieovou algebrou nad okruhem R. |

69



Kapitola 9

Logaritmicka derivace

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. logaritmickymi derivacemi. Uvidime, Ze tato
zobrazeni budou mit dilezity vyznam pii zkoumani vlastnosti aditivni grupy derivaci
definovanych na télese. Nejdrive ale motivujme definici tohoto nového pojmu. Ta je
inspirovana derivaci slozené funkce In f pro f € C'(Q), f > 0 na otevené mnoziné
Q. Totiz vyuzitim pravidla o derivaci slozené funkce mame

4o tdf
dx fdx

V tomto odstavci se budeme zabyvat (R, M)-derivacemi, které jsou definované
na komutativnim unitdrnim okruhu R (pro¢ predpokladdme komutativitu ndsobeni
uvidime pozdéji). Protoze ale v R-bimodulu M obecné neplati, ze rm = mr pro
kazdé m € M a r € R, rozlisime tzv. levou a pravou logaritmickou derivaci. Vizte
nasledujici definici.

Definice 9.1. Af M je bimodul nad komutativnim unitdrnim okruhem R
a D je (R, M)-derivace. Pak zobrazeni oznacované pld, resp. ldp, a definované
predpisem

pld(r) =r~'Dr, r e R*,

resp.
ldp(r) = (Dr)r™t, r € R,

nazyvame levou, resp. pravou, logaritmickou derivaci indukovanou derivaci D.

v

Poznamka 9.2. Uvédomme si, ze pokud je M symetrickym R-bimodulem, pak

pld = 1dp. V takovém pripadé, bude-li ziejmé, ktera derivace indukuje danou loga-
ritmickou derivaci, se také misty uchylime k tispornéjsimu znaceni ld namisto pld,
resp. ldp.

Poznamka 9.3. Je-li M vektorovym prostorem nad komutativnim télesem R, pak
je pld(r) = 1dp(r) definovano pro vSechna r € R\ {0}.

Priklad 9.4. At R je komutativni unitarni okruh, M je R-bimodul a m € M. Na-
leznéme predpis levé, resp. pravé, logaritmické derivace indukované vnitini derivaci
D,, € 3Dex(R, M), kterou oznac¢ime ,,1d, resp. 1d,,. Pro libovolné r € R* pak mame

wld(r) = (Dpr)r™t = (rm —mr)r™! = rmr™t —m.
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Symetricky pro pravou logaritmickou derivaci dostavame

1d,,(r) = r 'Dyr = rt(rm —mr) = m —r'mr.

Odtud d:r—=rmrt—mald, :r—m—1r"tmr.

V nasledujici vété si uvedeme zakladni vlastnosti logaritmickych derivaci.

Véta 9.5. At M je bimodul nad komutativnim unitarnim okruhem R a D je
(R, M)-derivace. Pak pro levou a pravou logaritmickou derivaci indukovanou
derivaci D plati

(i) pld(1) =0 =1dp(1),
(i) Vr € R* : pld(—r) = pld(r) & 1dp(—r)=1dp(r),
(iii) Vr € R* : pld(r=') = —1dp(r) & ldp(r~') = — pld(r),
(iv) ¥r € R* :r pld(r) = ldp(r)r.
Je-li navic rm = mr pro libovolné r € R* a m € M, pak plati
(v) ¥r,s € R* : pld(rs) = pld(r) + pld(s) & ldp(rs) =1dp(r) +1ldp(s),

(vi) ¥r,s € R* : pld (rs™') = pld(r) — ldp(s)
& 1dp (rs™') =1dp(r) — pld(s).

Diikaz. Dukaz (i) az (iii) provedeme pouze pro levé logaritmické derivace (pro pravé
by se postupovalo symetricky).
Vlastnost (¢) plyne z nésledujictho (jisté 1 € R*):

pld(1) =1"'Dl =1o=o.
Zvolme r € R* libovolné a dokazme (7). Plati

pld(=r) = (=r)~'D(=r) ¥ 17 Dr = pld(r),

1

kde (%) plyne z toho, ze (—r)™' = —r~1 a ze vztahu (2.1).

Ukazme (7i7):
pld(r™) = (r"H™'Dr™! 2 r(—r‘l(Dr)r_l): —(Dr)yr~t =1dpr,
kde () plyne z z poznamky 2.27 o derivaci inverznich prvki.
Vlastnost (iv), kterd popisuje vztah mezi pld a ldp, dokdZeme nésledovné:
r pld(r) = rr~'Dr = Dr = (Dr)r~'r = ldp(r)r.

Nyni navic predpokladejme, ze rm = mr pro libovolné r € R* a m € M,
a dokazme (v) (opét pouze pro levé logaritmické derivace). Volme proto navic s € R*
libovolné a pocitejme:

—~
=

pld(rs) = (rs) ' D(rs) @ r_ls_l((Dr)s+rDs> = r'Dr+s'Ds = pld(r)+pld(s),
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kde (a) plyne z komutativity ndsobeni v okruhu R a (b) z dodatecného piredpokladu
rm=mr pror € R ameé& M.
Konecné vlastnost (vi) okamzité vyplyva z vlastnosti (iii) a (v). [ |

Poznamka 9.6. Vlastnost (iv) véty 9.5 lze preformulovat taky tak, ze pro libolné
r € R* plati

pld(r) = r~t1dp(r)r, resp. 1dp(r) =r pld(r)r .

Nadale se budeme zabyvat jen symetrickymi bimoduly M nad komutativnim
unitarnim okruhem R. V takovém pripadé je pak dodatecnd podminka rm = mr
pror € R* am € M uvedena ve vété 9.5 trivialné splnéna. PovSimnéme si, ze
logaritmicka derivace prevadi nasobeni prvki z R na séitani prvka z M. Déle si
uvédomme, Ze R* je podmonoidem®® komutativniho monoidu (R \ {0}, ). Opravdu
1 € R ajsouli r,s € RX, tak i rs € RX, nebot (rs)~! = r~!s7!. ProtoZe navic
kazdy prvek R* m4 inverzi (a ta jisté lezi v R*), tak (R, -)5 je komutativni grupa.
Plati tedy nasledujici véta.

Véta 9.7. At M je symetricky bimodul nad komutativnim unitdrnim okruhem
R a D je (R, M)-derivace. Pak logaritmickd derivace ldp je homomorfismem
grup (RX7 ) a (M7 +)

Poznamka 9.8. 7Z véty 9.7 také plyne, ze pokud je R komutativnim télesem, tak
ldp je homomorfismus grup (R \ {0},-) a (M, +).

Vidime tedy, ze kazda derivace definovand na komutativnim okruhu indukuje
néjaky homomorfismus multiplikativni grupy (R*,-) do aditivni grupy (M, +). Pri-
rozené se nabizi otazka, zda kazdy takovy homomorfismus grup indukuje néjakou
derivaci. Protoze se jednd o homomorfismy prave téchto vyse uvednych grup (ne tedy
libovolnych grup), je jasné, Ze problémové budou ty okruhy, ve kterych je R* ,moc
mald“ mnozina, tj. hodné prvkia z R nema inverzi. Logaritmicka derivace je totiz
definovana pouze na invertibilnich prvcich, a tedy derivaci indukovanou timto homo-
morfismem bychom museli na neinvertibilnich prvcich dodefinovat (idedlné néjakym
prirozenym zpusobem). Timto se budeme zabyvat az v zavéru této kapitoly.

Omezme se proto v tomto smyslu na nejjednodussi situaci, tj. na homomorfismy
grup (T%,-) a (V,+), kde V' je vektorovy prostor nad komutativnim télesem 7". Pak
totiz T = T \ {0}. Vezméme libovolny homomorfismus A : 7% — V a definujme
zobrazeni D) : T — V predpisem

tA(t teT*
Dyt = (t), te
0, t=0

Nasledujici véta 1ikd, ze takto definované zobrazeni bude (7', V')-derivaci.

52Podmonoidem monoidu (A4,-) s neutralnim prvkem e rozumime podmnozinu B C A, pro
kterou je splnéno

(i) e€ B,
(%) Ya,be B:abe B.

53Pfesnéji (R, |px) je komutativni grupa.
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Véta 9.9. AtV je wvektorovy prostor nad komutativnim télesem T a X\ je
homomorfismus grup (T*,-) a (V,+). Pak zobrazeni Dy : T — V definované
predpisem
tA(t teT™
Dyt = (®),
0, t=20

je (T, V)-derivaci.

J

Diikaz. Ukézeme, ze D) splnuje Leibnizovu formuli. Rozlisme nasledujici pripady:
(i) At t,s € T*. Pak
Dy\(ts) = tsA(ts) = tA(t)s + tsA(s) = sDyt + tD,ys.

(77) Bez tjmy na obecnosti at ¢t = 0. Pak

Dy(ts) = D\0 =0 = so+ 0Dys = sDyt + tD,s.
Tim je dikaz véty u konce. [ ]

Takto definovana derivace bude mit sviij nazev. Vizte nasledujici definici.

Definice 9.10. At V je vektorovy prostor nad komutativnim télesem 7" a A
je homomorfismus grup (7%, -) a (V, +). Pak derivaci Dy : T'— V definovanou
ve veté 9.9 nazyvame derivaci indukovanou homomorfismem .

Véta 9.9 nam dava navod, jak na daném komutativnim unitdarnim okruhu nalézt
néjakou derivaci. Tento postup si ukazme na nésledujicim prikladeé.

Priklad 9.11. Uvazme komutativni téleso realnych ¢isel R. Chceme najit néjakou
derivaci R — R. S ohledem na vétu 9.9 staci najit néjaky homomorfismus grup
(R\{0},-) a (R,+) (R lze chépat jako jednodimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem R). Takovym homomorfismem muze byt kuptikladu funkce

Az) =In|z|, x € R\{0}.

Ovérme, ze se opravdu jednd o homomorfismus. Zvolme z,y € R\{0} libovolné. Pak
plati

A(zy) = Infzy| = In(|z|ly|) = In [z + In[y[ = A(z) + A(y),
a to jsme chtéli. Dle véty 9.9 je funkce D) : R — R definovana predpisem

R

R-derivaci. Opravdu plati Leibnizova formule:

Dy(zy) = zyln|zy| = zyIn(|z|ly|) = zyIn|z| + 2yIn|y| = y Dax + 2 Dy .
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Povsimnéme si, ze tato derivace neni aditivni. To je vidét z nasledujiciho vypoctu
(e zde znaci Eulerovo ¢islo):

Dy(e+e) = Dy(2¢) =2eln(2e) =2¢(In2+1) #2e =elne+elne = Dye+ D,e.

Priklad 9.12. V predeslém prikladé jsme nasli derivaci na R. Inspirujme se jim
pro nalezeni ,dalsi“ derivace (jiné nez % nebo 5%) na prostoru funkci. Oznacéme
F(Q) mnozinu viech funkei f : @ — R, kde § # Q C RV, N € N. Je zfejmé, ze
F(€) tvori spolu se s¢itanim funkei a nasobenim funkei komutativni unitdrni okruh
s jednotkou 1g, a proto kazdé zobrazeni F(€2) — F(€2) splnujici Leibnizovu formuli
je F(Q)-derivaci. Definujme operdtor D : F(Q2) — F(Q), ktery funkeci f priradi
funkci s predpisem® (srovnejte s predpisem R-derivace v predchozim pifkladé 9.11)

fE)I[fx), xeQ\ ({0}
0, x € [~ ({0})
Ukéazeme, ze se opravdu jednd o F(€2)-derivaci. Volme proto dvé funkce f, g € F(Q)

libovolné a ukazme platnost Leibnizovy formule. Pro x € Q\ (f~1({0}) U g~1({0}))
mame

D(fg)(x) = f(x)g(x) In|f(x)g(x)| = f(x)g(x) In |f(x)[ + f(x)g(x) In |g(x)|
= 9(x)Df(x) + f(x)Dg(x).

Toto ostatné plyne i z prikladu 9.11, nebot scitani a nasobeni funkci je defino-
vano bodové. Nyni at x € f~1({0}) U g1 ({0}), tj. f(x) = 0 nebo g(x) = 0. Pak
i f(x)g(x)=0a

D(f9)(x) = 0 = g(x)Df(x) + f(x)Dg(x).

Tato derivace neni aditivni, nebot neni aditivni ani R-derivace z prikladu 9.11.

Nyni si uvédomme, zZe jsme zkonstruovali netrividlni derivaci (tj. zobrazeni, které
spliiuje Leibnizovu formuli) funkei, kterd jisté neni tataz jako bézna derivace (ta je
totiz aditivni). Pesndji je-li Q C RY oteviend mnozina, pak

i, v c RV\{0}, proN >1.

d
Dler(q) # 1 P N=1 a Dlogq# o

Vime tedy, ze kazdé derivaci T" — V', kde V' je vektorovy prostor nad komu-
tativnim télesem T, prislusi néjaky homomorfismus grup (7,:) a (V,+) (véta
9.7), ale taky kazdy homomorfismus grup (7%,-) a (V,+) indukuje néjakou deri-
vaci T — V (véta 9.9). Naskytd se prirozend otazka, zda je tato korespondence
jednoznac¢nd, tj. zda mezi mnozinou homomorfismia Hom(7*, V) vyse uvedenych
grup a mnozinou derivaci Det(7, V') existuje bijekce. Ptejme se proto, zda zobrazeni
Hom(T*, V) — Der(T, V), které homomorfismu A pritadi derivaci D, indukovanou
homomorfismem A, je bijekci.

54 Symbolem f~1({0}) zna¢ime mnozinu viech x € 2 takovych, ze f(x) = 0.
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(7) Ukazme, Ze je injektivni. Zvolme proto dva homomorfismy A, u € Hom (7>, V)
takové, ze Dy = D,. Pro kazdé t € T tedy plati Dyt = D,t, coZz vyuzitim
definice derivace indukované homomorfismem grup znamena

tA(t) = tu(t) pro t#0.

Odtud
t(A) = p(t))=o.
Protoze t # 0, tak A(f) = u(t) pro vSechna t € T, a tedy A = p.

(7)) V druhém kroku ukazeme, Ze se jednd o surjekci. Zvolme libovolnou derivaci
D € Der(T,V) a at 1dp je logaritmicka derivace indukovana D. Pak

tt'Dt=Dt, t+#0
Dlth - 7&
0, t=20
tj. D, = D, a tedy nasli jsme homomorfismus, ktery indukuje D.

Zobrazeni A\ — D, je proto bijekci $Hom(7T*, V) na Der(7,V). Ve (ii) jsme taky
ukazali

DldD = D7

pro libovolnou derivaci D € Der(T, V). Podobné pro libovolny homomorfismus A €
Hom(T*, V) plati

ldp, = A
Opravdu pro kazdé t € T mame

ldp, (t) =t Dyt =t 1tA(t) = A(2).

Nyni ukdzeme, Ze zobrazeni A — D), je dokonce izomorfismem grup $Hom(7*,V)
a Der(T,V). Zde je ale potfeba upfesnit, jaké operace definované na téchto no-
si¢ich mame na mysli. Grupu @Det(7, V) chiapeme jako aditivni grupu, tj. operaci
na Der(7T, V) je s¢itani derivaci z definice 6.1. Na $Hom (7, V') definujeme nasobeni
homomorfismu takto:

(Ap)(t) = A(t) + pu(t), t€ T (9.1)
Ukazme, ze Hom(T*, V) spolu s touto operaci tvori komutativni grupu.

(7) V prvnim kroku ukazme komutativitu. Zvolme proto A, u € HHom(T*, V) at €
T a pocitejme:

(M) (t) = A(t) + p(t) = p(t) + A(t) = (A)(@),
tedy komutativita nasobeni homomofimii plyne z komutativity s¢itani na V.

(7)) Asociativita nasobeni na Hom(7, V) podobné jako v (i) plyne z asociativity
scitani na V.
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(#ii) Jednotkou v $om(7, V) je homomorfimsus ¢ : t — o.

(iv) Inverzi k A € Hom(T*,V) je homomorfismus A7 : ¢ — —\(t), t € T*.

Staci ukazat, ze zobrazeni A — D, zachovava vyse uvedené grupové operace.
Zvolme dva libovolné homomorfismy A, u € Hom(T*, V) a t € T* a pocitejme:

Daut = tO)(t) = tA(L) + tp(t) = Dyt + Dyt

Pro ¢t = 0 dostavame

D)\MO =0 = D>\0 + DMO

Odvodili jsme tak platnost nasledujici véty.

Véta 9.13. AtV je vektorovy prostor nad komutativnim télesem T. Pak mul-
tiplikationi grupa vsech homomorfismu multiplikativni grupy T do aditivni
grupy V' spolu s ndsobeni homomorfismi definovangm v (9.1) je izomorfni
aditivnd grupé vsech (T, V')-derivact spolu se scitanim derivact, tj. plati

(Hom(T*, V), ) = (Dex(T, V), +).
Prislusnym izomorfismem je zobrazent

Hom(T*, V) — Dex(T, V)
A= D)\

7

Poznamka 9.14. Véta 9.13 nam tika, ze struktura derivaci definovanych jako zob-
razeni komutativniho télesa 17" do vektorového prostoru V' nad télesem T' je jen kopii
struktury homomorfismt multiplikativni grupy 7 do aditivni grupy V.

Véta 9.13 ma i ryze algebraicky dusledek:

Disledek 9.15. AtV je vektorovy prostor nad komutativnim télesem T cha-
rakteristiky rizné od 2. Pak neexistuje vnoreni multiplikationi grupy (T, -) do
aditivni grupy (V,+).

Diikaz. At X je libovolny homomorfismus grup (7%, -) a (V, +). Z odvozeni véty 9.13
plyne, ze A = ldp,, kde Dy je (T,V)-derivace indukovand homomorfismem A. Pro
t € T lze tedy psat

At) =t 'Dyt.

Z véty 2.17 vime, ze D)1 = 0 = D,(—1), a tedy
A1) =1D)1 =0=—1D,(-1) = A(—1).
Protoze charT' # 2, tak 1 # —1. Totiz pokud by 1 = —1, tak mame
0=1—-1=14+1=2-1,

a tedy char T = 2, coz je spor. Proto A neni injektivni homomorfismus. |
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Poznamka 9.16. Z disledku 9.15 taky plyne, Ze neexistuje vnoteni multiplikativni
grupy (7, -) do aditivni grupy (7, +) (T chdpeme jako vektorovy prostor nad T').

Nasledujici veéta tika, jakou vlastnost mé logaritmicka derivace indukovana adi-
tivni (R, M)-derivaci.

Véta 9.17. At R je unitarni okruh, M je symetricky R-bimodul, D je aditivni
(R, M)-derivace ald je logaritmickad derivace indukovand derivaci D. Pak plati

Vr,s € R* : (r+s)ld(r +s) = rld(r) + sld(s).

Diikaz. At jsou splnény predpoklady tvrzeni. Pak plati

(r+s)ld(r+s) = D(r+s) = Dr+ Ds =rld(r) + sld(s).
|

Priklad 9.18. Ilustrujme platnost véty 9.17 na prikladé. At 2 C R je oteviena
mnozina. Pak predpis logaritmicka derivace 1d = 1d a prislusici aditivni derivaci
4. Q) — C(Q) vypada nasledovné:
1df
d(f) = —-—
Totiz mnozina {f € C}(Q) | f # 0 na Q} je pravé C*(Q2)*.
Volme nyni funkce f,g € C1(Q), f,g # 0 na €, libovolné a ilustrujme platnost
vztahu ve vété 9.19:

fect),f+#0naq.

1 (df  dg\ _df  dg

U+ +0) = (749 (G + ) = T+ 4 = 117 +ads

Pokud je D (T,V')-derivace, kde V' je vektorovy prostor nad komutativnim téle-
sem T, pak plati i obracena implikace k implikaci uvedené ve vété 9.17. Vizte na-
sledujici vétu.

Véta 9.19. At V' je wvektorovy prostor nad komutativnim télesem T. Pak
(T, V)-derivace je aditivni, pravé kdyZ ji indukovand logaritmickd derivace 1d
splnuje podminku

Vi, s € T : (t+s)1d(t + s) = t1d(t) + sld(s).

v

Diikaz. Volme libovolnou (T, V)-derivaci D a at 1d je logaritmicka derivace ji indu-
kovana. Predpokladejme, zZe 1d spliiuje podminku

Vi, s € T (t+ s)A(t + s) = tA(t) + sA(s).
Pak mame
D(t+s)=(t+s)ld(t+s) = tld(t) + sld(s) = Diat + Dyq s,

a tedy D je aditivni (7', V')-derivace. [
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Jak bylo slibeno vyse, zabyvejme se nyni otazkou, zda lze kazdym homomor-
fismem A\ : R* — M, kde M je symetricky bimodul nad komutativnim unitarnim
okruhem R, indukovat né&jakou (R, M )-derivaci. Inspirujme se definici D, v pripadé,
kdy M byl vektorovy prostor nad komutativnim télesem R, a polozme

Dar — {T)\(r), r e R
0, re R\ R”
Chteéli bychom, aby takto definované zobrazeni splnovalo Leibnizovu formuli. Pripad
r, s € R* jiz vlastné mame vyfeSeny (v dikazu véty 9.9 jsme v bodé (i) nijak
nevyuzili faktu, ze T je téleso). Bez ijmy na obecnosti at r ¢ R*. Pak i rs ¢ R*.
Kdyby totiz existoval prvek ¢ € R takovy, ze (rs)t = 1, s ohledem na asociativitu

nasobeni by to znamenalo, Ze 7! = st. OvSem my predpokldddme, Ze r inverzi
nema! Plati tedy Dy(rs) = o. Chceme ukézat, 7e i

sDyr +rDys = o.

Protoze r ¢ R*, tak D r = o. Pokud by i s ¢ R*, Leibnizova formule plati. Zbyva
nam priipad r ¢ R* a s € R*. Z predpisu D) mame

rDys = rsA(s).
Protoze s € R, tak
rsA(s) = o, pravé kdyz rA(s) = o.

Dostévame tak, ze vyse definované zobrazeni D, je (R, M )-derivaci, pravé kdyz pro
homomorfismus A\ plati

Vre R\ R*Vse R* :r\(s) = o. (9.2)

V tuto chvili se nabizeji dalsi otazky, na které jiz v této praci nezbylo misto:
(i) Existuje néjaky homomorfismus A : R* — M splnujici podminku (9.2)?

(i) Lze obrazy neinvertibilnich prvka z R v zobrazeni D, dodefinovat néjakym
jinym zpusobem tak, aby D, byla (R, M)-derivace?
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Zaver

Zakladni motivaci pro tuto préaci bylo prozkoumat vlastnosti zobrazeni splnujicich
pouze a jenom Leibnizovu formuli.

V kapitole 2 se povedlo definovat abstraktni derivaci ve velice obecné formé, a to
véetné pozadavki na algebraické struktury, na kterych je toto zobrazeni definovano.
I v této zobecnéné verzi se povedlo s pomoci [1, Chapter 4] ukdzat nékolik znamych
vlastnosti derivaci z diferencidlniho poc¢tu. Na ty lze tedy pohlizet jako na disledky
platnosti Leibnizovy formule (jak bylo predsevzato v tivodu této prace).

V téze kapitole bylo predstaveno nékolik zékladnich piikladu derivaci (véetné
béznych derivaci na prostorech funkei) a v kapitole 4 se uvedly prvni piiklady ne-
aditivnich derivaci na ¢iselnych oborech. Ukézalo se tak, ze pojem neaditivni deri-
vace neni prazdny. Naopak takovych derivaci mize existovat mnoho (napr. vsech
Z-derivaci je presné tolik, kolik je redlnych ¢isel, pritom z nich je jen jediné aditivni
— je ji trividlni derivace Oz). Konstrukce derivaci na ¢iselnych oborech byla ptiro-
zené zobecnéna na libovolné obory integrity s jednoznac¢nym rozkladem v kapitole
5. Ukéazalo se tak, ze na kazdém oboru integrity s jednoznacnym rozkladem existuje
néjaka derivace, a je dokonce znam jeji predpis. Ve stejné kapitole vyvstaly nékteré
v této praci nezodpovézené otazky, a to sice zda existuje jesté dalsi zptisob (mimo
ten, ktery je uveden v zavéru kapitoly 5), jak predepsat obrazy jednotek déleni
riznych od 1 a —1 a pevné zvolenych zastupci tiid vzajemné asociovanych iredu-
cibilnich prvka tak, aby dana derivace méla na téchto prvcich predepsané obrazy,
a zda lze timto zpusobem zkonstruovat kazdou derivaci na oboru integrity s jedno-
znacnym rozkladem. V kladném pripadé by patrné sel (podobné jako u Z-derivaci)
charakterizovat pocet aditivnich derivaci na této strukture. V kapitole 3 bylo dale
predstaveno jednoznac¢né rozsiteni kazdé derivace definované na oboru integrity na
podilové téleso tohoto oboru integrity, tzv. podilové rozsiteni derivace.

Mimo derivace na oborech integrity s jednoznac¢nym rozkladem byly také zkou-
mény derivace na zobecnénych asociativnich algebrdach (tj. na asociativnich alge-
bréach obecné i nad nekomutativnimi okruhy) v kapitole 7. Nejvétsi zietel byl bran
na linearni derivace, na které lze pohlizet jako na zobrazeni, ktera jsou soucasné
derivacemi i endomorfismy na modulech. Diky této skutecnosti lze derivovani prvki
prevést na maticové nasobeni, ¢ehoz bylo vyuzito pfi reseni tlohy o nalezeni expli-
citniho predpisu libovolné derivace nékterych nekonecné spojité diferencovatelnych
funkcd.

V kapitole 6 byly na mnoziné derivaci zavedeny nové operace, s nimiz tato
mnozina tvorila nékteré algebraické struktury:

o aditivni grupa Det(R, M) spolu se s¢itdnim derivaci,

e R-bimodul Det(R, M) spolu s ndsobenim derivaci prvky z okruhu R a
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 zobecnénd Lieova algebra linearnich derivaci ®ety(A) na algebte A spolu s ko-
mutatorem [-, -].

V kapitole 9 o logaritmické derivaci byla ukazana tzka souvislost mezi aditivni
grupou derivaci a multiplikativni grupou homomorfismt z multiplikativni grupy
okruhu do aditivni grupy modulu nad timto okruhem. Konkrétné pro derivace de-
finované jako zobrazeni z komutativniho télesa 1" do vektorového prostoru V nad
télesem 7' byl nalezen izomorfismus grupy ($om(7>, V), -) na grupu (Der(T, V), +).
Nevytesenou otazkou je, zda lze podobnou souvislost mezi vyse uvedenymi grupami
derivaci a homomorfismt nalézt i v pripadé obecnéjsich struktur, tj. moduli nad
obory integrity ¢i dokonce obecné nad libovolnymi okruhy.
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Dodatek

V dodatku této prace, jak bylo avizovano v tvodu kapitoly 1 o modulech nad okruhy,
uvedeme dalsi pojmy, které lze definovat v levych modulech, a ukédzeme jejich za-
kladni vlastnosti. S ohledem na poznamku 1.6 lze prirozené tyto pojmy prevést
i do symetrickych bimoduli. V bimodulech, které nejsou symetrické, bychom museli
rozliSovat mezi ,levymi a pravymi variantami“ (napf. levd a prava baze bimodulu).
Protoze v tomto textu takové pojmy uzivat nebudeme, omezime se pouze na levé
moduly. Nebude-li feceno jinak, budeme R-modulem vzdy myslet levy R-modul.
Symbolem R budeme nadéle znacit unitarni okruh a jednotku budeme znacit 1.
Symbolem M budeme rozumét modul nad R.

Nésledujici definice a véty jsou inspirované definicemi a vétami z [2], které jsou
sice ptivodné vysloveny, prip. dokdzany pro vektorové prostory nad komutativnimi
télesy, ovsem lze je prirozené zobecnit i na R-moduly tak, jak u¢inime na nésledu-
jicich stranach.

Definice 9.20. At ry,...,7. € Ramy,...,my € M. Pak prvek
k
7’1m1+---+rkmk=z7“imi
i=1

nazyvame linedrni kombinaci prvkd myq, ..., my.

Definice 9.21. O prvcich my,...,mi € M tekneme, Ze jsou linedrné nezd-
vislé, jestlize plati implikace

k
Zrimizo = Yeek:r;=0.
i=1

V opacném pripadé prvky my,...,my nazyvame linedrné zduvislé.

Definice 9.22. Podmnozinu N C M nazveme podmodulem modulu M, jest-
lize

(i) N je podgrupa (M, +) a
(i) Vre RYm € N :rm € N.

Poznamka 9.23. Podminka (i) definice 9.22 je ekvivalentni podmince

Vm,ne N:m—neée N.
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Véta 9.24. At {M; | i € I} je libovolny systém podmoduli, R-modulu M. Pak
it Nier M; je podmodulem M.

Dukaz. 7 algebry je znamo, ze prunik libovolného systému podgrup je opét podgrupa
— podminka (i) definice 9.22 je tedy splnéna.® UkaZzme, Ze plati (i7). Zvolme r € R
am € (;er M; libovolné. Pak m € M, pro vSechna i € I. Protoze M; jsou podmoduly,
tak i rm € M, pro vSechna i € I, a tedy rm € (;c; M;. [ |

Definice 9.25. At N C M. Pak podmodulem generovanym mmnozinou N ro-
zumime prunik vSech podmoduli modulu M, které N obsahuji. Znacime jej
(N). Mnozinu N nazyvame generdtorem podmodulu (N).

Poznadmka 9.26. Definice 9.25 ndm 1ikd, ze (N) je nejmensi podmodul modulu
M, ve kterém je N obsazeno.

Znaceni 9.27. Pro koneéné mnoziny N = {my,...,my} budeme nadédle misto
({mq,...,my}) psat pouze (mq,...,my).

Véta 9.28. At N C M.
(i) Je-li N =0, pak (N) = {o}.

(i) Je-li N # 0, pak (N) = {z;;l rin;

r; € R,n; EN,Z'EE}.

Diikaz. (i) je trividlni, nebot kazdy podmodul obsahuje o. Dokazme (ii), tj. predpo-
kladdme N # (). Ozna¢me si

k
P = {Z rm;

=1

m-ER,miEN,iEE}.

(a) V prvnim kroku ukazeme, ze P je podmodul M. Zvolme si m,n € P libovolné.
Pak 1ze psat

k l
m:Z’rimi a n:Zsjnj,
=1 j=1

kdeproie@ajefjsouri, s; € Ram;, n; € N. Pak ale

k ! k !
T TR ST NS S
i=1 j=1 i=1 j=1

Dale at r € R je libovolné. Pak

k k
rm=rY_rm;=>» (rr;)m; € P.

i=1 =1

Timto jsou splnény podminky (i) a (ii) definice 9.22 a tedy P je podmodul
M. Jisté taky N C P.

%Diikaz by se vedl podobné jako diikaz (ii), jen bychom ukézali, ze m —n €
libovolné m,n € N

ic1 Mi pro

ser Mi, coz témér ihned plyne z toho, Ze M; je grupou pro libovolné 7 € I.
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(b) V druhém kroku ukézeme, ze P je nejmensi podmodul M obsahujici N (ve
smyslu definice 9.25). At @ je libovolny podmodul M obsahujici N. Zvolme
my,...,my € NCQary,...,rx € R. Protoze ) je podmodul M, tak r;m; €
() pro vsechna i € k. Odtud taky SF  rim; € Q. Proto Q C P, a tedy
(N)=P. [ |

.
Definice 9.29. M nazveme modulem konecného rddu, jestlize existuje ko-
necnd mnozina N C M takovd, ze (N) = M.* V opacném piipadé rikame,
ze M je modulem nekonecného radu. Je-li M modulem konecného radu, pak
minimalni pocet linearné nezavislych prvkia z M, které M generuji, nazyvame
radem modulu M a znacime jej rank M.

. p o 0. ividlnd . v 1w )
%Koneénou mnozinou rozumime i (). Tedy trividlni modul {o} je koneéného Fadu (kon:
krétné ddu 0).

7

Poznamka 9.30. PovsSimnéme si, ze fad modulu je pfimou analogii k dimenzi vek-
torového prostoru.

Definice 9.31. Af M je R-modul kone¢ného radu a eq, ..., e, € M. Jsou-li
(7) e1,...,ex linedrné nezavislé a
(27/) <€17---7€k> = M,

pak k-tici B = (e, ..., e;) budeme nazyvat bdzi modulu M. Pro modul ge-
nerovany mnozinou bazovych vektoru {ey, ..., ex}, tj. pro modul (ey, ..., ex),
budeme pouzivat zapis (B).*

“Protoze B je usporddand k-tice prvki z M a nikoliv podmnozina M, tak zapis (B)
nema smysl, dokud jej zvlast nezadefinujeme.

Véta 9.32. At B je libovolnd baze modulu M. Pak kaZdy prvek z M lze jed-
noznacné vyjadrit jako linedrni kombinace prvki baze B.

7

Diikaz. Oznac¢me B = (eq, ..., e) a zvolme m € M libovolné. At lze m vyjadrit ve
tvaru S8 m;e; a zaroveit ve tvaru 2F_ | n;e; (my,n; € R pro i € k). Ukazme, e pro
vsechna ¢ € k plati m; = n;. Mame

k k k
o=m-—m=> me; — Y nie; =Y (m; —n;)e;.
i=1 i=1 i=1
Protoze ey, ..., e jsou linearné nezavislé, tak m; —n; = o pro vSechna ¢ € k. Odtud
mame pozadovany vysledek. |
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Definice 9.33. At M je R-modul konecného tadu a B = (e, ..., ¢ex) je jeho
libovolna baze. Pokud m € M lze vyjadrit ve tvaru

k
Z m;é€;,
i=1

kde my,...,my € R, pak sloupcovy vektor (my,...,my)T nazyvame vektorem
soutadnic proku m v bazi B a znacime jej [m|g. Skalary my, ..., my nazyvame
souradnice prvku m v bazi B.

Definice 9.34. At M a N jsou R-moduly. Zobrazeni ¢ : M — N nazveme
homomorfismem modulu M a N, pokud zachovava soucet a skalarni ndsobek,
tj. pokud

(@) Ym,n € M : p(m +n) = (m) + ¢(n),
(1) Vm € M ¥r € R : p(rm) = rp(m).

Homomorfismus ¢ : M — M nazyvame endomorfismus na modulu M.
Mnozinu vSech endomorfismt na modulu M znacime End(M).

v

Poznamka 9.35. Pokud definujeme s¢itani endomorfismi a nésobeni endomor-
fismu skaldarem bodové, tj. pro ¢,1 € End(M) a r € R definujeme

(o +¢)(m) = p(m) +¢(m) a (re)(m)=re(m), me M,

pak €nd(M) spolu s témito operacemi tvori levy R-modul. Sta¢i jen mechanicky
ovérit platnost defini¢nich podminek (véetné podminek pro strukturu aditivni grupy)
levého modulu z definice 1.1.
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Definice 9.36. At M a N jsou R-moduly konec¢ného fadu, B = (eq, ..., ex)
(rank M = k) a C jsou baze po fadé modulit M a N,rank N =lap: M — N
je homomorfismus modulit M a N. Oznac¢me pro i € k

Qg
[p(ei)]e =
Qi
Pak matici
apy - Ak
A=(a)fim=] 1 . ¢ | e Mp(R)
- g

nazveme matici homomorfismu @ v bazich B a C. Je-li ¢ endomorfismus na
M a A je jeho matice v bazich B a B, pak pouze fikdme, ze A je matici ¢
v bazi B.

@Symbolem My, (R) zna¢ime mnoZinu vSech matic fddu ! x k nad okruhem R. Po-
vSimnéme si, ze zde obecné pracujeme s nekomutativnim okruhem, nad kterym se obvykle
matice neuvazuji. S témito maticemi budeme pracovat zcela analogicky, jako se pracuje
s maticemi nad komutativnimi okruhy s tim rozdilem, Ze pfi jejich ndsobeni, které samo
o sobé neni komutativni, jesté budeme muset dbat na poradi nasobeni jejich prvka. Mame-li
tedy matice A = (a;;) € Mixi(R), B = (b;;) € Mixm(R), pak jejich soucinem v uvedeném

pofadi rozumime matici AB € My, (R) majici na pozici (i,7) € i x k prvek

l
E Qipbp;,
p=1

pritom musime dbat na poradi soucinll a;,b,;. Tento soucet tedy nelze psat napt. takto:

l
Z bpj aip!
p=1

Véta 9.37. At M a N jsou R-moduly konecného ridu, B a C jsou bdze po
radé moduli M a N, ¢ : M — N je homomorfismus a A je jeho matice
v bdzich B a C. Pak pro kazdé m € M plati

pm)le = ([mEAT)".

Pokud je R komutativni okruh, pak se vztah zjednodusi na

[p(m)]c = Alm]s.

Dikaz. Oznacme si prvky bazi B a C nasledovné:
B=(e1,...,ex) a C=(e1,...,)

Déle at [m]g = (mq,...,mp)"T, [p(m)]e = (My,...,m)T a A = (aij)if;:l. Protoze ¢
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je homomorfismus®®, plati

k k k l l k
go(m) = (Z miei> = me(el) = Z m; Z ajiéj = Z ( miajz) gj;
i=1 =1 i=1 j=1 1

7j=1 \i=

tedy pro vsechna j € | mame

k
?ﬁj = Zmiaji. (93)
i=1
Pocitejme nyni ([m|5A™)T. Nejdtive

ay; -+ an

k k
[mgA" = (my,...omy) | = - | = <Zmiau7-~-,zmiau> :
ik -~ Qg = =
Transponujme:
Zf:l m;Qyg
(ImIFAT) =
Zle m;ag;

Porovnanim se vztahem (9.3) dostavdme pozadovany vysledek. Pokud je R navic
komutativnim okruhem, pak zrejmé ([m|5A™)T = A[m]s. [

~

Véta 9.38 (o urcenosti homomorfismu). At M a N jsou R-moduly konec-
ného radu. Pak ke kazZdé bazi B = (eq,...,ex) modulu M a kazdé usporddané
k-tici (nq,...,n,) proki z N existuje jeding homomorfismus ¢ : M — N
takovy, Ze

Viek: o(e;) = n;.

J

Diikaz. At baze B a k-tice (nq,...,ny) jsou voleny jako v tvrzeni a definujme zob-
razeni ¢ : M — N podminkou

k k
Vmy,...,mpy € R: ¢ (me,) = mez
i=1

=1

Ztejmé takto definované zobrazeni splnuje podminku

Viek: p(e) =n,.

6Indukei lze totiz z vlastnosti ¢(m + n) = p(m) + p(n), m, n € M, odvodit

k k
N T——
=1 i=1
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(/) V prvnim kroku ukdzeme, Ze se jednd o homomorfismus. Volme m,m € M
libovolné a oznacme [m]g = (my,...,mg)" a [m|g = (M, ..., my)T. Pak

k

o(m+m) = (i: mie; + i:me> = (f:l(mi + ﬁi)ei> = (m; +my)n,

= =1

k k
= mei + Zmznz = ¢(m) + p(m).
i=1 i=1

Volme navic r € R a pocitejme:

k k k k
p(rm) = ¢ (r Zmiei> = (Z Tmiez) = Z rmgin; =T mei = ro(m).
i=1 i=1 i=1 =1

Mame tedy, ze ¢ je homomorfismus moduli.

(it) V druhém kroku ukézeme, ze je takto definovany homomorfismus jediny. Uva-
zme navic homomorfmus ¢ : M — N splnujici podminku

Vi ek :ile;) =n,.

Opét at [m]g = (my,...,mg)" je libovolny pevné zvoleny prvek M. Pak mame

o) =6 () &S mivte) = 3w = ol

kde () plyne z toho, Ze 1 je homomorfismus. Mame tedy ¢ = 1. |

Definice 9.39. Af ¢ je endomorfismus na M. Podmodul N modulu M na-
zveme p-invariantni, jestlize

Vm € N : p(m) € N.

Véta 9.40. At ¢ je endomorfismus na M. Podmodul (my,...,my) je -
invariantni, prave kdyz

Vi € % : w(ml) € (ml,...,mk>.

Diikaz. Prima implikace je trividlni. Ukazme, ze pokud plati
Vi € E : <p(ml) S <m1,. .. ,mk>,

pak je (mq,...,my) g-invariantni podmodul M. Ozna¢me pro i € k

k
e(m;) =Y siym;
=
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(takové skalary s;; € R jisté existuji, protoze ¢(m;) € (my,...,my) pro vsechna
i € k) a zvolme m € (mq,...,my) libovolné. Pak existuji ry,...,7, € R, Ze

k
m = Z rm;.
=1

Dale z predpokladu a z toho, Ze ¢ je endomorfismus, dostavame

=1

p(m) = ¢ (Z Timz‘> = ;@M(mi) = Zai (2:1 Sz‘jmj>
=3 <Z aisij> mj € (Mmq,...,my).
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