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ABSTRAKT, KLICOVA SLOVA

ABSTRAKT

Bakalat'ska prace je zaméfena na pristup k vypoctim deformacnich vlastnosti jednotlivych
typt 2D nosnikl. Jedna se o vypocCty natoCeni a prihybu dil¢ich typa nosnikt. Také se zabyva
piistupem k vysledkim pomoci obecného feSeni, nebo také pomoci Castiglianovi véty a
nakonec pomoci energie napjatosti. Nedilnou soucasti prace je 1 seznam kvadratickych
momentd, prafezovych moduli a také vyuziti Steinerovy véty.

KLICOVA SLOVA

Nosnik staticky urcity, nosnik staticky neurcity, obecny piistup, Castiglianova véta, energie
napjatosti, kvadratické momenty, prifezové moduly.

ABSTRACT

Bachelor thesis is focused on stress and strain calculations of 2D beams, concerning
rotation and deflection on partial beams. Calculations are approached using general solution,
Castigliano's theorem and stress energy approach. An integral part of the thesis is also a list
of quadratic moments, cross-section characteristics and the utilization of Steiner theorem
(Parallel axis theorem).

KEYWORDS

Statically determined beem, statically indeterminate beam, general solution, Castigliano's
theorem, stress energy approach , quadratic moments , cross-section characteristics.
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UvoD

Uvop

Cilem této prace je vypracovani seznamu staticky urcitych a neurcitych nosnikt s nakresy a
podrobnymy vypocty jednotlivych typa.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1 METODY VYPOCTU PRUHYBU A NATOCENIi NOSTNIKU
1.1 STATICKY URCITY NOSNIK |
7B z
=
A B
X
R, F
JEEE
. ‘ HH I
J=— 3 l
s [ F
_ y
Obr. 1 Cdstecné uvolnéni nosniku 1 s VVU \I
Omax = Fl (2)
M,(x) = F.x 3)
x € (0;0])
Tézisté plochy statického momentu je% [ odsily F
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.1.1 OBECNE RESENI

_ staticky moment plochy momentoveho obrazce k mistu prihybu
B tuhost v ohybu

_ F-I3 (4)
3-E-1

O
N =

S
Il
ool o

1.1.2 RESENi PRUHYBU ENERGIE NAPJATOSTI

Je-li material télesa linearné pruzny, je deformacni prace vykonana soustavou silovych
pusobeni /7rovna energii napjatosti /¥ akumulované v télese £2.
Celkova energie napjatosti akumulovana v télese (2 zatizeném soustavou silovych

pusobeni /7je v linearni PP dana superpozici energii napjatosti akumulovanych v télese od
jednotlivych prvki této soustavy.

Mnozstvi energie napjatosti akumulované v télese (2neni zavislé na historii zatézovani, ale

pouze na aktualnim stavu soustavy silovych ptusobeni /7 Energie napjatosti je tedy stavovou
funkci. [1]

oz z |r
A B
X
F
Mo = | T
! _ ]lill'
N=
Obr. 2 Cdstecné uvolnéni nosniku 1 s posouvajici silou
x € (0; 1)
ZFx=O=>T—F=O=>F=T Q)
Y B =0=>N=0 ©)
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

ZMO=O=>—F.x+MO=O=>MO=F.x %

Pocatecni podminky:

Wkx=0)=0 (8)
Wix=0)=0 ©)
W_j 1 ( OMO)d (10)
—JE\"? 9F )
le1 aMO)d—jll(F )d—Fjlzd—
OEI X E-] XX X E-] OX X =
l (11)
F [x3 F-I3
=—|—| dx =
E-1[3], 3-E-1]

1.1.3 RESENi PRUHYBU POMOCi CASTIGLIANOVY VETY

Castiglianova véta:
ow
- [2] (12)
NPT

Y - posuv pusobisté sily F ve sméru sily F

W - energie napjatosti

LM oM L_F-x F L
y= —0'< O)dxzj (=x)d = ——" | x*dx =
0

o E-1 \0F E-I E-1 ),
. (13)
x3] _F I3
3 0 3-E-1
Natoceni:
ow F-l?
[2] (14)
=M T2 E-1
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.2 STATICKY URCITY NOSNIK Il - RESENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
q

xa L

T,

B LTI

R Rp
o I I ml v A7y

A |—x

B
AN 2

Obr. 3 Uplné uvolnéni nosniku 2 s VVU

CASTIGLIANOVA VETA:

-

Plsobi-li na linearné pruzné téleso (soustavu) silova soustava, pak posuv y pusobisté sily F]'
po jeji nositelce je dan parcialni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této
sily. [2]

ow

= O_F] (15)

y
Uhel nato&eni ¢ j piimky spojené s plisobistém silové dvojice M , v roviné jejiho pasobeni
je dan parcialni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této dvojice. [2][3]

ow

= O_MJ (16)

P
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

b
ZMA=—q-b-(a+z)+RB-(2-a+b)=O (18)
b 2-a+b
] =q.b-(a+7):q-b.(—2 )=q-b a9)
5 2-a+b 2-a+b 2
b b
q-b by q-b b q-b b
Momar =5+ (a+3) =55 =7 (a+3) .
1.2.1 RESENi PRUHYBU POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
[: A
Ry T4 ‘;“-“"\__ M,
| x € (0;a)
N
q-b
N Moy = —="x (22)
) Obr 4 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez I.
II: A
Ry . (0 b)
| ::_N x '3
i\ |
q [T q-b q - x?
4 1|'f .- N M()” MOH = 2 ) (a + x) - 2 (23)
Obr. 5 Uplné uvolnéni nosniku 2 rez II. b
i _ €l0;=
i : ve(0)
Ry q-b b
TV _____N Mo = T (a + 5 + x) -
‘?'\l, (S 2 (24)
LV G
Sl — -:_'_2 X |- ottt - 2 —Fpx
Obr. 6 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez III.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

IV:
. A Fp
A T -'-T.-\.._
q .':.N
Y
a | b | x|
Obr. 7 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez IV.
x € (0;a)
b b b

Mon,=qT-(a+b+x)—q-b-(z+x)—FD-<E+x) (25)

ow
Y=,
H

b
2 a b

+j MoIII'(_x)'dX+j Mon/'(—z—x)-dx =
0 0

b :
1 ji q-b-x ( +b+ )+q-x <b+ )2
“E-1)), 2 \"T2 )T

2_

+j0a[—¥-(a+b+x)-(§+x)+q-b-<g+x) _

b
1 2[ q'abx q-b*>x q-b-x*> q-b?x
RNk - +

a1\40111
oF,

b
oMoy 1 “ 2
jMOIV aFD d =ﬁjM010dx+jMOIIde+
0 0

~dx +

. dx}

= — +
4 2 8
q-b-xz q-x3
+ + -dx +
2 2 ] g
BRNO 2019 16



METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

+ja q.a.bz q.b3 q.bz.x q.a.b.x q.bz.x
4 4 2 2
q-b-xz q-b3 q-bz-x q-b-xz
_ cdx b =
2ttt 1t x
1 _qabx g b%2-x q-x3
= E_ j 3 + > dx +
a a- b? b? - x a'b-x b - x?
+j q q _q CI el =
0 4 4 2 2
) 4 b
1 a'b-x b% - x x*|2
_ - q q _I_CI +
E-I 4 16 8 0
N q-a-b? q-b*>-x*> q-a-b-x qu3a_
4 8 4 6 B
0
1 q-a-b®> q-b* q-b* q-a®-b*> q-a®-b?
CE-l 16 64 128 4 8
. a3 b . a3 b
q + q _
4 6
1 q-a>-b q-a*-b* q-a-b®> q-b*
CE-I 12 8 16 128 (26)
1.2.2 RESENi NATOGENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
I: A
| — M,, 0; @)
p 'l '; x € (0;a
. Mp Ra = ,
o N MOI =qTx_MD (27)
X
Obr. 8 Uplné uvolnéni nosniku 2 fez I
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

- M, 28

a . _x

Obr. 9 Uplné uvolnéni nosniku 2 fez II.

[11: A E,
Ry

a _:_%b X _'i.Mom

MOIH:_. a+—-—+x

SRUIRIE 5
2

R =
4 T ) M()IV

a — b X —

Obr. 11 Uplné uvolnéni nosniku 2 fez IV.

x € (0;a)

b b
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

ow B
oM,
— 1 OII 0M01H _
1 a b a
=_E1{j MOI'(_l)'dX‘FJ Mon-(—l)-dx+j MOIII'(_l)'dx}:
0 0 0

”q-b q-x*
j cxdx + > (a+x)— 7 ~dx +

o[ [_ @rbrn-ab ()] ax) =

1 q-b-x2a+q-a-b-x+q-b-x2 q-x31"
E-I 4 6

+
0

ca*b-x -b?% - x b x? -b?% - x b+ x2]"
+[q L a L4 q q ”
0

2 2 4 2 2

2 2 6 T2 4

1 ca?-b - a- b? - b3
_ _(q Laab® g )
E-I 2 2 12 1)

1 q.az.b+q.a.b2+q.b3 q.b3 q.az_b q_az_b
E-1 4
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.3 STATICKY URCITY NOSNIK Il

S
et
R, v .
. |
“ A 1 F Il ”*RB
A_é] | 7;

Obr. 12 Uplné uvolnéni nosniku 3 s VVU

1.3.1 OBECNE RESENI

staticky moment plochy momentového obrazce k mistu priithybu

tuhost v ohybu

F Ll 1,11 3
Wwo22272°23_ F-1 (32)
E-I 48 -FE -1
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.3.2 RESENi POMOCi ENERGIE NAPJATOSTI
I: 1
Ry==F
Jlill 2 j_\_/_lf)l
T)
(33) (34)
- x -t
Obr. 13 Uplné uvolnéni nosniku 3 fez I
II:
AR _1F F {w()ll
472 T.-. N € L L
X (2, )
" M, = (L+ ) F (35)
_ X
Obr. 14 Uplné uvolnéni nosniku 3 fez II.
M3 1
W = dx = <IN N 36
jZ-E-I x=5gg Rt (0
L L L N3
2 2 L
[ P
L AV R A F) R
0 0 0
F?2 3 F?-3
~ 4 24 9 (37)
L
= [(Go(3x)-r o) an-
5 = > \3 X X X =
L
2
L
sz -+ ZF(L+)F + F%-x%dx =
J 2 x > \3 X X x? dx
2 (38)
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

Il
Nl —
-[>| R
h
N

FZ-L-x+F2-x2 F?2-L-x
4 2

+

Il
NI —
~
-]~
(@)
N
N

~
N
h
N
~
N
h

L L
-<Z+Z-E-x+x2>—F2-x-<E+x)+F2-xzdxz

—F2.x2 4+ F%2-x%2dx =

—_
o

16

B . []L . X2L+F2 xBL
B M2 T e 3T
2 2

L LN?

:FZ'LZ-[L S S O R N A )

F?-1> L F?-L 3-1* F? 7-1° F?-1> 3-F*-I°

16 2 4 8 +4 24

7-F%-3 1 3 7 1
+—=F2-L3-(———+—)=F2-L3-(—)

32 32 *

96 32 32 96 96
(39)

1.3.3 RESENi PRUHYBU NOSNIKU:

ow 2-F-13 F-L3

0F 96-E-1 48-E-1
1.3.4 RESENi NATOGENi NOSNIKU V PODPORACH:

ow F-L?

oM 16-E-1
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.4 STATICKY NEURGITY NOSNIK IV- RESENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY

Ry I Ry F
ik S B
A
i I I
—x
Obr. 15 Uplné uvolnéni nosniku 4 .
S =0 -
ZMA=0=>—RB.l+F.2.l+M=>M=+RB.l—2.F.l (44)
Mame 3 nezname a 2 pouzitelné rovnice => Ix staticky neurcita tloha.
Zavedeme deformaéni podminku: yg = Omm
Prihyb nebo natoceni v bodé B je nulové.
. X
I' = 1 — X1 € (O,' l)
M,, Ve Moy = F - x; (45)
| oM
> ROI =0 (46)
F B

Obr. 16 Uplné uvolnéni nosniku 4 fez I.

II:
X2 !
X, € (0; 1)
M, —
O”:':’ MOH =F- (l + xz) —_ RB ' Xz (47)
F oM
Rp ¥ - R‘:’ = —x, (48)

Obr. 17 Uplné uvolnéni nosniku 4 fez II.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1/ l
yp=0= ﬂ(jo (F.x1)0dx; + jo (F(l + x3) — Rp. x3). (—xz)dx2> =

1 l
:ﬂ<j —F.l.xz—F.x§+RB.x22.dx2>=
' 0
l
1 x3 x3 x3 1 F.I3 F.I3 Rpl3
=—|-F.lL——F.—+ Rg.—| = — — + =
E.I[ 2 3 73], EA\ 2 3 3
1 5 Rp. 13
=— (- F3+-2
E.l 6 3
1/ 5 Rg. 13
0=—|—-=.F. El
E.I( 6 + 3 ) /
R —5 F
B (49)
Dosadime do rovnic rovnovahy.
Ry,=F—Rg=F > F = > F
a4 Pl o2
5 1
M=+RB.l—2.F.l=E.F.l—2.F.l=E.F.l
l: = xl ==
x; € (0; 1)
M, =
of |"{ MOI =F- X1 (50)
TF = X (51)
Obr. 18 Uplné uvolnéni nosniku 4 fez I.
II:
_ X2 l
X, € (0;1)
M Vo 5
ot . MOH = F b (l + xz) - EF b xz (52)
Ry F
"f OMOH 3
=1, 53
3 5+ X2 (53)

Obr. 19 Uplné uvolnéni nosniku 4 fez II.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1 L L 5 3
y = ﬂ< jo (F.xp.x1). dxy + jo (F(L+32) = 5. F.x,). (1 —Exz)dxz>

L , 3 3 9

I3 x? 9 xgl
F— Flz —3Fl— —.F.=| | =
3 *2 4 2]

5 31, 3.F.I°%\ 7 F.PP
F3+Fl—3Fl

274 )T EI (54)

1.5 STATICKY NEURCITY NOSNIK V- VYPOCET REAKCiIi NOSNIKU POMOCI

CASTIGLIANOVY VETY
Ray Rg I R
Q=q. | ‘
l b ‘ b o

Obr. 20 Uplné uvolnéni nosniku 3

z F,=0=R,, (55)

ZFy:Oz>RAy+RB+RC_ql => Rqu-l_RAy_RC (56)

2

lZ

l
=> Rc = Ryy 45

(57)

Mame 4 nezname a 3 pouzitelné rovnice => Ix staticky neurcita tloha.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

Zavedeme deformaéni podminku: y, = Omm
Prihyb nebo natoCeni v bodé A je nulové => Parcialni derivace podle Ry

. R
I: ”Q x;, € (0;1)
=q.]
2
- X
\ M,, My, = RAy Xy — q._l (58)
NG | :
X1 oM
ol = x, (59)
. d RAy
Obr. 21 Uplné uvolnéni nosniku 5 rez I.
I1: TRC
R B x; € (0;1)
M oll I__./’F:- l Jlf [
| MOII = (RC.'XZ =RAy—q.E).x2 (60)
T
Obr. 22 Uplnévuvolném’ nosniku 5 oM oIl
Fez II. 3R =Xy (61)
Ay

1 /(! x? .
YA=0=ﬂ<j (RAy'x1_CI-7)-X1-dX1+jRc'xz'xz-dxz>=
1 \Jo 0

1 ° x3 xfl+Rx§l_1 ° 13 l4+R 13
“EI\™ 3 q'80 “3) )T EI\"3 Tg ™ ey

1, B l4+<R l) BY_ 1 (p 2B _ 70t
“E\r3 T e g T \fy T4y ) g ) T\ My T3 T4y

El 24

0=r 2l T AT

Ry T3 Ty =7 AT g1 (64)
_ q.l _ _

Ro=Ray =5 = Re=—1g 0! ©)

(63)
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PRIKLADY NOSNIKU STATICKY URCITYCH A NEURCITYCH

2 PRIKLADY NOSNiIKU STATICKY URCITYCH A NEURCITYCH

Nosniky jsou rozdéleny do skupin, podle druhu ulozeni, které zavisi na podminkach

statické urcitosti.

Rovnice z této kapitoly jsou prevzaty dle [4].

2.1 PRIKLADY NOSNiKU STATICKY URCITYCH

g l
Obr. 23 Cdstecné uvolnént nosniku 6 ES}'
Mpax = F.1 (65)
(v mist& A)
F.l?
- (66)
“=2E1
F.I3
- (67)
Y=3E.1
g == F
_ C
I
BIII
Obr. 24 Castecné uvolnéni nosniku 7
Miax = F.a (68)
(v mist& A)
F.a?
- (69)
“=2E1
(v ¢asti CB)
F.a? /2
= \z-at b) (70)
Y=2E1 (3 a
27
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// I8 F3 F, F
A _ B
a, T >
a3 = I'
a;
a Obr. 25 Cdstecné uvolneéni nosniku 8
1
My = Fy.0y + Fy. @ + F3. 05 . +Fy. 0y = Y Fra an

(v mist& A)

a = ;(Fl. a,%2 + F,.a,% + F;.a3% ... +E,.a,%) = ;Z Fi.a? (72)
2.E.1 2.E.]

1 2 a, as
Y= [§F1. a,’2 + F,.a,%(a; — ?) + F;.a3° (a1 — —) +

3 (73)
a
+ E,.a,? (a1 — ?n)]
7 g n F 2 E 1
A B
=/
an b, ej'
a, b, -.
a, b,

_ l ) Obr. 26 Cdstecné uvolnéni nosniku 9
Mmax = ) Froa (74)
(v mist& A)

1
a:—.ZFi.az (75)
2.E.1
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(v asti by)

1
y = _6 E I [Fl a12(2.l+bz)+le a22(2-l+b2)+F3a32(2.l+b3)
N (76)
Hhp an?(2+by)] = = Z F;.a?(2.1+b)
[
Y Q=q.]
A 5]
=,
Obr. 27 Cdstecné uvolnéni nosniku 10 3I
N NE
Mpax = Q_ =— 77)
2 2
Q.1 Q.1
- ' (78)
“=5E1’ ) 8EI
a == b e ¢
Y Q=4.b
NS A
5
Obr. 28 Castecné uvolnéni nosniku 11
b
Mnax = Q. (E + a) (79)
(v misté A) (80)
Btk Fi.e + F.e
- 81 = 82
CTTEd &) Y £ (82)
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Momentové plochy:

Momentova ramena:

Q.b?
= 83 = —, 84
F, = c (83) e =7 b+c (84)
a 4.a+3.b b
e - c
F, = % (a +b) & * 3" 2(a+b) ®6)
[
Y
- 3 —
/ TrT T T
} } } } { { H [:’_ e |
A B |
Obr. 29 Cdstecné uvolnéni nosniku 12 ¢
1
Minax = §Ql (87)
(v mist& A)
Q.1
= (88)
CT12E1
QL
= (89)
TN
M —Fl+1Ql
max . P4 90
7 0=9.1 2 ©0)
12 (F Q
. =— [—4+ = 91)
A sl 1 “TEI (2 * 6)
> 3
3 (F
=Gty @
F v
Obr. 30 Cdstecné uvolnéni nosniku 13
30
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l
-
7
1111111
7 1
A i B
>,
)
Obr. 31 Cdastecné uvolnéni nosniku 14 4
1 1
Mmax:_-Ql-l"l'_-Qz-l (93)
2 3
2 04
a=r (2.Q:+0Q2).! ©4)
1 /0,
== i\ a 95
(s o)t o9
l
Z Q=91
A [ B
A A IS S
&
ap bn 4
a, b, Obr. 32 Castecné uvolnéni
nosntku 15
a; b, _
Mpax = 5 Ql+zFa (96)
(v mist& A)
C=e B\ Ty e
Q.13 1 Z
= + .Y F.a®?.(2.l+b (98)
Y=8r1 e g1 L )
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1 1
2 z l — 7 l =
Ry F Rp .
A y Bl 3
~C 7'?
>§ Obr. 33 Uplné uvolneni
L nosniku 16
Ry, =Ry = F
A — f\B — 2
F.l
M, =— (99)
max 4
F.l?
= AaB 100)
““16E1"""?
3
oax = G577 o
R R
4 . Pl |
A c B
. % Roo D ez o
i
= > Xol Obr. 34 Uplné uvolnéni
nosniku 17
F.b
RA = T 102)
F.a
RB — T 103)
a.b
Mmax = F'T 105)

(v mistg C)

Nejvétsi prohnuti Pmax je vzdy v delsim poli (nikoli v nebezpeném misté a to v misté D).
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ve vzdalenosti X¢ od podpory vzdalen&jsi od . Pokud @ > b, pocita se Xo od A: [4]

a a. (2.l —a)
_ /_ I S 106)
X, 3 (b+ D) 3
F.(l—a).xi My, [a 3
_ _ s 107
Ymax 3E.11 oE1 N3 TH )

Pokud b > @, pocita se Xo od B:

b b.(2.1—b)
F.(l-b).x} M b
Ymax =351 =gp 30D 1)
F F. —
RA = a = ! 2 = b = RB RA — Fl. (l C;) + Fz. b 110)
A ..--:_Ill-""--.. S .-'_ b e RB — Fl' a + FZ' (l - b) lll)
S S l
) l
Obr. 35 Uplné uvolnéni nosniku 18
Pokud Fv[>}€Aj jeMmax (V misté C)
Mimax = Ry a 112)
Pokud F2>Rp; je Miax (v misté D)
Mmax = —Rp. b 113)
Pokud Fl = RAje Fz = RB .
M0 = Ry ve viech mistéch tseku CD nosniku. 114)

PonévadZ vyraz pro Vmax je velmi sloZity, uvadéji se zde vyrazy pro y (v mistech C a D)
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Ye= TR [2.F;.a?(l — a)? + F,.a.b. (12 — a® — b?)] 115)
1 2 2 2 2 2
Vo = 7 [Fra.b.(1® = a* = b?) + 2.F.b%. (1 = b?)] 116)
R, a b c Rp
RA = RB = F 117)
A | B
— I e L8 M., =F.a 118)
~ | L o
g Ve vsech mistech stiedniho tseku b
l =N nosniku.
| Obr. 36 Uplné uvolnéni nosniku 19
F.a
Ymax = W 1(3-l2 — 4. aZ) 119)

Uprostted nosniku.

Cara ohybu mezi silami /' je kruhovy oblouk s polomérem r:

E.l 120)

'r' =
M ax
RA Fl FZ F3 Fn RB
A B
= b ot
al bl
a, | bz . Obr. 37 Uplné
S = uvolnéni nosntku 20
a, _::bn
[

R, = D Pl'i, b 121)
R, = > Pl'i, a 122)

BRNO 2019 34
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M+RB=§F} 123)

Nebezpecné misto vySetfime takto:

Po stanoveni reakci, sCitame osamélé bfemena postupné od jedné podpory smérem k druhé,
az jejich soucet prestoupi hodnotu reakce (na stran€, od které jsme bfemena scitali), nebo se ji
rovna.

Misto, ve kterém se to stane, je nebezpecné a v ném Muax se rovna algebraickému souétu
statickych momentt vSech vnéjsich sil (tedy i pfislusné reakce) po jedné strané€ tohoto mista.
V ptipadé, Ze soucet bremen, ktery je pod nékterym z nic roven reakci, je v tomto misté
posouvajici sila rovna nule, a proto v§echny mista mezi timto a dal§im bfemenem, jsou stejné

nebezpetné a Myax v tomto useku nostiku je konstatni. [4][5]

Y1

=
=
[uy]
Ty

[ |a
R,| o B
Obr. 38 Uplné uvolnéni nosniku 21
F.a
Ry=——" (124)
a+l
Rs = F.— (125)
Miax = F.a (127)
(v misté B)
2
y, = F.a.l’V3 (128)
27.E.1
Ve vzdalenosti:
V3
X, = —5—=05773.1 (129)
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F.a?
= (a+1 (130)
Y2 3 E ] ( )
F R, ‘u Rp F
Al — ] — B
= 2 ’ AN
/ Obr. 39 Uplné uvolnéni
a a nosniku 22
Miax = F.a (132)
po celé délce AB.
£2 a?+3.aD (133)
=—-(4.a LA,
YT 6 E.I
2
y = Fal (134)
8.E.1
Uprostied nosniku.
Cara ohybu mezi podporami je kruhovy olouk s polomérem 7-
_E' ! (135)
r =
F.a
R, Rp
a b
Al - C B
X l—x
F
Obr. 40 Uplné
L uvolnéni nosniku 23
Zatizeni nosniku pohyblivym bfemenem.
Pii pohybu bfemene F' se obé& reakce a ohybové momenty pod biemenem méni.
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Zménu reakce R4 vyjadfuje rovnice:

[ —x

136
l (136)

RA=F.

Ohybové momenty se pod silou F pfi pohybu bfemene méni podle paraboly se souvislou

osou uprostied délky nosniku. Momenty v A a B se rovnaji nule, uprostied je:

F.l
- (137)
max 4
Z néhoz se stanovi priifez. Moment (v mist& C), pokud se bfemeno pohybuje
(v ¢asti nostniku mezi A a C), je:
a.(l—x)
M., =Ry.a—F.(a—x) =F.f—F.(a—x) =
(138)
a b
=F.x(1-7)=Fx5
l l
R, _a Ry Nosnik se dvéma pohyblivymi bfemeny
navzajem spojitymi. [4]
A <D B |
N -1/ Predpokladame, ze nosnik ma previslé
-4 === konce, takze vyslednice R, miize piisobit
mezi podporami od A do B.[4]
F F
R
[
Obr. 41 Uplné uvolnéni nosniku 24
R=F +F, (139)
Reakce:
l—a; —x
Ry =R——— (140)
Nejvétsi z ohybovych momentl pod silou /7, pii pohybu biemene:
, F,+F,
Mpmax = a4 (- al)z (141)

je ve vzdalenosti:
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N

Xo =— od A (142)

Nejvétsi z ohybovych momentl pod silou /2, pii pohybu biemene:

. F,+F,
Mpax = T

. l+a,
X0= 2

(1= ay)? (143)

od A (144)

Ohybové momenty pod /7 a > se méni podle nestejnych parabol se svislymi osami ve
vzdalenostech X9 a Xp . Prvni ma rozpéti / — a; od A a druha / — a, od B.

Pro vypocet prufezu nosniku pouzijeme vétsiho z momentu Mumax a Muax'".

Pokud:
a
Fy=F,=F (tj.pHiR = 2.F; a1=a2=5) (145)
Jsou paraboly stejné:
F 2
My =57 (1= %) (146)
Ry Rp
Q=q.1
AT T B
1 5
2 £
l
Obr. 42 Uvolnéni nosniku 25
Ry = RB=§="7'I (147)
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M _el 1 12 (148)
max 8 - 8 q
5..13 Q.13
- - A (149)
Ymax = gz = 001302
Ry Rg
Q=4.b
A B
i b
a b
Obr. 43 Uvolnéni
[ nosniku 26
Q gq.b
R,= Rp=—=—"—" (150)
A B 2 2
7 (a+3)
M =—.la+-
max 4 (151)
Uprostted nosniku.
R, Rg
Q=4.b
A B
N C A
/ Vi
B Xo
a ) b ) C ) Obr. 44 Uvolnéni
= == == = nosntku 27
b+ 2.c
R (152)
A 2.1
2.a+b
R (153)
B 2.1

Nejbezpecngjsi (misto C) je ve vzdalenosti:
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R b.(b+2.c
x0=—A+a=a+(—) (154)
q 2
b.(b+2.c
Mpax = Ry [a + (—)] (155)
4.1
R, 0 Rg
=q2:b
A Q1=0q1.a AT
P;A\J [[1]e D B
a b
l
Obr. 45 Uvolnéni nosniku 28
Q1. (2.1—a)+Qy.b
— (156)
4 2.1
a+Q,.(2.1l—-b
2.1
Je-li Ry < Q4 ,je: Je-li Ry = Q4, je:
Ri.a Qi.a Qu.b
Minax =5 2 (158) Mypaz = =2 (159)
(Misto ve vzdalenosti od A): (Po délce CD)
Ry.a
= (160)
2
Je-li Ry > Q4 ,je:
R2.b
Minax = 2.0, (161)
(V misté ve vzdalenosti od B):
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Rg.b
x = ~E (162)
Q2
a b
R, Rg
B
7'7A c ez 2
Xo
C l
Obr. 46 Uvolnéni nosniku 29
R, = Q.w (163)
2.1
a—2.c
R =0, ——— (164)
=0 o

Nebezpecny prifez mize byt (v misté A), nebo mezi podporami (v misté C) ve vzdalenosti:

Rp
o= -E4+b (165)
q
Od podpory B.
2
c
M, =—q— (166)
2
xo — b)?
M, =—RB-X0+Q-¥ (167)

Do pevnostni podminky dosadime ¢iselné vétsi absolutni hodnotu ohybového momentu.
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Ry Rp
Q=q.1
2b >
a b a

!

Obr. 47 Uplné uvolnéni nosniku 30

(168)

Q
RA:RB:E

Nebezpeéné misto mize byt bud’ v A a B nebo v mist& C uprostied nosniku, nebot’ v nich
posouvaci sila méni znaménko. Proto stanovime hodnoty ohybovych momenta.

a2
_Q [l _Q
MC—E.<Z—a)—§.(b—2.a) (170)

Nacez do pevnostni podminky dosadime Ciselné nejvetsi absolutni hodnotu.
Jellil=4.a,jeb =2.aaMc=0
Prohnuti uprostfed nosniku:

_ q.b*.(24.a* - 5.b%)

384.E.1 (47
Prohnuti na obou koncich:
3 _ 13 2
Y = q.a.(3.a> —b> + 6.a°.b) (172)

24.E.1

Nejvyhodnéji je nosnik zatizen, jsou-li ohybové momenty v A, B, C stejné, coz nastane pfi:

1
a=:. (V2-1) =0,207.1 (173)
V tom pripadé
Q.1
Minay = =5~ (3 - 2.4/2) = 0,0214.Q.1 (174)
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RA RB
Al oI WHHH B
2 D C %
Xo 1T §l
X Q
0 == \J
l
Obr. 48 Uplné uvolnéni nosniku 31
Q
R, == 175
4=73 (175)
2
Ry ==.0 (176)
3
(Nebezpecné misto je ve vzdalenosti od podpory A):
1.\3
Xg = - = 0,577.1 (177)
2.43
Mg = —=Q. | =0,1283.0.1 (178)
Nejvétsi prohnuti
Q 3
= 0,01304. — (179)
ymax E I
Je ve vzdalenosti od podpory A:
Xy = 0,5193.1 (180)

Ry 1 1 Rp

50 0
i ‘ I |'%l"l"l"m--r-]-...C....-1--1--r'1"l'2'|"|"|"\ | ‘ ‘ B

i

1 1
7 l == 7 l

— l —
Obr. 49 Uplné uvolnéni nosniku 32
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R, =Rp = 2 (181)
2
0.1
M0 = 17 (182)
3.0. 13
— (183)
Ymax = 350.E.1
Uprostied nosniku.
RA RB
AL e 102 e,
Vi N
. b o
1 1
2! 2!
[
Obr. 50 Uplné uvolnéni nosniku 33
R, = Rp :% (184)
N
M0 = Q_ (185)
6
Q.l°
- (186)
ymax 60. E.I

Uprostied nosniku.

Ii e

Al 1l

a ——— b e a

[

Obr. 51 Uplné uvolnéni nosniku 34
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R, =R, =2 (187)
2
v - 8.a2+3.b.(4.a + b) (159)
max = Q- 24.(a + b)
R Rp
AT
_A|_| 1] Qy
; C o o
Xo
[
Obr. 52 Uplné uvolnéni nosniku 35
Q1 , Q;
R, =42 189
4= 3 (189)
Q1 , 2.Q;
Rp=—+ (190)
Bo2 703
X0 X0
Mz = 2 (4.Ra = 1. 7) (191)
Je v (mist& C) ve vzdalenosti:
L 2
Xo = (= Q1+ |Qf +4.Ra.Q2) (192)
2.0Q;
Ve vzdalenosti od (mista A)
Ry Rp
2=q.1
A B
F
l

Obr. 53 Uplné uvolnéni nosniku 36
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F +
2
2.F +0Q).1
Mpox = & (194)
8
8.F +5.Q).1°
Ymax = ( 2 (195)
384.E.1
Uprostfed nosniku.
Ry ARB
Q=q.1
g B
’ c s oA
a | b
F
[
Obr. 54 Uplné uvolnéni nosniku 37
F.b Q
R, =—+4+— (196)
AT T2
F.a Q
Rp=—+4+— 197
B ; > (197)
Pokud je:

RZ
A A
7< a, Mmax =ﬂ

Je v misté ve vzdalenosti:

R
4 od A

(v misté C).

(198)

(199)
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Pokud je:

(200)

ve vzdalenosti:

R
—50dB.
q

ProtoZe vyraz pro Vmax je velmi slozity, uvadéji se zde vyrazy pro prohnuti y (v misté C) a pro
prohnuti ) ‘uprosted nosniku, ktera se od Vmax 0 mnoho nelii.

a.b
- 2 201
y = 24Ell[8Fab+Q(l+ab)] (201)
(v misté C)
Je-lia > b, je:
’ 2 3 202
y = 48EI[Fb(3a +6.a.b—b%) += Ql] (202)

Uprostied nosniku; pti @ < b se zaméni v tomto vzorci d S b.

2.2 PRIKLADY NOSNIiKU STATICKY NEURCITYCH
Rovnice z této kapitoly jsou prevzaty dle [4].

Ry 1 I F 1 I Ry

A 2 2

& ;

i A C

[
Obr. 55 Uplné uvolnéni nosniku 38
11
Ry=—.F (203)

16
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5
Rp =—.F (204)
B 16
M, = 3 F.l (205)
47 16
M, = > F.l (206)
¢ 32
3
Mo = My = E'F'l < Wyop (207)
__t F e (208)
Ymax 48.\/@. E. |
ve vzdalenosti od (mista B): g
R, 1 F 1 Ry
) N L N 77/
// A_ _ C /f,
7
l
Obr. 56 Uplné uvolnéni nosniku 39
F
RA:RB_E; (209)
F.l
M, = —— 210
P 3 (210)
F.l
Mg =M, = — (211)
8
F.I3
— (212)
Ymax =195 1 V©
F.l
max — ? < Wyov (213)
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Ry 1 1, R 1, Re
A F C F B
z z
Obr. 57 Uplné uvolnéni nosniku 40
Ry =R = > F (214)
A — B — 16 -
11
R =—.F (215)
© 8
M, =M, = — F.l (216)
1~ 2 32 -
M, = > F.l (217)
T
M,,.. F.l< Wy, (218)
RA RC RD !'\RB
F F F
JA C |D B
gt gt gt gt 9t gt
l L | l
Obr. 58 Uplné uvolnéni nosniku 41
7
Ry =Rg =—.F 219
R.=Ry =2 F (220)
C D 20 -
M, = My = — F.1 (221)
TS a0
BRNO 2019 49



PRIKLADY NOSNIKU STATICKY URCITYCH A NEURCITYCH

3
My =My, = ——F.l 222
M, = ! F.l (223)
2710
7
M0 = My = M3 = E'F'l < Wyov (224)
Cim vice poli, tim vice se hodnoty reakci vnitinich podpor bliZi sile /' @ Mpuax hodnots:
F.l
8
RA RB
o Q=9.1
il B
- ‘
) [
Obr. 59 Uplné uvolnéni nosniku 42
5
R,==.0Q (225)
8
3
Ry ==.0 (226)
8
1
M, =§.Q.l (227)
M, = K [ (228)
c="128°¢
V C ve vzdalenosti od B:
3
. 229
Xo =g (229)
1
Mmax = My = 3’ Q.1 < Wy (230)
13
VYmax = 0,0054.Q— (231)

E.l
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(v misté& ve vzdalenosti 0,4215./ od B).

Ry Rp
o Q=q.1 7
M My
@ W~
A C Bl
7
l

M, = ! l (233)
4= =130
Mg = ! l (234)

B=715¢
M, = ! l (235)

¢ =570

1
Mmax =75-Q.1 < Waoyp (236)
12
13
Ymax = Q— (237)
384.E.1
Uprostfed nosniku.
Ry Rc Rg
Q Q
A : i
- > T
l l
Obr. 61 Uplné uvolnéni nosniku 44
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3
RA:RB:§ Q (238)
5
R, =—. (239)
=70
M, =M, = i (240)
1 =M, =-7-5 Q
Ve vzdalenosti od A a B:
3
=—.1 241
Xo =g (241)
0.1
M. =— (242)
€7 8
0.1
Mpax = M¢ = ? < Waov (243)
R4 A Re Rp Rp
|A ¢ g Bl
l e l l
Obr. 62 Uplné uvolnéni nosniku 45
2
RA=RB=§-Q=0»4-Q (244)
M, = M; = —0,08.Q.1 (246)
Ve vzdalenosti od A a B:
Xg = 0,4.1 (247)
M, = —0,025.Q.1 (249)
Mmax = M¢c =Mp = 0,1.Q.1 < Wy, (250)
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3 KVADRATICKE MOMENTY, PRUREZOVE MODULY

a
L = E (251)
3
a
W, = z (252)
4
a
L = E (253)
a3.\/2
W, =——= 0,118, a® (254)
3
L (255)
12
3
I, = hll; (256)
b. h?
W, = c (257)
h.b?
Obr. 65 Priifez obdelnikové tyce [6] w,, = 6 (258)
z 3
[ I, = b'3l6l (259)
/ £ b. h3
— I, = (260)
g /z/;:r/ A X 12
! b X' 2
- [ = b.h (261)
Obr. 66 Priirez trojuhelnikové tyce [6] 24
b2%.h
W, =2 (262)
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Obr. 69 Priirezy tyci 4 [6]
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ZAVER

ZAVER

Na zakladé zadani byla vypracovana reserse staticky urCitych a neurcitych nosniku.

V prvni Casti byly popsany dil¢i pristupy k jednotlivym metodikam vypocta.

Nejprve byla popsana metoda obecného pristupu vypoctu priahybu a natoCeni, nasledné
ptistup k vypoctu pomoci Castiglianovy véty a nakonec byla definovana metoda za zakladé
principu energie napjatosti. Tato Cast byla rozsifena o grafickou podobu jednotlivych fezi,
chrakterizujici uvolnéné Casti télesa.

V dalsi kapitolu charakterizuji jednotlivé typy nosnikd doplnéné o vypoclty pruhybd a
natoCeni. Tyto deformace byly znazornény v grafické 2D podob€ u vyobrazenych nosniki.

Posledni kapitolou byl seznam kvadratickych momenta a prafezovych modult u nejcastéji
pouzivanych prafezi, které jsou nedilnou soucasti vypocti a také zde byla popsana metoda
vyuziti Steinerovy véty.

Prace byla zhotovena jako podpirny studijni material a jsem presvédCen, ze bude
napomocna zejména pii feseni vlastnosti nostnikd na zakladé plisobeni vnéjsich sil.
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

a,b,c,d
AB,C,D
E

€1, €2

F

|

/

Ma. Mg Mc, Mb

Mimax
Mo

Mo, Mo, Mo

N

q

Q

R

r
Ras.cp

RAX
RA)‘

[m]

[-]
[Mpa]
[N.m]
[N]
[m*]
[m]
[N.m]
[N.m]
[N.m]
[N.m]
[N]
[N.m™1]
[N.m™]
[N]
[m]
[N]

[rad]

Délka(vzdalenost)

Vazby

Modul pruznosti
Momentova ramena
Osaméla pusobici sila

Osovy kvadraticky moment
Délka

Moment vztazeny k bodu
Maximalni ohybovy moment
Ohybovy moment

Moment vztazeny k fezu
Normalova sila

Liniova sila

Spojité zatizeni

Silova vyslednice

Polomér

Reakeni sily ve vazbach
Reak¢ni sila ve vazbé A s ve sméru x
Reakeni sila ve vazbé A s ve sméru 'y
Obsah

Posouvajici sila

Energie napjatosti

Prafezovy modul

Délka fezu

Prahyb

Prihyb v bodech

Natoceni

1. Cast rovnice 35

2. ¢ast rovnice 35

Obecna silova soustava

Obecné téleso
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Obr. 33 Uplné uvolnéni nosniku 16

Obr. 34 Uplné uvolnéni nosniku 17
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Uplné uvolnéni nosniku 18
Uplné uvolnéni nosniku 19
Uplné uvolnéni nosniku 20
Uplné uvolnéni nosniku 21
Uplné uvolnéni nosniku 22
Uplné uvolnéni nosniku 23
Uplné uvolnéni nosniku 24
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Uplné uvolnéni nosniku 26
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Uplné uvolnéni nosniku 34
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Priloha 1

Typy konstruk¢nich nosnikt

AutoCAD

BRNO 2019

60



