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Uvod

problémil soucasné matematiky. Poprvé byla formulovana némeckym matemati-
kem Bernhardem Riemannem v roce 1859, ale ztistala témér nepovsimnuta po
desitky let. Béhem 20. stoleti, kdy postupné uchvatila predstavivost matematiki,
odolavala vsem pokusiim o potvrzeni nebo vyvraceni. Dikazem Riemannovy hy-
potézy by bylo vyTeseno velké mnozstvi hlubokych problému z riiznych oblasti
matematiky (zejména teorie ¢isel). Nejen proto byla v roce 2000 zafazena mezi 7

V poslednich letech 20. stoleti vznikly ve Spojenych statech soukromé tstavy
zaméfené na matematicky vyzkum. Jak Claytv matematicky ustav (zaloZeny bos-
tonskym finanénikem Landonem T. Clayem v roce 1998), tak Americky tistav pro
matematiku (zaloZeny v roce 1994 kalifornskym podnikatelem Johnem Freyem)
se zamérily na Riemannovu hypotézu. Jak je popsano v prvni kapitole, Clayiv
ustav vypsal odménu ve vysi jednoho milionu dolarti za dikaz nebo vyvraceni
této domnénky. Americky tstav pro matematiku vénoval hypotéze tii velké kon-
ference (1996, 1998 a 2002), kterych se ztcastnili badatelé z celého svéta a je
jen otazkou, zda tyto nové pristupy a podnéty nakonec Riemannovu hypotézu
“rozlousknou”. [1]

Cilem této bakalaiské prace je v prvni fadé popsat a pochopit Riemannovu
hypotézu. V kapitole 5.3 je uvedeno znéni této domnénky, a protoze jejim tstied-
nim pojmem je Riemannova funkce zeta, je také potieba tuto funkci nalezité
popsat a ilustrovat na obrazcich. Dalsim cilem je vytvorit nebo doplnit prislusna

hesla na internetovou stranku http://www.wikipedia.cz



1 Problémy milénia

Claytv matematicky tstav (Clay Mathematics Institute, CMI) vznikl diky
dlouholetému presvédceni jeho zakladatele, pana Landona T. Claye, ze matema-
tické znalosti je potfeba ohodnotit. Nékolikaleté diskuze s profesorem Arthurem
Jaffem pomohly formovat Clayovy myslenky, jak nejlépe podpofit rozvoj mate-
matiky. Tyto diskuze mély za nasledek zalozZeni institutu dne 25. zaii 1998 pod
vedenim profesora Jaffeho. Hlavni cile a tacely CMI jsou zlepsit a $ifit mate-
matické znalosti, obohacovat samotné matematiky a jiné védce o nové objevy
v oblasti matematiky, podporovat nadané studenty k “vybudovani matematické
kariéry” a rozpoznat mimotfadné tispéchy a pokroky v matematickém vyzkumu.
CMI podporuje “krasu, silu a vSestrannost matematického mysleni”. [14]

Velmi brzy po vzniku institutu se jeho védeckd rada — Alain Connes, Arthur
Jaffe, Edward Witten a Andrew Wiles — rozhodla jmenovat nékolik nevyfesenych
problémi. Cilem ale nebylo definovat nové problémy, jak ucinil David Hilbert
o stoleti diive, kdy predlozil seznam 23 takzvanych Hilbertovych problémi na
mezinarodnim kongresu matematikia v Pafizi v 1été roku 1900. Spise slo o to,
zaznamenat ty nejobtiznéjsi otazky, se kterymi matematici bojovali na pfelomu
druhého tisicileti, rozpoznat matematické tspéchy z historie, povysit do podve-
domi Siroké vefejnosti skutecnost, ze matematika ma své hranice stale oteviené
a oplyvaji dilezitymi nevyfesenymi problémy a zdtraznit dilezitost prace pri

Po konzultaci s prednimi ¢leny matematické obce byl prijat konecny seznam
sedmi otevienych matematickych problému: Birchova a Swinnerton-Dyerova do-
mnénka, Hodgeova domnénka, Yangova-Millsova teorie a hypotéza hmotnostnich
rozdilli, Navierovy-Stokesovy rovnice, Poincarého domnénka, Problém P versus
NP a Riemannova hypotéza.

Dne 24. kvétna 2000 na zasedani v prednaskové sini univerzity College de
France v Parizi byly tyto problémy predstaveny, byla stanovena urcita pravidla
[13] a vyhlasena odména ve vysi jednoho milionu americkych dolart za vyfeSeni

kazdého z nich. O problémech Riemannovy hypotézy, Birchovy a Swinnerton-
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Dyerovy domnénky a Problému P versus NP hovoril matematik John Tate, zbylé
¢tyti odprezentoval Michael Atiyah. Kromé toho zde mél Timothy Gowers vetej-
nou prednasku na téma “On the Importance of Mathematics”. V kapitole 2 je
uvedeno originalni sdéleni predstavenstva a védecké poradni rady CMI.

Po necelych deseti letech, dne 18. biezna 2010, CMI oznamil, ze Grigorij Pe-
relman z Petérburgu z Ruska je pfijemcem ceny za vyfeSeni prvniho z “Problémi
tisicileti” a to Poincarého domnénky. Nynéjsi prezident CMI James Carlson pro-
hlésil [15]: “Rozlusténi Poincarého domnénky jisté ptinasi po staleti dlouhé snahy
o nalezeni feSeni. Jedna se o velky pokrok v historii matematiky, na ktery se bude

dlouho vzpominat.”
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2 Prohlaseni predstavenstva a védecké poradni
rady CMI

[10] Za tcéelem proslaveni matematiky v novém tisicileti jmenoval Claytv ma-
tematicky ustav v Cambridge, Massachusetts sedm tzv. “problémi tisicileti”.
Védecka poradni rada CMI vybrala tyto problémy soustfedujici se na dulezité
otazky matematiky, které nebyly v prubéhu let vyfeseny. Predstavenstvo spo-
lecnosti CMI poskytlo 7 milionti dolarti za vyfeseni téchto problémi, tedy jeden
milion za kazdy z nich. B€hem shroméazdéni, 24. kvétna 2000, prezentoval Timo-
thy Gowers prednasku s nazvem “Vyznam matematiky” zaméfenou pro Sirokou
vefejnost, zatimco John Tate a Michael Atiyah hovofili o zminénych sedmi pro-
blémech.

O sto let diive, tedy 8. srpna 1900, pronesl David Hilbert na 2. mezinarodnim
kongresu matematikii v Pafizi jeho znamou prednasku o 23 otevienych matema-
tickych problémech. To ovlivnilo nase rozhodnuti predstavit “Problémy tisicileti”
jako hlavni téma pafizského setkani. Pravidla [13], vyplyvajici z piidéleni odmény
za vyTeseni téchto problémi, maji podporu védecké poradni rady CMI a schva-
leni predstavenstva. Clenové této rady maji odpovédnost za zachovani podstaty,

poctivosti a duchaplnosti této ceny.

Predstavenstvo: Finn M.W. Caspersen, Landon T. Clay, Lavinia D. Clay, Ran-
dolph R. Hearst III, Arthur Jaffe a David R. Stone

Védecka poradni rada: Alain Connes, Arthur Jaffe, Andrew Wiles a Edward Wit-

ten

Pariz, 24. kvétna 2000



Riemannova hypotéza i Riemannova funkce zeta nesou sviij nazev po néme-
ckém matematikovi Bernhardu Riemannovi a proto si jisté zaslouzi par slov o jeho

zivote.

3 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

[1] Narodil se 17. zafi 1826 ve vesnici Breselenz v dnesnim Némecku. Jeho
détstvi v této chudé a zaostalé oblasti nebylo viibec jednoduché. Bernhardtv
otec byl luteransky knéz a veteran napoleonskych valek. Kdyz byl Bernhard jesté
dité, jeho otec prijal nové misto jako farar v Quickbornu, nedaleko Breselenze,
coz bylo centrem jeho citového zivota az do témeér triceti let.

I kdyz o Riemannovi nevime mnoho, protoze o svém osobnim zivoté nezane-
chal zadné zaznamy, kromé téch, které se daji usoudit z jeho dopisii, zda se, ze
Quickborn bylo jedinym prostiedim, kam se pfi kazdé prilezitosti rad vracel do
svého rodinného kruhu.

Jiz od raného détstvi mél Riemann vyjimec¢né matematické nadani. Protoze
ale v Quickbornu nebylo zadné gymnazium, zacal svoje vzdélani az o ¢tyfi roky
pozdéji nez bylo obvyklé, a to ve svych ¢trnacti letech. Bylo to na gymnaziu v
Hanoveru, kde zila Bernhardova babicka z matciny strany a tim rodina usetfila
za ubytovani a stravu. AvSak Riemann se zde citil nestastny a tesknici po do-
move. Smrt jeho babicky roku 1842 tuto situaci mirné zlepsila, protoze Riemann
prestoupil na gymnéazium v Liineburgu. Blizkost domova a tim i moznost travit
prazdniny s rodinou ¢inila jeho pozdé&jsi skolni 1éta ponékud stastnéjsSimi.

V roce 1846 byl tspésné prijat na univerzitu v Géttingenu a tohle mésto meélo
pro mladého Riemanna jednu zvlastni pritazlivost. Bylo totiz domovem jednoho
z nejveétsich matematikl své doby a mozna vSech dob vibec, Carla Friedricha
Gausse (1777 — 1855). I kdyz v té dobé bylo Gaussovi uz 69 let, jeho nejvy-
znamnéjsi obdobi jiz bylo minulosti a prednésel jen malo, tak Riemann jeho
prednasky z linearni algebry navstévoval a jeho vasen pro matematiku stoupala.
Pravé proto se Riemann v jistém okamziku v letech 1846 — 1847 musel svérit

svému otci, ze ho zajimé matematika daleko vic nez teologie a jeho otec dal sviij
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souhlas, aby se matematika stala jeho povolanim.

V roce 1849 se zacal Riemann pod vedenim samotného Gausse pripravovat na
doktorat, kterého po dvou letech ve véku 25 let dosahl. Za dalsi dva roky se stal
na univerzité ¢lenem sboru a v roce 1857 docentem. To co se dnes v zivotopisech
nazyva “prilomovy okamzik” byl pro Riemanna praveé rok 1857, kdy uvefejnil
¢lanek [17] z analyzy pod nédzvem “Teorie abelovskych funkei”, ktery byl okamzité
uznan za zasadni prispévek.

V roce 1859 byl v Gottingenu jmenovan fadnym profesorem a o tii roky pozdé-
ji se ozenil s Elise Kochovou. Kratce pred svymi tiicatymi tietimi narozeninami
byl jmenovan také ¢lenem korespondentem berlinské akademie, ktera ucinila své
rozhodnuti na zdkladé pouze dvou Riemannovych praci, které byly dobfe znamy:
na doktorské disertaci z roku 1851 a na ¢lanku o abelovskych funkcich z roku
1857. Toto ¢lenstvi pro n€j bylo velkou cti a bylo zvykem vyjadrit za néj svoji
vdécnost predlozenim prace popisujici vyzkum, kterym se novy ¢len zabyva. Rie-
mann piedlozil praci [11] s ndzvem Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grosse (“O poc¢tu prvocisel mensich nez dand hodnota”).

Na stejné téma vedl v roce 1859 prednasku v berlinské akademii, ktera ziejmeé
byla jeho triumfem. Zde uvedeme prvni tii véty této prednasky: “Vérim, ze za
uznani, které mi Akademie projevila mym jmenovanim jejim dopisujicim ¢lenem,
mohu nejlépe projevit svoji vdécnost tim, ze neprodlené vyuziji této cti, abych
vas seznamil s vyzkumem cetnosti prvocisel, tématem, které s ohledem na zajem
projevovany po dlouhou dobu Gaussem a Dirichletem se jevi ne zcela nehodné ta-
kového sdéleni. Mym vychozim bodem pii tomto vyzkumu bylo Eulerovo zjisténi,

zZe plati

1 1
Hi—x=2=
pS

pro vSechna prvocisla p a cela ¢isla n. Funkci komplexni proménné s, ktera je
vyjadfena obéma témito vyrazy, pokud konverguji, oznacuji ¢(s).”
Riemannova hypotéza, kterou se budeme zabyvat, se objevuje na ¢tvrté strance

jeho prace.

10



4 Prvoéiselna véta (PCV)

Nejdrive ptripomeneme co vlastné prvocislo je: Prvocislo je kazdé pfirozené
¢islo, které ma pravé dva rizné délitele — samo sebe a jednicku. Podivame-li
se na seznam prvocisel naptiklad od 1 do 1000 pozornéji, zjistime, Ze postupné
“fidnou”. Mezi 1 a 100 je jich 25, mezi 301 a 400 jen 16, mezi 901 a 1000 jen 14.
Zda se, ze pocet prvocisel v kazdém bloku sta celych cisel klesa. Pokud bychom
pokracovali s vyctem prvocisel az tteba do milionu, vidéli bychom, ze v poslednim
bloku (tj. od 999 901 do 1 000 000) je uz jen osm prvocisel. Pokra¢ovanim do
bilionu by byla v poslednim bloku jen ¢tyfi prvocisla.

Je zde na misté otdzka, zda nakonec prvodcisla zcela vymizi. Odpovéd na tuto
otazku, kterou nalezl jiz fecky matematik Euklides kolem roku 300 pf. n. 1., je
zaporna. Prvocisla nikdy zcela nevymizi, protoze nejvétsi prvocislo neexistuje.
Diikaz: Predpokladejme, ze N je prvocislo a utvofime ¢islo (1-2-3-4--- N) + 1.
Toto ¢islo neni délitelné beze zbytku zadnym z ¢isel od jedné do N — vzdycky
dostaneme zbytek 1. Takze bud nemé 74dné vlastni délitele [| v tom p¥ipadé je
samo prvocislem vétsim nez N nebo jeho nejmensi vlastni délitel je vétsi nez N.
Protoze nejmensi vlastni délitel jakéhokoliv ¢isla je nutné prvocislo, je tvrzeni
dokéazano. Je-li napi. N =5, pak 1-2-3-4-5+1 = 121 a nejmensi vlastni délitel
¢isla 121 je 11. Z toho plyne, ze vzdycky existuje né€jaké vétsi prvocislo nez je to
predchozi. Jiny dikaz nekonecného poctu prvocisel je uveden v kapitole 5.4.

Kdyz byla tato otazka zodpovézena tak brzy v déjinach matematiky, zacali
se matematici prirozené zajimat o dalsi problém: Existuje pravidlo nebo vzorec,
ktery by nam tekl, kolik je prvocisel mensich nez dané ¢islo? Touto otazkou mi-
mochodem zacal i Bernhard Riemann. Césteénou odpovéd nam dava Tabulka 1,
kde symbol 7w(N) znaci prvociselnou funkci, kterd udava pocet prvocisel az do
N vcetné. Je ziejmé, ze prvocisla “Tidnou”, protoze kdyby drzela krok s prvni
tisicovkou, v niz je 168 prvocisel, pak by jich v poslednim radku tabulky muselo

byt asi 168 000 000 000 000 000. Ve skutec¢nosti jich tam je pouha sedmina tohoto

1Jediné 2 délitele prvoéisla se nazyvaji trividlni, véechny ostatni nazjvame vlastnimi déliteli.
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poctu.

N w(N)

1 000 168

1 000 000 78 498

1 000 000 000 50 847 523

1 000 000 000 000 37 607 912 018

1 000 000 000 000 000 29 844 570 422 669

1 000 000 000 000 000 000 | 24 739 954 287 740 860
Tabulka 1

Nyni provedme s Tabulkou 1 maly trik. Vydélime prvni sloupec druhym
(argumenty hodnotami) a ptidame sloupec logaritmtt N. Vysledkem je Tabulka 2.

Hodnoty jsou zaokrouhleny na 4 desetinna mista.

N | InN | N/m(N)

1000 | 6,9077 | 5,9524

1 000 000 | 13,8155 | 12,7592

1 000 000 000 | 20,7232 | 19,6665

1 000 000 000 000 | 27,6310 | 26,5901

1 000 000 000 000 000 | 34,5378 | 33,6247

1 000 000 000 000 000 000 | 41,4465 | 40,4204

Tabulka 2 (zdroj dat [1])

Z Tabulky 2 vidime, Ze hodnota N/m(N) je blizko hodnoté In N a ¢im vétsi je
N, tim je mu (pomérné) bliz. Tento fakt se d& zapsat ve tvaru: N/7(N) ~ In N,
coz znamend, ze N/mw(N) se asymptoticky blizi logaritmu N. Upravenim této

formule dostédvame PRVOCISELNOU VETU:

N

Tato véta 1ik4, Ze limita podilu funkci 7(N) a N/In N pro N jdouci k nekoneénu
je 1, coz vyjadfujeme vzorcem
, w(N)
1 —
Noo N /In N
12




Podstatné je, ze vzorec nefika nic o rozdilu téchto dvou funkci, kdyz N jde k neko-
necnu. Chovani tohoto rozdilu je ve skutecnosti velmi komplikované a je spojeno s
potézou. Véta namisto toho vyjadiuje, ze vyraz N/In N aproximuje 7(/N) v tom
smyslu, ze chyba aproximace se blizi k nule, kdyz se /N blizi k nekonec¢nu.
Konkrétnéjsi ivahy nad rozlozenim prvocisel se nachazely jiz u C. F. Gausse
na prelomu 18. a 19. stoleti. Béhem 19. stoleti se pokusili PCV dokazat P. L.
Cebysev (1821 — 1894) a G. F. B. Riemann. Avsak prvni dfikaz podali nezavisle
na sobé francouzsky matematik Jacques Hadamard (1865-1963) [7] a belgicky
matematik Charles Jean de la Vallée-Poussin (1866-1962) [6] v roce 1896 s po-
uzitim slozitych metod komplexni analyzy. Dilkazem prvociselné véty se poté
zabyvali dalsi matematici v pribéhu 20. stoleti, ktefi nasli nékolik dalsich di-
kazti. O mnoho jednodussi dikaz [5] podal némecky matematik Edmund Landau
(1877 — 1938) v roce 1909 a v roce 1949 objevil elementérni [ diikaz [4] nejprve
norsky matematik Atle Selberg (1917 — 2007) a poté Paul Erdss (1913 — 1996),
ktery lehce upravil nékteré Selbergovy myslenky ke konstrukci vlastniho dikazu

2.

4.1 Dusledky prvocdiselné véty
Nyni se podivejme na dva dusledky této véty, které predpokladaji jeji platnost.

1. Pravdépodobnost, ze N je prvocislo je priblizné rovna ﬁ

2. N-té prvocislo je pfiblizné rovno N In V.

K odvozeni prvniho diisledku staci predpokladat rovnomérné rozdéleni pra-
vdépodobnosti a mame P(N je prvocislo) ~ 1/In N. A tak tomu doopravdy je.
Na zacatku kapitoly 4 je uveden pocet prvocisel v blocich sta cisel pred cisly
100, 400, 1000, milion a bilion. Vysledky jsou 25,16,14,8 a 4. Odpovidajici ho-
dnoty 100/ In N pro N = 100, 400, 1000 atd. jsou, po zaokrouhleni na nejblizsi celé

2Elementéarni zde neznamen jednoduchy, ale ze nebyl proveden pomoci metod komplexni
analyzy.
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¢islo, 22,17,14,7 a 4. Jinak feceno, v okoli velkého ¢isla N je pravdépodobnost,
ze né&jaké ¢islo je prvocislem, pfiblizné rovna 1/1n V.

Nyni odhadneme velikost N-tého prvocisla. Mé&me (V) pocet prvocisel do
N, kde m(N) ~ N/InN a ptame se jak velké je N-té prvocislo? Hledame K

takové, ze m(K) ~ N. Za platnosti PCV miiZeme tuto piibliznou rovnost prepsat

7(K) ~ % ~ N (1)

Méame f(K) ~ N a potfebujeme K ~ g(N). Dosazenim K ~ N1In N do vyrazu
dostaneme

K NIn N NIn N N
InK In(NlnN) InN+In(InN) 14 kN’

InN

N

(2)
kde jmenovatel posledniho zlomku jde k 1, nebot vyraz In(In N)/In N jde k

0. Celkem dostavame N ~ N. K je tedy skutecné pfiblizné rovno NIn N a tim
dostavame 2. diisledek PCV.
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5 Riemannova hypotéza

5.1 Riemannova funkce zeta

Riemannova funkce zeta je ddna timto predpisem

o0

) =3 —

ns’
n=1

Podivame-li se na proménnou s této nekonecné rady na pravé strané tohoto vy-
razu, lehce zjistime, ze tato fada diverguje pro s = 1. V tomto pfipadé se totiz tato
fada nazyva harmonickd rada, ktera je divergentni. Diikaz podal jiz v pozdnim
stfedovéku francouzsky badatel Nicole d’Oresme (1323 — 1382), ktery si vSiml,
ze 1/3 4+ 1/4 je vétsi nez 1/2; totéz plati pro 1/5 4+ 1/6 + 1/7 + 1/8; stejné i
pro 1/94+1/10 + 1/11 +1/12 4+ 1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16 atd. Jinymi slovy,
vezmeme-li dva ¢leny, potom ¢tyti ¢leny, potom osm, potom Sestnact ¢lent atd.,
miuizeme ¢leny fady seskupit do nekonec¢ného poctu blokd, z nichz kazdy je vétsi

nez jedna polovina:

1 11 1 1 1 1 1
d o=l ti+o ottt =

Cely soucet tedy musi byt nekonecény.
Pro s > 1 fada absolutné konverguje. Abychom mohli tuto skute¢nost dokazat,
musime se chvili této nekonecné fadé vénovat .

Méame tedy nekoneénou fadu typu > o0, L

n=1 ns?

kde s je parametr a nas zajimaji
jeho hodnoty vétsi nez 1. Kdyz se totiz podivame na tuto s-fadu a zeptame se, co

se stane s jejimi ¢leny pro s < 0, pak podle nutné podminky konvergence zjistime,
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ze posloupnost 1/n® jde do nekonecéna a proto fada diverguje. Podobné pro s = 0
dostaneme divergentni fadu, jejiz ¢leny jsou vSechny rovny 1. Jediny zbyvajici
pripad, kdy je Ssance na konvergenci rady, je tedy pro kladné hodnoty s, protoze
pak jdou ¢leny 1/n° k nule. Za¢neme-li od hodnoty s = 0, kde fada diverguje,
zvétSovat s, tak se ¢isla 1/n® zmensSuji; to znamend, ze s¢itdme mensi éisla a fada
ma vétsi Sanci konvergovat. Ukazuje se, Ze jak zvétsujeme s, tak existuje hranicni
hodnota, ve které se divergence méni v konvergenci. Tuto skutecnost si mizeme
oznadit jako tzv. s-test [16]:

Jestlize s > 1, pak fada ) " | & konverguje.

Jestlize s <1, pak ) 07 | L =oo0.

Diikaz tohoto uzitecného s-testu plyne z integralniho kritéria, které zni:

Necht f je funkci definovanou na intervalu (1, 00), kterd je na tomto intervalu
nezdpornd a nerostouci. Necht f(n) = a,, pro n € N. Pak fada ) a,, konverguje
pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral floo f(z)dz.

V nasem pripadé

o n 1
—dx = lim —dx =
1 xrs n—oo J; s

Z.—S+1 n n_5+1 1
= Jim [ =l [ - ] =
n—oo l—s+4+1J1 n-oool—s5+1 —s+1
! [ 1 1 1 } L [ 1 1 } 1
= lim = im =
n—oo L1l —sns—1  s—1 s—1 noooll—sns! s—1’

coz je pro s > 1 vzdy mensi nez nekonecno, takze floo #da: konverguje a tudiz
konverguje i fada >~ | # A protoze jsou vSechny ¢leny této fady kladné, tak

automaticky konverguje absolutné.
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c(s)

-2
(. s sl e

Obrézek 2

Na Obrazku 2 je znazornén graf funkce zeta praveé pro s > 1. Je vidét, ze kdyz
se s blizi zprava k ¢islu 1, hodnoty funkce jdou do nekonec¢na a kdyz hodnoty
s postupuji doprava do nekone¢na, funkce se priblizuje k 1. Zatim jsme hovorili
pouze o hodnotach s > 1, ale co kdyZ tomu tak neni? Napiiklad pro s = 1/2
dostaneme fadu

TRV AL WU U U TR SO T ™

2 V2 V3 VA Vs VB VT VB VY

Protoze odmocnina z jakéhokoliv prirozeného cisla je mensi nebo rovno nez
toto ¢islo, je kazdy clen rady vétsi nebo roven nez odpovidajici ¢len harmo-
nické tady, ktera diverguje, a proto musi nutné tato fada divergovat. Co kdyz je

napiiklad s rovno nule? Pak ptivodni fada vypada takto

(=1t+ayiqprtpy 1,1 1,1 1,
2000 30 40~ 50 g0 70 © g0 90 100 110
kde vlastné s¢itdme samé jednicky, coz ocividné diverguje. Pro zaporné hodnoty
s, naptiklad pro s = —1, dostavame fadu 1 +2+3+4+5+6+ 7+ ... a taje
urcité divergentni.
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Zd4 se, ze Obrazek 2 ukazuje vSe co se d4 o Riemannové funkci zeta ukazat.
Tedy ze defini¢nim oborem funkce zeta je mnozina vsech ¢isel vétsich nez 1. Jak

si ale v nésledujicim ukézeme, neni tomu tak.

5.2 Rozsifovani definiéniho oboru

Zapomenme na chvili na funkci zeta a podivejme se na tplné jiny nekonec¢ny

soucet:

Zwk:1—|—:E—|—:172+x3+:174+x5+a:6+... (4)
k=0

Je zFejmé, ze pro |z| < 1 plati

- 1
St
1—2z
k=0
Odtud nadm plyne dtlezity poznatek, Ze nekoneénéa fada mize definovat funkeci
jen na ¢asti jejiho defini¢niho oboru a pravé tohle plati i pro funkci zeta. Jak dale
uvidime, funkce zeta méa totiz kone¢né hodnoty pro vSechny argumenty s # 1.
Nyni se podivejme na zékladni myslenku, jak zjistit hodnoty funkce ((s) pro

s < 1. Nejdrive zavedeme novou funkci

1 1 1 1 1 1 1
:E )t =1 - - =
77(5) ( ) ns 25+35 43 +5s 65 +7s

n=1

Tato nekonecna rada se nazyva alternujici fada a konverguje pro s > 0.
Diikaz konvergence se provede pomoci Leibnitzova kritéria, které zni:

Necht a,, je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel. Pak alternujici fada Y>>, (—1)"a,

konverguje pravé tehdy, kdyz lim,, ., a,, = 0.
V nasem ptipadé je a, = ni a lim, . ni = 0 pro vSechna s > 0. Z toho tedy
plyne, ze fada konverguje pro s > 0.

Radu 7(s) miizeme zapsat jako

st T T T e T T T

( 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 >



minus

2(1+1+1+1+1+ )
22 " 45 60 8 100 )

kde prvni zavorka je vlastné ((s). Vytknutim 1/2° z druhého vyrazu a upravou

dostaneme

1 1
1(s) = C(s) = 25:(s) = ¢(s) (1 - 257 ).

Vyjadienim ((s) dojdeme ke vztahu

ze kterého dokézeme vypocitat hodnoty ((s) pro s mezi 0 a 1. V 0 je hodnota
funkce zeta rovna —1/2, jak mizeme vidét na Obrazku 4.

Nyni se podivejme, jak je to s argumenty funkce zeta, které jsou mensi nez
0. V Riemannové ¢lanku z roku 1859 [11] je diikaz formule, kterou poprvé navrhl

Euler v roce 1749 a ktera vyjadiuje ¢(1 — s) pomoci ((s):

C(1—s) = 2" sin ( S7r> (s — 1)I¢(s). (5)

Chceme-li naptiklad vypocitat ((—9), sta¢i do vzorce dosadit znamé ((10). Vzor-
cem tedy vypocitame hodnoty funkce zeta pro zaporna cela ¢isla s. Abychom
vsak mohli spocitat hodnoty funkce zeta pro vSechna realna s < 0 musime pouzit
nasledujici vzorec

W_S/2P<§>§(s) _ 7T—(1—s)/zr<1 -5

) —s), (6)

ktery dokazal Riemann [11] v roce 1859. Velké pismeno fecké abecedy I' v rovnici
@ je funkce gamma (Obrazek 3), kterd je rozsifenim faktoridlu do reélnych a

komplexnich ¢isel a je ddna vztahem

[(z2) = /0 Tty (7)

Ackoliv je gamma funkce definovdna pro vSechna komplexni ¢isla kromé ne-
kladnych celych cisel, je definovana pomoci integralu, ktery konverguje pouze

pro komplexni ¢isla s kladnou realnou c¢asti.
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T(x)

Obrézek 3

Timto jsme dosli k zavéru, ze funkce zeta ma konecné hodnoty pro vsechna
realna s #£ 1.

Na Obréazcich 4 - 7 jsou znazornény nékteré hodnoty redlnych argumentt
s < 1. Z Obrazku 5 také vidime, Ze zeta funkce ma nulové body ve vSech sudych

zapornych celych ¢islech. Tyto nulové body jsou oznacovany jako trividlni nulové
body.

-2 ﬁ\ 0.5

-3

Obréazek 4
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Obrézek 5

é(s)

30 {

25 1

20 {

15

101

—20 —1 é\/6

Obrézek 6

é(s)

5000

Obréazek 7
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5.3 Problém

Hned na tvod si uvedme jiz zminénou Riemannovu hypotézu:

Riemannova hypotéza
VSechny netrivialni nulové body funkce zeta

maji realnou ¢ast rovnu jedné poloviné.

Zatim jsme se zminovali pouze o trivialnich nulovych bodech funkce zeta a
abychom mohli pochopit Riemannovu hypotézu, kterd se ovSem zabyva netri-
viadlnimi nulovymi body, musime zabrousit do teorie komplexnich ¢isel. Musime
tedy rozsitit defini¢ni obor funkce zeta na obor komplexnich ¢isel. Protoze vzo-
rec pro funkci zeta je dan pomoci nekonecné fady, opét se ptame na otazku jeji
konvergence.

Tak jako jsme ukézali v R, tak tato fada konverguje pro kazde komplexni ¢islo
s, jehoz realna ééstﬂ je vétsi nez jedna. A stejné tak, jako jsme v R rozsitili defi-
ni¢ni obor funkce zeta i na oblasti, kde nekone¢na fada nekonverguje, to mizeme
provést i v C. Dostaneme tak tplnou funkci zeta definovanou pro vsSechna C s
vyjimkou s = 1.

V roce 1900 byla s matematickou jistotou znama nasledujici fakta o umisténi
netrivialnich nulovych bod v komplexni roviné:

e Je jich nekoneéné mnoho a vSechny maji redlnou ¢ast mezi 0 a 1, pricemz
krajni body vylucujeme. Pouzijeme-li komplexni rovinu ke znazornéni této situ-
ace, muzeme Tici, ze vime, ze vSechny netrivialni nulové body lezi v kritickém
pdsu. Riemannova hypotéza je vsak daleko silnéjsi tvrzeni, totiz, ze vSechny lezi
na kritické primce (Obréazek 8).

e Nulové body se objevuji v komplexné sdruzenych dvojicich. Jinymi slovy, je-li
z nulovy bod, je i Z nulovy bod.

e Jejich realné casti jsou symetrické podle kritické primky. Tedy jestlize existuje
néjaky nulovy bod mimo kritickou pfimku, pak jeho zrcadlovy obraz podle kri-

tické primky je také nulovym bodem.

30znaéujeme Re(s) a Im(s) realnou a imaginarni ¢4st komplexniho ¢isla s.
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Obrazek 8: Kritickd piimka (¢arkované) a kriticky pas (stinované) [I]
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Obréazek 9: Modfe funkce y = Re (((1/2 + 295)), Cervené y = I'm <§(1/2 + Z:C))
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d 0 do 40

a0

i

Obrazek 10: Graf funkce ((1/2 + ix), kde x prob

Obrazek 11: Graf funkce z = ’((m + zy)‘
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Obrazek 12: Graf funkce z = Re <((:Jc + @y))

5
s

00
XX

Obrazek 13: Graf funkce z = I'm (C(m + Zg))
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5.4 Historie a vyznam

Souvislost mezi prvocisly a funkei zeta pomoci proslulého Eulerova sou¢inu

) =[[a-»" (8)

p
ktery se poprvé objevil, i kdyz v trochu jiném tvaru, v ¢lanku s nazvem Variae
observationes circa series infinitas (“Rizné poznamky o nekoneénych radach”)
napsaném Leonhardem Eulerem [§]. Diikaz této rovnosti je vlastné postup, jakym
Euler k této souvislosti dosel a je nasledujici:
Funkce zeta na levé strané je pro pripomenuti ve tvaru
C(S)ZZ%—1+%+315+413+515+é+%+é+ (9)

n=1

Soucin na pravé strané, ktery je pres vSechna prvodcisla, je tvaru

1 1 1 1 1
[[a-p"= : : :
1—25 1-3% 1-5+ 1—7 ""1—p>

p

Nyni vynasobime obé strany rovnosti @ Cislem 1/2° a dostaneme

C()11+1+1+1+1+1+1+
45 6% 8 105 128 145 165  18°

+... (10

Ted vyraz odecteme od @, coz nadm da

1 1 1 1 1 1

(1 1>§()—1+1+1+ t ettt Tt +1
2s 3 05 7s 98 11 13%  15% 178 19°

Odecteni vyloucilo vSechny ¢leny se sudym jmenovatelem a ztistaly nam jen cleny

.o (11)

s lichym jmenovatelem. Pokracujeme tak, ze obé strany vynasobime ¢islem

1/3%:

1(1 1)(() 1+1+1+1+1+1+1+1+1+ (12)
3 25 35 95 158 215 275 335 395 455  5H1s

Nyni odecteme vyraz od :

(1 1)(1 1)§() LI R SN SO SN SIS S S
35 9 5 7s 115 130 175 195 235 955 9gs
(13)

26



Z nekonec¢ného souctu zmizely vSechny nasobky tii. Dale vynasobime obé strany

(13) ¢islem 1/5°:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 1__><1__) — = (14
5s< 35 ) =5ttt oy Tas Top T o (1Y

Odectenim od dostaneme

(1 1)(1 1)(1 1)4()—1+1+1+1+1+1+1+1+1+
5s 35 9s )\ T AT T s T35 T 175 195 ' 235 ' 205 | 315

Je vidét, ze prii od¢itani pravych stran vynechavame samotné prvocislo spolu
s jeho nasobky. Kdybychom v tomto postupu pokracovali az do nekonecna, je

ziejmé, ze dojdeme k rovnosti

) H0- D60 Pe-1

Vydélenim obou stran rovnice (15)) postupné vSemi vyrazy v zavorkach dostaneme

vysledny vzorec , ktery jsme chtéli dokazat

C(S) ! ! 1 ! ! 1L = H(l _p_s)_l

= 1 1 1
l=glogml-gl-5l-1q

Jak soucet na levé strané, tak i soucin na pravé pokracuji do nekonec¢na. To ve
skutecnosti poskytuje dalsi dikaz, ze prvocisel je nekone¢né mnoho. Kdyby jich
totiz byl konec¢ny pocet, pak by i soucin na pravé strané mél konecny pocet ¢lent
a pro kazdé c¢islo s by mél urcitou konec¢nou hodnotu. Kdyz s = 1, pak na levé
strané dostaneme harmonickou fadu z kapitoly 5.1, kterda diverguje. A protoze
nekonecno na levé strané rovnice se nemuze rovnat konecnému cislu napravo,
musi byt prvocisel nekonecné mnoho.

Problému s rozlozenim prvocisel poprvé vénovali pozornost Gauss a Legendre
na konci 18. stoleti. Gauss, v dopise hvézdari Henckemu z roku 1849, uvedl, Ze
jiz. v davnych letech pfisel na to, Ze pocet prvocisel m(z) od nuly az do = se da

dobie aproximovat funkci

L) = [ 2 (16)

o Int
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Protoze funkce 1/Int na pravé strané rovnosti neni v bodé 1 definovana,

musime integrovat ve smyslu hlavni hodnoty, tzn. Ze si rovnost (16 pfepiSeme

1—¢ T
dt dt
i)t ([ [
e—0t \ Jg Int 1+e Int

coz je konecné cislo. Tato funkce ma nazev “logaritmicka integralni funkce” a

do tvaru

obvykly symbol pro ni je pravé Li(x) (nékdy také li(z)). Definuje se jako “obsah

obrazce pod grafem funkce 1/1Int od nuly do z”, coZ miZeme vidét na Obrazku 14.

1/Int
4__

[
L

'
(=]
I

Obrazek 14

Li(x) je vybarvena plocha brana zaporné vlevo od t = 1 a kladné vpravo.
Obréazek 15 je graf funkce Li(z). VSimnéme si, Ze pro z < 1 nabyvé zapor-

nych hodnot (protoze obsah toho obrazce na Obrazku 14 bereme se zadpornym

znaménkem), pro x = 1 klesne do —oo a pro x > 1 se zéporny obsah postupné

zrusi kladnym, takZze Li(x) se vrati z minus nekonecéna, dosdhne nulu (tj. zdporny
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obsah se zcela vyrusi) a déle uz neustéale roste.

Li(x)

Obréazek 15

Celkem vidime, e kdy# z roste, pak Li(z) ~ x/Inx. P¥itom PCV tvrdi, 7e
7(x) ~ x/Inw. Tedy za platnosti PCV musi byt nutné pravda, ze n(x) ~ Li(x),
coz potvrzuje Gaussovo zjisténi. Stoji tedy za zminku, Ze pfesné vyjadieni m(x) ~
Li(x) je ve skute¢nosti ¢astéjsi formulace PCV, protoze Li(z) jak miizeme vidét

na Obrézku 16 je mnohem lepsi odhad hodnoty 7(z).

X
Li(x) T
150
x/In x
100
50
X
200 400 600 800 1000

Obrazek 16
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Na Obrazku 17 je znazornén graf funkce 7(z). KdyZ proménnd = spojité pro-
bih& svym definiénim oborem, tedy oborem vSech nezdpornych ¢isel, 7(z) bude
zjevné délat nahlé skoky. Takovéto funkci se fika jednoducha funkce a obvykle se
pro né zavadi nasledujici dohoda. Piesné v tom bodé, kde funkce skoci, ji prira-
dime hodnotu v poloviné jejiho skoku. Napriklad pro argument 12,9; 12,99 nebo
12,9999 je funkéni hodnota rovna 5; pro argument 13, 1; 13, 01; nebo 13, 00001 je

rovna 6; ale pro argument 13 je rovna 5, 5.

7T (x)

8 —_

5 10 15 20
Obrazek 17 [1]

Nyni zavedeme dalsi funkci, opét jednoduchou. Riemann ji ve své praci z
roku 1859 nazyva funkce “f”, ale protoze od Riemannovych cast si matematici
zvykli pouzivat “f” pro oznaceni jakékoliv funkce, tak si ji oznacime J. Pro kazdé

nezaporné z je funkce J déna vztahem

1 1 1 1

J(iﬂ):7?($)+§7T(\/5)+§7T(\3/5)+ZW(%)+5W(\5/5)+"' (17)

Uvédomme si, Ze to neni nekone¢né fada, protoZze at poc¢itame odmocniny z ja-
kéhokoliv velkého cisla, diive ¢i pozdéji klesnou pod 2 a od tohoto okamziku

jsou vSechny séitance rovny nule. Nyni potfebujeme vyjadtit 7(z) pomoci J(x).
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Aplikujeme-li na vzorec Mébiovu inverzi [9], dojdeme k vysledku [I]

w(x) = J() 3 J(VE) 3 TR~ 2 I+ £ TV~ TR+ T ()~

6 7
(18)

coz se da také napsat ve tvaru
ww) = 31 ),
—n

kde p je Mobiova funkce [9]. Rovnice tedy vyjadiuje 7(z) pomoci J(x), coz
je pro nas dilezité, protoze Riemann dale nasel zpisob, jak vyjadiit J(z) pomoci

funkce ¢ a to inverzi tohoto vztahu [1]

%C(s) = /000 J(x)x 5 dx. (19)

Z toho plyne, Ze se prvociselna funkce 7(x) d& vyjadiit pomoci funkece ¢. A to
je presné to, do ¢eho se Riemann pustil, protoze pak vSechny vlastnosti funkce 7
jsou néjakym zptisobem zakodovany ve vlastnostech funkce (. Funkce 7 nalezi do
teorie &isel zatimco funkce ¢ patii do analyzy a infinitesimalniho poétu!] Dalo by
se tedy fici, Ze Riemann “postavil most pfes propast mezi nimi”, dosahl mocného
vysledku v analytické teorii ¢isel.

Nyni si ale ukazme, jak to souvisi s netrivialnimi nulovymi body funkce zeta.
Vzorec ukazuje vysledek posledni iverze, tedy definitivni a pfesné vyjadreni

J(z) pomoci funkce zeta:

J(z) = Li(z) = Y Li(z*) —In2+ /OO t(t2—dﬁ' (20)

Predevsim poznamenejme, Ze tato rovnice je hlavnim vysledkem Riemannova
¢lanku [11] z roku 1859. Podivejme se na ni tedy blize. Prvni ¢len, Li(x), se vSe-
obecné nazyva “hlavni ¢len”. Druhy ¢len, > Li(2”), pojmenoval Riemann jako
“periodické cleny” a to pro to, ze skacou nepravidelné z kladnych hodnot do za-

pornych a naopak (pfesnéji Feceno nejsou “periodické”, ale jen “oscilatorické”).

4Infinitesimalni podet je souhrnny nazev pro diferencialni a integralni pocet.
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Tteti clen je zifejmy, je to pouhé ¢islo In 2, coz je rovno 0,6931471806 . . .. Se ¢tvr-
tym clenem se taky vyporadame docela snadno. Je to integral, ¢ili obsach plochy

pod grafem funkce 1/(¢(t* — 1)Int) od bodu z az do nekone¢na (Obrazek 18).

1
t(t2-1)Int

4__

1 x=2 3

Obrazek 18

Uvédomme si ale, ze se nezajimame o hodnoty = mensi nez 2, protoze pro
né je hodnota J(x) vzdycky rovna nule. Znamené to, Ze vybarvend oblast je
nejvetsi moznad hodnota, které mize integral dosahnout. Jeji ¢iselnda hodnota,
tedy maximalni hodnota ¢tvrtého ¢lenu, je 0,1400101011.... Vidime, Ze tieti a
¢tvrty ¢len vyrazu s prislusnymi znaménky nam dohromady da velmi malé ¢islo
a protoze hodnoty 7(z) jsou opravdu zajimavé az v fadech miliont a biliont, tak
se neni tfeba témito cleny prilis zabyvat.

O hlavnim ¢lenu jsme se jiz zminili v kapitole 4, kde jsme uvedli PCV ve tvaru
m(N) ~ Li(N) a dale v kapitole 5.4, kde jsme definovali funkci Li(x) jako obsah
obrazce pod grafem funkce 1/1Int od nuly do z, takZe zjistit hodnotu tohoto ¢lenu
taktéz neni problém.

Zbyva ndm rozebrat druhy ¢len, > p Li(z?), coz je jadro celého problému. S¢i-
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taci index p totiz znad¢i netrividlni nulové body Riemannovy funkce zeta! Abychom
tedy tento ¢len spocetli, musime seéist Li(x”) pro vSechny tyto kofeny tak, Ze p
nabyva hodnoty téchto kofenti jednoho po druhém. Jak se ale tyto nulové body
objevily ve vzorci (20)? Naznacime zde ¢4st Riemannova postupu.

Vzpomenme si na rovnost . Rekli jsme si, ze Riemann tento vzorec in-
vertoval tak, aby dostal vyjadfeni J(z) pomoci funkce zeta. Jednim z kroku této

inverze je totiz pravé vyjadreni funkce zeta pomoci jejich nulovych bodf.

Definice 5.1. Necht G C C je oteviend mnoZina. Rekneme, Ze komplexni funkce

f je holomorfni na G, jestlize f'(z) existuje ve vSech bodech mnoZiny G.

Funkce jejiz oborem jsou vsSechna komplexni ¢isla a ktera je holomorfni na této
mnoziné se nazyva celistva funkce. Nanestésti Riemannova funkce zeta celistva
neni, protoze jeji hodnota neni definovana pro argument roven 1. Riemann si ale
s timto problémem poradil a v pribéhu onoho slozitého procesu inverze trans-
formoval funkci zeta na “néco trochu jiného” - na celistvou funkci, jejiz nulové
body jsou presné vSechny netrividlni nulové body funkce zeta. Nyni mohl tuto
nepatrné se lisici funkei zapsat pomoci téchto nulovych bodi (vyhodou bylo, Ze
trividlni nulové body béhem transformace zmizely). Takhle tedy po jistych dalsich
upravach dojdeme ke druhému ¢lenu vyrazu .

Nyni se na tento ¢len podivejme podrobnéji. Mame tedy realné cislo x, které
kdyz umocnime na p, dostaneme komplexni ¢islo a pokud je Riemannova hypo-
téza pravdiva, pak ma tvar 1/2 + it pro t € R. Dale najdeme hodnoty funkce
Li ve vSech téchto (nekoneéné mnoha) bodech, coz jsou také komplexni ¢isla.
Jak se jich tedy zbavime, kdyz J(z) ma byt redlné ¢islo? K tomu nam pomtze
pravé symbol sumy. Uvédomme si, Ze ke kazdému nulovému bodu v horni polo-
viné kritické pfimky existuje odpovidajici nulovy bod v jeji dolni poloviné. Kdyz
provadime tento soucet, hraje pravé dolni polovina kritického pasu vyznamnou
roli. Mame tedy komplexni ¢islo (a + bi) a jemu odpovidajici (a — bz). Jejich
seCtenim dostaneme 2a, coz je realné cislo.

Déle jesté potfebujeme zajistit konvergenci této rady. Redlné c¢asti sé¢itanct

mohou byt kladné i zaporné, tedy rada, kterou nam tento soucet pripomina je
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alternujici fada 7(s) z kapitoly 5.2 pro s = 1

11+1 1+1 1_}_1
2 3 4 5 6 7

1+1 1+ (21)
8 9 10 7

kterd konverguje. Zptisob konvergence snadno zjistime podle nasledujici definice:

Definice 5.2. Rekneme, e fada > - | a, konverguje absolutné, jestlize konver-

guje tada >~ |an]|.

Rekneme, Ze fada >~ | a, konverguje relativné, jestlize fada )

[e o]

ne1 an konverguge

a0 lay| diverguge.

V nasem pfipadé je a, = (—1)"™ 1 a tedy
> L =Y o, (=1)""1L konverguje (viz. kapitola 5.2)

n=1 n=1
S lan] =302, & diverguje (viz. kapitola 5.1),
z ¢ehoz plyne relativni konvergence rady .
Zavisi to ale na tom, abychom scitali ve spravném poradi a to tak, Zze bereme
nulové body jeden po druhém, sparujeme jej s jeho komplexné sdruzenym nulo-
vym bodem a takto postupujeme smérem vzhtiru po kritické ptimce. To znamena,

Ze bereme nulové body v tomto poradi:

1 +14,134725i a 1 — 14, 1347254, potom
1+ 21,022040¢ a 1 — 21, 0220404, potom
1 +25,010858i a 1 + 25,010858:, atd.

1
2
1
2

Jde vlastné o komutativni zakon, tzv. prerovnani rady, které je definovano:
Necht Y | a, je ¢iselnd fada a posloupnost {k,}>°; je permutaci mnoziny N
(tj. je to posloupnost, v niz se kazdé pfirozené ¢islo vyskytuje pravé jednou). Pak

fada Y 7 | ai, se nazyvéa prerovnani fady > - | a,.

Véta 5.1 (Riemannova véta). Necht >~ a, konverguje relativné, pak existuje
prerovndnt - ay, Tady Y -, a, takové, Ze Y~ a, = s, kde s € R. Dale

. . v s 7 o0 v o0 s v [e.@] Vg v . .
existuje prerovndni y >~ a,, Tady Y -, a, takové, Ze Y | a, urcité diverguge

a ezistuje prerovndni y | aq. Tady Y, a, takové, Ze > 7 a,, osciluje.
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Diikaz Riemannovy véty najdeme v literatuie [3].

Celkem jsme ukazali velmi uzky vztah mezi rozlozenim prvocisel, coz je vy-
jadfeno funkei 7(z), a netrividlnimi nulovymi body funkce zeta. A také to, zZe
tim zprostiedkovatelem mezi nimi je pravé funkce J zapsana pomoci (. Nejvétsi
zasluhu méa vsak osliujici prace Bernharda Riemanna z roku 1859 a i kdyz dnes
toho vime mnohem vice nez tehdy, tak velka otazka, poprvé vyjadrena v této
praci, zluistava stale nevyresena.

Na prvni pohled se mozné zd4, ze Riemannova hypotéza je pravdépodobné
pouze zajimavé vlastnost specidlni funkce ((s) a Ze sdm Riemann tento ndzor pii-
jal. Jeho vlastni slova, kterd nasleduji tvrzeni ekvivalentni hypotéze, byla: “Bez-
pochyby by bylo zadouci mit precizni diikaz tohoto tvrzeni, nicméné po nékolika
zbéznych marnych pokusech jsem zanechal snahy takovy dtikaz najit, protoze
neni nezbytny pro bezprostfedni cil mého badani.” To je pravda. Hypotéza ne-
méla zasadni vyznam pro myslenky, které Riemann sledoval, a proto ji ponechal
bez dikazu. V jiz zminéném c¢lanku “O poctu prvocisel mensich nez dana hod-
nota” [II] z roku 1859 je uvedeno nékolik dalsich tvrzeni, ktera jsme si uvedli a

ktera nejsou dikladné dokazana - véetné hlavniho vysledku Riemannovy prace.
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ZAavér

Riemannova hypotéza je, navzdory snaze a odhodlani stovek matematikil,
stale nedokédzana (stale ztistava pouhou hypotézou). Diikaz pravdivosti hypotézy
je jisté klicovym krokem i ve vyzkumu mnoha jinych védeckych problémi, né-
kterych zdanlivé naprosto nesouvisejicich s teorii ¢isel. Protoze jiz tak dlouho si
ani ty nejlepsi “matematické mozky” neuméji s problémem poradit, mohlo by se
zdat, ze hypotéza je spise chybna nez pravdiva. Do dnesni doby je vSak znamo, ze
plati pfiblizné pro 1,5 miliardy nulovych bodi funkce zeta. Tento fakt je izasny,
ale zaroven dost frustrujici!

Cilem této bakalaiské prace bylo popsat Riemannovu hypotézu, kde jsme
se v kapitole 5 nejprve vénovali Riemannové funkci zeta a jejimu rozsiteni do
roviny komplexnich ¢isel. Funkci zeta jsme dale ilustrovali na obrazcich, abychom
vidéli jeji pribéh alespon na ¢astech jejiho defini¢niho oboru jak v realnych tak
v komplexnich cislech. Nasledné jsme vyslovili znéni Riemannovy hypotézy a
ukazali si, jak souvisi s prvociselnou vétou, které je vyslovena v kapitole 4. Dalsim
cilem bylo vytvofreni prislusnych hesel na ¢eskou wikipedii. Na tuto internetovou
stranku bylo pridano heslo pro Claytiv matematicky tstav a doplnéna hesla o
Prvociselné vété, Bernhardu Riemannovi, Riemannové funkci zeta a Riemannové
hypotéze.

Riemannova hypotéza jako jeden z nevyfesenych problémt milénia mé zaujala
a proto jsem si ji vybrala jako téma své bakalarské prace. Pti psani této prace jsem
se dozvédéla mnoho novych informaci, prohloubila si znalosti v matematickém
softwaru Matlab a typografickém systému TEX, kterym je prace vysazena.

Na uplny zavér bych citovala Andrew Odlyzka a jeho minéni o Riemannové
hypotéze: “Rikalo se, ze kdokoliv by dokazal prvociselnou vétu, stal by se ne-
smrtelnym. A opravdu, Hadamard a de la Vallée Poussin se dozili témér sta let.
Mozné, ze z toho vyplyva jisty disledek. Mozna, ze Riemannova hypotéza je ne-
spravna; ale pokud nékdo opravdu dokaze jeji platnost — tedy nalezne nulovy bod
mimo kritickou primku — zasdhne ho v tom okamziku smrt, a jeho vysledek se

nikdo nikdy nedozvi.”
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Priloha
Zdrojovy kéd pro Tabulku 1 [18]

function pocet = erato(x) ' Eratosthenovo sito: vraci vZechna
% prvo&isla od 0 do x.
P = [0 2:x] ; % Vytvori vektor vSech celjch Cisel
% od 2 do x, kde na pozici 1 je
/» nastavena O protoZe 1 neni prvoc&islo.
for (n=2:sqrt(x)) % Kazdj prvociselny dé&litel &isla x
% lezi mezi 2 a odmocninou z X.
if P(n) % JestliZe tato hodnota neni 0
P((2*n):n:x) = 0 ; % (tj. prvoiislo), pak vSechny
% jeho nasobky nahradi nulou.
end % V tomto bodé obsahuje vektor P pouze
% prvocisla a nuly.
P =P "=0) ; % Odstrani z P vS8echny nuly a ponechd
% pouze prvoclisla.

pocet=size(P,2); % VypiSe polet prvocisel.

Zdrojovy kod pro Obrazek 2

clear

X =[1:0.1:4];
axescenter
plot(X,zeta(X),’k’)
axis([-4 4 -5 5])

Pro Obrazky 4, 5, 6 a 7 pouzijeme stejny zdrojovy kdd, akorat se méni rozsah X.
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Zdrojovy kod pro Obrazek 3

clear

X = [-5:0.0001:5];
axescenter

plot (X,gamma(X),’k’)
axis([-6 6 -5 5])

Zdrojovy kod pro Obrazek 9

clear

X = [-30:0.1:30];

C = complex(0.5,X);
Y = imag(zeta(C));
Z = real(zeta(C));

plot(X,Y,’r’)
axescenter
axis([-33 33 -3 31)
hold on
plot(X,Z,’b’)

Zdrojovy kod pro Obrazek 1
X = [0:0.01:40];

C = complex(0.5,X);

Y = imag(zeta(C));

Z = real(zeta(C));

plot(Z,Y,’k’)
axescenter

axis([-4 4 -3 3])

0
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Zdrojovy kod pro Obrazek 11

clear

x=[0:0.1:1];
y=[1:0.1:40];

[X,Y] = MESHGRID(x,y);
M=X+1ixY;

N=zeta(M) ;

Z=abs (N) ;
mesh(X,Y,Z,Y)

Zdrojovy kod pro Obrazek 12

clear

x = [-15:5];

y = [-15:5];

[X,Y] = MESHGRID(x,y);
M = X+ix*Y;

N = zeta(M);

Z = real(N);

surf(X,Y,Z,Y)
axis([-15 5 -15 5 -10 10])

Zdrojovy kod pro Obrazek 13

clear

x = [-15:5];

y = [-15:5];

[X,Y] = MESHGRID(x,y);
M = X+ix*Y;

N = zeta(M);

Z = imag(N);

surf (X,Y,Z,Y)
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axis([-15 5 -15 5 -10 10])

Zdrojovy kod pro Obrazek 15

clear

[0:0.001:8];

X

y = mfun(’Li’,x);
axescenter
plot(x,y,’k’)

axis([-7 7 -4 4])

Zdrojovy kod pro Obrazek 16

clear

x = [1:1000];

hold off
plot(x,x./log(x),’k’)
hold on

y = [1;

for i

1:1:1000
[y,erato(i)];

<
Il

end
plot(x,y,’k’)
hold on

z = mfun(’Li’,x);

plot(x,z,’k’)
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