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Abstrakt 
Tato práce se zabývá sestavením modelů a analýzou základních úloh o pronásledování . K o n 
kré tně je zde obsažena Perraultova úloha, Bouguerova úloha, Hathawayova úloha, ú loha o hle
mýždi na popruhu a Baileyho úloha. Všechny úlohy jsou opa t řeny ana ly t ickým nebo numeric
k ý m řešením, včetně kval i ta t ivní analýzy. 

Summary 
This thesis is focused on creation of mathematical models and analysis of basic pursuit pro
blems. In particular, the Perrault 's problem, the Bouguer's problem, the Hathaway's problem, 
the snail-racehorse problem and the Bailey's problem are involved. Each of the problems is 
solved analytically or numerically, including qualitative analysis. 
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Kapitola 1 

Úvod 

Úlohy o pronásledování jsou velmi důleži tou, byť poměrně málo zmiňovanou aplikací diferenciál
ních rovnic. Ze své podstaty jsou tyto prob lémy s lidstvem od nepamět i , pouze se dle doby mění 
interpretace problému. J e d n á se o systémy, k teré typicky popisují situaci, kdy m á m e pronásle
dovaného a pronásledujícího, př ičemž diferenciální rovnice n á m dávají informaci o t ra jektor i ích 
těch to dvou subjek tů a t aké dávají odpověď na o tázku, zda k dostižení dojde nebo ne. Velmi 
důleži tým pojmem pro celou práci je princip tzv. pure pursuit, což bychom nejlépe přeložili 
jako ryzí pronásledování . J e d n á se o nejprostší pronásledovací strategii, kdy pronásledující míří 
v každém okamžiku př ímo na pronásledovaného. 

V t é to práci se budeme zabývat odvozením a analýzou základních pronásledovacích modelů . 
Ve většině úloh bude p ředepsána trajektorie jednoho ze dříve zmíněných subjek tů a bude nás 
zaj ímat po jaké trajektorii se pohybuje d ruhý subjekt, p ř ípadně za jakých podmínek dojde 
k dostižení a v j akém čase k dostižení dojde. 

P ráce je členěna do pě t i odborných kapitol, př ičemž každá kapitola se zabývá j e d n í m kon
k ré tn ím modelem. Součást í každé kapitoly je sestavení modelu a diskuze, kde jsou popsány 
důležité vlastnosti modelu. U modelů , k teré to umožňují , je uvedeno přesné řešení. Pokud není 
možné nalezení analyt ického řešení obsahuje kapitola, a lespoň řešení numerické s p ř ípadnou 
podporou kval i ta t ivního vyšetřování řešení. Úvodní úlohou v kapitole d ruhé je Pe r r au l t ův pro
blém, jehož řešením je z n á m á kř ivka tractrix. Tato ú loha je zvolena jako úvodní kvůli historické 
návaznost i a také proto, že se j e d n á o jednoduchou úlohu, k t e r á se dobře hodí na demonstraci se
stavení pronásledovacího modelu, k te rý je v dalších př ípadech komplikovanější. V kapitole t ře t í 
následuje Bouguerova úloha, k t e rá se obecně považuje za p rvn í úlohu o pronásledování vůbec . 
Kromě klasické úlohy zde zmíníme i j is té rozšíření, kdy budeme uvažovat dva konkurenční pro
následující objekty. V kapitole č tv r té je uvedena analogie Bouguerovy úlohy, kdy uvažujeme, 
že se pronásledovaný objekt pohybuje po kružnici . Model je v t é to kapitole sestaven pro dvě 
varianty. V prvn í var iantě upla tňuje pronásledující princip ryzího pronásledování a ve d ruhé vy
užívá a l te rna t ivn í strategii. Obsahem pá t é kapitoly je p rob lém pohybu hlemýždě na ujíždějícím 
popruhu. Tento prob lém se od předešlých úloh liší t ím, že nás nezajímají trajektorie daných 
objektů (ty jsou v p o d s t a t ě známy ze zadán í ) , ale zaj ímá nás pouze, zda k dostižení dojde 
či ne. Kromě klasického modelu, kde uvažujeme kons tan tn í rychlost volného konce popruhu, 
je zde analyzována i varianta, kdy se volný konec popruhu vzdaluje hlemýždi s kons t an tn ím 
zrychlením. Poslední úlohou diskutovanou v šesté kapitole je tzv. Baileyho úloha, kdy h ledáme 
strategii pronás ledovaného tak, aby byl po celou dobu před pronásleduj ícím skryt za optickou 
překážkou. 
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Kapitola 2 

Perraultova úloha 

2.1 Tractrix 
Jako první úlohu uvedeme úlohu o křivce zvané tractrix. Nejedná se o s t a n d a r d n í úlohu o pro
následování, n icméně s t í m t o t é m a t e m úzce souvisí. Historie t é to úlohy sahá do d ruhé poloviny 
sedmnác tého století . Gottfried Leibnitz v roce 1693 vzpomína l na událos t , kdy ho francouzský 
fyzik Claude Perrault b ě h e m jeho s tudi í v Paříži konfrontoval s j i s tým prob lémem. Perrault sám 
nedokázal tento problém vyřeši t , stejně jako ho nedokázal vyřešit nikdo z m a t e m a t i k ů , k t e rým 
ho předložil (údajně ani Pierre de Fermat si s n ím neporadil). Ukázalo se, že Isaac Newton tuto 
úlohu nezávisle na Perraultovi vyřešil mnohem dříve a je tak spolu s n izozemským matemati
kem Christiaanem Huygensem b r á n jako hlavní autor řešení t é to úlohy (Huygens pojmenoval 
výslednou kř ivku trajektorie). Řešení tohoto problému je možné nají t t aké v [4]. 

2.1.1 Zadání úlohy 
P ř e d s t a v m e si kapesn í řetízkové hodinky s ře t ízkem délky L, k te ré jsou položeny na stole. 
Řet ízek je napnutý , s hranou stolu svírá p ravý úhel a jeho volný konec na t é to h r a n ě leží. 
V j i s tý moment začneme volný konec řet ízku t á h n o u t podél hrany stolu. Jakou kř ivku opíše 
při svém pohybu ciferník? 

2.1.2 Sestavení modelu a jeho řešení 
Nejprve si zaveďme souřadný systém. Za osu x zvolme hranu stolu, př ičemž kladný směr je 
určen pohybem řet ízku. Osu y urč íme jako p ř ímku určenou počá tečn í polohou řet ízku. Před
pok ládáme př i tom, že poloha ciferníku na p o č á t k u děje se nachází v bodě [0,a], kde a = L. 
Podobně poloha volného konce řet ízku na začá tku děje je p o p s á n a souřadnicemi [0,0]. 

V l ibovolném čase t > 0 se ciferník nachází v b o d ě [x,y], př ičemž řetízek je tečnou ke křivce 
(kterou ciferník při své cestě opisuje) v bodě [x,y]. Tato t ečna m á rovnici 

y = ktx + b, kt = y'. (2.1) 

Víme, že v tom ste jném čase t se konec ře t ízku nachází někde na ose x, označme tuto polohu 
Xi. Je zřejmé, že t ečna u rčená rovnicí (2.1) musí p ro t ína t osu x v bodě Xj. Z toho plyne 

b = -y'xi, 

t akže můžeme rovnici (2.1) p řepsa t na tvar 

y = y'x - y'xi = y {x - Xi). (2.2) 
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6 KAPITOLA 2. PERRAULTOVA ÚLOHA 

Dále z Pythagorovy věty plyne 
I \ 2 i 2 2 

[x - x i) + y = a . 
Člen (x — x i) si můžeme vyjádři t z (2.2). Dosadíme-li toto vyjádření do předchozí rovnice, 
dos táváme 

vY . 2 2 _ ŕ í / V 2 2 

2/ / V í/ / 

Vzhledem k tomu, že hodnota y je k ladná , za t ímco hodnota y' je záporná , z předcházející 
rovnosti vyplývá 

y m — 2 
— = -\Jaŕ - y2. 
y 

T í m jsme odvodili výslednou rovnici, k t e rá je rovnicí se separovanými p roměnnými a lze j i 
převést na diferenciální tvar 

, \/a? — y2 

dx + dy^- — = 0. 
y 

Integrace prvního členu je tr iviální . Zaměřme se na člen druhý. Nejprve zaveďme substituci 
y = a sin u. Po úpravě diferenciálů můžeme psá t integrál pro d ruhý člen jako 

/

cos 2 u 
au. 

SU1M 

Zavedeme další substituci cos m = t. Po několika úpravách lze dojít ke tvaru 

a í lát + - f ( — — ) dí . 
J 2J \ t - l t + 1/ 

Nyní již můžeme tento výraz zintegrovat. Po dosazení ze subs t i tuc í a několika úpravách dostá
váme 

/— / a + y / a 2 - y1 

V r - f - o l n + C, C e 

(specifikaci číselného oboru, z něhož obecnou konstantu C uvažujeme, nebudeme v dalším textu 
již uvádě t ) . Nyní můžeme dosadit takto zintegrovaný člen zpět do rovnice: 

x 

Dosazením počá tečn í p o d m í n k y y (0) = a dos táváme C = 0 a můžeme tedy psá t výslednou 
rovnici trajektorie 

+ \fo? - y1 

kte rá je zobrazena na obrázku 2.1. 

x(y) = a ln ( ) - a /o 2 - y2, y e (0, a), 



TRACTRIX 

Obrázek 2.1: Tractrix pro a = 1 
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Kapitola 3 

Bouguerova úloha 

3.1 Originální úloha 
Za otce modern í analýzy úloh o pronásledování můžeme považovat francouzského geofyzika, 
astronoma a matematika Pierra Bouguera (1698 - 1758), k te rý v roce 1732 prezentoval úlohu 
modelující situaci pronásledování obchodní lodi piráty. Řešení úlohy lze nají t v mnoha publi
kacích, zmiňme např . [4]. 

3.1.1 Zadání úlohy 
Znění t é t o úlohy je následující. Obchodn í loď pluje kons t an tn í rychlostí vQ po př ímce. V blíz
kosti se nachází p i r á t ská loď. V čase í 0 — 0 projíždí obchodní loď kolem p i r á tů (v čase t0 je 
spojnice polohy obchodní lodi a p i r á tů kolmá na trajektorii obchodní lodi). T i j i v tento mo
ment zaregistrují a zaháj í své pronásledování , př ičemž si počínaj í tak, že v libovolný moment 
míří p ř ímo na obchodní loď (jejich strategie je tzv. ryzí pronásledování) . 

3.1.2 Sestavení modelu 
Nejprve si zaveďme souřadný systém. Za počá tek si zvolme polohu pi rá tské lodi v čase t0. Osa 
x je tvořena spojnicí polohy obou lodí na začá tku pronásledování , př ičemž předpokládejme, 
že obchodní loď se nachází na její k ladné části a osa y je tvořena rovnoběžkou s trajekto
rií obchodní lodi, př ičemž směr pohybu lodi určuje k ladný směr osy y. P l a t í tedy, že v čase ío 
se obchodní loď nachází v b o d ě [xo, 0], kde xo je počá tečn í vzdálenost mezi p i rá ty a obchodníky. 

K sestavení rovnice využijeme toho, že dráhu , kterou urazila p i r á t ská loď za čas t, můžeme 
vyjádři t dvojím způsobem. Jelikož se loď pohybuje kons t an tn í rychlostí vp, ze zákonů klasické 
mechaniky plyne, že v čase t urazí p i r á t ská loď d ráhu 

s — vp • t. 

V čase t se p i r á t ská loď nachází v bodě [x, y (x)], z toho můžeme určit d ráhu , kterou loď urazila, 
jako délku přís lušného oblouku, tedy 

s= í Jl + (y'(z))2dz. 
Jo 

Porovnán ím těchto dvou vz t ahů dos táváme 

vp-t= [ Jl + (y'(z))2dz. (3.1.1) 
Jo 
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10 KAPITOLA 3. BOUGUEROVA ÚLOHA 

Nyní je p o t ř e b a nají t vyjádření pro čas t. V tento moment vstupuje do hry strategie, se kterou 
pirá t i pronásleduj í svou kořist, jelikož dle zadání v libovolný moment směřují p ř ímo na obchodní 
loď. Z toho vyvodíme, že směrnice tečny k trajektorii musí bý t shodná s tangentou úhlu spojnice 
polohy p i r á tů [x,y] a obchodní lodi [x0,vo • t] s osou x. To nás opravňuje napsat následující 
rovnost 

, v 0 - t - y y-Vp-t  
y = = • (3.1.2) 

Xq — X X — Xq 
Z tohoto vztahu už si s tačí pouze vyjádři t čas t jako 

= y-y' • (x- x0) 

Vo 

Dosazením do (3.1.1) dos táváme 

^ . [ y - y ' . ( x - x 0 ) } = í Jl + (y>(z))2dz. 
vo Jfí 0 

Nyní celou rovnici zderivujeme podle x, abychom se zbavili integrálu na pravé s t raně . Dosta
neme 

\.J .JI / _ _ \ .71 . /1 , í..,\2 •[y'-y"-(x-x0)-y'] = ^l + (y'ý 

což můžeme přepsa t na tvar 

y" • (x - xo) = -— • y 1 + {y'f. 
Vp 

3.1.3 Řešení 
Rovnice, kterou jsme obdrželi , je nel ineární obyčejná diferenciální rovnice d ruhého řádu , což 
může vypadat jako problém, neboť takovéto úlohy neumíme obecně řešit. M y si zde pomůžeme 
subs t i tuc í y' (x) = p{x), čímž dostaneme rovnici p rvn ího ř á d u se separovanými p roměnnými , 
př ičemž námi hledanou funkci y dostaneme následně prostou integrací řešení t é t o rovnice. M á m e 
tedy 

— • [x - x0) = V 1 +P • 
dx vp 

Nyní pro snadnější manipulaci s rovnicí označme konstantu ^ jako k (ze zřejmých důvodů 
budeme nadále p ředpok láda t k < 1) a proveďme separaci p roměnných 

dp dx 
, = k • . 

V 1 + P2 x 0 - x 

Integrací rovnice, na jejíž levé s t raně využíváme substituci p = sinh-u, dos táváme 

u + ln C = —k • ln (x 0 — x) 

Pro určení integrační konstanty C je t ř e b a zná t počá tečn í podmínky. T y ze zadán í úlohy plynou 
vcelku jasně , neboť v bodě [0, 0] m á zcela j is tě t ečna k trajektorii p i rá tské lodi nulovou směrnici 
a tedy splývá s osou x, neboť v tomto okamžiku se obchodní loď nachází v bodě [x0,0] a dle 
zadání p i rá t i směřují v každém bodě své trajektorie p ř ímo na ni . Dos táváme tedy počá teční 
p o d m í n k u y' (0) = p (0) = 0 u — 0. Z toho vyplývá 
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Můžeme tedy psá t 

Jelikož p = sinh u p la t í 

u = ln x0 

Xq — X 

p 
dy = 1 
dx ~~ 2 

fc / \ fc" 

Xq \ I Xq — X 

Xq — X Xq 

Nyní předpokláde jme k < 1. Z takto upravené rovnice už snadno jednoduchou integrací dosta
neme hledanou funkci y jako 

X Q — x 
(l _ J L ^ ("l _ x.) 

1 + Jfc 1-Jfc 
(3.1.3) 

(graf t é t o kř ivky při k = 0 .5axo = 5je znázorněn na obrázku 3.1). Nyní opět určeme integrační 
konstantu C. Stejně jako v minulém kroku n á m počá tečn í p o d m í n k y plynou ze zadání , neboť 
funkce y popisuje trajektorii p i rá tské lodi, musí na ní tedy ležet všechny body, ve k terých se 
p i rá t ská loď b ě h e m pronásledování nacházela , tedy i bod, ze k te rého pronásledování zahájila. 
Víme tedy, že v b o d ě x = 0 p la t í y = 0. Odtud dostaneme 

r - x° 
~2 1+k 1-k 

Xq • k 
1 - k 2 

Par t i ku l á rn ím řešením naší počá tečn í úlohy je tedy funkce 

y{x) 
Xq - k Xq — X 

1-k2 1+Jfc 1-k 
x e (o,x0). (3.1.4) 

Nyní nechť k — 1. Integrací rovnice 

dy 1 
P = T -

ÚX 2 V Xq — X 

Xq Xq — X 

Xq 

dos táváme 

y + C = -
{xq - x) 

2xq 
— Xq • ln (xq — X) 

Počá tečn í p o d m í n k a je s te jná jako v př ípadě k < 1, p la t í tedy 

C = ^ ( l - 2 1 n x 0 ) . 

V tomto př ípadě je námi h ledané par t iku lá rn í řešení tvaru 

y[x) 
{Xq - X) 

2xq 
— Xq • ln (xq — x) - | ( l - 2 1 n x 0 ) x e (o,xQ) (3.1.5) 

Ješ tě zmiňme, že nalezené řešení odpov ídá in tui t ivní předs tavě , jelikož p ř ímka x = xq je 
asymptotou takovéto funkce y, a tedy funkce y nep ro t íná trajektorii obchodní lodi. 
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3.1.4 Diskuze 
Nyní provedeme některé doda tečné úvahy v závislosti na h o d n o t ě konstanty k, kterou jsme si 
zavedli jako ^ . Je zřejmé, že př ípad , kdy k > 1, n e m á cenu příliš diskutovat, protože v tomto 
př ípadě se pohybuje obchodní loď vyšší rychlostí než p i rá t i , a t i j i tedy nikdy nemohou dostih
nout. 

Uvažujme nyní k < 1 a zabývejme se otázkou, jakou d ráhu urazí p i rá t i a obchodní loď do mís ta 
dostižení. P ředevš ím zdůrazněme, že v tomto př ípadě zcela j is tě p i rá t i svou kořist dostihnou, 
a to přesně v b o d ě [xo, y (xo)] = [xo, f^] • Vzhledem k trajektorii obchodní lodi tedy víme, že 
urazila d ráhu sQ = fzp-- Známe rovněž rychlost vQ, k t e r á je kons tan tn í , a tak si můžeme dle 
známého vzorce vypoč í t a t celkový čas pronásledování jako 

T = v r ^ w y ( 3 - L 6 ) 

Známe-li čas pronásledování , můžeme bez nutnosti integrace spočí ta t d ráhu , kterou p i rá t ská 
loď urazila, a to jako 

T - X° 
sP-vp- - i _ k 2 . 

Nyní probereme p ř ípad k — 1, tedy př ípad , kdy se p i rá t i a obchodníci pohybuj í shodně rychle. 
Je zřejmé, že v tomto p ř ípadě k dostižení nedojde, neboť na začá tku je mezi loděmi nenulová 
vzdálenost . V t é to souvislosti je nepochybně zaj ímavou otázkou, na kolik se pi rá tské lodi podař í 
tuto vzdálenost zkrá t i t (při t —> oo). Vyjdeme z obecného vyjádření vzdálenost i lodí v libovol
ném okamžiku. P i r á t i maj í polohu [x, y (x)] a obchodní loď m á v tento okamžik polohu [xo, y0]; 
kvadrá t jejich vzdálenost i je tedy 

d2 = (x0 - xf + (yQ - yf = (x0 - x) 1 + x0 — X 

Z předcházející sekce víme, že hodnota výše uvedeného zlomku je rovna y', t akže můžeme psá t 

d2 = (x0 — x)2 • 1 + (y ,/\2 

Po úpravě výrazu a už i t ím (3.1.5) dos táváme 

d2 = (xq — x) 1 + X Q Xq — X 

4 V X Q — X x0 

(x0 - x) 
(x0 - X) + 

(x0 - xf 1 

I + 2 

Př i t —> oo se kvadrá t vzdálenost i , kterou budou lodě mí t mezi sebou, tedy blíží h o d n o t ě 

l im d2 = 4-
x—^xo 4 

Limitní vzdálenost mezi o b ě m a loděmi tedy bude Xq/2 (jinak vyjádřeno, p i r á t ů m se podař í 
při t —> oo zkrá t i t původn í vzdálenost na polovinu). 
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Obrázek 3.1: Pronásledovací kř ivka pro k = 0.5 a XQ = 5. 
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3.2 Dvě pronásledující lodě 

3.2.1 Zadání rozšířené úlohy 
Nyní, když známe řešení původn í Bougerovy úlohy, využijme t é t o znalosti při řešení následují
cího rozšíření. V [4] je uveden j is tý rozšířený problém se sokolem a orlem, k te rý je v p o d s t a t ě 
konkré tn ím p ř í p a d e m úlohy, kterou si zde vyřešíme obecně. Ponecháme p ř i t om původn í in
terpretaci o pronásledování lodí (mírně p ř i t om pozměníme zavedení kar tézského souřadného 
sys tému) . 

Předpokláde jme , že do pronásledování obchodní lodi se zapojí dvě konkurenční p i rá tské po
sádky A a B. Úlohu můžeme zadat zcela obecně, tj. nepožadujeme, aby byly obě p i rá tské lodě 
na p o č á t k u pronásledování na stejné úrovni (v čase to tedy nemusí platit, že I)A = VB, kde I/A 
a y B jsou ypsilonové souřadnice v kar tézském souřadném systému, k te rý si záhy zavedeme); 
zachovejme pouze předpoklad , že p i rá t i zahájí pronásledování až v momen tě , kdy obchodní lod 
projíždí kolem. A b y měla diskuze nad řešením smysl, uvažujme, že obě p i rá tské lodě se v prů
běhu pronásledování pohybuj í větší rychlostí než obchodníci , tj. v A > vQ A vB > vQ a také , že ani 
jedna z lodí se nenachází na dráze obchodní lodi. Bez újmy na obecnosti řešení předpokládejme, 
že obchodníci neprojedou kolem lodi B dříve než kolem lodi A , k t e rá tedy zahajuje pronásle
dování bud dříve nebo zároveň s lodí B. Časem to rozumíme tedy čas, kdy své pronásledování 
zahájí lod A . Polohu obchodní lodi v tento okamžik budeme považovat za počá tek [0,0], osa x 
je u rčena spojnicí p o č á t k u a polohy lodi A (lod A tedy začíná své pronásledování z bodu [a, 0], 
kde a je počá tečn í vzdálenost obchodní lodi a lodi A) a osa y je d á n a t ra jektor i í obchodní lodi. 
V takto zformovaném souřadném sys tému m á loď B obecnou polohu [b, SQ] , př ičemž z našeho 
předpokladu , že obchodníci proplouvají nejdříve kolem lodi A , plyne, že so G MQ • Je celkem 
zřejmé, že řešení Bouguerovy úlohy je zcela nezávislé na tom, zda se pronásledující nachází 
na k ladné nebo záporné části osy x (trajektorie budou osově symetrické kolem osy y) ve smyslu 
o tázky dostižení a tvaru trajektorie. Můžeme proto pro jednodušš í p ředs t avu a práci s výrazy 
uvažovat pouze kladnou poloosu x, t akže p ředpok ládáme , že a > 0 A b > 0. 

3.2.2 Řešení úlohy a diskuze 
Řešíme vlas tně pro každou lod Bouguerovu úlohu, př ičemž tato řešení jsou na sobě nezávislá 
(nepředpokládáme, že by se p i rá t i vzá jemně v p r ů b ě h u pronásledování ovlivňovali). Se znalost í 
řešení Bouguerovy úlohy (3.1.4) není p rob lém určit trajektorii lodi A . Můžeme j i zapsat ve tvaru 

VA{X) 
a • k A X 

2 1 - k. 1 + k. 

kde k A — Abychom určili trajektorii lodi B, je p o t ř e b a následující úvaha . Pokud ve vztahu 
(3.1.2) za t dosadíme čas, k te rý uplynul od p o č á t k u pronásledování (čas, k te rý uplynul od času 
to, kdy pronásledování zaháji la posádka lodi Á), naše řešení bude p la tné i pro lod B. Rozdí lná 
bude však počá tečn í p o d m í n k a pro ys, kdy mus íme zohlednit posun ve směru osy y. Počá tečn í 
p o d m í n k a pro loď B bude y(b) = So, což n á m po dosazení do vztahu (3.1.3) dává 

b • kB 

l-kl 
kde je zcela analogicky ks 

ľ D 
Trajektorie lodě B je tedy p o p s á n a funkcí 

VB\X) 
b • kB 

l-kl + s0 -
X ( f ) f c s ( i ) ' 

1 - ki 
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Nyní se již můžeme podíva t na vzájemný vztah těchto dvou nezávislých pronásledování . Posádky 
lodí A a, B samozřejmě dostihnou obchodníky ve stejný moment v př ípadě , kdy budou jejich 
pronásledovací časy stejné, n icméně nesmíme zapomenut, že loď A zahajuje své pronásledování 
dřív, a tak tuto skutečnost mus íme zvýhodni t . Pro současné dostižení p la t í tedy vztah 

Č B = t A — t so) 

kde ts je pronásledovací čas lodi B, ÍA pronáledovací čas lodi A a tso je čas, k te rý uplyne od času 
ío po čas, kdy své pronásledování zahajuje loď B. Čas tSo můžeme vyjádři t jako —. Dosazením 
vztahu (3.1.6) za pronásledovací časy ÍA, Č B a dosazením vyjádření tSo dojdeme ke vztahu 

VB a k2

B) V A (1 
So 
V n 

(3.2.1) 

A b y byl náš výsledek fyzikálně interpretovatelný, je p o t ř e b a zavést p o d m í n k u VA^_k2 \ — f 1 > 0. 
Samozřejmě i další možné otázky, např . za jakého p ředpok ladu dostihne loď B obchodníky dříve 
než loď A atd., vychází ze stejné úvahy, jen by byla rovnost v předchozím vztahu nahrazena 
přís lušnou nerovnost í . 

Podívejme se, jaké by bylo řešení, pokud bychom znali rychlost obchodní lodi, polohu a rychlost 
pi rá tské lodi A (tedy známe a a v A), počá tečn í polohu lodi B (známe b a s0) a chtěli bychom 
určit rychlost VB tak, aby posádka B dostihla obchodníky zároveň s posádkou A. Vyjdeme 
z odvozeného vztahu (3.2.1): 

vB (1 - k% 

vA(l-k\) v0 

vl 
V B  

VB 

v\-
bv0 (vA - vtA 

av0 SQ I V A VA 

Vb~V0 

So 
VA (1 - k\ 

vB ( l - fc|) , 

bv0 (vA - f-A 

av0 - so [ v A - ^ 

0. 

Postupnou úpravou jsme přešli ke kvadrat ické rovnici, kterou můžeme j ednoduše vyřeši t . Řešení 
můžeme psá t ve tvaru 

bv, 

avo-s0 v A 
VBK 

± \ 
bv0 

avo-s0 

přičemž z fyzikálního hlediska m á samozřejmě smysl nezáporné řešení, a tak klademe 

VB 

bv0 

avo-s0 

+ N 
bv0 

avo-s0 

+ ±vl 

Trajektorie obou pronásledujících lodí pro různé hodnoty vs tupních p a r a m e t r ů jsou zachyceny 
na obrázku 3.2. a 3.3. 
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-1 -0.5 O 0 .5 1 1.5 2 2 .5 3 

x 

Obrázek 3.2: Ukázková trajektorie pro va — 1, va — 1-1, a = 2, 6 = 3 a So = 2. Dopoč í t aná 

rychlost Vb m á pro tento p ř ípad hodnotu Vb = 1.1925. 

Obrázek 3.3: Ukázková trajektorie pro va = 4, va = 5, a = 2, b = 1 a sq = 2. Dopoč í t aná 

rychlost vb niá pro tento p ř ípad hodnotu vb = 4.901. 



Kapitola 4 

Pronásledování po kružnici 

4.1 Hathawayova úloha 
V př ípadě Bouguerovy úlohy jsme uvažovali, že kořist se pohybuje kons tan tn í rychlostí po př ímce. 
Podívejme se nyní na zaj ímavou obměnu t é to úlohy, kdy stále uvažujeme, že se kořist pohy
buje kons tan tn í rychlostí , n icméně t en tok rá t bude její trajektorie kružnice. V roce 1920 přišel 
s t í m t o p rob lémem v časopise American Mathematical Monthly Ar thur Hathaway (1855-1934). 
Řešení t é to úlohy můžeme opět nalézt v [4], n icméně zde uvedené řešení je poměrně zdlouhavé 
a nepříl iš efektivní proto se jej nebudeme držet . Úloha je řešena mnohem elegantněji a za daleko 
menšího poče tn ího úsilí v [2], a proto zde vyjdeme z tohoto textu. 

4.1.1 Zadání úlohy 
Pes, k te rý se nachází up ros t ř ed kruhového rybníku, spa t ř í v čase t0 = 0 kachnu, k t e rá plave 
kolem břehu rybníka , a začne j i pronásledovat . Pes (stejně jako v klasické Bouguerově úloze) 
pronásleduje kachnu tak, že v l ibovolném okamžiku míř í p ř ímo na ni . Kachna i pes plavou 
v rybníku kons tan tn í rychlostí , př ičemž pla t í , že poměr jejich rychlost í je roven kons tan tě k, 
tedy pla t í 

Vk 

kde vp je rychlost psa a v k rychlost kachny. 

4.1.2 Sestavení modelu 

Ú v o d n í p o z n á m k y 

Ze všeho nejdříve poznamenejme, že vhodnou volbou jednotek délky a času můžeme docílit 
toho, že rychlost kachny Vk bude rovna 1 a poloměr rybn íku R bude rovněž 1. Tato úvaha n á m 
zjednoduší úp ravy výrazů , k teré budeme k analýze problému po t řebova t . 

Označme s t řed rybníku jako S. V libovolném čase t označíme K ak tuá ln í polohu kachny a P ak
tuá ln í polohu psa. Nyní zaveďme 

r = \PK\ a 0 = ÁSKP. 

17 
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To znamená , že funkce r (t) n á m udává ak tuá ln í vzdálenost psa od kachny a funkce 0 (t) n á m 
dává informaci, jak velký úhel svírá úsečka PK s úsečkou KS. 

S e s t a v e n í rovnic 

Nyní si je t ř e b a uvědomit , že pes se vzhledem ke kachně pohybuje rychlostí vr = —ŕ. Je tot iž 
zřejmé, že derivací funkce, vyjadřující vzá jemnou vzdálenost kořisti a lovce, podle času dosta
neme rychlost. Zamysleme se ješ tě nad z n a m é n k e m mínus , k t e r ý m jsme rychlost opatř i l i . V čase 
rrj je mezi psem a kachnou nenulová vzdálenost , v závislosti na p o m ě r u jejich absolutních rych
lostí k se tato vzdálenost může zvyšovat, či snižovat. Pokud se vzdálenost zmenšuje, znamená 
to, že r klesá, z čehož plyne, že derivace bude záporná . Jestl iže však vzdálenost klesá, znamená 
to, že pes se ke kachně přibližuje a tedy jeho rela t ivní rychlost musí být k ladná , proto vT = —ŕ. 
V opačném př ípadě , kdy se kachna psovi vzdaluje, je situace zcela analogická, proto j i zde již 
rozebírat nebudeme. 

Rychlost, kterou se pes pohybuje re la t ivně ke kachně, můžeme vyjádři t i jinak. Ze zadán í úlohy 
plyne, že pes vždy míří p ř ímo na svou potenciá ln í oběť, což můžeme využí t k tomu, že jeho 
rychlost vzhledem ke kachně můžeme určit rozdílem rychlosti psa a p r ů m ě t u vektoru rychlosti 
kachny do p ř ímky spojující P a K (směr absolu tn í rychlosti kachny je v l ibovolném čase tečna 
ke kružnici) . Tedy 

Jelikož jsme v úvodn ím odstavci uvedli, že vždy můžeme nají t takové jednotky, aby rychlost 
kachny byla rovna jedné (z čehož plyne, že rychlost psa je k) můžeme psá t 

Uvědomme si p ř i tom, že derivací p podle času dostaneme rychlost, kterou se pes vzdaluje 
od s t ředu rybníku , tedy bodu, ze k te rého zahájil své pronásledování . Al te rna t ivně můžeme 
tuto rychlost vyjádři t jako p r ů m ě t vektoru absolu tn í rychlosti psa na p ř ímku, k t e r á spojuje 
s t řed kružnice s ak tuá ln í polohou psa. Uvažujme Thaletovu kružnici r nad p r ů m ě r e m KS. 
Průsečík po lopř ímky KP s r označme jako V. Pak 

vr = v„ — Vk • sin 

vT = k — sin 0 =>- ŕ = sin 0 — k. 

(4.1.2) 

p = k • sin ZV S P = k • 
PV cos 0 — r 

P P 

Zároveň derivací (4.1.2) podle času dostaneme 

2pp = 2rŕ — 2ŕ cos 0 + 2r0 sin 0. (4.1.3) 

Odtud po úpravě dos táváme 

Z kombinace vz tahů (4.1.1) a (4.1.3) plyne rovnice 

Po úpravě m á m e finální tvar 
r0 = cos 0 — r. (4.1.4) 
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K 

Obrázek 4.1: Geometrie úlohy 

4.1.3 Analýza modelu 
Námi sestavená rovnice není analyticky řeši telná. To n á m ovšem nebrán í v tom, abychom zkou
mali chování tohoto modelu. Stejně jako tomu bylo u Bougerovi úlohy, budeme nyní diskutovat 
vlastnosti řešení v závislosti na p o m ě r u rychlostí k. 

P r ů b ě h p r o n á s l e d o v á n í pro k > 1: 

Jestl iže je k > 1, což znamená , že se pes pohybuje rychleji než kachna, dojde stejně jako 
v p ř ípadě původn í Bouguerovy úlohy k dostižení kořisti p redá to rem. Vzhledem k analyt ické 
neřeši telnosti ovšem neumíme na rozdíl od dříve d iskutovaného p ř ípadu urči t přesný čas do
stižení. Z odvozených vz t ahů můžeme však alespoň učinit horní odhad času pronásledování T. 
Pro tože k > 1, p la t í nerovnost 

Vidíme, že ŕ je pro tento p ř ípad vždy záporná , navíc shora ohran ičená konstantou 1 — k, t akže 
je j is té , že k dostižení dojde v čase T < oo, kdy tedy p la t í r (T) = 0. Odhad T můžeme určit 
následovně: 

ř = sin 0 — k < 1 — k < 0. 

r (0) r (T) — r (0) 
k- 1 
r (0) 

k - ľ 
1 

P r ů b ě h p r o n á s l e d o v á n í pro k 1: 

Ze vztahu (4.1.1) s vědomím, že k 1, plyne 

ŕ = sin0 — 1 < 0. 
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Znaménko rovnosti nastane pouze při 0 = | , což jak později uvedeme nastane pouze v př ípadě 
dostižení. Z toho plyne, že vzdálenost r je klesající funkce pro Ví > 0. Odtud můžeme vyvodit, 
že bud r (T ) = 0 pro vhodnou konečnou hodnotu T , nebo 

l im r (t) = r*, r* e M£. 
t—¥00 

Jinak vyjádřeno: buď dojde k dostižení v konečném čase T , nebo při T = oo (za předpokladu , 
že dokážeme r* = 0). Naš ím cílem je ukáza t , že nastane d r u h á varianta, tedy že funkce r je 
stále k ladná , př ičemž její l imita při t —> oo m á nulovou hodnotu. 

Nejprve je t ř eba ukáza t , že k dostižení nedojde. K tomu je zapo t řeb í několika vcelku náročných 
technických kroků, k teré jdou nad rámec t é to práce . Nejprve se šikovnou manipulac í s (4.1.4) 
ukáže, že p la t í 0 = | právě tehdy když pes dostihne kachnu, a pak se sporem (využije se 
Lagrangeova vě ta o s t řední hodnotě ) ukáže , že pro k — 1 k dostižení v konečném čase nemůže 
dojít . Deta i ln í odvození těch to skutečnost í je obsahem [2]. 

Ukažme ješ tě , že i přes to , že k dostižení nedojde v konečném čase, se pes dostane libovolně 
blízko ke kachně. D á se ukáza t , že 0 je od urč i tého okamžiku pronásledování rostoucí funkcí 
(odvození lze nalézt v [2]). Z toho plyne, že existuje její l imita pro t —> T — oo . Označme j i 
0*. P ředpokláde jme , že 0* < | . Z toho n á m s využ i t ím (4.1.1) plyne 

ŕ < sin 0* — 1 < 0, 

což by ovšem vedlo k tomu, že by muselo dojít k dostižení kořisti v čase T < oo. Musí tedy 
platit, že 0* = | , z čehož n á m ovšem plyne, že pro t —> oo dojde k dostižení, a tedy Ve > 0 
3te : r (te) < e, t akže pes se může přiblížit libovolně blízko kachně. 

Porovnejme ješ tě tento výsledek s klasickou Bouguerovou úlohou. Pokud k — 1, tak v př ípadě , 
kdy kořist un iká po př ímce, dojde v nekonečnu ke zkrácení vzdálenost i mezi kořist í a pronásle
dovatelem na polovinu původn í hodnoty. V př ípadě , kdy se kořist pohybuje po kružnici , dojde 
pro k — 1 v nekonečnu k dostižení. 

P r ů b ě h p r o n á s l e d o v á n í pro k < 1: 

N a závěr diskutujme př ípad , kdy se pes pohybuje nižší rychlost í než kachna. Lze očekávat , 
že v tomto p ř ípadě nedojde k dostižení (prvním argumentem je fakt, že při k — 1 dochází k do
stižení v nekonečnu a tento p ř ípad je svým způsobem mezní , d r u h ý m argumentem je zkušenost 
s t ím to p ř í p a d e m z Bouguerovy úlohy) . 

Uvažujme nyní bod Po n a výše zavedené Thale tově kružnici r se specifickými souřadnicemi 
[r 0, 0o], k teré jsou určeny vztahy 

sin 0o — k, r 0 = cos0 o = V l — k2. (4.1.5) 

Poslední rovnost jsme dostali dosazením prvního vztahu do vzorce pro goniometrickou jedničku. 
Tento bod je un iká tn í v tom, že pokud je pes v b o d ě Po, jeho rela t ivní poloha se vůči kachně 
nemění a můžeme ho tedy nazvat stacionárním bodem. Skutečně, vezmeme-li (4.1.1) a dosadíme 
ř — 0, dos táváme prvn í rovnost z (4.1.5); stejně tak, vezmeme-li (4.1.4) a dosadíme 0 = 0, 
dos táváme druhou rovnost z (4.1.5). Z toho plyne, že pokud se pes při pronásledování dostane 
na tyto hodnoty polárních souřadnic , bude se pohybovat po kružnici s po loměrem k se s t ředem 
S a bude mí t od kachny kons t an tn í vzdálenost \/l — k2. Lze ukáza t , že se j e d n á o l imitní 
chování pro k < 1, tento důkaz je však poměrně náročný, a proto pouze opět odkážeme č tenáře 
na [2], kde je tento důkaz korektně proveden. 
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4.1.4 Řešení rovnice 
Jak jsme již dříve uvedli, rovnice (4.1.4) není analyticky řeši telná, n icméně můžeme aplikovat 
nás t roje numerické matematiky a rovnici vyřešit přibližně. Zaveďme pro tento účel vektorové 
funkce p (ŕ) = (xp ( ŕ ) , yp (t)) a k (í) = (xk (t), yk (ť)), k teré popisují polohu psa respektive 
kachny v čase t vyjádřenou v kar tézské soustavě souřadnic . Dále n á m nic nebrán í v tom, 
abychom našli vyjádření námi použi té funkce r v kar tézských souřadnicích (stačí např ík lad 
zvolit spojnici s t ředu rybn íka a počá tečn í polohy kachny jako osu x a s t ř edem vést kolmou 
osu y), tedy r (t) = (xr (t) ,yr (t)). Použ i t ím e lementárních znalost í z l ineární algebry můžeme 
snadno odvodit 

k ( í ) = p ( í ) + r ( í ) . 

Ze zadání víme, že vektor rychlosti psa v p = p (t) vždy míří p ř ímo na ak tuá ln í pozici kachny. 
Je zřejmé, že vektor r (t) je jeho ně jakým násobkem. Můžeme tedy psá t 

ň llisľ r ^ p = p 
| r ( í ) 

kde symbol || • || z n a m e n á libovolnou normu. N a začá tku t é to úlohy jsme uvedli, že vždy je 
možné transformovat souřadnice (ať už časové či prostorové) tak, aby velikost rychlosti kachny 
byla jednotková a u psa byla tato velikost rovna k. Z toho plyne, že výraz můžeme upravit na 

^ r(t) k ( t ) - p ( t ) 

| | r ( f ) | | | | k ( í ) - p ( í ) 

To n á m po rozepsání do souřadnic dává 

ŮXp (í) Xk Xp 

< l f \j(xk - Xpf + (yk - ypf 

dyP (*) , Vk-yp 

d t \J(xk ~ Xpf + (yk - ypf 

Dále vzhledem k tomu, že se kachna pohybuje rovnoměrně s jednotkovou rychlostí po kružnici 
s po loměrem jedna, můžeme k (t) vyjádři t jako 

k ( í ) = (cos( í ) , s i n ( í ) ) . 

K numerické ilustraci dříve provedených závěrů užijeme dopřednou Eulerovu metodu jako nej-
jednodušš í algoritmus pro numerické řešení obyčejných diferenciálních rovnic (pro naše účely je 
zcela dostačující) . N a obrázcích 4.2 - 4.5 jsou zobrazeny různé varianty t rajektori í , k te ré byly 
vykresleny pomocí implementace výše uvedeného numerického algoritmu v M A T L A B u . 
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Obrázek 4.3: Trajektorie pro k = 1 se s tar tovací pozicí ve s t ředu 
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4.2 Al ternat ivní pronásledovací strategie 

4.2.1 Zadání upravené úlohy 
Nyní si položme otázku, jak by námi d iskutovaná ú loha vypadala, kdyby se pes rozhodl proná
sledovat kachnu j iným způsobem. Předpok láde jme nyní, že pes pronásleduje kachnu tak, že se 
v l ibovolném okamžiku nachází na spojnici polohy kachny a s t ředu rybníka , tedy v libovolném 
čase t p la t í P G KS. Tato ú loha je zmíněna a řešena v [4]. 

4.2.2 Sestavení modelu 
Bez újmy na obecnosti můžeme stále p ředpok láda t transformaci souřadnic , kterou jsme uvedli 
v sekci 4.1.4. Jak jsem již diskutovali v minulé sekci, polohu kachny můžeme popsat vektorovou 
funkcí 

k ( í ) = (cos( í ) , s i n ( í ) ) . 

Vzhledem ke strategii, kterou pes t en tok rá t zvoli l , ob íhá s t řed rybn íka se stejnou úhlovou rych
lostí jako kachna. Jeho polohu můžeme tedy popsat vektorovou funkcí 

p ( í ) = p(t) (cos ( í ) , s i n ( r ) ) , 

kde p (t) je skalární funkce, k t e r á popisuje vzdálenost psa od s t ředu kružnice. P l a t í tedy 
p (0) = 0 a p(T) — R — 1, kde T je čas dostižení (druhý vztah samozřejmě p la t í pouze 
v př ípadě , že k dostižení dojde). 

Rychlost psa vp si nyní rozložme na radiá lní složku vp = p a na k ní kolmou složku v±. Dle 
Pythagorovy věty p la t í 

Vp = k= yjv*+vl = yffr+vl. (4.2.1) 

Uvědomme si, že v± je v l ibovolném okamžiku kolineární s ^ a můžeme j i chápa t jako oběhovou 
rychlost psa po kružnici s po loměrem p (t). Tato rychlost je tedy určena vztahem 

V k 
v ± = u • p{t) = — • p{t) = p{t). 

Dosazením předchozího vyjádření do (4.2.1) a úpravou dojdeme k rovnici 

p = y/k? _ p 2 _ (42.2) 

4.2.3 Řešení rovnice 
N a rozdíl od původn í úlohy je takto upravená ú loha analyticky řeši telná. J ednoduše pře jdeme 
na diferenciální tvar 

; d p = dt. (4.2.3) 
y/k2 - P2 

J e d n á se tedy o obyčejnou diferenciální rovnici p rvn ího ř á d u se separovanými p roměnnými , 
kterou můžeme bez větších obtíží integrací vztahu (4.2.3) vyřeši t . Integrace pravé strany je 
tr iviální . K integraci strany levé užijeme nejprve úp ravu 

dp 1 f dp 



4.2. ALTERNATIVNÍ PRONÁSLEDOVACÍ STRATEGIE 25 

Zaveďme substituci | = s a dosaďme spolu s p řevodem diferenciálu (dp = k • ds). Dostaneme 

/
. = = arcsin (s) + C — arcsin (^) + C. 

Dohromady tedy obecné řešení (4.2.2) je 

arcsm 

K určení hodnoty obecné konstanty C užijeme počá tečn í p o d m í n k u p(0) = 0, odkud plyne 
C = 0. Dos táváme tedy pa r t iku lá rn í řešení arcsin ( | ) = t. Odtud snadno 

pit) = k sin ( ŕ ) . (4.2.5) 

Ilustrace možných t ra jektor i í jsou uvedeny na obrázcích 4.6 - 4.8. 

4.2.4 Diskuze 
Nejdříve poznamenejme, že toto řešení je p la tné pouze pro t G (0, | ) , a to z důvodu volby 
k ladného z n a m é n k a před odmocninou ve výrazu (4.2.2) (zcela př irozeně p ředpok ládáme nezá
pornou rychlost vp). V čase t > | by platilo p < 0, což je spor s vyjádřením (4.2.2). Nyní 
se podívejme na chování řešení pro k > 1 ( a po t é okometujeme "o čekávaný "způsob chování 
v p ř ípadě k < 1). 

P r ů b ě h p r o n á s l e d o v á n í pro k > 1: Stejně jako v původn í úloze pro k > 1 samozřejmě 
k dostižení dojde. Skutečně, dosaďme v rovnici (4.2.5) p = R = 1. T í m dojdeme ke vztahu 

1 
s in(T) = - , 

k terý můžeme jednoduše upravit a vyjádři t čas dostižení T jako 

T = arcsin 

Vš imněme si, že na rozdíl od p ř ípadu tzv. pure pursuit, k te rý jsme diskutovali v 4.1, dojde nyní 
k dost ižení v konečném čase i v p ř ípadě k — 1, kdy T — | . 

P r ů b ě h p r o n á s l e d o v á n í pro k < 1: Je zřejmé, že v př ípadě , kdy rychlost psa je nižší 
než rychlost kachny, dojde v čase t — | k dosažení min imáln í vzdálenost i , k t e r á psa a jeho 
kořist odděluje. V tento moment je radiá lní složka vr nulová, což znamená , že pes musí všechny 
své síly využít k tomu, aby splňoval naše zadání a udržoval vektor p kolineární s vektorem 
k. Interpretace očekávaného chování modelu je tedy taková, že v čase t > | pes obíhá s t řed 
rybníka po kružnici s po loměrem k s jednotkovou úhlovou rychlostí , př ičemž udržuje kolinearitu 
mezi svou polohou a polohou kachny. 



Obrázek 4.7: Trajektorie pro k = 1 
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Obrázek 4.8: Trajektorie pro k — 0.7 
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Kapitola 5 

Hlemýžď na popruhu 

Nyní uvedeme úlohu, k t e rá se od předchozích mí rně liší. V zadání nenajdeme kořist a lovce jako 
dříve, n icméně z ma tema t i ckého hlediska se rovněž j e d n á o úlohu o pronásledování . 

5.1 Konstantn í rychlost popruhu 

5.1.1 Zadání úlohy 
Hlemýžď leze po gumovém elast ickém popruhu kons tan tn í rychlost í v^. Jeden konec popruhu 
je pevně upevněn , d ruhý konec je n a t a h o v á n kons tan tn í rychlostí vp, př ičemž délka popruhu 
na začá tku děje je LQ. Hlemýžď svoji cestu začíná na p e v n é m konci popruhu. Dostihne hlemýžď 
pohybl ivý konec popruhu? Analogická ú loha je řešena v [3], kde je popruh n a t a h o v á n závod
n ím koněm, k te rý běží kons t an tn í rychlost í (odtud anglický název úlohy The snail-racehorse 
problém). 

5.1.2 Sestavení modelu 
Označme nyní L (t) délku popruhu a x (t) vzdálenost h lemýždě od pevného konce popruhu. 
Derivací L podle času dostaneme rychlost, kterou je popruh na tahován , takže můžeme psá t 

Ĺ = vp. 

Sestavení rovnice pro x (t) je o něco složitější. Kromě pohybu hlemýždě je n u t n é zohlednit 
i na tahován í popruhu. Je t ř eba si uvědomit , že rychlost m á v popruhu l ineární p růběh , je 
nulová na p e v n é m konci a na n a t a h o v a n é m konci m á velikost vp. Můžeme tedy psá t 

Absolu tn í rychlost x h lemýždě je d á n a souč tem jeho rychlosti Vh a rychlosti na tahován í popruhu 
v d a n é m bodě x. Dos táváme tedy rovnici 

v (x) = ax + b. 

S dosazením známých hodnot v krajních bodech dostaneme 

v (x) 

vp 
X = vh + —x. 

29 
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Dohromady m á m e soustavu dvou obyčejných diferenciálních rovnic p rvn ího řádu . Tyto rovnice 
opa t ř íme dvěma př i rozenými počá tečn ími p o d m í n k a m i L (0) = LQ a x (0) = 0. P la t í , že hlemýžď 
dostihne konec popruhu, jestl iže bude platit L(T) = x(T) pro vhodné konečné T. 

5.1.3 Řešení 
Rovnice pro L je t r iviální a vyřešíme j i prostou integrací 

vvdt — vv • t + C. 

S př ih lédnu t ím k počá tečn ím p o d m í n k á m dostaneme 

L{t) = vp • t + L 0 . (5.1.2) 

Toto řešení můžeme dosadit do (5.1.1), čímž dostaneme 

x = vh-\ V p x. (5.1.3) 
vP • t + L0 

J e d n á se o nehomogenní l ineární obyčejnou diferenciální rovnici p rvn ího řádu . V p r v n í m kroku 
vyřešíme př ís lušnou homogenní rovnici, u které můžeme separovat p roměnné 

dx v„ 
x —— = ——x. 

dt vp • t + L0 

dx vp • dt 
x vp • t + L0 

Takto upravenou rovnici můžeme již integrací vyřešit následovně 

ln x = ln (vp • t + LQ) + ln C, 

(absolutní hodnotu argumentu logaritmu můžeme vynechat, pro tože vzdálenost x i délka L 
budou vždy k ladné) . Odlogar i tmováním dos táváme 

XH = C • (Vp • t + LQ) , 

což je obecné řešení homogenní rovnice. Nyní budeme hledat řešení rovnice (5.1.3) ve tvaru 

x — C(ť)(vp-t + LQ) . 

Derivováním tohoto vztahu a dosazením do (5.1.3) m á m e 

Č = V h 

Vp • t + LQ ' 

Tento vztah zintegrujeme a dostaneme předpis pro C (t) : 

C{t) = —\n(vp-t + LQ) + C. 
Vp 

Tedy obecné řešení rovnice (5.1.3) m á tvar 

V h 
x(t) = — (vp • t + LQ) ln (Vp-t + LQ) + C ÍVp • t + LQ) . 

vp 

Jelikož x (0) = 0, konstanta C m á hodnotu C = — ̂ M n L o , t akže pa r t iku lá rn í řešení můžeme 
po dosazení a úpravě psá t ve tvaru 

x(t) = VJl(vp-t + LQ) ln (l + V-f±) . (5.1.4) 
Vp \ LQ J 

Vztahy (5.1.2) a (5.1.4) předs tavuj í pohybové rovnice pravého konce popruhu a hlemýždě. 
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5.1.4 Analýza modelu 
Užit ím předcházejícíh vz t ahů nyní zodpovíme základní o tázku, zda hlemýžď někdy dorazí na ko
nec popruhu, tedy jestli existuje čas dostižení T < oo. Tato situace nastane v př ípadě , kdy pla t í 
rovnost 

vp- T + L0 — — (vp- T + L0) ln (l + ^ - ^ 
vP V. L0 

Úpravou dojdeme ke tvaru 

ln f 1 + - , , 
V L0 J vh 

Tuto rovnost odlogaritmujeme a vyjádř íme hodnotu T jako 

T = — ( e ^ - 1 ) . (5.1.5) 

Vzhledem k tomu, že p ředpok ládáme zadané veličiny vp a Vh k ladné a nenulové, hodnota zá
vorky vyjde k l adná a hodnota T je tedy také k l adná (a konečná) . Vidíme proto, že hlemýžď 
dostihne konec popruhu bez ohledu na zadané veličiny vp,Vh a L0. 

Podívejme se ješ tě na délku L*, na kterou se za tuto dobu popruh n a t á h n e 

L* = L0 + Vp-^- [evh — lj = L0evh . (5.1.6) 

Podle očekávání délka, na kterou se popruh n a t á h n e , již samozřejmě na p o m ě r u rychlostí po
pruhu a hlemýždě závisí. Ješ tě poznamenejme, že se ne jedná o d ráhu , kterou urazil hlemýžď. 
Je to stejné jako kdybychom stoupali na eskalá toru, námi u ražená d r á h a není rovna dráze, 
po k te ré nás eskalá tor vyvezl. Hlemýžděm uraženou d ráhu můžeme jednoduše vyjádři t jako 

Lr LQ ( ľE. 
sh = vh-T = vh— [evh - 1 

vp \ 

Pro lepší ilustraci dosaženého výsledku můžeme dosadit konkré tn í hodnoty. Uvažujme např ík lad 
L0 = 1 [m], Vh = 1 [mm • s - 1 ] a vp = 1 [cm • s - 1 ] . Pokud tyto hodnoty dosadíme do vz t ahů 
(5.1.5) a (5.1.6), dojdeme k tomu, že hlemýžďovi by trvalo více než 25 dnů než by dorazil 
na konec popruhu a popruh by se za tuto dobu n a t á h n u l na délku přibližně 22 ki lometrů. 

5.2 Nekonstantní rychlost popruhu 

5.2.1 Zadání a řešení upravené úlohy 
Nyní modifikujme zadán í a uvažujme, že se volný konec popruhu bude pohybovat se zrychlením 
a, tedy rychlost vp bude l ineárně rostoucí funkcí tvaru vp (t) = at + vn (uvažujeme tedy případy, 
kdy a > 0, rovněž se omezme pouze na př ípady, kdy počá tečn í rychlost vn > 0). Stejně jako 
v p rvn ím př ípadě bychom dospěli k soustavě dvou O D R 1 se stejnými počá tečn ími podmínkami , 
ale rovnice pro L by se lišila, a to následujícím způsobem: 

L = at + VQ. 

Rovnici zintegrujeme a po dosazení počá tečn í p o d m í n k y dos táváme 

L{t) = — +v0t + L0. 
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Podobně dos táváme rovnici pro x ve tvaru 

L 
x = vh + —x. (5.2.1) 

Stejně jako v předchozím př ípadě vyřešíme nejprve homogenní rovnici. 

dx L 
ďŕ = LX) 

dx L , 
— = - d í . 
x L 

Integrací posledního vztahu dojdeme k vyjádření 

ln x = ln L + ln C 

(opět jen poznamenejme, že zde není n u t n á absolutn í hodnota v argumentu logaritmu, neboť 
výrazy v argumentu jsou dle zadán í a dle p ředpok ladů vždy k ladné) . 
Odlogar i tmováním dos táváme 

xH = C- L(t) = C-(^- + v0t + L 0 ) • (5.2.2) 

Nehomogenní rovnici vyřešíme opět variací konstanty. Po derivaci (5.2.2) a dosazení do rovnice 
(5.2.1) dostaneme vztah 

ô 
^ + v0t + L0 

Integrace tohoto vztahu není zcela tr iviální; nejprve provedeme úp ravu integrandu 

Ciť) — [ —0 dí — Vh í —To dí — Vh í ň dí 

J <f+V0t + L0 J <f+V0t + L0 J (Vät, v o V 2 a £ o - „ g 

f 1 f 1 
— Vh — ^dí = 2avh / Ô dí 

J h{at + v0f + 2-^ J (at + vQ)2 + 2aLQ-vt — 2avh / j Ť ^ -
J (at + vo) + 2aL0 — VQ 

Zde mus íme náš výpočet rozdělit na t ř i možnost i dle hodnoty konstanty 2aL0 — VQ. 

V ý p o č e t pro 2aL0 — v^ > 0: 

Nejprve uprav íme vztah z (5.2.3) na 

c « ) = í - K ^ - * -

(5.2.3) 

2aL0 — VQ 

^2aL0-v% 
+ 1 

Nyní zavedeme substituci u = a t + v ° . p 0 dosazení t é to substituce a p řevodu diferenciálů 
^2aLo-v\ 

přejde integrál na tvar 
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který už snadno vyřešíme. Tedy 

Cit) = - 2 V h arctan ( ^ + V° | + Cx. 
^2aL0-vl \s/2aL0-vlj 

Nyní už jen urč íme hodnotu reálné konstanty C\ a to dosazením počátečních p o d m í n k y x (0) = 0 

2L0vh ( v0 

U = —. = arctan — = + C i L 0 . 
2 

Odtud Ci = —i 2 v h arctan í , v° ). Dohromady tedy dos táváme par t iku lá rn í řešení 
^/2aL0-vl \^/2aL0-vl ^ 

počá tečn ího problému ve tvaru 

x(t) 
2vh ( at + vo \ 2vh ^ = ^ ^ arctan — = = arctan v0 

^/2aL0 -vl \^/2aL0 - v \ ) \/2aL0 - v2

Q \^2aL0 - vl 

. at2 

x [ — + v0t + L0 

Tento vztah můžeme dále upravovat. Jelikož z p o d m í n e k za jakých jsme úlohu řešili plyne, 
že oba argumenty arctan jsou k ladné můžeme užít vzorce 

u — v 
arctan u — arctan v = arctan 1 + uv 

T í m po několika e lementárních úpravách pře jdeme k vyjádření 

M

 2vh . VZaLp - vit (at2 

x(t) = — = arctan — h Vnt + L0 

1 ' v / 2aL 0 - v2 v0t + 2 L 0 V 2 
což lze také napsat ve tvaru 

x(t) = — h — a r c t a n ^ 0 ; 0 L í t ) . 
V ' v / 2aL 0 - vl v0t + 2L0

 w 

V ý p o č e t pro 2aL0 — vl = 0: 

Vraťme se ke vztahu (5.2.3) a položme 2aL$ — vl = 0; t í m se n á m vztah zjednoduší na tvar 

C(t) = 2avh í 1 dí. 
J [at + VQ) 

Tento integrál vyřešíme j ednoduše subs t i tuc í at + v0 = u. Po p řepoč tu diferenciálů můžeme již 
vztah zintegrovat jako 

Cit) = 2vh í -2du = + Cl = —p*- + d . 
J uz u at + VQ 

Opět dosadíme počá tečn í p o d m í n k u x (0) = 0 

0 = _ 2 ^ + C i i o _ 

^ 0 

z čehož dos táváme, že C\ — Pro tento p ř ípad m á par t iku lá rn í řešení počá tečn ího problému 
tvar 

tedy 

x (*) = — 7 - + \— + v0t + L0 

at + vo VQ I V 2 

• ( / ) = ( - - ? £ - + * * ' | L ( „ . 
at + VQ VQ 
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V ý p o č e t pro 2aL0 — v$ < 0: 

Pro tento p ř ípad si upravme vztah (5.2.3) následovně 

1 
C(t) = 2avh J 

(at + v0) + 2aL0 - VQ 
dt = 2avh 

(at + v0) - (vl - 2aL0) 
-dt 

at + VQ + \/VQ — 2aL0) (at + v0 - \Jv% — 2aL0 

2avh 

Takto upravený výraz si můžeme rozložit na parciá lní zlomky 

1 

dt. 

C(t) = 2avh J 
(at + VQ + \/VQ - 2aL0

Sj (at + v0 - A / ^ O _ 2 a L 0 ) 
dt 

avh 

\JVQ — 2aL0 J V at + VQ — \Jv$ — 2aL0 at + VQ + \Jv$ — 2aL0 

avh II 1 . ľ 1 

dt 

\JVQ — 2aL0 \J at + VQ — \Jv$ — 2aL0 

dt-
at + VQ + \JVQ — 2aL( 

-.dt 

Zaveďme nyní substituci U\ = at + v0 — \Jv$ — 2aL0 pro prvn í integrál a u2 = at + v0 + 
S/VQ — 2aL0 pro integrál druhý. Po p řepoč tu diferenciálů pře jdeme na tvar 

C{t) Vh 

^v2

0 - 2aL0 \J « i 

Vh 

^vl - 2aL0 

Vh 

-du< 
U-2 

Vh 

y/v%- 2aL{ 

(ln U\ — ln u2) + C\ du\ 

ln I at + VQ — \ VQ — 2aL0 1 — ln I at + v0 + \ VQ — 2aL 

at + v0- y/vl- 2aL0 ln , _ = + L>i, 
\/vl - 2aL0 at + v0 + \fvl~ 2aLc 

(argument logar i tmů můžeme psá t bez absolu tn í hodnoty neboť úlohu řešíme pouze pro t > 0. 
což n á m dohromady s p ředpok ladem, že 2aL0 < v%, zaručí kladnost obou a r g u m e n t ů ) . K o n 
stantu Ci opět urč íme z počá tečn í p o d m í n k y x (0) = 0. Po dosazení dos táváme 

L0vh 
] R V 0 - y / ý _ - 2 a L 0 + C i L Q t 

z čehož n á m plyne C\ 

x(t) 

yjvl- 2aL0 v0 + yjvl- 2aL0 

'V, ln . Pa r t iku lá rn í řešení m á tedy tvar 

Vh at + v0 - - 2 a L 0 _ v0 - y/v%- 2aL0 

^/VQ - 2aL0 y at + v0 + A / ^ O _ 2aL0 v0 + \/VQ — 2aLc 

ať + v0t + L c 

I v tomto př ípadě si výraz pro x uprav íme. S využ i t ím toho, že rozdíl logar i tmů je logaritmus 
podí lu , můžeme psá t 

x(t) Vh 
(at + v0- y/vl- 2aL0) (v0 + y/v%- 2aL0 

ln 4 (A '-Lit). 
VvÍ~2aLo (at + v0 + V ^ o - 2aLo) (v0 ~ VVÍ ~ 2aLo) 

file:///fvl~
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Jmenovatel i či tatel můžeme roznásobi t následujícím způsobem 

at (vo + A / V Q - 2 a L 0 ) + (v0 - y/v%- 2aL0) (v0 + A / V 2 - 2 a L 0 

x (í) = fe ln — ) ( ) ( - ) ( -L(í) , 

A / V 2 - 2 a L 0 a í ^ Q _ ^ 2 _ 2 a L o j + ^ Q + ^v2 _ 2aLoj [y0 - A > 0
2 - 2aL0j 

což nás po několika krocích dovede k vyjádření 

V h (v0 + A > 0
2 - 2aL0) t + 2L0 

* (*) = - ř = = ^ ") ( L(t). 
V v o ~ 2 a L o (v0 - y/vl - 2 a L 0 ) ŕ + 2 L 0 

5.2.2 Analýza upraveného modelu 
Stejně jako v minulém př ípadě , hlemýžď dorazí na konec popruhu v př ípadě , bude-li platit 
x{T) = L(T). Opě t hledejme čas dost ižení T , při k t e r ém bude tato rovnost platit. 

D o s t i ž e n í pro 2<ILQ — V2 > 0: 

Dosazením vyjádření těch to funkcí dos táváme 

2 ľ " a r c t a n ^ 0 S L ( T ) = L(T), 
^/2aL0 — v 

2 v0T + 2L0 

přičemž po úpravách pře jdeme k tvaru arctan = V ^ ^ I . ( 5 . 2 . 6 ) 

v0T + 2L0 2vh

 V ; 

Z tohoto vyjádření můžeme urči t podmínky , za k te rých k dostižení dojde. Výraz na pravé s t raně 

musí pa t ř i t do oboru hodnot funkce arctan, tedy musí platit - — ^ ~ — < f • Zároveň musí platit 
podmínka , za k te ré jsme úlohu řešili, což n á m dohromady dává p o d m í n k u 

0 < 2aL0 - v 2 < ir2v2

h. (5.2.7) 

Pokud bude tato p o d m í n k a splněna, bude konec popruhu dostižen v reá lném čase. 

Vraťme se ke vztahu (5.2.6). Použ i t ím funkce tangens a několika algebraickými úpravami mů
žeme dojít ke vztahu 

2Ln tan 
T 

o -—7, 

^ a T ^ v 2 - v0 tan ' 

což je vyjádření času dostižení za p ředpok ladu , že je splněna p o d m í n k a (5.2.7). 

D o s t i ž e n í pro 2aL0 — v2 = 0: 

V tomto př ípadě po dosazení dostaneme 

2 , „ L 0 + 2 ^ = 

^ 0 ^ 0 

Po jednoduchých úpravách dojdeme k vyjádření času dostižení 

m V0 f V0 
a \2vh - v0i 

A b y k dostižení došlo, musí být čas T kladný. Jelikož jsou všechny konstanty z jeho vyjádření 
k ladné, je k dodržení t é t o p o d m í n k y nu tné , aby 2vh — VQ > 0. 
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D o s t i ž e n í pro 2aL0 — VQ < 0: 

Pro tento p ř ípad je vyjádření času dostižení nej komplikovanější. Stejně jako v předchozích 
př ípadech dosadíme do rovnice x(T) = L(T), tedy 

V h (v0 + y/v% - 2aL0) T + 2L0 

ln ) ( L(T) = L(T). 
y/vl - 2aL0 Í V Q _ ^v2 _ 2aL^j T + 2L 

Rovnici si můžeme upravit na tvar 

(VQ + y/vl - 2 « ^ o ) T + 2L0 ^v2 _ 2 a L 

ln 
(y0 - ^Jvl - 2 a L 0 ) T + 2LC 

Nyní provedeme odlogar i tmování , čímž dostaneme 

(vo + yjvl- 2aL0) T + 2L0 ^ 2

0 - 2 a L 0 

e vh 
(y0 - ^Jvl - 2 a L 0 ) T + 2L0 

Rovnici můžeme dále upravovat a vyjádři t čas dostižení T jako 

2aL 
0 

2L0 I e ^ - l 

T = ^ - 2 i L 0 , 

vo + Vvo~ 2 a L o - e Vfl ( u o - V _ 2 a L o 

A b y došlo k dostižení, musí samozřejmě platit T > 0. Jelikož argument exponenciá ly bude zcela 
j is tě kladný, bude k ladný i celý či tatel . Je tedy t ř e b a požadovat , aby byl jmenovatel zlomku 
větší než 0, z čehož po několika málo úpravách dos táváme p o d m í n k u 

H~2ALQ v2 - Jvl - 2aL0 

• vh _H v u < 1 + A / W Q - 2aL0 

Pokud budou konstanty splňovat tuto nerovnici, dojde k dostižení konce popruhu v konečném 
čase. 



Kapitola 6 

Úniková strategie 

Až dosud jsme se zaobírali spíše t ra jektor i í lovce, př ičemž kořist měla svoji trajektorii jasně 
definovanou. To nyní naprav íme , jelikož v t é to sekci budeme diskutovat trajektorii kořisti tak, 
aby nebyla ulovena. Podívejme se nyní na zadán í naší modelové úlohy, k t e rá vychází z č lánku 
[1]. 

6.1 Úloha o kočce a myši 

6.1.1 Zadání úlohy 

Ve stodole se nachází kočka a myš, př ičemž upros t řed stodoly stojí t r á m . V čase to — 0 je 
situace taková, že myš se schovává před kočkou za t r á m e m , tedy t r á m se nachází na spojnici 
polohy kočky a myši. V tento okamžik je kočka ve vzdálenost i a od t r á m u . Myš je od t é to 
překážky vzdá lena o b. Kočka stojí čelem k t r á m u a v čase to se rozběhne doleva a běží kolmo 
ke spojnici její polohy s myší v čase t 0 , př ičemž se pohybuje kons tan tn í rychlost í Vk a stále 
udržuje p ř ímou trajektorii. Myš musí na pohyb kočky reagovat a rovněž se dá t do pohybu tak, 
aby t r á m neus tá le bráni l p ř ímé viditelnosti. Myš se pohybuje s kons tan tn í rychlostí vm. Jaká 
bude strategie myši, aby j i kočka nespat ř i la? 

6.1.2 Sestavení modelu 
Ze všeho nejdříve si zaveďme souřadný systém, ve k te rém budeme úlohu řešit. Př i rozenou vol
bou p o č á t k u je poloha t r á m u . Osu y n á m bude určovat počá tečn í spojnice polohy kočky a myši, 
př ičemž kočka se v tento okamžik nachází na záporné poloose a myš na k ladné . Osa x je samo
zřejmě kolmá na osu y a prochází počá tkem. Kočka tedy běží ve směru záporné osy x. Počá tečn í 
situace je zobrazena na obrázku 6.1. 

Než aplikujeme diferenciální poče t , podívejme se, jak by situace vypadala, kdybychom na za
čá tku požadovali , aby se myš pohybovala rovněž po př ímce kolmé na osu y. A b y byla myš 
stále v zák ry tu t r á m u , musí neus tá le platit, že t r á m leží na spojnici myši a kočky. Z důvodu 
podobnosti t ro júheln íků musí platit 

a b 
vkt vmt' 

37 
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b 

Směr pohybu kočky 

Obrázek 6.1: Počá tečn í situace 

z čehož okamži tě plyne, že rychlost myši pro tento p ř ípad musí splňovat rovnost 

b 
vm = vk-. a 

Tento p ř ípad je j akýmsi speciálním p ř í p a d e m obecného chování. Pokud se myš pohybuje rych
lostí, k t e rá uvedenou rovnost nesplňuje, musí se pohybovat po zakřivené trajektorii tak, aby 
udržovala neus tá le mezi sebou a kočkou t r á m . Stejně jako v tomto speciálním př ípadě ovšem 
vždy p la t í 

V4\ = - , (6.1.1) x(t) vkť v ; 

kde [x ( í ) , y (t)} je poloha myši. Označme s (t) d r áhu uraženou myší. Kvadrá t infinitesimální 
změny d ráhy myši v čase můžeme z Pythagorovy věty vyjádři t ve tvaru 

d s Y 
ďí ) 

dx\ idy 
ďí J + I ď í 

Uvědomme si, že 4f = vm. Nyní si můžeme vyjádři t z (6.1.1) x jako 

x (í) = Vj±y (í) 
a 

a spolu s vyjádřením derivace s dosadit do předchozí rovnice. Dostaneme rovnici 

(6.1.2) 

Vk vrfdy\ idy 
a a dt / V dí 

kterou můžeme upravit na tvar 

1 + 
vkt dy 

dt 
+ 2 

dy (vky\ 
(6.1.3) 
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Abychom mohli s rovnicí lépe pracovat, transformujeme si souřadnice na bezrozměrný tvar, 
a to podle následujícího předpisu 

F y, x x, T Vk t. 

Nyní je t ř e b a vyjádři t derivaci v našich nových souřadnicích. P la t í 

(6 .1 .4) 

dy d vmaY vmadY 

dt dt Vk Vk dt 

Dosazením za 4f do rovnice ( 6 . 1 . 3 ) dos táváme 

dy 
^ dT 

dY 

ď ř ' 

í + i 
a vk J 

Tuto rovnici uprav íme na tvar 

dY 

ď ř 
+ 2 

Vk\2 a avm dY 2 2 

— — T Yvm—+vmY. 
a J vk vk dT 

dY 
+ 2 F T — + Y2 - 1 = 0 . 

Námi uvedený tvar již napov ídá další postup. Rovnice je kvadra t ická v členu 4^, ten si tedy 
můžeme vyjádři t jako 

d Y _ - 2 F T ± A / 4 F 2 T 2 - 4 ( 1 + T 2 ) ( F 2 - 1) _ - F T ± y/l + T 2 - F 2 

ď r 2 ( 1 + r2) ~ i + r 2 ' 

Nyní si vezměme vyjádření X z ( 6 . 1 . 4 ) a dosaďme za x z ( 6 . 1 . 2 ) . Dostaneme 

v vk vkt 
X = y, 

vma a 
což můžeme s použ i t ím vz t ahů pro F a r v ( 6 . 1 . 4 ) psá t jako 

X = YT. 

(6 . 1 .5) 

(6 . 1 .6) 

Derivací tohoto vztahu podle T pře jdeme k rovnosti 

dX „ dY 
= F + r—. 

dr dT 

Tento vztah po dosazení (6 . 1 .5) můžeme upravit na 

d X -YT2 ± Ty/l + T 2 - Y 2 _ F ± Ty/l + T 2 - Y 2 

ď ř ~ + (i + r2) ~ i + r 2 : (6.1.7) 

čímž získáváme finální rovnici pro X. Dohromady jsme dostali soustavu dvou obyčejných di
ferenciálních rovnic p rvn ího řádu , k te ré ovšem nejsou lineární, t akže je neumíme analyticky 
vyřeši t . I bez znalosti řešení však můžeme provést diskuzi a náš model analyzovat. 
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6.1.3 Analýza modelu 
Všimněme si, že v obou rovnicích, k te ré jsme odvodili , se vyskytuje odmocnina \/l + T2 — Y2. 
Pokud dosadíme počá tečn í čas T = 0 (t — 0), dojdeme k tomu, že musí platit 

V ( 0 ) < 1 , 

jelikož musíme mí t pod odmocninou nezáporný výraz . P ř i t o m víme, že y (0) = b. Když se 
v r á t íme ke v z t a h ů m (6.1.4) a dosadíme 

y (0) = - ^ y (0) = - ^ 6 , 

je vidět , že Y (0) > 0, jelikož všechny zadané konstanty uvažujeme kladné . Dohromady tedy 
m á m e informaci, že 

0 < y (0) = —b < 1. 

Předešlý vztah je důležitý, neboť n á m udává p o d m í n k u řeši telnosti úlohy. Z nerovnosti tot iž 
plyne, že vm musí být větší než -v^, což je tedy minimáln í rychlost myši k tomu, aby mohla 
za t r á m e m manévrova t a udrže t tak mezi ní kočkou optickou překážku. 

Nyní si vezměme rovnice (6.1.5) se znaménkovou variantou plus. Podívejme se, co dostaneme 
při dosazení Y = 1 a X = T. Po dosazení do p rvn í rovnice dos táváme 

d y _ - T + y 7 ! + T 2 - 1 _ - T + T 
ď r ~ i + T 2 í + T 2 

Pro druhou rovnici analogicky dojdeme k 

d X _ 1 + Ty/l + T 2 - 1 _ 1 + T 2 _ . 
ď r ~ i + T 2 ~ i + T 2 ~ ' 

Z těchto rovnost í plyne, že (^y^j = (^) J e řešením počá tečn ího problému. Pokud provedeme 

zpě tnou transformaci souřadnic , zjistíme, že toto řešení odpovídá x = vmt a y = = const., 
což je právě speciální př ípad , kdy se myš pohybuje po p ř ímé trajektorii, k te rý jsme diskutovali 
na začá tku . Z teorie diferenciálních rovnic (viz Picardova věta) plyne, že je toto řešení jedno
značné v tom smyslu, že ho nepro t íná žádná j iná trajektorie. Pro každé řešení Y rovnice (6.1.5) 
s znaménkovou variantou plus tedy musí platit 

y (T) < 1 V T > 0. 

Tohoto zjištění můžeme využí t k odhalení monotonie funkce Y. Uvažujme odmocninu z rovnice 
(6.1.5), kterou můžeme psá t ve tvaru 

V l + T 2 - Y2 = v V 2 T 2 - ( i + T 2 ) ( y 2 - i ) . 

Jelikož y < 1, p la t í t aké Y2 — 1 < 0, z čehož plyne, že 

xjY2T2 - (1 + T 2 ) (Y2 - 1) > YT. 

Jelikož 1 + T2 > 0, tak dohromady musí platit 

d V 
— > 0 VT > 0, 
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a tedy Y je při volbě k ladného z n a m é n k a mono tónně rostoucí funkcí. V př ípadě funkce X 
m á m e v rovnici stejnou odmocninu, kterou můžeme analogicky upravit. Po t é t o úpravě dojdeme 
ke stejné informaci jako u Y, tedy 

d X 
> 0 V T > 0. 

d T 

Podívejme se nyní, co se stane, když zvolíme znaménko mínus v rovnicích (6.1.5) a (6.1.7). 
Pro Y dostaneme 

dY _ -YT - ^Y2T2 - (1 + T 2 ) (Y2 - 1) 

d T ~ (1 + T 2 ) < 

tedy v tomto znaménkovém př ípadě je Y mono tónně klesající funkce. Když se pod íváme na rov
nici (6.1.7) se z n a m é n k e m mínus vidíme, že její pravá strana může nabýva t k ladné, záporné 
i nulové hodnoty. Zvažme proto nejprve možnost 4^ = 0. Tato situace nastane v př ípadě , když 
bude platit Y — T, což může nastat jen v nějakém izolovaném bodě . Zmiňovaná situace je 
mezní . Pokud je Y > T, bude 4|ŕ > 0. Skutečně, pokud vezmeme Y > T libovolně, pod odmoc
ninou dostaneme k ladné číslo 6 < 1, což znamená , že či tatel bude tvaru Y — Ty/6, což je j is tě 
k ladný výraz , a vzhledem k tomu, že jmenovatel zlomku je k ladný pro každé T e R , musí platit 
4|Ť > 0. Stejně tak si vezměme situaci Y < T. V tomto př ípadě dostaneme pod odmocninou 
kladné číslo £ > 1. Jmenovatel bude tedy tvaru Y — T y ^ a to je zcela j is tě záporný výraz. 
Opět v kombinaci se vždy k ladným jmenovatelem dos táváme 4^ < 0, tedy X bude pro Y < T 
klesající funkce. Z t ěch to p o z n a t k ů vidíme, že když myš na začá tku zvolí trajektorii popsanou 
rovnicí s z n a m é n k e m mínus , dojde po up lynu t í urč i tého času k jakési "otáčce do prot isměru". 
Tento p ř ípad je i lustrován na obázku 6.2. Mezní p ř ípad 4^ = 0 lze interpretovat t aké tak, 
že v d a n é m bodě je t ečna sestrojená k trajektorii myši vert ikální . 

Př ipust íme-l i , že myš dorazí k t r á m u , je otázkou, co může uděla t dále. Ve své dosavadní trajek
tori i pokračovat nemůže, protože by se vystavila r iz iku př ímé viditelnosti. Musí proto změni t 
znaménko v rovnici popisující její pohyb a vydat se po trajektorii vzdalující se t r á m u . Zdů
razněme př i tom, že myš může tuto znaménkovou změnu ve své pohybové rovnici podniknout 
kdykoliv, opakovaně, a stále bude p ř i t om platit kruciální p ředpoklad , že bude zamezeno př ímé 
viditelnosti mezi ní a kočkou. 

6.1.4 Komentáře k publikovaným řešením 
V článku [1] jsou podle mínění autora t é t o práce t ř i mís ta , kde je argumentace bud nepřesná 
nebo nedos t a t ečná ( tentýž komentá ř p la t í i pro příslušné pasáže v knize [4]). Př ipoju jeme proto 
následující komentář . 

Konvergence ľ k 1: 

V obou výše uvedených zdrojích se uvádí , že v př ípadě volby k ladného z n a m é n k a v příslušné 
diferenciální rovnici bude funkce Y konvergovat v nekonečnu k jedničce. Je zde a rgumentováno 
t ím, že F je v tomto př ípadě vždy rostoucí funkcí a je omezena shora právě jedničkou. Tato 
argumentace je zjevně nedos ta tečná . Konvergenci Y k jedničce však můžeme ukáza t jinak. 
Využijme vztahu (6.1.6) a vyjádřeme si Y jako Y — |Ť, př ičemž p ředpok ládáme 

l im Y(T) = a<l. 
T—>oo 
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0.12 

Obrázek 6.2: Ukázka trajektorie se z n a m é n k e m mínus s "o táčkou"do p ro t i směru 

Odtud tedy 

l im 
T-s-oo 

X{T) 
aT 

1. (6.1.9) 

Uvažujme nyní rovnici (6.1.7), zvolme znaménko plus a výraz na pravé s t r aně rozdělme na dva 
Ty/1+T2-Y2 

zlomky « 1+7*2 
růs tu , tedy položme Y 

Vezměme si p rvn í zlomek a udělejme jeho nejpřísnější odhad vůči 
0; dále tedy tento zlomek vynechejme. Pro d ruhý zlomek opět zvolme 

jeho nejpřísnější odhad a položme Y = 1; t í m dostaneme výraz j^f2- P l a t í tedy 

dX 
> dT - 1 + T 2 

V T > 0. 

Jinak vyjádřeno, pro všechna T dos ta tečně velká pla t í 

dX 
dT 

> ß > a, 

což je v rozporu (6.1.9). Musí tedy platit l i m ^ o o Y = 1. 

D o s a ž e n í p o č á t k u 

Ve výše uvedených zdrojích je uvedeno, že v př ípadě volby z n a m é n k a mínus myš musí dorazit 
až k t r á m u . Je zde a rgumentováno t ím, že derivace V je v tomto př ípadě zápo rná a tedy 
musí nastat situace, kdy Y{T) = 0 pro vhodné T. Poněvadž X je s V svázáno vztahem X = 
YT, pokud je nulové Y, musí být nulové i X. Argument, že Y{T) = 0 pro vhodné T však 
z pouhého faktu 4^ < 0 nevyplývá. K dosažení p o č á t k u skutečně dojde, je k tomu ovšem 
zapot řeb í důkladnější argumentace. Vezměme si stejně jako v minulém př ípadě výraz pro 4^ 
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(ovšem t en tok rá t se znaménkovou variantou mínus) a opět si ho rozdělme na dva zlomky 1 ^ r 2 

a ~ T ^r2~- P r v n í zlomek bude vždy nezáporný. Udělejme jeho nejpřísnější odhad a položme 
Y — 1. Dostaneme výraz j^f2- Druhý výraz bude pro V T > 0 záporný. Udělejme opět jeho 
nejpřísnější odhad (co nejvíce jej v absolu tn í hodno tě zmenšíme) a položme Y — 1, dos táváme 
výraz yžj^-. Zcela j is tě tedy p la t í 

d X / 1 - T 2 

< d T - \1 + T2 

a odtud musí platit X (T*) = 0 v nějakém čase 0 < T * < o o . V j e s X svázané vztahem X = 
YT, z čehož plyne, že pokud pro nějaké T* > 0 p la t í X = 0, musí rovněž platit Y — 0. T í m t o 
jsme tvrzení dokázali a myš tedy skutečně při volbě záporného z n a m é n k a dorazí až k t r á m u . 

V y č k á v a c í strategie: 

Prob lemat ická je t aké vyčkávací strategie (zmíněná v uvedených zdrojích) v př ípadě , kdy myš 
dorazí k t r á m u . Oba zdroje zmiňují, že v tento moment se myš může rozhodnout, zda opět 
změní znaménko ve své pohybové rovnici a začne putovat po rostoucí trajektorii, nebo zůs tane 
schována za t r á m e m . Tato vyčkávací strategie sice vyhovuje tomu, že mezi myší a kočkou je 
opt ická překážka, n icméně nevyhovuje zadán í úlohy, kde je uvedeno, že myš i kočka se neus tá le 
pohybuj í kons t an tn í rychlostí . Myš proto n e m á j inou možnost , než pokračovat ve své cestě 
podle pohybové rovnice se znaménkem plus. 

6.1.5 Řešení rovnic 
Soustava diferenciálních rovnic (6.1.5) a (6.1.7) je nel ineární a neumíme j i tedy analyticky vy
řešit. Nepomůže n á m ani fakt, že rovnice pro Y je skalární . Soustavu proto vyřešíme numericky 
a to Eulerovou dopřednou metodou. Jak jsme již poznamenali, znaménko se v algoritmu může 
měni t v libovolný okamžik, př ičemž úvodní premisa o udržení optické překážky mezi kočkou 
a myší bude stále p l a tná . N a obrázcích 6.3, 6.4, 6.5 a 6.6 jsou př ík lady možných trajektori í . 
Grafy vznikly implementac í výše uvedeného numerického algoritmu v M A T L A B u . Trajektorie 
jsou vykresleny tak, že v celočíselných hodno tách T dochází ke změně znaménka , př ičemž je 
vykreslen interval T G (0,5). 
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O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 

X 

Obrázek 6.4: Trajektorie s počá tečn í podmínkou Y0 = 0.6 a s počá tečn í volbou klesající trajek

torie. 
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Obrázek 6.5: Trajektorie s počá tečn í podmínkou Y0 = 0.9 a s počá tečn í volbou rostoucí trajek

torie. Je zde vidět chování řešení v blízkosti l imitního kons tan tn ího řešení. 
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O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 

X 

Obrázek 6.6: Trajektorie s počá tečn í podmínkou Y0 = 0.9 a s počá tečn í volbou klesající trajek

torie. Zde i lustrovaný p ř ípad zahrnuje "o táčku"do p ro t i směru v p rvn í části trajektorie. 
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Kapitola 7 

Závěr 

Práce měla za cíl sestavení, ana lýzu a p ř ípadně i řešení základních modelů z oblasti úloh o pro
následování. Tato oblast aplikace diferenciálních rovnic je zde reprezentována pě t i modely. 

P r v n í kapitolu jsem věnovali Perraultovu problému, k te rý je zde uveden jako mot ivační ú loha 
a můs tek ke složitějším prob lémům. D r u h á kapitola se zabývá p rob lémem Pierra Bouguera 
o pronásledování obchodní lodi piráty. Kromě sestavení modelu popisujícího základní úlohu 
jsme se v t é t o kapitole věnovali situaci, kdy jsou obchodníci pronásledováni dvojicí konkurenč
ních p i rá t ských posádek, k teré mají vůči sobě zcela obecnou polohu. Výsledkem těchto úvah je 
vzorec pro vypoč ten í rychlosti, kterou musí disponovat loď, k t e rá své pronásledování zahajuje 
později tak, aby dostihla obchodní loď ve stejný moment jako prvn í posádka . V následující 
kapitole jsme se zabývali pronás ledováním po kružnici , což je analogie Bouguerovy úlohy jen 
s t í m rozdílem, že pronásledovaný un iká po kružnici . Tato ú loha je zde nejprve rozvedena 
pro variantu, kdy pronásledující volí strategii ryzího pronásledování (tzv. Hathawayova úloha) 
a nás ledně je model sestaven i pro a l t e rna t ivn í strategii, kdy se pronásledující pohybuje tak, 
že se v každém okamžiku nachází na spojnici polohy pronás ledovaného a s t ředu kružnice. Pro 
tuto dvojici úloh je zajímavé, že pro k — 1 (poměr rychlostí pronásledujícího a pronásledova
ného) v p ř ípadě ryzího pronásledování dojde k dostižení až v nekonečnu, kdež to při a l te rna t ivn í 
strategii dojde k dostižení přesně po oběhnu t í č tvr tkružnice . V pá t é kapitole jsme se věnovali 
úloze o hlemýždi na elast ickém popruhu. V t é t o kapitole je k romě klasického p ř ípadu , kdy je 
popruh na t ahován kons t an tn í rychlostí , deta i lně rozebrán i p ř ípad , kdy se volný konec popruhu 
vzdaluje s kons t an tn ím zrychlením. Zaj ímavým výsledkem zkoumání chování tohoto uprave
ného modelu je, že na rozdíl od verze, kdy je rychlost volného konce popruhu kons tan tn í , záleží 
dost ižení volného konce popruhu h lemýžděm na volbě konstant. Poslední ú lohou je Baileyho 
úloha. J e d n á se o jakousi inverzní úlohu k Bouguerově úloze. V tomto př ípadě se pronásledující 
pohybuje po př ímce a pronásledovaný se musí pohybovat tak, aby měl mezi sebou a pronásle
dujícím neus tá le optickou překážku a nebyl tak spa t řen . 

Autor při zpracování vycházel z doporučených zdrojů, některé pasáže jsou však původní . J e d n á 
se o vybrané partie sekcí 3.2.1 a 3.2.2, celou sekci 5.2 a v neposlední řadě sekci 6.1.4, kde bylo 
provedeno vymezení vůči n ě k t e r ý m tv rzen ím v doporučené l i tera tuře . 

N a tuto práci by bylo možné naváza t a zpracovat složitější pronásledovací modely. Velmi zají
mavá by t aké mohla být práce , k t e rá by se zabývala h ledán ím opt imálních t ra jektor i í v jednot
livých úlohách. M o h l i bychom tak urči t op t imáln í pronásledovací respektive únikové strategie. 
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