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Anotace

Tato bakalatrskd prace se zabyva pouzitim matematického aparitu v termodynamice, konkrétné
pouzitim diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych. Hlavni diiraz je kladen na matema-
tickd odvozeni teoretickych zdkladi termodynamiky, napt. Maxwellovych relaci. Déle jsou
vysvétleny linedrni diferencidlni formy, pomoci kterych jsou definovany termodynamické zdko-
ny. V préci jsou uvedeny fesené priklady k objasnéni matematickych postupi. K porozuméni

této prace je nutna znalost analyzy, konkrétné diferencidlniho poctu.

Annotation

This Thesis deals with the use of the mathematical apparatus in thermodynamics, specifically
the use of Calculus of functions of several variables. The main emphasis is placed on creating
a mathematical derivation of the theoretical foundations of thermodynamics, for example Max-
well relations. The following thing explains the linear differential forms with the help of them
the laws of thermodynamics are defined. In the Thesis there are examples with solution to
illustrate mathematical procedures. To understand this Thesis the knowledge of Calculus is

required.
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Kapitola 1
Uvod

Termodynamika je ucelenou teorii, kterou 1ze dobfe popsat matematicky. V této prici se bu-
deme zabyvat objasnénim matematickych postupil, z nichz vychazi dilezité vztahy a zakony

termodynamiky.

V uceleném textu objasnime matematické pozadi termodynamickych zdkona a dilezitych fy-
zikélnich vztahd. Pro snaz$i pochopeni matematickych postupti je do prace zatfazeno mnoho

resenych prikladi, z nichZ nékteré jsou aplikované do termodynamiky.

V tvodu kapitol je uvedena literatura, ze které byla Cerpana inspirace pro tvorbu dané ¢asti

této prace. Citace jsou oznaCovany piimo v textu.

Téma ,Matematicky aparat termodynamiky* jsem si vybrala z diivodu mezioborového propo-

jeni matematiky a fyziky, které studuji.



Kapitola 2

Termodynamika

V této Casti budeme definovat nékteré pojmy a pfipomeneme tvrzeni z teorie termodynamiky.
Sezndmime se s termodynamickymi postuldty a zakony, z nichZ budeme vychazet pozdéji pii

odvozovani vztaht. Hlavn{ literaturou pro tuto kapitolu je [1], [3], [10].

2.1 Co je to termodynamika a pro¢ vznikla?

Termodynamika je fenomenologick4! v&da zabyvajici se studiem vlastnosti makroskopickych
systému, vzorku latek nebo soustav téles v termodynamické rovnovaze, a rovnovaznymi pro-
cesy, které jsou spojeny s pfenosem energie (teplo, prace, chemické reakce) a teplotou. Termo-
dynamika zkouma4 jak jevy spojené s tepelnou vyménou, tak i jevy, které probihaji v adiaba-
ticky izolovanych soustavich a s okolim si Zadné teplo nevyménuji (napf. adiabaticka expanze,

adiabatickd komprese plynu).

Mezi hlavni diivody vzniku termodynamiky patii:

Tepelné motory: Jako prvni pifeménil tepelnou energii ziskdavanou spalovanim paliva na me-
chanickou préci parni stroj (J. Watt, 1769). Tento vynalez byl jednim z podnétii vzniku
termodynamiky, kterd mé&la dat odpovéd na to, jak udinit tento proces co nejefektivnéjsi,

tzn. docilit maximalni u¢innosti stroji.

'Pojem fenomenologie oznacuje soubor znalosti, které davaji do souvislosti riiznd empirick4 pozorovéni jevu
(empirie = zkuSenost ziskand pozorovanim) majici souvislost se zdkladni teorii, ale nejsou z teorie pfimo odvo-

zena.



Perpetuum mobile: Lidstvo usilovalo o vytvofeni zdroje vééného pohybu, tzv. perpetuum
mobile. Perpetuum mobile I. druhu by vyrobilo nejméné tolik energie, co samo spotiebu-
je. Perpetuum mobile II. druhu by pfeménilo veskerou energii ziskanou z tepelné 1dzné

na ekvivalentni mechanickou préci.

Vratné a nevratné déje: Termodynamika se zabyvala tim, pro¢ jsou déje v pfirodé nevratné.
Z pohledu Newtonovy mechaniky by mélo jit o d€je vratné. (Napft. pfi vhozeni rozzhave-
né koule do védra s vodou dojde ke vzniku vodni pary a pripadné i k dalSim efektim
a systém postupné dojde do termodynamické rovnovahy. Opacné tento efekt nefunguje
a to ani presto, Ze se zachovava energie a Newtonovy rovnice jsou invariantni vii¢i zméné

znaménka Casu.) [1]

Energetika chemickych reakci: K objevu zakona zachovani energie prispéla méfeni energii

uvolnénych pfi chemickych reakcich.

2.2 Zakladni pojmy

Termodynamicka soustava je skupina makroskopickych objektl, nebo Cast prostoru, ktera je
od zbytku vesmiru odd€lena mysSlenymi nebo skute¢nymi hranicemi se specifikovanymi vlast-
nostmi. [1]

Z hlediska vlastnosti st€én oddélujicich soustavy od okoli je miZzeme rozdélit do kategorii:
e [zolované stény

— Absolutné neprostupné pro Céstice i pro jakoukoliv formu energie (teplo, mecha-

nicka préce)

— Izolovany systém nekomunikuje s okolim a naopak
e Adiabaticky izolované stény

— Neprostupné pro teplo, prostupné pro praci

— Systém na okoli a okoli na systém mohou konat praci
e Diatermické stény

— Prostupné pro teplo



— Stény vedou teplo a probiha tepelnd vyména systém — okoli
e Uzaviené stény

— Neprostupné pro Castice, prostupné pro vSechny formy energie
e Oteviené stény

— Prostupné pro Castice 1 vSechny formy energie

2.3 L all. postulat termodynamiky

2.3.1 I postulat termodynamiky

Izolujeme-li termodynamickou soustavu na dostate¢né dlouhou dobu od okoli, soustava sa-
movolné pfejde do stavu termodynamické rovnovdhy. Ve stavu termodynamické rovnovahy

soustava zustane, dokud do ni nezasdhneme z vnéjsku. [1]

V termodynamické rovnovaze ustava veskera vyména mezi ¢astmi soustavy, tlaky v soustavé
a koncentrace chemickych latek se vyrovnaji, fizové zmény a chemické reakce ustanou. Dobu
potfebnou pro prechod soustavy do termodynamické rovnovihy nazyvame relaxacnim ¢asem

soustavy 7.

2.3.2 1L postulat termodynamiky

VSechny vnitini parametry soustavy jsou funkcemi vnéjsich parametri a teploty. [1]

Yev s

V piipadé, Ze vnéjsi parametry oznacime aq, as, aZ a,,, plati pro jakykoli vnitfni parametr j3;
Bi = Bilay, ag, ...;an, T).

Vnitini energii systému U lze tedy zapsat obecnym vztahem
U=U(ay,as,...,a,T).

Pro jednoduchy homogenni systém, ktery ma pouze jeden parametr (napf. objem V'), rovnou

dostavame rovnici U = U(V, T') pro vnitini energii systému a p = p(V, T') pro tlak systému.

Poznamka 2.3.1 O vnitinich a vnéjsich parametrech ddle pojedndme v kapitole 2.4.1.
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2.4 Stavové veliciny a stavové funkce

Pomoci stavovych veli¢in a stavovych funkci popisujeme termodynamické soustavy. Stavovou
funkci lze vyjadfit jako funkci nékolika stavovych veliin (napf. vnitini energie U je funkci
objemu V" a teploty 1)

U=UV,T).

Stavové veli¢iny miiZeme také nazyvat parametry soustavy a patii mezi né: teplota 7', tlak p,
objem V/, hustota p, magnetizace vzorku M, polarizace vzorku P, koncentrace chemickych

latek cq, co, ..., ¢, poCet astic Ny, No, ..., N, atd.

Mezi stavové funkce patfi napf. vnitini energie U, entropie S, entalpie H.

Rovnovazné stavy jsou jednoznacné charakterizovany jedinou ¢asové neménnou hodnotou od-
povidajici stavové veli¢iny nebo funkce. Z toho plyne, Ze ve vSech mistech termodynamické
soustavy, kterd je v termodynamické rovnovaze, maji stavové veliCiny (tlak, teplota, atd.) stejné

a Casové neménné hodnoty.

K tplnému popisu soustavy v termodynamické rovnovaze postacuje urCity pocet nezavislych
parametrd. Tento poCet, ktery zavisi na vnéjSich podminkach a vnitinich vlastnostech sou-
stavy, musime urcit empiricky a je roven poctu stupni volnosti soustavy. Pokud soustava neni

ve stavu termodynamické rovnovahy, toto tvrzeni neplati.

Z divodu obtiznosti feSeni soustav, které nejsou v termodynamické rovnovaze, se dile zabyva-

me pouze soustavami, které v rovnovaze jsou.

2.4.1 Déleni stavovych veli¢in a funkci

Stavové veliiny a funkce Ize d€lit podle toho, jak se chovaji pfi spojeni dvou identickych

soustav v termodynamické rovnovaze.
e Intenzivni veliCiny - pfi spojeni soustav se jejich hodnota neméni
— termodynamickd teplota 7', tlak p, hustota p, koncentrace c, ...

e Extenzivni veliCiny - pfi spojeni soustav jejich hodnotu sc¢itdme



— objem V/, pocet Castic NV, vnitini energie U, entropie S, Helmholtzova volna ener-

gie F'

Dale miiZeme parametry popisujici soustavu délit na:

Vv

e Vnéjsi parametry - jsou hodnotami pouze zobecnénych soufadnic vnéjSich téles, se
kterymi je systém v interakci. Pfikladem je objem V', hodnoty fyzikdlnich poli, se kterymi
systém interaguje - magnetické (intenzita magnetického pole H), elektrické (intenzita

elektrického pole FE), gravitacni (gravitacni konstanta g).

Vv,

e Vnitini parametry - hodnota je pfi stejnych vnéjSich parametrech zavisla pouze na systé-
mu. Piikladem je tlak p, vnitini energie U, hustota p, koncentrace c, polarizace P, mag-

netizace M.

2.4.2 Stavové rovnice systému

Stavové rovnice vyjadfuji zavislosti mezi jednotlivymi parametry termodynamickych soustav.
Pfi odvozeni stavovych rovnic musime vzit v tivahu poznatky o vnitini struktufe latek, tzn.
Castice. Na tyto poznatky termodynamika nebere ohled a nelze z ni tudiZ odvodit stavové

rovnice. Musime je odvodit pomoci experimentd nebo statistické fyziky.

Kaloricka stavova rovnice

Tato rovnice vyjadiuje zdvislost vnitfni energie soustavy na teploté a vnéjSich parametrech.

Nézev ziskala podle jednotky (kalorie) a také podle toho, Ze je vychozim vztahem pro odvozeni

Vv

tepelné kapacity. Pokud vnéjsi parametry soustavy oznacime ay, ao, ..., a,, je obecna zavislost

vnitini energie U, jakoZto vnitiniho parametru, dana II. postulatem termodynamiky:
U=U(ay,as,....,a,,T). (2.1)

Vztahem (2.1) je dédna tzv. kalorickd rovnice, kterou Ize pro homogenni systém s jedinym

vnéjSim parametrem zjednodusit takto:
U="U(a,T).
Pokud za parametr a dosadime objem V', dostdvame

U=U(V,T).



Termicka stavova rovnice

Vztahy odvozené v termodynamice maji obecnou platnost pro fadu jinych systému. Zave-
deme zobecnéné sily A;, jez nahrazuji konkrétni velic¢iny. Kazdé sile A, je pfifazena zobecnéna
souradnice, kterd odpovid4 vnéjSimu parametru systému a;.

Ve shodé s II. postuldtem vyjadiuje tato rovnice zavislost zobecnéné sily A; (vnitini parametr)

Vv,

na teploté a na vnéjSich parametrech soustavy a;.
Ai = Ai(al, ag, ..., p, T)

Pokud budeme opét brat v dvahu jednoduchy homogenni systém, ziskime A = A(a,T).
Pfikladem zobecnéné sily a vnéjsiho parametru je napf. p = p(V,T), kde p je tlak, V' ob-

jem a T’ termodynamicka teplota.

2.5 Termodynamické zakony

Termodynamika ma celkem Ctyfi hlavni zdkony, jsou to nulty, prvni, druhy a tfeti termodyna-

micky zdkon. Pro nds bude dilezity predev§im prvni a druhy.

2.5.1 Nulty termodynamicky zakon

Jestlize termodynamické systémy A a B jsou v tepelné rovnovaze s tfetim systémem C, potom

jsou také systémy A a B v termodynamické rovnovaze. [1]

Tento zékon byl dodate¢né zaclenén do termodynamiky v dobé&, kdy ostatni zédkony byly davno

formulovany, proto nese ndzev nulty.

2.5.2 Prvni termodynamicky zakon

Energie nemuZe byt vytvofena ani zniCena. [1]
Prvni termodynamicky zdkon je zdkonem zachovani energie. Matematicky z4pis tohoto zakona
je

0Q = dU + oW. (2.2)

Poznamka 2.5.1 Vice o vyznamu symbolii 7 rovnice (2.2) se dozvime v kapitoldch 3.3 a 3.4.



2.5.3 Druhy termodynamicky zakon

Tento zdkon je vyjadifen mnoha ekvivalentnimi tvrzenimi, z nichZ nejstar$im je Clausitiv prin-

cip. Uvedeme pét riznych formulaci druhého termodynamického zakona.

Clausiuv princip: Neexistuje zadny cyklicky proces (soustava vykond fadu zmén a vriti se do
puvodniho stavu), jehoz jedinym vysledkem by byl pfenos tepla ze studenéjsiho télesa

na teplejsi. [1]

Thomsonuv princip: Nelze vytvorit cyklické déje, jejichZ jedingym vysledkem by bylo odebi-

rani tepla ze zdroje a uplna pireména v praci. [3]

Carnotiiv princip: U¢innost 7 je zdvisla pouze na empirickych teplotich chladice a ohifvace.

[3]

Carathodoryho princip: V kazdém libovolném okoli daného stavu termicky homogenniho
systému existuji adiabaticky nedosazitelné stavy. [1] (Adiabaticky dé&j - soustava nepfiji-

ma ani nevydava teplo)

Formulace pomoci entropie: Celkova entropie jakéhokoli izolovaného systému se miiZe pou-

ze zvySovat a blizit se své maximalni hodnoté. [1]

2.5.4 Treti termodynamicky zakon

Teploty absolutni nuly nemize Zadny systém dosdahnout koneénym poctem krokd. MiZe se

k ni pouze libovolné pfibliZzit. [1]

Tteti termodynamicky zakon se zabyva vlastnostmi systému pfi teplotach blizicich se abso-

lutni nule a dosazitelnosti teploty 0 K.



Kapitola 3

Matematika v termodynamice

V termodynamice jsou stavové funkce Casto funkcemi vice proménnych. Pfi pocitini se sta-
vovymi funkcemi pouZzijeme diferencidlni pocet funkce vice proménnych. Proto se bliZe sezna-
mime s vyznamem parcidlnich derivaci, iplného diferencidlu funkci vice proménnych, s Pfaf-

fovymi diferencidlnimi formami a kiivkovym integralem II. druhu.

3.1 Funkce vice proménnych

Literatura k této kapitole: [2], [7], [9], [12].

Funkci n proménnych definujeme jako

Z:f<CC'1,l'2,...,CE'n),

kde kazdé mnoziné Cisel x,, o, ..., x, z definicniho oboru funkce f tento predpis pfiradi
pravé jednu hodnotu z.
Pokud bychom pro jednoduchost pouzili pouze funkci dvou proménnych z, y, jeji predpis
by vypadal takto

2= f(z.y). (3.1)
Graf funkce (3.1) si lze predstavit tak, Ze tato funkce urcuje vysku terénu v horach v zavislosti

na nasi poloze. Graf funkce f(x,y) dvou proménnych definujeme jako

graff = {[z,y.2] ER%|[z,9] € Dy, 2= f(z,9)}  [12]

a je podmnozinou prostoru R3. Graf funkce vice nez dvou proménnych neznazoriiujeme ve

vicerozmérnych prostorech. V tomto piipadé je vyhodnéjsi fyzikdlni interpretace. K vizuali-
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zaci funkce vice proménnych lze pouZzit napfiklad vhodny matematicky software.

3.2 Parcialni derivace

Definice 3.2.1 Mdme funkci f = f(x,y) dvou nezdvislych proménnych x a y. JestliZe existuje

v bodé Alxy, yo| viastni limita

f(xo+h,y0) — f(xo, v0)

li 3.2
B0 h ’ 3-2)
pak Fikdme, Ze funkce f = f(x,y) md v bodé A prvni parcidlni derivaci podle proménné

x. Pokud bychom chtéli definovat parcidlni derivaci funkce [ podle proménné vy, musela by

funkce f mitv bodé Alxy, yo| viastni limitu

lim f(zo,y0 +h) — f(0, yo)_ (3.3)
h—0 h

af(A)
ox

(nebo také f; (A), resp. f,(A)).

Parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé A znac¢ime

af(A)
dy

a parcialni derivaci

funkce f podle proménné y v bodé A zna¢ime

V termodynamice vétSinou zdlraziiujeme proménné, které zlstavaji pii derivovani konstantni.

ZapiSeme je jako indexy za zdvorku s parcidlni derivaci. Napft. parcidlni derivace funkce

U=U(V,T)
(57),

znamena, zZe pii vypoctu parcidlni derivace vnitini energie U podle teploty 1" zGstava objem V'
konstantni.

Geometricky vyznam parcialni derivace funkce dvou proménnych: pfi derivovani funkce f(x, y)
podle proménné y je hodnota parcidlni derivace v bodé A[x, yo| rovna smérnici te¢ny k dané

funkci f v daném bod€ A v roviné fezu funkce plochou x = .

Parcialni derivace druhého fadu znac¢ime

0*f(A) 0*f(A) *f(A) *f(A)
ox? oy? Oxdy ’ Oyox

nebo také
fra(A), foy(A), fay(A), fyu(A).
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Parciélni derivace druhého fddu ze vztahu (3.4) se nazyvaji druhé Cisté parcidlni derivace
funkce f(z,y). Pfi vypoctu se proménnd, podle které derivujeme, neméni.

°f(A) _ 0 (W(A))’ 0*f(A) Q(ﬁf(fl))

022 Ox ox 0y? B dy Jy 34

Parciélni derivace druhého fddu ze vztahu (3.5) se nazyvaji druhé smiSené parcidlni derivace
funkce f(x,y). Pfi vypoctu se proménnd, podle které derivujeme, méni.

WACR) A0 e

0yox " O
Poznamka 3.2.2 V prvni rovnici ze vztahu (3.5) derivujeme nejprve podle x a poté podle y.

U druhé rovnice je to naopak.

Maidme funkci dvou proménnych f = f(z,y). Pokud tato funkce ma v bodé A spojité derivace

druhého tadu, pak v tomto bodé¢ plati, Ze

0*f _ 0 f

Oxdy  Oydxr
Stejné tak, pokud funkce f = f(x1,22,...,x,) ma v bodé A spojité derivace druhého fédu,
pak v tomto bodé rovnéz plati, Ze

O f 0% f

8a:i8:cj N 8:16]8951
Poznamka 3.2.3 Pro i = j dostdvdme Cisté parcidlni derivace druhého ¥ddu podle i-té pro-

ménné, pro i # j dostdavame smiSené parcidlni derivace druhého rddu.

Pii vypoctu smiSenych derivaci 2. fadu tedy nezélezi na poradi, ve kterém derivujeme.

RT
Priklad 3.2.4 Je ddna funkce p = p(n,V,T) = nT, kde p je tlak, n ldtkové mnoZstvi,

R je univerzdlni plynovd konstanta, V' objem a 'I' termodynamickd teplota. Spoctéte parcidlni
derivace funkce p podle vSech proménnych. Spoctéte i druhé derivace a ukaZte, Ze smisené

derivace se rovnaji. Zadand funkce je definovand pro V> 0,n > 0,T > 0.

o\ _EL . (op) _ _nRT - (0p) _nk
on)yy V ov),r V' o)., V

Reseni:

11



Nyni vypocteme druhé derivace. Pro zprehlednéni zjednodusime zdpis druhych derivaci. Napr.

9 ((op . 0%p
misto FiG (3_n) VI) y budeme psdt IOV atd.

P _, Fp _ _RT Fp _R
on? ’ onov V2’ onorT VvV

Op  2nRT p  RT p  nR

vz s oVon V2 ovor V2
T o _R O _ R
oT? ’ oron 'V’ oToVvV V2

Prislusné smisené derivace se rovnaji

p  RT
onovV V2 gvon’
?p R Pp
oTon V. ondT’
@p nR  p
ovoT ~— V2 9ToV’

3.3 Diferencialy

Literatura k této kapitole: [2], [3], [4], [7].

3.3.1 Uplny diferencial

Midme funkci dvou proménnych f = f(x,y), jejiz hodnotu uréime v bod€ Alzo, yo|, ktery
patii do jejiho defini¢niho oboru. Pokud se od tohoto bodu vzdalime o malé hodnoty Az a Ay,

hodnota funkce f se zméni. Tuto zménu ozna¢ime A f a miZzeme napsat:
Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(xo, 10) =
= f(zo + Az, yo + Ay) + f(w0, yo + Ay) — f(20,y0 + Ay) — f(20,90) =

f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo, 90 + Ay)] N {f(tfo, Yo + Ay) — f(z0, yo)
Az Ay

Ay.
(3.6)

Ve vztahu (3.6) jsme ekvivalentnimi dpravami pficetli a odeCetli f = (x¢,yo + Ay). Vyrazy
v hranatych zavorkéch z vySe uvedeného vztahu srovname nyni se vztahy pro parcidlni deri-

vace (3.2) a (3.3). Vyraz v druhé zdvorce je aZ na chybéjici limitu identicky s vyrazem (3.3).

Vyraz v prvni zavorce se lisi. Podle definice parcidlnich derivaci jdou Ax a Ay k nule, tzn. Ze

12



dostavame vyraz (3.2) pro parcidlni derivaci funkce podle z.

Pro malé konecné zmény Ax a Ay pfiblizné plati

3f($o,yo)Ax i af(%,?Jo)Ay

Af~ ox y

Pro infinitezimdlni zmény dx a dy potom

df = (af)d +(af) y. (3.7)
ox Jy

Definice 3.3.1 Je-li f(x,y) v bodé A diferencovatelnd, nazyvd se vyraz (3.7) iplny diferencidl
funkee | = (z,7).

Poznamka 3.3.2 Upiny diferencidl je linedrni aproximace p¥iriistku dostatecné hladké funkce

f. Nazyvdme ho také totdlnim diferencidlem funkce nebo diferencidlem 1. rddu.

Uplny diferenciél diferencovatelné funkce n proménnych f = f (x1,To,...,x,) je

df = (3£)dx1+ (ggi)dx2+ . (gf)d%ZZ(gg)d%
n =1 i

Priklad 3.3.3 Spoctéte iiplné (totdlni) diferencidly ndsledujicich funkci

1. f(x,y) =€e"
Reseni: df = ye™dz + ze™dy

1
2. =
f(x,y) P 1 1
Reseni: df = — dz — d
eseni: df CFE x @ty Y
3. f(x,y) = In(zy)
1 1 1 1
ReSeni: df = —yydm + —yxdy = —doc + dy

4. f(r,y) =xsiny + ysinz
Reseni: df = (siny + ycosx)dr + (z cosy + sin x)dy

RT
5. p(n,V,T) = nT (proménné mayji stejny vyznam jako v prikladu 3.2.4)
Reseni:
dp dp dp RT nRT nRk
dp=(—=— d dV + dT' = —dn — ——dV + —dT
b <8n)VT n (av) <8T v Ty v

13



3.3.2 Derivace inverzni funkce a ,,pravidlo minus jednic¢ky*

Mgéjme funkce dvou proménnych z = z(y,2),y = y(z,2) a z = z(z,y). Uplny (totélni)

diferencial funkce = = x(y, z) je roven

or ox
dxr = <3_y)z dy + <$>ydz (3.8)

[0y dy
dy = (%)de + (a)xdz (3.9)

Z rovnice (3.9) dosadime do rovnice (3.8) za dy a dostdvame se ke vztahu

o= (2) (30) e (32) ] (22) -
(%) (o) oo [(5). () (2) ]

Pokud v tomto vztahu zvolime z konstantni, tzn. dz = 0, dostaneme znamy vztah pro derivaci

a funkce y = y(z, 2)

inverzni funkce

8_m 1
o), dy\ '
oz /),

ktery plati za predpokladu, Ze obé derivace existuji a jsou nenulové. Pokud zvolime x kon-

stantni, tzn. dx = 0, dostavame

[0z y ox

o= (). () ¢+ (az)ydz’
o0 (%) _ (0
o). \oz), 0z y.

Aplikujeme vztah pro derivaci inverzni funkce
or\ (o) ___1
dy ), \0z/, B (%) ’
y
y 0z ox
(3).(3), &) - o

Vztah (3.10) nazveme ,,pravidlo minus jedni¢ky“. Pravidlo plati opét pouze, pokud derivace

existuji a jsou nenulové.

14



9] 1 [oV
Priklad 3.3.4 Ukazte, Ze (_p> = g, pricem? o = v <—) je koeficient teplotni

3T Vv RT E)T p
oV
roztaznosti a Kk = % ( 3 ) koeficient izotermické stlacitelnosti. PouZijte pravidlo minus
rJ)r
Jednicky.
y op oV oT
Reseni: Pravidlo mi jednicky rikd, Ze | — — — | = —1.Pot latt
eSeni: Pravidlo minus jednicky rikd, Ze (aT)V ( ap) (av)p otom plati

oV
<8p> -1 B N (3_T>p _ —Va  «
oT ov —Vkr  kr
(5),

© GG,

Véta 3.3.5 Mdme funkce dvou proménnych f = f(x,y) a g = g(x,y). Pak plati

().~ @).G) o G- G),(5).6G),

Dukaz Nejdrive spocteme tiplné diferencidly df (x,y) a dy(z, g)

_ (91 of _ (% 9y
= (ac), o (@)oo= (@) 00 () 0

Do vyrazu pro df dosadime za dy
_ (9f of dy Ay
o = (5), 4+ (). ((3) 4+ (5), )
B of of dy of dy
S GRGIGIEGIHE

Pokud bychom funkci f povaZovali za funkci proménnych x, g, méla by diferencidl
0 0
df = <8_f) dx + (8f) dg. Tato dvé vyjdadrent pro df si musi byt rovna pro libovolné
Z g
g T
infinitezimdlné malé pririistky dx a dg. Potom plati, zZe

(30), 0 (30), o= (), + (30). (30),) == (3). (3.0
(), -G, @) @), (). (5).G).

Piiklad 3.3.6 Mdme funkce dvou proménnych f(x,y) = 22y + xy? a g(x,y) = e~ @+,

Vypoctéte parcidlni derivace g (9f
dg ox

(4]

Reseni:

<z—;‘>z<z—z>x<z—z>x<z—z>z@

dy

15



) -2

837 g 6x y ay T al‘ g

Z pravidla minus jednicky vyjddrime (%) - <ay) (8g> .
x g T Yy

dg), \Ox
9 1

Zdroveri vime, Ze <3_z)m = B .
afy _ (of of 1 g
() (- (). 3 @),

1 24,2 ],’3
—(z*+y*) [ _ — 2~ 2
T (—2g) e (—2z) =22y +y y 2z

ory _ 2 (.2
(ax)g—%wy (2% + 2zy) —

3.4 Pfaffovy formy

Literatura k této kapitole: [2], [4].

Pfaffovy formy n-té€ho stupné jsou linearni diferencidlni formy

ow(zy, e, ..., x,) = Xqdry + Xodxg + -+ - + X, dzy, (3.11)
jejichz koeficienty X; = X;(xy,29,...,x,) jsou obecné funkcemi n proménnych. Formy
1ze zapsat pomoci skaldrniho soucinu, pokud jejich koeficienty, tzn. funkce X, Xo, ..., X,

povazujeme za slozky jedné vektorové funkce, kterd jednoznacné urcuje vektorové pole. Toto

pole prifazuje kazdému bodu prostoru pravé jeden vektor tohoto pole.
X =[X1, Xy, ..., X,

Predpokladejme, ze dr = [dzy, dzo, ..., dz,] je vektorem posunuti v prostoru proménnych.

Poté 1ze Pfaffovovu formu psat jako skaldrni soucin
ow=X -de.

V termodynamice pouzivame Pfaffovy formy velice Casto. Touto formou je dokonce i I. ter-
modynamicky zdkon

dU = TdS — pdV.
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Oznaéime-lidz, = dS,dxy = dV, Xy =T, Xo = —p, pak podle (3.11) plati dw = T'dS — pdV.
V tomto vztahu je 7'(S, V') termodynamicka teplota, —p(S, V') zdpornd hodnota tlaku, S entro-
pie, V objem. Pfaffova forma dw se v tomto piipadé oznacuje dU a znamend piirtstek vnitini

energie.
Poznamka 3.4.1 Pro tuto Pfaffovu formu uz nyni pouZivaime symbol dU, z toho ditvodu, Ze

Jjde o uplny diferencidl, jak ukdzZeme pozdéji.

3.4.1 Pfaffovy formy a dplny diferencial

Pokud je Pfaffova forma
dw(zy, X, ..., x,) = Xqdzy + Xodxs + - - - + X, dx,
uplnym diferencidlem, musi existovat funkce o(x1, 7o, . .., z,) takova, Ze plati

0 0 0
dO’(fEl,l'Q...,l'n) = (a—;> diL'1+ (a—;> d:L‘2—|—+ (a;)dgjn—

= del'l + ngQZQ + -+ Xndl'n,

tzn. Ze pro koeficienty Pfaffovy formy musi platit

Xi(21, 22y ) = <§Z> (3.12)

Pfaffova forma miZze, ale také nemusi, byt uplnym diferencidlem n&jaké funkce. Zda-li jim je,
zjistime nasledujicim zptisobem: z kapitoly 3.2 vime, za jakych podminek 1ze zaménit smiSené
derivace vysSich fadu, aby nezaleZelo na poradi, ve kterém derivujeme

*’f  0*f
0xdy  Oyox’

Pokud zderivujeme rovnici (3.12) podle x;, dostaneme po pouziti pravidla o zaméné derivaci

0 %o 0%o 0
8xj ’ 8@6% 6%(‘%, 8:701 J

Rovnice (3.13) je podminkou nutnou a zéroven podminkou postacujici k tomu, aby Pfaffova
forma byla tplnym diferencidlem

0X;  0X;
a.ﬁl'j N 8513'2

pro vSechna i, j.[2] (3.13)
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Poznamka 3.4.2 Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby Pfaffova forma dvou promén-

nych ow = X (x,y)dx + Y (x,y)dy, byla iiplnym diferencidlem néjaké funkce je

0X(x,y) 0OY(w,y)
oy  Ox

Definice 3.4.3 Pokud Pfaffova forma je iplnym diferencidlem, nazyvdme ji holonomni formou.

Na prikladech si ukdZeme, kdy se jednd o tplny (totalni) diferencidl, tzn. Pfaffova forma musi

spliovat podminku (3.13), a kdy o diferencial nedplny.

Priklad 3.4.4 Urcete, zda Pfaffova forma ow(z,y) = bdx — 6xdy je uplnym diferencidlem.

Reseni:
ow ow
— =5, — = —6x
ox dy
Pw 0 Pw
oxdy oydxr
Pro tiplny diferencidl plati, Ze se smisené parcidlni derivace rovnaji, tzn. Ze
Pw  Puw
oxdy  Oyox’

V tomto pripadé neplati rovnost smiSenych derivaci 0 # —6. Zadand Pfaffova forma neni

totdlnim diferencidlem.

Priklad 3.4.5 Ovérte, zda zadané Pfaffovy formy jsou tiplnymi diferencidly.

dx d
1. 5(")(3:71/) = 5 + _y27$ 7é an 7é 0
5 ry  xy
Reseni: . .
BG@)_ 1 a@?)_ 1
oy  xy? oxr  x?y?

Forma je totdlni diferencidl.

d d
. ry?  xly
Reseni: . .
3@@)_—2 a@%>_—z
oy  ayd’ or  ady

Forma neni totdlni diferencidl.
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3. bw(w,y) = 22y dx + 2°dy
Reseni:
2
927y = 227, — =327
dy ox

Forma neni totdlni diferencidl.

4. dw(x,y) =Inydr + zdy
Y

Resenti:

Forma je totdlni diferencidl.

3.4.2 Integracni faktor

Pokud Pfaffova forma je nedplnym diferencidlem, miiZze k ni existovat nenulova funkce, tzv.
integra¢ni faktor p(xq, xo, . . ., x,) takovy, Ze po vynasobeni Pfaffovy formy dostaneme novou

Pfaffovu formu, kterd uz je uplnym diferencidlem néjaké funkce o.

pow(xy, Ta, ..., xy) = pX1dzy + pXodry + - - - 4+ pX,dz, =

0 0 0
= <a—;—1) d.Tl + (a—;) deQ + -+ <a_;n> dxn = dU(ZEl,JZQ, s 7'T7Z)'

Véta 3.4.6 JestliZe je funkce 1 integracnim faktorem dané formy, pak je také libovolnd funkce

tvaru 1 = (o) integracnim faktorem této formy.

Dukaz Méjme Pfaffovu formu dw = X1dx,+ Xodws, kterd nent totdlnim diferencidlem, ale md
integracni faktor p. Poté Pfaffova forma pow = puX,dx, + pXodwxs je totdlnim diferencidlem.

Existuje funkce o (x4, xs) takovd, Ze plati

do = 9% ey + 2% duy = uXyduy + pXodiny.
3x1 (9x2

Chceme dokdzat, Ze pokud misto | vezmeme libovolnou spojitou funkci funkce o a zvolime
novy integracni faktor @(o)u, dostaneme rovné? iiplny diferencidl.

Chceme ukdzat, Ze existuje funkce o1, jejiz totdlni diferencidl se rovnd

0 0
doy = ﬂdxl + ﬂd:;cg = p(o)uXi1dry + p(o)puXadws.
8%1 81'2
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Dostdavdame

dz; + w(a)a—gdxg

do
doy = o(o)pXidr, + ¢(0)pXedry = (o) ox
2

31:1
do do
= —d —d .

SD(O-) (axl X1 + axz xQ)

Stact tedy vzit funkci 01 = [ @(0)do. Dokdzali jsme, Ze pokud existuje k dané formé jeden

integracni faktor, existuje jich nekonecné mnoho.

Definice 3.4.7 Pfaffova forma je holonomni, pokud md vplny diferencidl nebo pokud md inte-

gracni faktor. JestliZe tyto podminky nespliiuje, nazyvdme ji neholonomni.

Poznamka 3.4.8 V termodynamice se dd ukdzat, Ze teplo 6() dodané do termodynamického
systému nent uplnym diferencidlem. Z druhého termodynamického zdkona plyne, Ze % iplnym
diferencidlem je. Integracnim faktorem v tomto pripadé je % . Znakem T znacime termodyna-
mickou teplotu. Prevrdcend hodnota jakékoliv spojité rostouct funkce proménné T, je rovnéZ

integracnim faktorem (napr. teplota vyjdadrend v jiné teplotni stupnici).

Poznamka 3.4.9 Pfaffovy formy jedné proménné jsou vZdy tiplné diferencidly. Pfaffovy formy
dvou proménnych maji vZdy integracni faktor. Pro vice proménnych existuji i formy neintegra-

bilni.

Pro zjednoduseni se zabyvame formami do tii proménnych. Jak ale pozname, Ze k takovéto
formé existuje integracni faktor? PfedevSim musi byt splnéna podminka typu (3.13), ktera pro

formu tfi proménnych predstavuje tyto tfi rovnice

0 0
a—xz(/in) = 8_:151(MX2)’
0 0
a—xg(/in) = 8_332(“)(3)’
0 0

—(uX3) = —(uXy).
B T (/’L 3) ax3 (:u 1)
Zderivujeme-li soucin funkci a vynasobime-li prvni rovnici funkci X3, druhou funkci X; a tieti

funkci X, dostaneme

9 ox 9 X
XX 4 X E — XX, T Xy S22
0T 0T 0x1 O0xq
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0 0X: 0 0X.
XlXQ—lu -+ XLU/aTQ = Xng—M + XlluaTg,
3 2

8:703 8302

0 0X. 0 0X
X2X3—M + XQ,U—S = X2X1—u + X2,u—1.

0xy 0xy 0x3 Oz

Rovnice secteme a usporadame Cleny

00Xy 0X3 0X3 0X; 0X1 0Xs
X (222 o223 ) px (228 o) xR =o. 14
a [ ! (al’g 8.1’2> Tt (a$1 8x3> T (8$2 81’1 )} 0 (3 )

Integracni faktor je nenulova funkce, tzn. Ze mizeme rovnici vydélit u. Jestlize vysledny vztah
(3.14) zapiseme pomoci vektord, dostaneme podminku (3.15), nutnou a postacujici k tomu,

aby Pfaffova forma méla integracni faktor:
X (VxX)=0. (3.15)

Poznamka 3.4.10 Symbol V nazyvdme nabla. Je to diferencidlni operdtor s vektorovym cha-
rakterem. PouZivd se pro zkrdceny zdpis matematickych operdtori jako jsou gradient, rotace
nebo divergence.

V n-rozmérném prostoru lze operdtor V vyjddrit formdlnim zdpisem pomoci znakii pro parcidl-

vz(ﬁ,ﬁ,...ﬁ)
1 T2 Iy

Operdtor V? je Laplaceiiv operdtor, ktery Ize formdlné vyjddrit ve tvaru
0? 0? 0?
V2=V - V=A=_——S+ S+ -+ .
or?  0x3 dx?
Aplikace operdtoru V na skaldrni funkci se nazyvd gradient, znacime grad. Mdme-li skaldrni

funkci ¢(z,y, ), pak

ni derivace.

0p 0¢ 0
gradeg = V¢ = (a—j,a—z,a—f) :

Ze skaldrni funkce ¢ jsme dostali vektorovou funkci, jejiz sloZky tvori parcidlni derivace skaldr-
ni funkce ¢.

Aplikace operdtoru V na vektorovou funkci se nazyvd divergence, znacime div. Mdme-li vek-

torovou funkci W W, W, W], pak

Ox dy 0z

Aplikact operdtoru NV na vektorovou funkci jsme dostali funkci skaldrni.

diviW =V - W = (an +8Wy +8WZ).

Dalst moZnou aplikaci operdtoru NV na vektorovou funkci W |W,, W,,, W.] je rotace, znacime

rot

W T W (awz oW, OW.  OW. oW, awx) |

oy 0z 0z ox = Ox oy
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Rotace vytvdrii z vektorové funkce jinou vektorovou funkci tvorenou formdlnim vektorovym

soucinem.

Priklad 3.4.11 Zjistéte, zda zadand Pfaffova forma §q(T, v) je tiplnym diferencidlem, pFipadné
zda existuje integracni faktor. Pro jeden mol ldtky plati 6q = c,dT + pdv, kde q je teplo
predané jednomu molu ldtky, c, mérnd tepelnd kapacita pri konstantnim objemu, v moldrni

objem a p tlak. Ulohu Feste pro idedlni plyn.

Reseni: Pro idedlni plyn plati stavovd rovnice pv = RT, kde R je univerzdlni plynovd kon-

stanta. Kdyby forma 6q byla tiplnym diferencidlem, muselo by platit

dc,\ ([ Op
o), \oT),
Z termodynamickych vivah ale plyne, Ze mérnd tepelnd kapacita c, pro idedlni plyn zdvisi pouze

dc,

ov

na teploté T, tedy ( ) = 0. [3] Ze stavové rovnice idedlniho plynu vyjddrime
T

op\ R
(o) =7 70

v

(), ().

a tedy Pfaffova forma dq nent viplnym diferencidlem.

Vidime, Ze

. 1
UkdZeme nyni, Ze k dané formé existuje integracni faktor p = T Zadanou Pfaffovu formu

1
vyndsobime clenem 1 = T Pak je

g ¢ D
—= = 24T + =dv.
- Td +Tdv

Pro tiplny diferencidl must platit rovnost

ov aT
T v
ProtoZe c, nezdvisi na objemu, je
2(7)
= 0. 3.16
g (3.16)
T
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Ddle plati, Ze

0@y ()
% - a—:ﬁ — 0. (3.17)

v
v

) 1
SmiSené derivace (3.16) a (3.17) se tedy rovnajt, Tq Jje uplny diferencidl a T Jje integracni fak-

. . : d .
tor. Totéz plati i pro teplo (), které neni vztaZeno jen na jeden mol ldtky. Podil ?Q oznacujeme

dS' a nazyvdme pririistkem entropie.

3.4.3 Geometricky vyznam Pfaffovych forem
Pokud Pfaffovu formu tii proménnych poloZime rovnu nule, dostaneme Pfaffovu rovnici
dw(xy, 9, x3) = X1dxy + Xodxy + X3dzg = 0. 2]
JestliZe je forma holonomni, pak Pfaffovu rovnici miZzeme psat ve tvaru
pu(Xydzy + Xodzs + Xzdas) = do (1, 22, 23) =0
a integraci této rovnice dostaneme mnoZinu rovnic
o(xy,x9,x3) = konst., (3.18)

tedy integraci rovnice holonomni Pfaffovy formy dostaneme mnoZinu vzajemné se neprotinaji-
cich ploch. Z libovolného bodu A[z1 4, 224, 234] plochy dané pfedpisem (3.18) se lze posunout
do jiného bodu této plochy. Ostatni plochy jsou pfi splnéni Pfaffovy rovnice nedostupné. [2]

Konkrétnim ptikladem tohoto tvrzeni je holonomni forma s Pfaffovou rovnici
dw(x,y, z) = zdx + ydy + zdz = 0.
Integraci dostavdme funkci, kterd odpovidda mnoZiné€ kulovych ploch v prostoru
2 + 1% + 2% = konst.

Kulové plocha je uréena konstantou na pravé strané a tzn., Ze pfi splnéni Pfaffovy formy se 1ze
posouvat pouze po této plose. [2]
Jeslize médme neholonomni Pfaffovu formu, integrace Pfaffovy rovnice vede na kiivku v pro-

storu. Touto kfivkou lze spojit libovolné dva body v prostoru, tzn. vSechny body jsou pfi
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splnéni Pfaffovy rovnice dostupné z libovolného pocatecniho bodu.

Konkrétni pfipad neholonomni formy, kterd vede na Pfaffovu rovnici je
dw(z,y,z) =dr + xdy + dz = 0. (3.19)

Ukazme nyni, Ze forma (3.19) umoziuje spojit libovolné dva body prostoru kfivkou, kterd

vSude spliiuje rovnici (3.19). Zaciname v pocatku souradnicové soustavy S[0,0,0].

e Jestlize se pohybujeme v roviné x = 0, tzn. dx = 0, podle rovnice (3.19) je dy libovolny

pfirastek a dz = 0. MiZeme se pohybovat libovolné ve sméru osy y do bodu Y.

e Z bodu Y5[0, 4o, 0] se 1ze pohybovat v roviné y = yo = konst., tzn. dy = 0. Rovnice
(3.19) plati, pokud dz 4 dz = 0. Pohybujeme se po piimce x + z = 0.

e Dostaneme se do bodu X[z, yo, —2¢|. Pohybujeme se v roviné x = zy = konst., tzn.
d
dr = 0. Z rovnice (3.19) plyne zdy + dz = 0, odkud Ize vyjadrit d—Z = —r = —x.
Yy

Pohybujeme se na pfimce v roviné x = konst., tudiZ ménime soutadnice y, 2.

Kombinacemi a opakovanim vyse uvedenych posunuti 1ze spojit libovolné dva body prostoru

a soucasné splnit rovnici (3.19).

3.5 Krivkovy integral II. druhu

Literatura k této kapitole: [2], [7], [11].

Kiivkovy integral II. druhu je integral tvaru

B
/X-dw,
A

kde X je vektorova funkce predstavujici vektorové pole a dx posunuti v tomto vektorovém

poli. Tento skaldrni souCin Ize samoziejmé rozepsat na Pfaffovu formu
X -de = Xidry + Xodzg + -+ + X, dx, = 0w(z1, 29, . .., Xy).

Pro kiivkovy integral II. druhu existuje takova tfida vektorovych poli, tzn. vektorovych funkci
X = [X1,Xy,...,X,], pro kterd je hodnota kiivkového integrdlu nezavisld na integraéni
cesté, po niZ se pohybujeme pfi prechodu ze stavu A do stavu B. Tato pole se nazyvaji kon-

zervativni.
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Véta 3.5.1 Vektorové pole X, které md spojité parcidlni derivace ve spojité oblasti prostoru

P je konzervativni tehdy a jen tehdy, plati-li kterékoli z ndsledujicich tvrzeni:

B
1. Integrdl / X -dzx, kde A a B leZi v oblasti P, nezdvisi na cesté z bodu A do B. Proto
A

j(I{X~da::O
c

po jakékoli uzaviené kiivce C' leZici v P, je roven nule.

integrdl

2. Existuje jednoznacnd funkce polohy ¢ takovd, Ze plati X = V ¢.
3. VxX =0.

4. Pfaffova forma X - dx je viplnym diferencidlem. [2]

3.5.1 Vyznam krivkového integralu v termodynamice

Véta o kiivkovém integralu 3.5.1 je velice dileZitd z pohledu termodynamiky. Uplné a netiplné
diferencidly se pfi integraci chovaji rozdilné. Diky ni miZeme rozdélovat veli¢iny na stavové
a déjové funkce.

Pokud je Pfaffova forma dplnym diferencidlem funkce, tzn. dw = dw, nezdleZi na integracni
cesté, po které se z jednoho stavového bodu pohybujeme do druhého stavového bodu. Zalezi
jen na rozdilu hodnot stavové funkce v pocateCnim a koncovém stavovém bod¢. Kiivkovy

integrél pres kiivku C' v prostoru proménnych z, y je

/ dw = Aw = w(z1,y1) — w(xo, Yo)- (3.20)
c

Soucet infinitezimdalnich pfirastki dw funkce w dava celkovy priristek Aw. Vysledek integrace
je zavisly pouze na pocateCnim a koncovém bodé kiivky C' a ne na jejim tvaru. Ve specidlnim

piipadé uzaviené kiivky, kdy [x1, y1] = [0, yo], plati

74 dw = 0. (3.21)
C

NezaleZi tedy na termodynamickém déji, ktery zptisobil zménu veli¢iny. Veli¢iny, které jsou
uplnymi diferencidly, se nazyvaji stavové funkce nebo také termodynamické potencidly a patfi

mezi né napt. vnitini energie U, volna energie F', entropie S, entalpie H a Gibbsova volna
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energie GG. O termodynamickych potencidlech a jejich vyznamu se zminime pozdéji.

Pfaffovy formy, které jsou neuplnymi diferencialy, vlastnosti (3.20) a (3.21) nemaji. Integraly
zaviseji na tvaru integracni cesty, kterd odpovidd termodynamickému déji. Integral pres uzavie-
nou kfivku je obecné nenulovy. Tuto druhou tfidu veli¢in oznaCujeme jako déjové funkce,

ptikladem je prace W a teplo Q). [2]

Priklad 3.5.2 Rozhodnéte, zda je Pfaffova forma 6w = x*y dx + xy dy viplnym diferencidlem.
K vypoctu pouZijte kiivkovy integrdl. Integraci provedte z bodu [0,0] do bodu [1,1] podle

kiivek x =y a 2* = .

Regeni:
[1,1]
I, = / (r*ydx + 2y dy) y=z a dy=dx
0,0 y==
/ A 2 e N | 7
L :/(m3dx+x2dx) = {Z—i_?h: é_l+§ =1
(1,1] 0
I, = / (r*ydx + zydy) y=2> a dy=2xdz
[0,0] y=x2
/ x® #1001 2 3
IQ—/($4dx+2x4dx) = [E—FZ?L_ ctr=3

Dosli jsme k zdvéru, Ze zdleZi na integracni cesté, po které integrujeme. Zadand Pfaffova forma

neni uplnym diferencidlem.

3.6 Eulerova véta o homogennich funkcich

Literatura k této kapitole: [5].

Definice 3.6.1 Funkci f = f(x,y) nazyvdme homogenni funkci n-tého stupné v oblasti O,

JjestliZe pro kazdy bod [z, y] € O plati

[t ty) =" f(x,y). [5] (3.22)
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Pro ndzornost si uvedeme nékolik piikladi

1. Funkce f = 22 + 3 je homogenni funkce stupné n = 2
(tz)* + (ty)* = t*(z* + ¢*) v celé roving.

2. Funkce f je homogenni funkce stupné n = —

1
f= v poloroviné x > v,
VT =y
1 1 _ 1
t

ViE—ty  Vivi—y  Vi-y

Véta 3.6.2 (Eulerova véta o homogennich funkcich) Md-li homogenni funkce [ = f(x,y)

1
2

NI

n-tého stupné v oblasti O totdlni diferencidl, pak v O plati

of | of _
Tor + BN nf(z,y) [5]
4 ; 2 2 af 8f _ _ 2 2
Piiklad 3.6.3 Nechf f = x? + y?. Pak Tor + Vo, = x2x + y2y = 2(x* + y°).
T Y

Pro homogenni funkci m proménnych n-tého stupné za obdobnych podminek plati

f(tafl,t]}% e ’t$m) = tnf(zlv Zo, ... 7$m)7 (323)
of af af
$18x1+x28$2+ —i—afmaxm =nf(ry, T2 ..., Tm).

Dukaz Z definice 3.6.1 plyne, Ze vztah (3.23) plati pro vSechna t. Zderivujeme-li obé strany
rovnice (3.23) podle t, ziskdme:

derivace levé strany

af  of of af 1 /of af af
T T R S S 7 R W o T Py
derivace pravé strany
t" ey, Ty _
a( f(x17$2’ i )) :ntn lf(xbw%"'axm)'
ot
Nyni obé strany porovndme
1 /0 0 0
E (8—511’1 + 8—3{‘21@ 4+ 4 %xm) = nt"flf(:cl, X9, ... ,.Z'm)
a tedy
0 0 0
(‘T’ixl + 6—$fgx2 + -4 %xm =nt"f(x1,22,...,Tn).
Prot = 1 dostdvdme a—fxl + a—f:rg + -+ 8—fxm =nf(ry, T, ..., Ty), coZ jsme chtéli
0y 0xs 0%y,
dokdzat.
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3.6.1 Aplikace Eulerovy véty

Nechi f = U,z = S,y = V, kde U je vnitini energie, S je entropie a V' objem. Mame funkci
U =U(S, V). Zfyzikalnich dvah plyne, Ze

U(AS,A\V) = \U(S, V), (3.24)

kde A je libovolné nenulové Cislo.
Z Eulerovy véty plyne, ze U = T'S — pV. Nyni si ukdZeme postup, jakym se k tomuto vztahu
dostaneme.

Podle prvniho termodynamického zdkona plati, zZe

ou ou

dU =TdS — pdV, %:T, v

_p'

Protoze plati (3.24), pak podle Eulerovy véty je

oU U
Sag + Vo =US.V)

atedy 7S — pV =U.

3.7 Legendreova transformace

Literatura k této kapitole: [6].
Nechf veli¢ina A je funkei dvou proménnych B, C, tzn. A = A(B, C'). Diferencidl
dA = XdB + YdC, kde

0A 0A
X—(a—B)C : Y‘(%)B'

Protoze dA je tplny diferencial, musi platit
X ZA ZA Y
0xX = 0 = 0 = oy . (3.25)
oc )y, 0BOC 0COB 0B ) .

Nyni mizZeme provést Legendreovu transformaci. Zavedeme veli¢inu A=A-XB. Jeji

diferencial je

dA =d(A— XB) = XdB + YdC — XdB — BdX,

dA = —BdX + YdC.
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Od A(B, C) jsme presli k A(X, C). Pro diferencial dA plati

OA OA
C X

Protoze dA je uplny diferencidl, musi rovnéz platit

OB\  PA  PA (oY (3.26)
oC ) 0XoC — 8CoX  \0X ). '

Vztahy (3.25) a (3.26) se nazyvaji Maxwellovy vztahy. UkdZeme aplikaci v termodynamice.

Diive jsme podle Eulerovy véty odvodili, ze U(S,V) =TS — pV, kde

- (%U __ (U
“\as),” P77 \av)y

ProtoZze dU je Uplny diferencidl, musi platit
[Zu orU U [ op
av)s 9Sov ovas  \o9S/,’

or 0

Vztah (W) = — (—g) se nazyva Maxwelliv. Pomoci Legendreovy transformace od-
S 1%

vodime dal$i Maxwellovy vztahy. Provedeme Legendreovu transformaci U (S, V') — F(T,V):

F=U-TS,

dFf =dU —T7dS — SdT =T1dS — pdV —TdS — SdT,

dF = —SdT — pdV.

(), (3,

Funkce F' se v termodynamice nazyvd Helmholtzova volna energie. Analogicky lze pomoci

Odtud plyne tzv. Maxwelliv vztah

Legendreovy transformace zavést i dalsi funkce.

Pro entalpii H dostaneme
H=U+pV, dH =7TdS + Vdp
a odtud plyne dalsi MaxwellGv vztah
ory  [ov
op ) g -\ oS v '

29



Pro Gibbsovu volnou energii je analogicky

G=U-TS+pV=F+pV=H-TS5, dG = —-SdT" + Vdp

(), = (@),

3.8 Termodynamické potencialy

a mame dal$i Maxwelluv vztah

Literatura k této kapitole: [3], [6], [10], [13].

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat termodynamickymi potencidly. Jako termodyna-
micky potencial oznaCujeme extenzivni stavovou veli¢inu, kterd ma rozmér energie. Potencidly
se navzajem lisi riznymi proménnymi. Ty 1ze mezi sebou prevést pomoci tzv. Legendreovy
transformace.

Doposud jsme pracovali se systémy s konstantnim poctem Castic. Dédle se budeme zabyvat

systémy, které konstantni pocet ¢astic nemaji.

3.8.1 Vnitini energie U (S, V, n)

Vnitini energie je nejznaméjSim termodynamickym potencidlem. V pripadé, Ze pocet Castic
neni konstantni, je funkce U funkci pfirozenych proménnych S, V, n. Uplny diferencial ma
tvar

dU =TdS — pdV + pdn, (3.27)
kde p je chemicky potencial a n je latkové mnoZstvi. Vypocteme parcidlni derivace vnitini

;1

(5v),, =

oy
on A% -

Takto tedy Ize jednoduse stanovit termodynamické proménné pomoci parcidlnich derivaci ter-

QDQ)‘Q’J
S WS

modynamickych potenciald. Jestlize vypoéteme druhé parcidlni derivace, ziskame tii Max-

wellovy relace.
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Postup vypoctu si ukdZeme na rovnicich

N _po, oUN
95 )., wv)e, U

Vypocteme smiSené parcialni derivace

PU (9T ) U (dp
asav — \av ), ovas — \as)y,

Za prisluSnych podminek uvedenych v kapitole 3.2, plati

0*U B 0*U
2SoV — oVoas’
a tedy
oT > < Op )
il = == . (3.28)
(8‘/ Sn a5 Vin

Vztah (3.28) nazyvame Maxwellovou relaci. Pokud vezmeme v dvahu zbylé dvé dvojice rov-

G—U =T a 8_U =
95 ). on ), 1

ouN . oy
wv)s, ' on ), 1

aplikujeme na né stejny postup, ziskdme dalsi dvé Maxwellovy relace
oT ([ On
on /) sy - \0S Vin
([ Op (O
on ) sy - \ov Sn

3.8.2 Entalpie H(S,p,n)

nic

Entalpie vyjadiuje energii ulozenou v termodynamickém systému, zna¢ime ji H. Jejimi ptiroze-

nymi proménnymi jsou entropie S, tlak p a latkové mnozstvi n. Je definovana vztahem
H=U+pV. (3.29)
Diferencovanim této rovnice ziskame
dH =dU +d(pV) = dU + pdV + Vdp.
Za dU dosadime ze vztahu (3.27) a dostaivame

dH =TdS — pdV + pdn + pdV + Vdp, potpravé dH =TdS + Vdp+ pdn.
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Déle pokracujeme stejné jako v kapitole 3.8.1. Vypocteme parcidlni derivace

8H)

il = T,

(35 o

(),
ap Sn

oy _
on Sip -

oT B

)., ~ (@),
()., = ()
o), p,n’
ov _ (Ou
), - G

Transformovali jsme vnitini energii U (.S, V, n) na entalpii H (S, p, n). Pouzili jsme k tomu Le-

Maxwellovy relace jsou

E

Q>|Q7QJ
= W

gendreovu transformaci, ktera vyménuje ulohy velicin, v tomto piipadé veliin p a V. Funkce
H se rovna funkci U, ke které pficteme nebo odecteme soucin téch dvou proménnych, kterymi

se funkce 1isi. V tomto piipadé je to soucin pV'. To také vysvétluje vyjadieni rovnice (3.29).

3.8.3 Helmbholtzova volna energie F' (T, V,n)

V tomto piipadé budeme transformovat vnitini energii U (.S, V, n) na volnou energii F'(T, V, n).
Nezavislou proménnou S pfevedeme na termodynamickou teplotu 7'. Volna energie I se bude

rovnat

F=U-TS.
Vypocteme diferencidly a dosadime za dU
dF =dU — d(T'S) = dU — TdS — SdT,
dU =TdS — pdV + pdn,
dFF =7dS — pdV + pdn —TdS — SdT.
Vysledkem je tplny diferenciél
dF = —SdT — pdV + pdn. (3.30)
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Helmholtzova volna energie md pfirozené proménné 7', V, n. Z rovnice (3.30) vytvoiime rov-

nice s parcidlnimi derivacemi

Maxwellovy relace jsou
(), = (or)
v ). or ).’
SIERICY
TV oT
) - (3
TV ov

3.8.4 Gibbsova volna energie G(T', p, n)

)
Vin
) Tn

V pripadé Gibbsovy energie transformujeme vnitini energii U na Gibbsovu volnou energii G.
Pfirozené proménné S a V' nahradime proménnymi 7" a p. Toto nahrazeni 1ze povaZovat za dvo-
jitou Legendreovu transformaci U nebo za jednoduchou Legendreovu transformaci potencidlu

H=U+pVnebo F=U—-T5.
G=U-TS+pV
Opét vypocteme diferencidly a dosadime
dG =dU — d(T'S) +d(pV) =dU — TdS — SdT + pdV + Vdp,

dU =TdS — pdV + udn,
dG =TdS — pdV + pdn — TdS — SAT + pdV + Vdp.

Vysledkem je tplny diferenciél

dG = —SdT + Vdp + pdn. (3.31)
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Gibbsova volnd energie ma pfirozené proménné 7', p, n. Z rovnice (3.31) vytvofime rovnice

s parcialnimi derivacemi

Maxwellovy relace jsou

(), ~ ()
) 1 oT p,n’
S B o
), = (),

(&), = (3)
on)r, op TJL'

3.8.5 Grandkanonicky potencial Q (T, V, u)

Pii vypoctu grandkanonického potencialu transformujeme vnitini energii U na grandkano-
nicky potencidl €). Nahradime nezdvislé proménné V' a n proménnymi p a pu. Postupovat
muiZeme tak, Ze provedeme dvojitou Legendreovu transformaci U nebo jednoduchou trans-

formaci F'.

S timto potencidlem se setkdme predevSim v souvislosti s otevienymi systémy. Neni tolik
pouzivany jako pfedchozi potencidly.
Rovnice vypada takto

Q=U-TS5 — un.
Vypocteme diferenciély a dosadime
dQ=dU —d(TS) —d(pn) =dU — TdS — SAT — pdn — ndp,
dU =TdS — pdV + udn,
dQ =TdS — pdV + pdn — 7dS — ST — pdn — ndpu.
Vysledkem je tplny diferencial
dQY = —pdV — SdAT — ndp. (3.32)
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Pfirozené proménné grandkanonického potencidlu jsou 7', V| u. Z rovnice (3.32) vytvorime

o0 _
)., U
o0

(a_T>V,u a _S’

(5)
— = —n.
K)ry

(or)., = (),
(@), = ().,
()., = ().,

3.9 Regularni zobrazeni a funkcionalni determinanty

rovnice s parcidlnimi derivacemi

Maxwellovy relace jsou

S
< 3D
TS
S P:
N———
S

=

Literatura k této kapitole: [5], [8].

Definice 3.9.1 Méjme v n-rozmérné oblasti M definovdno m funkct

Yy = fl(l'l,iCQ,...,l'n),
Yo = f2($17$2,...,xn),
ym - fm<x17 x27 L 7xn)- (3.33)

Soustavou (3.33) je kazdému bodu X [, xs, . . ., x,]| z M pFifazen urcity bod Y [y1,ya, - - -, Ym)
z m-rozmérného prostoru R. Toto prirazeni nazyvdame zobrazenim. Bod X nazyvdme vzorem,

bodY obrazem. [5]

Definice 3.9.2 Zobrazeni

g1 = fl(l‘bx%'"axn)a
Y2 = f2(x17x27"'7xn)7
Yn - fn<x1,x2,.-.,$n>, (334)



kde pocet funkct je roven poctu argumenti, nazyvdme reguldrnim v oblasti M, md-li kazdd

Z funkci yy, Y2, - - . , Yn Spojité parcidlni derivace 1. fadu v M a je-li v M determinant J riizny
od nuly.

on of  of

Oxry Oxs ~ Ox,

oh oh  oh

J=|0xy Oxy = Oz,

Oh U O

Oxy Oxe ~~~ Ox,
[5]

Determinant ./ nazyvame funkciondlnim determinantem zobrazeni. Jiné pouZivané ndzvy jsou
Jacobiho determinant nebo také Jacobian. Znac¢ime ho

_ a(f17f27“‘7fn)

O(T1,Toy ..., Ty)

J

Ze spojitosti Jacobidnu a z toho, Ze je v M nenulovy, vyplyva, Ze ma v oblasti M stéle stejné

znaménko.

Definice 3.9.3 Zobrazeni (3.33) nazyvdme spojitym v bodé Alxy,xs, . .., x|, jsou-li vSechny

funkce f1, fo, ..., fm spojité v bodé A. [5]

Definice 3.9.4 Pokud je zobrazeni (3.33) takové, Ze kaZdému vzoru X € M odpovidd jediny
obraz Y € R a zdroveri toto plati také naopak, nazyvame zobrazeni vzdjemné jednoznacnym
nebo jinak také prostym. Zobrazeni, kdy Y je vzorem a X je obrazem, nazyvdme inverznim

k zobrazeni (3.33).

Pokud médme reguldrni zobrazeni v M, pak toto zobrazeni je v dostatecné malém okoli bodu
Xo z oblasti M vzédjemné jednoznacné. Tedy v oblasti kazdého takového bodu X existuje
inverzni zobrazeni. Plati to vSak jen lokdlné, tzn. Ze toto zobrazeni nemusi byt na celé oblasti
M vzéajemné jednoznanym.

Midme zobrazeni jedné proménné y = f(z). Pokud je Jacobian tohoto zobrazeni v uréitém
intervalu rizny od nuly, tak funkce y = f(z) je v tomto intervalu rostouci, pfipadné klesajici

a zéroven k ni v tomto intervalu existuje 1 inverzni zobrazeni. Nyni pfejdeme k zobrazeni
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(3.34), které budeme povazovat za regularni v okoli bodu X, oblasti M, pak bude také re-

guldrnim inverzni zobrazeni v okoli odpovidajiciho bodu Y; a hodnoty Jacobidni budou dany

O frs for-- s fu) 1

8(x1,x2,...,xn) 3(I1,x2,...,xn)'

(1, f2r-- 5 fn)

Jedna se tedy o prevracené hodnoty.
Zobrazeni, které je vysledkem dvou po sobé provedenych reguldrnich zobrazeni, je opét re-
guldrni. Jacobidn tohoto zobrazeni se rovnd souc¢inu jacobidnu diive provedenych zobrazeni

8(f1,f2, .. ,fn) _ 8(f1,f2, . .,fn) 8(U1,U2, Ce ,Un).

O(x1, Ty ..., xn)  O(up,ug, ..., u,) 0z, o, ..., Ty)

(3.35)

3.9.1 Praktické pouziti Jacobianu

Jedno z pouziti Jacobidnu je pfi pfechodu soufadnic k souradnicim polarnim nebo sférickym.
Jacobidn je koeficientem zmény elementarni plosky pfi transformaci souradnic (v naSem piipa-
dé se jedné o prechod od soufadnic w, x k soufadnicim vy, 2).

Midme dvé funkce w(y, z) a z(y, z). Oblast dwdx v roviné wz souvisi s oblasti dydz z roviny

yz timto vztahem

O(w, x)
dwdx = dydz,
oy, ) "

| (). (50),
G, (),

Nyni je J = J(y, z). Ve specidlnim piipadé se méni pouze jedna proménna.

0~ (o).

Stejné tak miize nastat piipad z rovnice (3.35), kdy mame dalsi dvé proménné s, ¢

kde

=J.

O(w,z)  O(w,x) I(s,t)

ANy,z)  O(s,t) Ay, z)

Nejdiive jsme presli od soufadnic w, x k soufadnicim s, ¢ a pak od soufadnic s, ¢ k souradnicim

Y, z.
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orT

drena pomoci teploty T a objemu V. Tyto souradnice transformujte na souradnice teploty T’

, aS
Priklad 3.9.5 Proved'te zménu proménnych tepelné kapacity C, =T (—) , kterd je vyjd-
v

a tlaku p. . ng: “2 _ Tg((é%‘;)) g((;a% _
(5,05, (5,6 (9. 6,60, (9),)
Plati, Ze

OTN Lo (9T g (VY (op) _|
ov ), or), op ), \oV ),

Rovnice 3.36 se nyni zjednodusSila na

a5 as\ (oVY [ op
=7 ), " (), (o), &%),
or), " \ap ), \or) \oav ),

—_——
Cp
kde C), je tepelnd kapacita vyjadfena pomoci teploty a tlaku.
. . . 1 [oV . .
Nyni definujeme koeficient teplotni roztaZnosti @ = v <8_T) a koeficient izotermické
1 (v ’
stladitelnosti kK = v (8_> . Tyto koeficienty jsou zavislé pouze na stavové rovnici. Tuto
P/
skute¢nost uvedeme spolecné s Maxwellovym vztahem
08 ov
(_) - <_) | (337)
op )+ oT »

Pokud dosadime z rovnice (3.37) a nasledné pouZijeme vztahy pro C,,, o a k7, dostavame

a8 OV\? [ Op
or ), or ) ,\oV ),
(1/2 a2
Cy=C,—TV— neboli C,—C,=TV—. (3.38)
KT RT

Odvodili jsme vztah mezi C, a C,,.

Pro idedlni plyn za pfedpokladu, Ze kp > 0 a C}, > C, obdrZime vztahy

L vy (0% _er 1
S vior), v\ or SV T

p

(n je latkové mnoZzstvi, R je univerzalni plynova konstanta).

B 1(8V) o (0N Rt
T

1
v \op v oo PV p

T
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pV

Podle vztahu (3.38) lze pro idedlni plyn psit C, — C,, = TVT ?p = T = nR. Tento vztah

se nazyva Mayertiv. Obvykle ho piSeme ve tvaru

C, =C,+nR.
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Kapitola 4
Zavér

Bakalarska prace je zaméfena na matematicky aparat termodynamiky. Je koncipovédna jako
doplnék ke studiu dané problematiky a lze ji pouzit pro obohaceni teoretickych zakladi ter-
modynamiky o matematickd odvozeni nebo jako rozsifeni matematické analyzy o aplikace do
fyziky. Tato prace obsahuje nezbytnou teorii, kterd je pro lepSi pochopeni doplnéna mnoha

feSenymi priklady a matematickymi dikazy.

MozZnym roz$itenim problematiky, kterou se zabyvame v této praci, by mohlo byt doplnéni
casti s extrémy jak volnymi, tak vdzanymi. Piiklady v této prici se tykaji pouze idedlniho
plynu. Nabizi se dal§i moZnost roz§ifeni a to zpracovani redlného plynu nebo Van der Waalsova

plynu. Dale bychom mohli pro rovnovdznou soustavu ziskat termodynamické nerovnosti.
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