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Abstrakt

Bakalarska praca sa zaoberd Statistickymi metddami, ktoré sa pouZzivaji pri analyze a mode-
lovani ¢asovych radov. Konkrétne dekompozi¢nymi metédami, ktoré rozkladaji casové rady
na jednotlivé zlozky a modelujui trend, ¢o umoZzni predikciu budicich hodndt. V prvej Casti
préce je sihrn potrebnych poznatkov ohl'adom regresnej analyzy, zakladné vlastnosti ¢asovych
radov a ich dekompozi¢nych modelov. Dalej st rozobrané modely trendovych kriviek. Zaver
prace je venovany aplikacii popisanych metdd na redlnych datach a ich modelovaniu v pro-

grame Statistica.

Abstract

Bachelor thesis is focused on statistic methods for analysis and modelling time series. In par-
ticular decomposition techniques, which decompose time series into particular components
and model trend component to predict future values. First part of thesis is focused on sum-
mary of essential knowledge of regression, basic properties of time series and their decomposi-
tion models. Hereinafter are discussed models of trend curves. In conclusion the mentioned

methods are applied on real data and its modeling in software Statistica.
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UvVOD

V sicasnej dobe je nevyhnutnou stcasiou rozhodovania znalost vyvoja sledovaného pro-
cesu, ako aj schopnost predpovede jeho budiceho spravania. Tieto aspekty je vzhl'adom k ich
nasledovnému spracovaniu potrebné odhadovat kvantitativne. Prave v tomto kroku prichddza

na rad matematicko-Statisticky aparat nazyvany analyza casovych radov.

Jej dlohou je skimanie dynamiky pozorovanych tdajov v ¢ase, analyza pri€in ich spravania
a predvidanie budiiceho vyvoja. NeodmysliteI'nou sti¢astou tohto procesu je zostavovanie vhod-
ného matematického modelu, ktory ndim umozni nahliadnut do procesu, pri ktorom ¢asovy rad
vznikal. Jednd sa totiZ o redlny proces a nie len postupnosi hodnot, ktort je potrebné analyzo-
vat. Pre skimanie je z tohto dovodu kl'i¢ova znalost pri¢in a mechanizmu vzniku skimanych

hodnot.

Ako uz z ndzvu price plynie, bude sa zaoberaf najmi dekompoziénymi technikami prace
s ¢asovymi radmi. Cielom bude predstavit problematiku ¢asovych radov, od ich charakteristik
az po metddy analyzy a hlavne ilustrovat popisané metédy na nazornych prikladoch. Prva Cast
prace bude zamerand na problematiku regresnej analyzy, pozornost bude venovand metide
najmensich Stvorcov, odhadom parametrov, testovaniu Statistickych hypotéz a urCovaniu inter-

valov spolahlivosti odhadov a predikcii.

Dalej budii zavedené zdkladné pojmy tykajiice sa Easovych radov a charakteristiky sldZiace
k ich popisu. Bude nasledovat Cast venovana dekompozicii samotnej, spolu s popisom za-
kladnych pouZivanych trendovych kriviek. Na zaver teoretickej Casti bude vysvetlend metdda
kizavych priemerov, ktord prinesie novy pohlad na vystavbu modelov &asovych radov svo-
jou adaptivitou. Teda zoberie do dvahy moznost ¢asovej zmeny charakteru radu z dlhodobého

hladiska.

Poslednd Cast prace bude venovand ilustracidm uvedenych technik na prikladoch s vyuZitim

redlnych dét. Analyza, vypoCty a modelovanie samotné bude realizované v programe Statistica.
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1 REGRESIA

Regresnd analyza je univerzalny Statisticky nastroj, ktory umoziiuje hl'adat zavislosti medzi
sledovanymi veli¢inami v podobe roznych typov funkcii. V d'alSom texte najskor zavedieme
vieobecny regresny model a d'alej sa zameriame na linedrny regresny model, ktory budeme

vyuZivai neskor pri dekompozicii ¢asovych radov.

1.1 Regresny model

Nech mdme dand maticu &isel X = (x;;) typu n X k, kde k < n a ndhodné veli€iny V1, ..., Y,.
Predpokladajme, Ze pre nahodny vektor Y = (Y;,...,Y,) plati Y = X +e, kde vektor f =
(Bi,...,B) je vektor neznamych parametrov a e = (ey,...,e,) je nihodny vektor, ktorého
strednd hodnota je nulovd E (e) =0 a md konStantny rozptyl var (e) = 61 s nezndmym pa-
rametrom 62 > 0. Takto zavedeny model budeme nazyvat regresny. Vzhladom k tomu, ze Y
zévisi na vektore nezndmych parametrov 3 linearne, budeme hovorit o linedrnom regresnom
modele [1].

Pre takto zavedeny regresny model sa poZaduje, aby mala matica X linedrne nezdvislé
stipce!, mame teda h(X) =k, z ¢oho vyplyva, Ze matica X'X je reguldrna. Tdto maticu bu-
deme zna¢it H=X'X[1].

Regresné parametre f3,...,, si odhadované metédou najmensich Stvorcov, ktord mini-
malizuje kvadrat rozdielu skutoénych hodn6t a modelu. Vychddza teda z podmienky, Ze vyraz
(Y —XB)" (Y —XB) md byt vzhladom k B minimalny. Odhady parametrov B,..., 3, budeme
oznatovat b = (by,...,b,) [1].

Veta 1.1. Odhady metédou najmensich §tvorcov si b = (X'X)~'X'Y [1].

Poznamka. V regresnej analyze sa Casto pouZiva pojem sistava normdlnych rovnic, je to
ststava linedrnych rovnic X’Xb = X'Y, z ktorych sa vypocita vektor odhadu regresnych pa-

rametrov b.

Poznamka. Pomocou odhadu regresnych parametrov b ziskavame tieZ najlepSiu aproximaciu
vektoru Y, ktord sa d4 vytvorif linedrnou kombinéciou stlpcov matice X. Je fiou vektor Y =

Xb = X(X'X)~'X'Y.

IT4to poziadavka plynie z poziadavky na jednoduchost modelu, chceme sa vyhnif nadbytoénym vy-

svetlujicim premennym.
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Veta 1.2. Plati E (b) = B, var (b) = o2(X’X) ! [1].
Poznamka. Z predchadzajicej vety vyplyva, ze odhad metédou najmensich Stvorcov b para-
metrov f3 je nestrannym odhadom?.

Veta 1.3. Pre rezidudlny siicet $tvorcov plati S, = Y'Y —b'X'Y [1].

Veta 1.4. Ndhodnd veli¢ina s* = nsjk je nestranny odhad parametru 6.

Poznamka. Rezidudlny sicet $tvorcov podmodelu® je zdola ohrani¢eny rezidudlnym sd¢tom

Stvorcov modelu [2].

K popisu presnosti regresného modelu sa pouZiva koeficient determindcie R* a korigo-
vany koeficient determindcie Rzzzd j- Model je tym presnejsi (resp. tym lepSie vystihuje funkéni
zévislost medzi vysvetlujicimi a vysvetlovanymi premennymi), ¢im si tieto koeficienty blizsie
k hodnote 1. Koeficienty su dané vziahmi [1]:

Se
S;’

2 n_l Se

REP=1- R2 . —q1__"TT7 De
adj n—r—18,’

(1.1)

teda napisal X = (1,X), kde Xj je matica typu n x r. S, je rezidualny sicet Stvorcov a S; je
dané vziahom:

S[:

-

n
1 i=1

~

.....

modelu, ¢o plynie z predchddzajicej pozndmky o rezidudlnom sicte Stvorcov podmodelu [2].

1.2 Linearny regresny model

Linearnym regresnym modelom nazyvame model
m
Yi: Zﬁjfj(xi)+ei7 izl,...,l’l, (12)
j=0

jednd sa o model linedrny vzhladom k regresnym koeficientom fy, ..., By, funkcie f;(x) sd

zname funkcie [1].

ZPovieme 7e odhad T parametru 8 je nestranny, ak plati E (T) = 6,Y0 € Q.

3Podmodelom rozumieme pdvodny model po vynechani niektorych stipcov regresnej matice X.

17



Dalej sa budeme zaoberaf Specidlnym pripadom linearneho regresného modelu, regresnou

priamkou, ktora ma tvar
Y; = Bo+Bixite, i=1,...n,

kde n > 3. Pre ndzornu predstavu maticového zapisu z predchddzajicej kapitoly ukdzeme, ako

vyzeraji matice v pripade linedrneho modelu

1 X1
1 x n X; Y;
X=| 7’|, H=XX= LN gy | 2N
Yxi Y7 Y xiY;
1 x,

Odhady by, by parametrov By, B; po¢itame metédou najmensich Stvorcov, pre odhady po-
zname vzorce [2]:
_LgLYi-YaYYe o nExYi-YaLY
- 2 - 2
nyx; — (Lxi) nyx; — (Lxi)

Obvykle sa podla uvedeného vziahu pocita iba odhad b a odhad by sa dopocita z rovnice

bo (1.3)

Dokaz. Odvodime vzfahy pre vypocet odhadov by, b;. Vychddzame z metédy najmen-
Sich Stvorcov, minimalizujeme teda rozdiel medzi skutoénymi hodnotami ¥; a modelovanymi

hodnotami By + Bx;, Co predstavuje rezidudlny sicet Stvorcov S,, matematicky zapisané

minS(Bo,B1) = z”: (Y;—Bo— ﬁlxi)z-
i=1

Funkciu minimalizujeme, hladdme teda extrém, to znamend, Ze S parcidlne zderivujeme po-

stupne podla By a 1 a poloZime rovné nule

—as(gg;ﬁl) =Y —2(Yi—Bo—Pixi) =0
i=1
(1.4)
dS(Bo,B1) ¢ Ve B R —
a—ﬁl—;—%(ﬁ Bo— Bixi) =0.

Sustavu (1.4) moZeme prepisat do tvar (pre prehladnosi budeme v d alSom texte vynechdvat

indexy pri sumaénom symbole, budeme predpokladat )" :=Y " )

YYi—=Y Bo—) Bixi=0
Y xi¥i =Y Boxi— Y Bixf = 0.
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Dalej mOZeme este stistavu upravit do jednoduchSieho tvaru, ktory sa nazyva sistava normdil-

nych rovnic

nBo+PriY xi=Y Y
BoY xi+piY a7 =Y xi¥s.

Sustavu (1.5) vyrieSime pre Sy, 1. V prvom kroku si z mdzeme z oboch rovnic vyjadrit 4

(1.5)

YY;—npoy
B ==c—
Y xi (1.6)
B — YxYi—BoXxi '
yxroo

tieto vyrazy polozime do rovnosti a budeme d alej upravovat, aby sme vyjadrili vzfah pre By

YYi—nfo YxYi—BoXxi
Yxi oo Y x?

Y (L Yi—nPo) = Yoxi (L x¥i— o} xi)
o (1L~ (E5)°) = EF LN - Lu Lo
Dostdvame vysledny vztah (1.3) pre odhad b

YL - YxYaY
arZ—(Yx)’

bo

Odhad b dostaneme dosadenim do prvého vzfahu z (1.6) a postupnymi dpravami

2V ViV .V x:V:
ZYl _ ani YYi—Yxi YxY

. nyx?— (L)
Bi = Y
5 ny2YYi— LY (Lx) —nL2 LY+ nLx L xY:
| =
¥ (g — (L))
By = Y xi [aniYi—inZKinL

Lo [n2? - (£’
Nakoniec dostdvame vziah (1.3) pre odhad b

onYyxYi—Yxi)Y:
oy —(rn)?

Dokadzali sme vziahy pre odhady by, b parametrov By, B;. O

Dalej méme vztah pre vypocet nestranného odhadu s2 parametru o2 [1]:

2 _ LY —byXYi—bi L,
n—2

(1.7)
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Pre koeficient determindcie a korigovany koeficient determinécie linedrneho regresného mo-
delu platia v§eobecné vziahy (1.1), kde rezidudlny sicet Stvorcov vypolitame S, = Zel-z =

Y (Yi—bo—bixi)> a S =Y (Yi—7)%

Dal3i sposob analyzy, ktory nds bude zaujimat, je testovanie hypotéz a s tym spojené inter-

valy spol'ahlivosti [3]:
e Bodovy odhad regresnej priamky

y=bo+b1x

e Intervalovy odhad regresného koeficientu f3;
<bj —t_gsV hil; b +l1,%S\/ hjj> ,

kde h// je j-ty diagondlny prvok matice H™!. Pre regresni priamku plati

hll — lez h22 — n
detH’ detH’

kde detH=nYx?—(Xx)%
Odhad je na hladine vyznamnosti o a g je kvantil Studentovho rozdelenia s n —k
stupfiami vol'nosti.

¢ Intervalovy odhad strednej funkcnej hodnoty y

<y—t1,%S\/h_*; y+l1,%S\/h_*>,

kde 7* = f(x)"H~'f(x). Pre regresni priamku plati
1 =% 1 nx—x?

h*:— _— = —
n+2xi2—m€2 7 detH

Odhad je na hladine vyznamnosti & a g je kvantil Studentovho rozdelenia s n —k

stupfiami vol'nosti.

e Intervalovy odhad individualnej funkénej hodnoty y
Vypocet je analogicky ako predchddzajuici intervalovy odhad strednej funk¢nej hodnoty

s rozdielom, Ze h* nahradime h* 4+ 1.
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Posledny spdsob analyzy modelov, ktory si uvedieme, je analyza rozptylu, tzv. ANOVA®.
VyuZiva sa pri skimani vziahu medzi nezdvislymi a zdvislymi premennymi. Podstatou tejto
analyzy je rozklad celkového rozptylu na objasnent zloZku a neobjasnenu (rezidudlnu) zloZku,
o ktorej predpokladdme, Ze je ndhodnd. V jednorozmernom pripade, v ktorom sa pohybu-
jeme, vyjadrujeme variabilitu ako sicet Stvorcov. To znamend, Ze celkovy sicet Stvorcov Sy
je rozlozeny na vysvetleny sucet Stvorcov S; a rezidudlny sucet Stvorcov S, [4].

Testujeme hypotézu Hy : X neovplyviiuje Y, proti alternative Hy : X ovplyviiuje Y.

Testové kritérium F je dané vziahom

_ Si/vi
Se/VZ’

(1.8)

ktory odpoved4 podielu priemerného vysvetlovaného stctu Stvorcov a priemerného rezidudlne-

ho stcétu Stvorcov. Hodnoty vy, v, st poéty volnosti jednotlivych variabilit dané vziahmi
vi =k—1, Vo = n—k.

Statistika F ma pri platnosti nulovej hypotézy Hy Fisher-Snedecorovo rozdelenie s vi,v»
stupiiami volnosti, zapisujeme F ~ F (vy,V,). Hypotézu Hy zamietame na hladine vyznamnosti

o,ak F > F|_g (V1,V2).

4z anglického Analysis of Variance
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2 CASOVE RADY

2.1 Zakladné vlastnosti

Definicia 2.5. Casovym radom rozumieme rad hodnoét urcitého vecne vymedzeného ukazo-

vatela, ktory je v Case usporiadany od minulosti do pritomnosti [5].

Casové rady moZeme klasifikovaf podla typu sledovaného ukazovatela:

Definicia 2.6. Intervalovy casovy rad je rad ukazovatelov, ktoré sa vzfahuji k uréitému
obdobiu, su zistované pocas celého ¢asového intervalu (rok, mesiac, Stvrirok, tyzden). Je pre
ne charakteristické, Ze zdvisia na dizke zvoleného intervalu a vyjadruji mnoZstvo. Okamihovy
¢asovy rad je rad ukazovatelov, ktorych hodnoty sa vztahuji k ur¢itému ¢asovému okamihu. Je
pre ne charakteristické, 7e nezdvisia na dizke Easového intervalu a vyjadrujd droveii skimaného
javu [6].

.....

spojnicovymi grafmi. Prikladom intervalového ¢asového radu moZe by{ produkcia alebo spo-
treba surovin.
Poznamka. Udaje okamihového ¢asového radu su zndzortiované vyhradne spojnicovymi graf-

mi. Prikladom okamihového Casového radu moZe byf pocet zamestnancov k uréitému datumu.

Dalej mbZeme Easové rady rozdelif podla periodicity, s akou si hodnoty sledované:

Definicia 2.7. Dlhodoby ¢asovy rad je rad ukazovatelov, ktorych hodnoty st sledované
v rokoch alebo v dlhsich ¢asovych dsekoch. Krdtkodobé c¢asové rady maji hodnoty sledované
v ¢asovych dsekoch kratSich ako je jeden rok (polro¢né, Stvrirotné, mesacné, tyzdenné). Vyso-

kofrekvencné c¢asové rady maju periodicitu sledovania kratSiu ako jeden tyzdei [5].

Definicia 2.8. Analyza Casového radu znamend pouzitie vhodnych metéd na zostavenie
. .z 7 - 7 b . .. 4 .z . .
modelu popisujiceho spriavanie pozorovanych ukazovatelov a najmd umoziujiceho predikciu

buducich hodnot.

2.2 Charakteristiky casovych radov

Definicia 2.9. Prvou diferenciou Casového radu rozumieme prirastky ;d; (y) definované
vztahom [7]:

ldz()’):}’tﬂ—)ﬁa IZI,...,YZ—I.
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Poznamka. Prvd diferencia predstavuje prirastok hodnoty ¢asového radu medzi susednymi
obdobiami, vyjadruje o kolko sa zmenila hodnota radu oproti predchddzajiicemu obdobiu. Ak
je hodnota prvej diferencie pribliZzne konStantna, odporticany trend tohto radu je linedrny.

Definicia 2.10. Druhou diferenciou Casového radu rozumieme prirastky »d; (v) definované

vztahom [7]:
Zdl(y) :1d1+1(y)_1dl(y)7 tzla"'an_z'

Poznamka. Druhd diferencia predstavuje prirastok hodnoty prvej diferencie ¢asového radu
medzi susednymi obdobiami. Ak je hodnota druhej diferencie priblizne konStantnd, odporicany
trend tohto radu je kvadraticky.

Definicia 2.11. Koeficientom rastu ¢asového radu rozumieme podiel susednych hodndt
tohto radu, oznaCujeme k; (y) a definujeme vziahom [7]:
k(y) =22 =1, a1
Yt
Poznamka. Koeficient rastu vyjadruje, kolkokrdt sa zmenila hodnota asového radu oproti
predchadzajicemu obdobiu, charakterizuje rychlost rastu alebo poklesu tohto radu. Ak je hod-

nota koeficientu rastu priblizne konStantnd, odporucany trend je exponencidlny.

2.3 Problémy casovych radov

Pri modelovani asovych radov sa mozeme stretnif s niektorymi $pecifickymi problémami,
ktoré su zapric¢inené Struktdrou a charakterom dét usporiadanych do ¢asovych radov. Najvy-
znamnejSie z tychto problémov zmienime v tejto podkapitole. Problémami s Casovymi radmi je

potrebné sa zaoberal najmi pri ekonomickych aplikacidch.

Problémy s volbou ¢asovych bodov pozorovani
Budeme pracovaf s diskrétnymi ¢asovymi radmi, teda s radmi, ktorych pozorovania sd
v uritych nespojitych ¢asovych bodoch. Tieto ¢asové rady mdzu vznikndf tromi spo-
sobmi: Casové rady diskrétne svojou povahou (napr. droda plodiny za rok), d'alej diskre-
tizdciou spojitého casového radu (napr. teplota na danom mieste v danom case) a nako-
niec akumuldciou (agregdciou) hodn6t za dané casové obdobie (napr. denné mnoZstvo

zrazok), niekedy sa tiez namiesto akumuldcie pouZiva priemerovanie [8].

Problémy s kalendarom

Niektoré problémy su ,zapri¢inené” prirodou, prikladom je necelociselny pocet dni v sl-
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zapricinil ¢lovek, vd aka tomu mame:

e roznu dizku mesiacov, rozny pocet pracovnych dni za mesiac
e Styri alebo piif vikendov za mesiac
e pohyblivé sviatky (napr. Velkd noc)

e zimny a letny Cas

Tieto nezrovnalosti mdZu mat neZiadiice Géinky pri samotnej prici s ¢asovymi radmi. Ako
priklad moZeme uviest sviatok na zaciatku mesiaca, v tomto pripade stdpnu obchodnikom
trzby za predchadzajici mesiac, ked si I'udia nakupuju tovar do zasoby.

Existuju metddy, ktoré dokazu ocistif ¢asovy rad od tychto vplyvov. Jednou z tychto
metdd je akumuldcia dét, pri ktorej si nezrovnalosti sposobené kalenddrom do istej miery
potlacené, d alej korekcia dat na “’Standardny”’mesiac s dizkou 30 dni. Pri ekonomickych

datach sa Casto pouZiva tprava cien pomocou cenovych indexov [8].

Problémy s nezrovnalosfami jednotlivych merani

Pri analyze dlhSich asovych radov mdZe vzniknif problém s nezrovnalostou na zaCiatku
a na konci radu vzhladom k technickému rozvoju, infl4cii, a podobne. Jednotlivé hodnoty

v ¢asovom rade je preto potrebné upravif prenasobenim vhodnym indexom [9].

Problémy s dizkou asovych radov

Dizkou &asového radu rozumieme poéet pozorovani, ktoré tvoria dany Casovy rad (nie
casové rozpitie medzi prvym a poslednym meranim). Problém s dizkou Easového radu
je sposobeny dvomi protichodnymi tedériami, z ktorych jedna hovori o tom, Ze dizka radu
Na druhej strane pri vel'mi dlhych radoch vzniké nebezpeenstvo, Ze sa charakter modelu

v priebehu ¢asu mdZe podstatne menif [9].

2.4 Analyza casovych radov

Existuji rozne metddy analyzy casovych radov, najzakladnejsie z nich popiSeme v tejto pod-

kapitole. Vyber metddy pri analyze danej Casovej rady zdlezi na ucele analyzy a type ¢asového
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Dekompozicia ¢asovych radov
Analyzou ¢asovych radov pomocou metédy dekompozicie sa budeme d alej v préci zao-

beraf, podrobnejsie bude rozobraty v kapitole 3.

Box-Jenkinsova metodologia

Na rozdiel od dekompozi¢nej metddy, ktorej praca, ako uvidime v kapitole 3, je zamerana
najmd na systematické zlozky (tj. trend, sezénna a cyklickd zlozka), zdkladom pristu-
pu Box-Jenkinsovej metddy je rezidudlna zlozka, ktord moze byt tvorend korelovanymi
ndhodnymi veli¢inami. Postupy pri vySetrovani ¢asovych radov touto metdédou sa zame-
riavajd prave na tieto zavislosti medzi pozorovaniami, kladie sa teda doraz na korelacnd
analyzu [8].

Jednym z najjednoduchsich typov modelu je tzv. model kizavych siétov prvého radu,
ktory sa zna¢i MA(1), d'al$ie zndme modely su tzv. autoregresny model AR, zmieSany

model ARMA a integrovany model ARIMA [8].

Analyza viacrozmernych c¢asovych radov
Ulohou analyzy viacrozmernych asovych radov je modelovanie niekolkych &asovych
radov naraz, do modelu su taktieZ zahrnuté vzajomné vizby medzi jednotlivymi ¢asovymi
radmi a ich premennymi [9].
Vo vicsine prikladov st metddy pre viacrozmerné casové rady len zov§eobecnenim metdd
pre jednorozmerné rady, kde namiesto skaldrnych veli¢in pracujeme s vektormi. AvSak
v istych pripadoch paralelny popis niekolkych radov v Case prindSa do analyzy nové

prvky, ktorymi st napriklad vektorovd autoregresia VAR alebo kointegracia® [9].

Spektralna analyza ¢asovych radov
Predchddzajuce pristupy by sa dali spolo¢ne charakterizoval pojmom analyza ¢asovych
radov v Casovej doméne. Spektridlna analyza Casovych radov patri do inej kategorie,
ktord mdZeme oznalit ako analyza Casovych radov v spektrdlnej doméne. Tento pristup
povazuje skimany rad za nekonecnd zmes sinusovych a kosinusovych kriviek s roznymi
amplitidami a frekvenciami. Hlavnymi prvkami analyzy su periodogram a spektralna
hustota, ktoré umoZziiuju ziskaf obraz o intenzite jednotlivych frekvencii a nisledne od-

hadnuit koeficienty periodickych zloZiek [8].

>Kointegricia je pripad linedrnej kombinécie nestacionarnych radov, ktorej vysledkom je rad stacionarny
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Specidlne metédy analyzy ¢asovych radov
Existuja aj iné metddy, ktoré sa pouzivaju pre Specidlne typy casovych radov [9]:
e nelinedrne modely ¢asovych radov
e rekurentné metddy v Casovych radoch
e metddy pre Casové rady s chybajicimi alebo nepravidelnymi pozorovaniami

e robustnd analyza Casovych radov - identifikuje a eliminuje vplyv odl'ahlych pozoro-

vani, tzv. outliers, ktoré vyznamne skresluji vysledok

e intervencnd analyza Casovych radov - skima jednordzové vonkajSie zasahy, ktoré

maju vplyv na priebeh radu
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3 MODELOVANIE CASOVYCH RADOV

3.1 Dekompozicia ¢asovych radov

Casové rady mozeme rozdelif na jednotlivé zlozky, tento pristup sa pouZiva pri analyze
Casovych radov pomocou tzv. dekompozicie. Motivom dekompozicie je snaha identifikovat
pravidelné sprdvanie radu po zlozkdch, ¢o by malo byt jednoduchsie ako pri pdvodnom ne-

rozloZzenom rade. éasovy rad rozkladdme na Styri zdkladné zloZzky [5]:

1. Trend Tr, - predstavuje vysledok dlhodobych procesov a zmien v priemernom spravani
¢asového radu, inymi slovami predstavuje vSeobecnud tendenciu vyvoja skimanych dat

za dlhé obdobie.

2. Sezonna zloZka S; - predstavuje periodické kolisanie v priebehu pozorovaného obdobia

a v kazdom obdobi sa opakuje. Tieto zmeny byvaji spojené so striedanim ro¢nych obdobi.

3. Cyklickd zloZka C; - predstavuje fluktudciu okolo trendu, pri ktorej sa striedaji fazy
rastu a poklesu. Dizka a intenzita jednotlivych cyklov je premenliva. Pri¢inu vzniku tejto

zloZKky je vicsinou tazké urcit.

4. Rezidudlna (ndhodnd) zloZka e; - predstavuje nahodné vplyvy, ktoré fluktuuji okolo
trendu, nemd systematicky charakter. Rezidudlna zlozka zostdva v Casovom rade po od-
straneni trendu, sezonnej a cyklickej zlozky. Do tejto zlozky Casového radu patria tiez

chyby v merani ddajov alebo aj zaokrihl'ovacie chyby.

To znamend, Ze Casovy rad chidpeme ako trend, okolo ktorého kolisajui periodické zlozky
(cyklicka a sezénna zlozka) a rezidudlna zlozka vytvara charakter bieleho Sumu.

Charakter bieleho Sumu znamen4, Ze ndhodné veli€iny si navzdjom linedrne nezavislych,
maji normdlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a konStantnym rozptylom, matematicky

formulované:

E(e;)=0, D(e)= Gez, cov(ey,e,) =0, ¢ NN(O,GeZ) (3.1

Ako bolo uz spomenuté, casové rady delime na uvedené zlozky kvoli ich analyze pomocou
dekompozicie (rozkladu) ¢asovych radov. RozliSujeme dva zdkladné pristupy k dekompozicii

casovych radov [6]:
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1. Aditivny - predpokladd, Ze hodnoty ¢asového radu st dané suctom jednotlivych zloziek:
Yi=Tri+58+Ct +e,
kde st vSetky zlozky merané v rovnakych jednotkach ako Y;.

2. Multiplikativny - predpokladd, Ze hodnoty ¢asového radu sd dané sicinom jednotlivych
zloziek:

Y, =Tr §C e,

kde je trendova zlozka Tr; merand v rovnakych jednotkach ako ¥; a ostatné zlozky su

bezrozmerné.

Poznamka. Aditivna dekompozicia je pouzivand v pripade ¢asovo nemennej variability hodn6t
casového radu, na druhej strane pri Casovo premenlivej variabilite sa vyuZiva multiplikativna
dekompozicia. Spominané dva modely je mozné navzajom prevadzal pomocou logaritmicke;j

transformacie.

3.2 Modelovanie trendu ¢asového radu

V tejto podkapitole st uvedené zakladné pristupy k eliminécii trendu ¢asového radu. Ten-
to pojem sa Casto oznacuje tieZ vyrovnanie alebo vyhladenie Casového radu. Zmyslom tejto
¢innosti je odstrdnenie sezénnej, cyklickej a rezidudlnej fluktudcie, takto ziskame popis trendu

samotného, prostrednictvom ktorého mdzeme d alej predikovaf spravanie skimaného javu.

3.2.1 Subjektivne metody

Této kapitola je uvddend najmi pre zaujimavost a Gplnost textu, z matematického hl'adiska
nie su tu spomenuté metddy pre analyzu relevantné.

Subjektivnymi metddami rozumieme konStrukciu trendu prevazne grafickym spdsobom.
Vyhodou je, Ze Casto tymto jednoduchym postupom ziskame postacujice ocistenie trendu,
na ktorom vidime zdkladné vlastnosti skimaného casového radu. PouZitie metdd je vhodné
na zaciatku analyzy, na ich zdklade je mozné vybrat vhodni ,objektivnejSiu“ metédu analyzy.
Nevyhodou metddy je, Ze po jej vykonani nedostivame dostatocné informécie pre predikciu
d’alSieho vyvoja skimaného javu [8].

Pre lepSiu predstavu popiSeme dve jednoduché subjektivne metddy. Prva z nich spociva
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vo vyrovnani hornych a dolnych vykyvov okolo trendu. Pri tomto pristupe je Casto uZito¢né
Casovy rad znazornif v logaritmickom meritku, v takto zndzornenom rade je jednoduchsie za-
chytif rast a pokles [8].

Druh4 metdda je postavend na priemerovani cyklov, tito metdda je objektivnejSia ako pred-
chddzajica. Postupuje sa nasledovne, najskor lomenou ¢iarou spojime hodnoty hornych bodov
zvratu, potom rovnakym spdsobom spojime hodnoty dolnych bodov zvratu. Nasledne do grafu
vynesieme stred vzdialenosti medzi dolnou a hornou lomenou ¢iarou pre kazdy ¢asovy okamih.
Subjektivita tejto metddy spociva v niektorych vhodnych korekcidch, ako napriklad odstranenie

outlierov a inych prudkych vykyvov [8].

3.2.2 Popis matematickymi krivkami

Dalej sa budeme zaoberaf exaktnej$im popisom Gasovych radov, kde pomocou roznych
metéd budeme hl'adat analyticky popis trendu. Vyhodou tohto pristupu je jednoduchd moznost
predikcie budiicich hodndt, a teda predpoved spravania skiimaného javu. Spominand predikciu
dostdvame dosadenim do rovnice odhadnutého trendu.

Predpokladom metdd je skimany Casovy rad v tvare:
Yt = Tr[+E[. (32)

Tento tvar mozeme docielif dvomi spdsobmi, bud plynie priamo z charakteru skiimaného javu
alebo bol rad na tento tvar prevedeny tzv. sezénnym olistenim. Vd aka tomuto $pecidlnemu
tvaru moZzeme pri jednoduchsich krivkach k odhadu parametrov modelu pouZif regresnd analy-

zu. V d'alSom texte budd uvedené zdkladné typy trendovych kriviek [8]:

Konstantny trend
Konstantnym trendom nazyvame trendovi krivku dand rovnicou:
Tr, = PBo, t=1,...,n. (3.3)

Odhad bg parametra 3y ma jednoduchy tvar, vypocéitame ho ako aritmeticky priemer

daného ¢asového radu:

S| =

n
bo=y= Z}’t (3.4)
t=1
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Linearny trend

Linedrny trend mdzeme popisaf rovnicou:
Tr; = Bo+ Bit, t=1,...,n. (3.5)
Odhady by, b; parametrov f, B; vypoc¢itame pomocou ststavy normdlnych rovnic:
n n
bon + by Zt = Zy,,
t=1 t=1
n n n
boY t+bi1Y 1> =Y iy
t=1 t=1 t=1
VyrieSenim tejto ststavy dostdvame odhady by, b| parametrov modelu:

n _ n
Yty —t Yy
=1 t=1

t _ -
=5 b =j-bit, (3.6)
Y t2—nf
=1
kde
1 & o1 & n+1
y==2 I==) 1=
22 DI
Kvadraticky trend

Kvadraticky trend mdZeme popisat rovnicou:
Try = Bo+Pit+ Bot>, t=1,....n. (3.7)

Odhady by, by, b, parametrov 3y, B1, B> vypocitame pomocou sdstavy normalnych rovnic:

n n n
bon + by Zt—i—bzzlz = Zyta
=1

t=1 t=1

n n n n
boZl + by th + b22t3 = Zt}%

=1 =1 =1 =1

n n n n
boztz + by Zt3 + b22t4 = thy,

=1 =1 =1 =1

Exponencialny trend
Exponencidlny trend je dvojparametricky trend, ktory mdZeme popisat rovnicou:

Tro=aB', t=1,...n (B>0). (3.8)

Odhady parametrov mdzeme ziskat zlogaritmovanim trendu, &fm transformujeme rovni-
cu na linedrnu funkciu, ziskavame takto linedrny trend:

log Tr, =logo +1 log B.
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Pre tento trend odhadneme parametre log a,log B rovnakym spdsobom, aky bol popisany
vysSie, v Casti o linearnom trende. Tieto odhadnuté parametre nasledne spitne odlogarit-
mujeme a ziskame odhady parametrov pdvodného trendu (3.8).

Druhd metdda nazyvanad metdda najmensich vdZenych stvorcov je pre modely nelinedrnej
regresie adekvdtnejSia. Metdda najmenSich vdzenych Stvorcov spo¢iva v minimalizicii
vyrazu

v (y — aB)’, (3.9)

(ngE

t=1

kde v; su vopred vhodne zvolené véahy. V tejto metdde vSak namiesto vyrazu (3.9) mini-

malizujeme vyraz

n
Zw, (logy,—logoc—tlogﬁ)z, (3.10)
=1

kde w; su opif vopred zvolené vahy podla véh vy, aby bol vysledny odhad parametrov
priblizne rovnaky. Pre logaritmickd transforméciu je moZné ukézat, Ze vhodnd volba
tychto véh je w;, = y?v,. Naj¢astejSou volbou, ked nemame Ziadnu apriornd informéciu,

je v¢ = 1. Minimalizaciou vyrazu (3.10) ziskavame odhady a,b parametrov o, 3

n
Y (t _t_))ﬁzlog)ﬁ
logh = tzln : , loga = logy —flogb,
Y (t=1)7y7
=1
kde
—  &logy, - t n+l1
1 = —— = - =
ogy = ) —=, Y=

Exponencialny trend
T : T

L L L L i i i
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30

Obr. 1: Exponencidlny trend, Zdroj: vlastny
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Modifikovany exponencialny trend
Modifikovany exponencidlny trend je trend s tromi parametrami «,f3 a ¥, ktory je zo-
vieobecnenim predchddzajiceho pripadu, tento trend mdZeme popisat rovnicou:
Tr,=vy+ap, t=1,....n (B>0). (3.11)

.....

sledujiicim sposobom. Datovy siibor rozdelime na tri rovnako vel'ké Casti s dizkou® m.

Pozorovania v jednotlivych skupinédch s¢itame, ziskame tak Ciastocné sucty:

i af (" —1
Syt1 =Y ~ STry = mY'i_Mv
=1 ﬁ —1
2m m+1 m
o —1
Sya= Y, w ~ STry = my+ b (Bl ),
t=m+1 ﬁ -
n o 2m+1 m_q
Sys= Y W ~ STr3y = my+ b (Bl )7
t=2m+1 B -

kde Sy1, Sy, Sy3 st Ciastocné sucty pozorovanych hodnot a STry,STr>,STr3 st Ciastocné
sucty hodnot trendu.

RieSenim tejto sdstavy dostaneme odhady a,b, ¢ parametrov «, 3, 7:

1

S3—8|m
b =

{52—51] ’

b—1

a=(S—8)——,

S =80 oy
L Si—ab("—1)/(b-1)

_ — .

%Ak v danom siibore neplati n = 3m, kde n je dizka celého siboru, potom niektoré pozorovania vynechame,

.....
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Modifikovany exponencialny trend

Obr. 2: Modifikovany exponencidlny trend, Zdroj: vlastny

Logisticky trend

Logisticky trend je trojparametricky trend s parametrami o, 8, v, ktory mdZzeme popisat

rovnicou:

_ Y
1+ oapt’

Ako je z obrdzku 3 vidiet, tento trend radime medzi tzv. S-krivky, presnejsie je logisticky

Tr, t=1,....n (B>0,7vy>0). (3.12)

trend S-krivkou symetrickou okolo svojho inflexného’ bodu. Inflexia krivky sa nachadza
v bode t = —loga/log 3. Dalej mdZeme rovnako vidief, Ze krivka je asymptoticky ob-

medzena.

Pre odhady a,b,c parametrov «, 3,y existuje opit niekol’ko metdd. Vzhladom k tomu,
Ze logisticky trend moZeme povazovat za inverziu k modifikovanému exponencidlnemu
trendu, pre vypodet odhadov mdZeme pouZii metédu popisani vyssie pri modifikovanom
exponencidlnom trende pre rad s hodnotami 1/y;.

Druhou metédou je princip tzv. diferencnych odhadov parametrov, v ktorom pracujeme

s radom prvych diferencii y; 1 — y; namiesto hodndt radu y;. Pre potreby tejto metody

musime uviest derivdciu® rovnice logistického trendu (3.12), ktord mé tvar:
dTr Io
dtt = — ‘;’:ﬁTr, (y—Trs). (3.13)

"Inflexny bod je bod, v ktorom sa funkcia meni z konkavnej na konvexnt alebo naopak

8Derivécia logistického trendu je taktieZ krivka symetricka okolo inflexného bodu, ktory sa nachddza v bode

t=—loga/logf
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Dalej nahradenim hodndt trendu 77, hodnotami skuto&nych pozorovani y; v predchddza-

jucej rovnici (3.13), dostaneme rovnicu:

dy; _logﬁ _
FPE ¥ yi(Y—y1)- (3.14)

Pouzitim aproximécie radu derivicii skuto¢nych pozorovani radom prvych diferencii

dy; YVi+1 =Wt
~ A —v, = 1d 3.15

dostaneme po dosadeni do rovnice (3.14) vyraz

d lo
=~ _logB+ ep

Yt Y

Vi (3.16)

Odhady parametrov —logy, (log8)/v linedrneho modelu (3.16) ziskame metédou naj-
menSich $tvorcov a z odhadov jednoducho mdZzeme vyjadrif odhady parametrov f3,7.
Pre odhad parametru o musime vo vztahu (3.12) nahradit hodnoty trendu 77, skuto¢nymi

hodnotami pozorovani y, a upravif rovnicu do potrebného tvaru

Y r 7
= —_— — (04 = — — 1.
S of P Vi
Zlogaritmovanim a s¢itanim cez t = 1,...,n dostaneme tzv. Rhodesov vztah, z ktorého uz

jednoducho vypocitame odhad parametru o

(n+1)log i log ((7/%) ~ 1)
2 n )

logo = —
t=1

Logisticky trend DERIVACIA - Logisticky trend

1.2

0o8r

0.6

dTr/dt

0.4

0.2

Obr. 3: Logisticky trend, Zdroj: vlastny
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Gompertzova krivka

Gompertzova® krivka je trojparametricky trend, ktory mdZzeme popisaf rovnicou:
log Tr, =y+af’, t=1,....n (B>0). (3.17)

Podobne ako pri logistickom trende, aj Gompertzova krivka je transforméciou modi-
fikovaného exponencidlneho trendu. Tuto krivku radime medzi tzv. S-krivky nesymet-
rické okolo inflexného bodu, pretoze jej prva derivacia nie je okolo bodu inflexie v bode
t = —log(—a) /logB symetrickd, ako mdZeme vidief na obrazku 4 Odhady a,b, c pa-
rametrov «, 3,y ziskame metédou pouzivanou pre modifikovany exponencidlny trend

s rozdielom, Ze namiesto radu y, budeme pracovat s radom log y;.

Gompertzova krivka DERIVACIA - Gompertzova krivka

25T

dTr/dt

051

Obr. 4: Gompertzova krivka, Zdroj: vlastny

Vzhladom k mnoZstvu rdznych trendovych kriviek je niekedy problematické zvolif spravny
tvar pre dany ¢asovy rad. Na zaciatku je vhodné si rad vykreslif a pokiisif sa odhadniif pravde-
podobny tvar trendu. Dal{ spdsob je zaloZeny na uritych $pecifickych vlastnostiach danych

kriviek, v Tabul'ke 1. su prehladne uvedené testy na vyber trendovej krivky.

9Benjamin Gompertz (1779 — 1865) bol britsky matematik, ktorého meno je asto spajané s demografickym

modelom umrtnosti v zavislosti na veku

35



Tab. 1: VoIba trendove;j krivky podla orientaéného testu, (Zdroj: [9])

Trend Orientacny test Matematicky zapis
Lineéarny prvé diferencie su priblizne konsStantné | y;1 —y, = konst.
Kvadraticky druhé diferencie su priblizne Vi+2 — 2yi4+1 +yr = konst.

konStantné

prvé diferencie logaritmov su Iny;+1 — Iny; = konst.
Exponencidlny

priblizne konStantné

(koeficient rastu je pribliZzne (Ve+1/ye = konst.)

konStantny)
Modifikovany | podiely susednych prvych diferencii % = konst.
exponencidlny | si priblizne rovnaké

histogram prvych diferencii ma tvar histogram y; | —y; ma
Logisticky ‘

hustoty normaélneho rozdelenia s nulo- | hustotu ~ N (0, 1)

vou strednou hodnotou a rozptylom

rovnym jednej

. , , . .. A /ypo=1/yi41) _

podiely susednych prvych diferencii h=hy = konst .

prevratenych hodnét su priblizne

konStantné

. . . . o | (Inyrpp—Inyy) _

Gompertzov podiely susednych prvych diferencii URE konst.

logaritmov su pribliZne konStantné

3.2.3 Metbda kizavych priemerov

Metéda kizavych priemerov patri medzi tzv. adaptivne metddy. Klasické metédy predpo-
kladaju trend, ktory ma v Case konStantné parametre. Tento predpoklad je v dlhSom casovom
obdobf nerealny, rieSenim st adaptivne metédy. Tieto metddy su schopné pracovat s trendovou
zloZzkou, ktord v Case meni svoj charakter. Na druhej strane sa vSak predpokladd, Ze lokdlne je

vyrovnanie pomocou matematickych kriviek mozZné na kratkych ¢asovych tsekoch [8].
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Klzavymi priemermi nazyvame linedrne kombindcie ¢lenov pdvodného radu, tieto kom-
bindcie su potom ekvivalentné s vyrovnanim kratkych dsekov radu pomocou matematickych
kriviek [8].

Budeme predpokladat ¢asovy rad v tvare
)71 — T}” t + E[ .

Konstrukcia klzavych priemerov vychddza z predpokladu, Ze kazdd ,rozumnd*“ funkcia
moze byt aproximovand polynémom. Casovy rad y, rozdelime na kratSie Casové dseky, na kto-

rych budeme odhadovati lokélne polynomické trendy [8].

Postup vyrovndvania bude nasledovny, najskor aproximujeme vhodnym polynémom prvych
2m+-1¢lenov radu yy,...,y2,+1 a tymto polyndmom odhadneme hodnotu v strede uvazovaného
seku, tj. v bode t = m + 1, ako vyrovnand hodnotu .. Dalej postup opakujeme, teda
pre ziskanie hodnoty y,,+> vyrovhdme polyndémom pozorovania y,...,y2,+2. Tento postup
je ekvivalentny s vytvdranim linedrnych kombindcii hodnét ¢asového radu pre vypocet vyrov-

nanych hodno6t [10].

Kizavé priemery maju dva zdkladné parametre. Prvym je dizka kizavych priemerov, ktord
uddva skutoénd dizku vyrovnanych tsekov. Predpokladd sa, Ze diZkou je nepdrne &islo, t.j.
2m+ 1. Dizkou kfzavych priemerov mdZeme ovplyvnif mieru vyrovnania radu. Druhym para-

metrom je rdd kizavych priemerov, ktory uréuje stupeii vyrovndvacieho polynému [10].

Mozeme pozoroval zdkladné vlastnosti kizavych priemerov:
1. Stet véh kizavych priemerov je rovny jednej.
2. Vihy kizavych priemerov sii symetrické okolo prostrednej hodnoty.

3. Ak je rad r parne &islo, potom su kizavé priemery radu r a r+ 1 s rovnakou dizkou 2m + 1

totozné.

Je mozné pouzif r6zne druhy kfzavych priemerov, dostdvame ich volbou vah jednotlivych

¢lenov vyrovndavaného tuseku ¢asového radu [8], [10], [11]:
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e Jednoduché kizavé priemery

NajjednoduchS$im typom kfzavych priemerov st tzv. jednoduché kizavé priemery, ktoré
odpovedaji beznému aritmetickému priemeru. Ako priklad uvedieme jednoduché kizavé

priemery dizky 5, ktoré maji tvar

1
(1,1,1,1,1) = 3 (Vi—2 +Ye—1 + Ve +Yer1 +Yi42) -

DN | =

Vo vSeobecnosti plati pre jednoduché kizavé priemery dfiky 2M +1 v Case t = M+1,

M+2,...,n— M nasledujiici vzfah

1 M

A

VMt Yi—my1t Vem

Yo = 2M+1i=Z:Myt+i = M1

Nie je dovod, preco by predpoved ¢asového radu nemohla byt konstruovand klzavymi
priemermi parnej dlzky, avSak toto vyrovnanie sa neodporica. Dovodom je, Ze vyrov-
nand hodnota neprislusi k Ziadnemu z uvazovanych okamihov merani. V tejto situdcii sa

vyuzivaju tzv. centrované klzavé priemery.

e Centrované klzavé priemery

Jednd sa o kizavé priemery, ktorych vahy si volené spdsobom, ktory mé za nésledok
odstranenie sezénnej zlozky Easového radu. Vzhl'adom k tomu, Ze kizavé priemery potre-
buju neparny pocet ¢lenov k tomu, aby odpovedali hodnote okamihu ¢asového radu, na-
miesto prvého Clena zoberieme priemer prvej a poslednej hodnoty. Pret = p+1,...,n—p

je tvar kizavych priemerov nasledujici

W+yth+l+...+)71+M+l 1

Vi = M = (Ve—m +2V—m1+ - 2 m—1 +Yitm) -

e Vazené klzavé priemery

Vizené klzavé priemery pouzivame v pripade, Ze chceme Casovy rad popisal polynémom
vysSieho stupia. Koeficienty vyrovnavacieho polynému si odhadované metédou najmen-

§ich Stvorcov.

Priklad 3.12. Princip tejto metédy si vysvetlime na kizavych priemeroch 3. ridu a bu-

deme vyrovnavat neparny pocet 2m + 1 = 5 hodndt ¢asového radu, ktoré oznacime [8]:
Yi+15 12_27_1707172'
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Vyrovndvajicim polynémom bude teda polyném tretieho stupiia, ktory uréime metédou
najmensich §tvorcov. Budeme minimalizoval vyraz:
: 2 3)2
Y, (e —Bo—Bit— B’ —B37°)".
T=-2
Tento vyraz zderivujeme podla vietkych Styroch koeficientov a ziskame ststavu 4 nor-
malnych rovnic, v§eobecne ju mdZeme zapisat:

2 2 2 2 2
Z )’tﬂrfj — by Z ”L'j — by Z ”L'j+1 — by Z ”L'j+2—b3 Z 1j+3 =0,

T=-2 T=-2 T=-2 T=-2 T=-2

pre j=0,1,2,3.

Vzhladom k tomu, Ze tseky radu volime s neparnym poc¢tom &lenov 2m + 1, stistava sa

vd aka vlastnosti Z%:,Z 7! = 0 pre neparne i zjednodusi na tvar:

5by+ 100y = Y yiir,

10b; +34b3 = Y Tyi41,

10bg +34b; = ¥ T2y 1s,
34by +130b3 = Y Tyie

(3.18)

Pre vypocet vyrovnanej hodnoty v strede tseku radu (t.j pre T = 0) nds budem zauji-
mat iba odhad by ako vidime z rovnice polynému by + b7 + by 7> + b373. K vypoitu

potrebujeme iba prvi a tretiu rovnicu sdstavy. Jednoduchymi dpravami dostaneme tvar:
1
by = 35 (17 Z)’t+r - 52 szt+f) .

Odhadnutéd vyrovnand hodnota ¢asového radu v Case  je:

A

1
y (=3yi—2+ 12y, 1+ 1Ty, + 12,11 — 3yi42) - (3.19)

[ g
Hodnota (3.19) je zaroven odhadom trendovej zloZky v Case . Symbolicky mdZeme tento

vyraz zapisal pomocou tzv. vdh, v naSom pripade je to teda vyraz:

o
Vi = g(_37127 177127_3)yt O

Metdda kizavych priemerov ma vplyv aj na ostatné komponenty ¢asového radu. Sezénna

zloZka je pouzitim tejto metody eliminovand, na druhej strane, cyklické zlozky v rade zostdvaju.

Biely Sum straca vlastnost nekorelovanosti [10].
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4 APLIKACIA DEKOMPOZICNYCH MODELOV

4.1 Priklad 1: POPULACIA - regresna analyza

Miéme dita'® vyvoja populdcie v Indii v roénych intervaloch od roku 1950 do roku 2011,
viz. Priloha A.1. Mdme teda ¢asovy rad s 62 pozorovaniami, dita populdcie si uvedené v mili6-
noch. Pomocou softvéru Statistica budeme Casovy rad modelovat, analyzovai, d alej vymode-
lujeme trend a spravime predikciu d alSej hodnoty na rok 2012. Skuto¢nd hodnotu pre tento rok
mdme tieZ k dispozicii, preto na zdver budeme moci posudit vhodnost zvoleného modelu na za-
klade porovnania predikcie a skutocnej hodnoty. V tomto priklade sa zameriame na pouZitie
regresnej analyzy.

Po nacitani dit do programu, si ¢asovy rad vykreslime, pouZiejme spojnicovy graf, ktory

modZzeme vidief na obrazku 5.
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Obr. 5: Populdcia - povodny Casovy rad, Zdroj: vlastny

Z grafu vidime, Ze za trendovid krivku by sme mohli v najjednoduchSom pripade zvolif
priamku, pripadne polyném druhého stupiia, t.j. kvadraticku funkciu. Obe moZnosti zoberie-
me do uvahy, modely rozanalyzujeme a na zaklade koeficientu determindcie, analyzy rozptylu

a odchylky predikcie ich porovndme. Analyzu a vypo&ty budeme vykonévat v programe Statis-

tica.

10zdroj: [12]
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Ako prvi namodelujeme funkciu linedrnu a ndsledne kvadratickd. Odhady parametrov spolu

s 95% intervalmi spolahlivosti st uvedené v tabulkéach 2 a 3.

Tab. 2: Popul4cia - linedrny trend - odhady regresnych parametrov, Zdroj: vlastny

LINEARNY TREND
Tr=Po+pit
Parameter || Odhad Dolnd medz | Hornd medz | ¢-hodnota p-hodnota
bo 282,333 | 266,226 298,439 35,063 0,000
by 14,586 14,141 15,031 65,626 0,000
Tab. 3: Populdcia - kvadraticky trend - odhady regresnych parametrov, Zdroj: vlastny
KVADRATICKY TREND
Tr = Bo+Bit + Bat?
Parameter || Odhad Dolnd medz | Hornd medz | ¢-hodnota p-hodnota
bo 350,387 | 341,981 358,793 83,406 0,000
b1 8,206 7,590 8,822 26,669 0,000
by 0,101 0,092 0,111 21,394 0,000

MoZeme vidief, Ze 0 nepatri do Ziadneho z uvedenych intervalov spolahlivosti pre odhad
parametrov modelu, to znamend, Ze vSetky parametre si v modeloch vyznamné na hladine

vyznamnosti o = 0,05. MdZeme teda s obomi takto odhadnutymi modelmi d alej pracovat.

Dal3im krokom bude porovnanie modelov na zdklade koeficientu determinacie R a tiez ko-

2

rigované€ho koeficientu determindcie R; i»

vyznam a vypocet tychto veli¢in je vysvetleny v ka-
pitole 1. Porovnanie koeficientov je uvedené v tabulke 4. Vidime, Ze pomocou linedrneho trendu

je vysvetlenych 98,6% variability dat, zatial ¢o pomocou kvadratického trendu az 99, 8%.
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Tab. 4: Populécia - porovnanie koeficientov determindcie, Zdroj: vlastny

Linearny trend Kvadraticky trend
R? 0,98626 0,99843
2
R2, | 0,98603 0,99838

Dalej vidime v tabulke 5 porovnanie vysledkov analyzy rozptylu, ktorej hodnota vypo-
veda o vhodnosti zvoleného modelu. Pre oba modely vidime, Ze hodnota F je podstatne vysSia

ako 1 a p-hodnota mensia ako hladina vyznamnosti 0,05, obidva modely su teda konStruované

vhodne.

Tab. 5: Populacia - analyza rozptylu, Zdroj: vlastny

Linedrny trend Kvadraticky trend
Vysvetleny sucet Stvorcov 4224314,91 2138222,87
Rezidudlny sucet Stvorcov 980,85 113,90
F 4306, 80 18772,75
p-hodnota 0,000 0,000

Porovnanim koeficientov determindcie vidime, Ze kvadraticky trend lepSie vystihuje fun-
k&ni zdvislost medzi vysvetl'ujicou a vysvetlovanou premennou. K rovnakému zaveru dojdeme
aj pri pohlade na graf 6. TieZ sme k tomuto zdveru mohli dojst z informécie, Ze koeficient

pri kvadratickom €lene je vyznamne nenulovy, uZ z tohto dovodu ma vyznam uprednostnit

kvadraticky trend pred linedrnym.
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Porovnanie modelov a pozorovanych dat
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Obr. 6: Populécia - porovnanie modelov, Zdroj: vlastny

Poslednym krokom analyzy bude spominand predikcia budicej hodnoty pre rok 2013. Sku-
tocnd hodnota populdcie v tomto roku je 1236,687. Predikovand hodnota a reziduum oproti
skuto¢nej hodnote st uvedené v tabulke 6. Opitl vidime, Ze odhad pomocou kvadratického

modelu je presnejsi ako pri pouZiti modelu linearneho.

Tab. 6: Populacia - predikcia pre rok 2013, Zdroj: vlastny

Linedrny trend | Kvadraticky trend

Predikcia 1201,251 1269,308
Reziduum -35,436 32,621
Dolna medz 1185,147 1260,902
Interval spolahlivosti
Horna medz 1217,361 1277,715
Dolna medz 1136,570 1246,358
Predik¢ny interval
Horna medz 1265,938 1292,259

Z analyzy Casovej rady plynie, Ze najlepSim zo skimanych regresnych modelov popisuju-

cich spravanie dat je kvadraticky trend: Tr; = 350,387 + 8,206¢ + 0,10172.
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4.2 Priklad 2: CUDZINCI - regresna analyza

Mime déta!! pottu cudzincov s trvalym pobytom v CR v ro¢nych intervaloch od roku 1989
do roku 2015, viz. Priloha A.2. Mame teda Casovy rad s 27 pozorovaniami, pocet cudzincov
je uvedeny v tisicoch. Pomocou softvéru Statistica budeme analyzoval Casovy rad s prvymi 25
pozorovaniami, namodelujeme rozne typy trendov a spravime predikciu d al§ich dvoch hodnot
pre roky 2014 a 2015, ktorych skuto¢né hodnoty mame taktieZ k dispozicii. Na zaver zvolené
trendy porovndme a na zaklade roznych kritérii vyberieme trend, ktory najviac vyhovuje nasim
datam. Tento priklad budeme analyzovaf prostrednictvom ndstrojov regresnej analyzy.

Po nacitani ddt do programu, si Casovy rad najskor vykreslime, pouZijeme spojnicovy graf,

ktory vidime na obrazku 7.
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Obr. 7: Cudzinci - pdvodny ¢asovy rad, Zdroj: vlastny

Z grafu vidime, Ze trendovd krivka by mohla byt aproximovana polynémom druhého stupiia
alebo exponencilnou funkciou. Obidve moznosti budeme d alej analyzovat a porovndvat. Gra-
fy a vypolty budu realizované v programe Statistica. Ako prvi namodelujeme funkciu kva-
dratickd. V tabul'e 7 si uvedené odhady parametrov, 95% intervaly spolahlivosti parametrov

a p-hodnota pre parametre modelu.

zdroj: [12]
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Tab. 7: Cudzinci - kvadraticky trend, Zdroj: vlastny

KVADRATICKY TREND
Tr=Bo+ Pt + ot
Parameter | Odhad Dolnd medz | Hornd medz | p-hodnota
by 28,725 17,876 39,575 0,000
b1 —1,240 -3,162 0,683 0,195
by 0,384 0,312 0,456 0,000

Z tabulky 7 vidime, Ze koeficient pri linedrnom ¢lene vychddza nevyznamny na hladine
vyznamnosti 0,03, t.j. p > 0,05, resp. 0 patri do 95% intervalu spolahlivosti. Preto namodelu-
jeme d alej eSte kvadraticky trend bez linedrneho ¢lena. Vysledky analyzy sd uvedene v tabul'ke

8.

Tab. 8: Cudzinci - kvadraticky trend bez linedrneho ¢lena, Zdroj: vlastny

KVADRATICKY TREND BEZ LINEARNEHO CLENA

Tr=Bo+Bir?
Parameter | Odhad Dolnd medz | Hornd medz | p-hodnota
by 22,539 17,405 27,674 0,000
by 0,339 0,321 0,356 0,000

Druhym odhadovanym modelom je exponencidlna trendova funkcia, parametre tohto mo-

delu mdZeme vidiet v tabulke 9.

45



Tab. 9: Cudzinci - exponencidlny trend, Zdroj: vlastny

EXPONENCIALNY TREND
Tr = By +ePrht
Parameter | Odhad Dolnd medz | Hornd medz | p-hodnota
bo —15,194 -41,041 10,652 0,236
by 3,467 2,910 4,023 0,000
by 0,083 0,064 0,103 0,000

Podobne ako pri kvadratickom trende, pre exponencialny trend mdZeme pozoroval nevy-

znamnost absoldtneho Elenu by. Z tohto ddovodu d alej namodelujeme tieZ exponencidlny trend

bez absoldtneho Clena, vysledky st zaznamenané v tabulke 10.

Tab. 10: Cudzinci - exponencidlny trend bez absolitneho ¢lena, Zdroj: vlastny

EXPONENCIALNY TREND BEZ ABSOLUTNEHO CLENA

Tr=ePith
Parameter | Odhad Dolnd medz | Hornd medz | p-hodnota
bo 3,114 2,969 3,260 0,000
by 0,096 0,089 0,103 0,000

MoZeme vidief, Ze submodely maji vietky koeficienty vyznamné na hladine vyznamnosti
o = 0,05. V d'alSej analyze budeme brai do dvahy vSetky Styri modely, vzdjomne porovndme
ich vhodnost. Aj napriek nevyznamnym koeficientom v prvych dvoch trendoch, mozu tieto
modely vykazovat inak dobré vysledky po inych strankach.

Dalej budeme porovnéavat odhadnuté modely na zdklade koeficientu determinécie R? a tieZ

2

ad vyznam a vypocet tychto veli¢in je vysvetleny

korigovaného koeficientu determindcie R

v kapitole 1. Porovnanie koeficientov je uvedené v tabulke 11.
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Tab. 11: Cudzinci - porovnanie koeficientov determinécie, Zdroj: vlastny

Kvadraticky | Kvadraticky trend Exponencidlny | Exponencidlny trend
trend bez linearneho ¢lena | trend bez absolitneho
¢lena
R? 0,9869 0,9859 0,9948 0,9943
R(%dj 0,9858 0,9853 0,9943 0,9941

Z porovnania modelov mdzeme pozorovat vlastnost, ktord bola spomenuté v prvej kapitole,

delu celkového. Z tohto dovodu nemdzeme porovnavai dva kvadratické modely medzi sebou,

rovnako ani exponenciélne. Porovnavat m4 teda zmysel iba exponencialny a kvadraticky trend,

dratického. Zaverom analyzy na zdklade koeficientov determinécie moZe byt, Ze exponencidlny
trend vystihuje o nieCo lepSie funk&nu zavislost pozorovanych dat.

Dalej uvaZujeme porovnanie modelov z hladiska analyzy rozptylu. V tabulke 12 si zhrnuté
vysledky tejto analyzy, ktorej hodnota vypovedd o vhodnosti zvoleného modelu. Pre vSetky

modely je hodnota F podstatne vysSia ako 1, p-hodnota je nulova u vSetkych Styroch modeloch,

modely su teda zostavené vhodne.

Tab. 12: Cudzinci - analyza rozptylu, Zdroj: vlastny

.....

.....

bez absolutneho Clenu

Priemerny Priemerny F p-hodnota
vysvetleny SS | rezidudlny SS
Kvadraticky trend 53640,094 64,496 831,683 0,000
Kvadraticky trend 107164,924 66,703 1606,595 | 0,000
bez linedrneho ¢lenu
Exponencidlny trend 114781,8 81,2 1414,385 | 0,000
Exponencidlny trend 172089,127 84,9 2027,165 | 0,000
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Nasleduje porovnanie grafické, na obrdzkoch 8, 9, 10 a 11 vidime porovnanie zvolenej tren-
dovej krivky s pozorovanymi datami, ako bolo zrejmé z predchadzajicej analyzy, aj v grafoch
vidime, Ze medzi zvolenymi trendovymi krivkami nie st velké rozdiely. VSetky modely z velkej

Casti vystihuju charakter pozorovanych dat.
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Obr. 8: Cudzinci - kvadraticky trend, Zdroj: vlastny

Kvadraticky trend bez linearneho &lena
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—— pozorované data, — kvadraticky trend bez lineérneho &lenu

Obr. 9: Cudzinci - kvadraticky trend bez linedarneho ¢lena, Zdroj: vlastny
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Obr. 10: Cudzinci - exponencidlny trend, Zdroj: vlastny
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Obr. 11: Cudzinci - exponencidlny trend bez absolitneho ¢lena, Zdroj: vlastny
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Poslednym krokom analyzy bude spominand predikcia budicej hodnoty pre roky 2014,

2015. Skuto¢né hodnoty poctu cudzincov v predikovanych rokoch je
2014: 249,856, 2015:  260,04.

Predikované hodnoty spolu s reziduami oproti skuto¢nej hodnote sd pre kvadratické trendy uve-
dené v tabulke 13, tabul’ka tieZ obsahuje 95% intervaly spolahlivosti a 95% predikéné intervaly.
Pre pripomenutie, interval spolahlivosti je intervalom okolo strednej hodnoty veli¢iny, zatial ¢o

predik¢ny interval je interval, v ktorom sa sledovana veli¢ina nachéadza, nie len jej strednd hod-

nota.
Tab. 13: Cudzinci - predikcie - kvadratické trendy, Zdroj: vlastny
Kvadraticky trend Kvadraticky trend
bez linedrneho Clena

Predikcia (2014) 256,016 251,690
Reziduum 6,16 1,834

Dolnd medz 245,166 243,042
Interval spolahlivosti

Horna medz 266,865 260,337

Dolna medz 236,139 232,710
Predik¢ny interval

Horna medz 275,893 270,669
Predikcia (2015) 275,123 269,656
Reziduum 15,083 9,616

Dolnd medz 262,482 260,148
Interval spolahlivosti

Horna medz 287,764 279,164

Dolna medz 254,214 250,269
Predik¢ny interval

Horna medz 296,032 289,043

Z porovnania predikcii pomocou kvadratickych trendov prichddzame k zdveru, Ze kvadra-

ticky trend bez linedrneho ¢lena lepsie predpovedd vyvoj nami skimaného ¢asového radu.
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Dalej v tabulke 14 moZeme vidief porovnanie predikovanych hodndt pomocou exponen-
cidlnych modelov. Z dovodu nelinearity modelov neméme k dispozicii interval spolahlivosti

a predik&ny interval vzhl'adom k tomu, Ze tito moZnost nepontika pouzivany softvér.

Tab. 14: Cudzinci - predikcie - exponencidlne trendy, Zdroj: vlastny

Exponencidlny | Exponencidlny trend
trend bez absolitneho ¢lena
Predikcia (2014) 262,078 273,144
Reziduum 12,222 23,288
Predikcia (2015) 286,074 300,666
Reziduum 26,034 40,626

Z porovnania exponencidlnych modelov vidime, Ze exponencidlny trend s absolitnym cle-
nom ma presnejsiu predikciu ako exponencidlny trend bez absoliitneho ¢lena aj napriek tomu,
Ze tento ¢len bol v modele nevyznamny. AvSak v porovnani s kvadratickymi trendmi vykazuji
exponencidlne trendy globdlne nepresnejSie predikcie budiceho vyvoja. K opacnému zaveru
sme dospeli pri porovndvani na zdklade koeficientu determindcie.

MoZeme teda povedat, Ze vSetky zvolené modely vystihuji charakter skiimanej veli¢iny, ¢o
vidime aj z grafov 8, 9, 10, 11, a vol'ba najvhodnejsieho z modelov je podmienend zameranim

analyzy.
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4.3 Priklad 3: PRELETENE MILE - metéda kizavych priemerov

Miéme mesacné déta!? preletenych mil pasaZierov na vnitrostitnych letoch v Anglicku
od jula 1962 do méja 1972, viz. Priloha A.3. Mame teda ¢asovy rad so 117 pozorovaniami.
Pomocou softvéru Statistica budeme Casovy rad analyzovat, urobime dekompoziciu a o&istenie
radu metédou kizavych priemerov.

Po nacitani dat do programu Statistica, si ¢asovy rad vykreslime, pouZijeme spojnicovy graf,

ktory mozeme vidief na obrazku 12.
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Obr. 12: Preletené mile - pévodny casovy rad, Zdroj: vlastny

Na prvy pohlad mdZzeme pozorovaf silnii sezénnost. Preto bude nas$im d al§im krokom
sezdénne oclistenie ¢asového radu, ako bolo v tedrii uvedené, metdda kfzavych priemerov ndm
umoZiiuje aj odstranenie sezénnosti. Dal3iu analyzu budeme robif v programe Statistica. Zvo-
lime sez6nny rozklad, model zvolime aditivny a sezénne posunutie nastavime na hodnotu 12,
ked Ze mame mesacné ddta. Aditivny model volime z toho dévodu, Ze z grafu mdZeme pozoro-
vat nezavislost amplitidy sezonnej zlozky na drovni trendu.

Po sezénnom odisteni ziskame sezénnu zlozku, vidime na obrazku 13, d alej ziskavame tieZ
hodnoty kizavych priemerov. Ich porovnanie s povodnym cCasovym radom mdZeme ndzorne

vidiet v grafe 14.

12zdroj: [13]
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Obr. 13: Preletené mile - sezénna zlozka, Zdroj: vlastny

V tabulke 15 sd zaznamenané vypo&itané hodnoty sezénnej zlozky v jednotlivich me-
siacoch, tieto hodnoty st v milach, teda v rovnakych jednotkdch ako povodny Casovy rad,

vzhladom k tomu, Ze sme pouzili aditivnu dekompoziciu.

Tab. 15: Preletené mile - odhad sezénnej zloZky v jednotlivych mesiacoch, Zdroj: vlastny

Januar -33,0427
Februar -35,0427
Marec -18,6297
April -5,2538
Mij 9,2666
Jin 26,4888
Jul 50,7935
August 47,3916
September 27,4055
Oktober -7,9427
November -31,2459
December -30,1886
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MoZeme overif, sezénne vplyvy st v priebehu roku vykompenzované, to znamend, Ze tzv.

normaliza¢na podmienka je pre odhadnutd sezénnu zlozku splnend, plati teda

12
Z SZ[ =0.
t=1

Porovnanie pévodny rad a kizavé priemery
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Obr. 14: Preletené mile - povodny Easovy rad a kizavé priemery, Zdroj: vlastny

Zéaverom analyzy je vyrovnanie skimaného ¢asového radu preletenych mil, vysledkom
nie je analytickd funkcia, ako to bolo v predchddzajicich prikladoch s regresnou analyzou.
Dostdvame opit empirické vyjadrenie skiimaného vyvoja, av§ak vd aka oCisteniu od sezénnosti

sme ziskali trend, ktory popisuje globalne spravanie sledovanej veliciny.

4.4 Priklad 4: NEHODY - metéda kizavych priemerov

Miéme §tvriroéné déta!3 poctu dopravnych nehdd na cestich v éeskej republike od roku
2009 do roku 2016, viz. Priloha A.4. Casovy rad m4 32 pozorovani. Pomocou softvéru Statistica
budeme realizovai analyzu tohto asového radu, d alej urobime dekompoziciu a oCistenie radu
metédou kizavych priemerov.

Po nacitani ddt ¢asovy rad vykreslime, graf moZeme vidiet na obrdzku 15.

Bzdroj: [12]
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Obr. 15: Dopravné nehody - pdvodny ¢asovy rad, Zdroj: vlastny

Opit vidime sezénnost, aj ked nie takd vyrazni ako v predchddzajicom priklade. Aj
v tomto pripade zvolime sezénny rozklad, model bude znova aditivny a sezénne posunutie na-
stavime na hodnotu 4, vzhl'adom k $tvrironym ddtam.

Po sezénnom ocisteni ziskame dekomponovant sezénnu zlozku, ktord vidime na obrdzku
16, d alej ziskavame tieZ hodnoty kizavych priemerov. Ich porovnanie s povodnym Casovym
radom mdZeme nézorne vidief v grafe 17.
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Obr. 16: Dopravné nehody - sezénna zlozka, Zdroj: vlastny
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Hodnoty sezénnej zlozky v jednotlivych §tvrirokoch st zaznamenané v tabulke 16. Opit

mdZeme overif normalizaént podmienku, teda platnost rovnice

4
Z SZ[ =0.
t=1

Sezoénne vplyvy st teda v priebehu roku vykompenzované.

Tab. 16: Dopravné nehody - odhad sezénnej zloZky v jednotlivych $tvrtrokoch , Zdroj: vlastny

1. Stvrirok -2049,801
2. Stvrtrok 301,484
3. Stvrfrok 553,297
4. Stvrfrok 1195,020

Vysledny model tohto prikladu mdZeme vidief na obrazku 17, kde je tieZ porovnany s po-
zorovanymi hodnotami. Tento model sme ziskali metédou kizavych priemerov, vramci ktorej

bol rad oCisteny aj o sezénnu zlozku.
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Obr. 17: Dopravné nehody - pévodny Easovy rad a kizavé priemery , Zdroj: vlastny

Ako v predchddzajicom priklade, aj tu sme metédou kizavych priemerov dostali vyrovnanie

povodného Casového radu, ktorym sme odhalili globdlny charakter skiimaného javu.
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ZAVER

Préca sa zaoberala ¢asovymi radmi, ktoré uz sami o sebe nest mnoZstvo informécii o sprava-
ni a vyvoji pozorovaného javu v danom obdobi. Mojou tlohou bolo ich matematicko-Statistické
spracovanie a nasledujica analyza na zdklade teoretickych informécii o ich vlastnostiach a me-
tédach spracovania. Potrebné teda boli zrozumitelné a prehl'adné teoretické vychodiskd, ich
vysvetlenie a spracovanie bolo aj jednym z cielov tejto prace. Hlavnym cielom bola ndsledna

ilustracia metdd na prikladoch s redlnymi ddtami, analyza dat a predikcia budiceho vyvoja.

Prv4 kapitola bola zamerand na pricu s regresnym modelom. Je to jeden z doleZitych prvkov
Statistiky samotnej, ktory je univerzdlnym néstrojom v rdznych problematikach, nie len v oblasti
Casovych radov. Medzi zdkladné néstroje patri metdda najmensich $tvorcov, d alej je vyznamn4
teéria odhadov a testovanie Statistickych hypotéz, vd aka ktorym sme schopni stanovit kvalifi-

kované zdvery o tvrdeniach o predikénych modeloch aj predikcidch samotnych.

V druhej kapitole bol zavedeny pre pracu esencidlny pojem Casového radu a dalej boli
rozoberané jeho zdkladné vlastnosti a charakteristiky. Z dovodu Castych aplikécii ¢asovych ra-
dov v oblasti ekonémie, su spomenuté aj problémy, s ktorymi sa pri casovych radoch mézeme
stretnif. Z matematického hladiska tdto problematika nezohrdva tak vyznamni rolu. Koniec

druhej kapitoly bol venovany spdsobom analyzy ¢asovych radov, ktoré sa v praxi pouZzivaja.

Z uvedenych spdsobov bola praca zamerand prave na dekompozi¢né metddy, ktorymi sa za-
ober4 tretia kapitola. V tvode je pozornost venovand jednotlivych zlozkdm a typom modelov.
Nasleduje Cast orientovana na spdsoby modelovania trendu, kde je vyznamny popis trendovych
kriviek, ktoré sa v praxi pouzivajd. DoleZitou stcastou je taktieZ metoda kfzavych priemerov,
ktord predstavuje adaptivny pristup k vystavbe trendu ¢asového radu.

Posledna kapitola bola venovand spominanej aplikdcii dekompozi¢nych modelov na reél-
nych datach. Dva priklady boli sdstredené na pouzitie regresnej analyzy pri budovani modelu.
Dal3ie dva vyuZivali adaptivny pristup, uvedend metédu kizavych priemerov. Pri analyze a mo-

delovani ¢asovych radov bol vyuZivany program Statistica.
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A PRILOHY

A.1 Data Kk prikladu 1 - Populacia v Indii

ROK POPULACIA | ROK POPULACIA || ROK POPULACIA
1950 376,3252 1971 567,8051 1992 903,7496
1951 382,2056 1972 580,7988 1993 921,1075
1952 388,4088 1973 594,193 1994 938,4525
1953 394,9376 1974 608,0026 1995 955,8044
1954 401,7929 1975 622,2324 1996 973,1476
1955 408,9736 1976 636,8837 1997 990,4602
1956 416,4765 1977 651,9352 1998 1007,747
1957 424,2967 1978 667,339 1999 1025,015
1958 432,4276 1979 683,0325 2000 1042,262
1959 440,8623 1980 698,9656 2001 1059,501
1960 449,5955 1981 715,1052 2002 1076,706
1961 458,6267 1982 731,4438 2003 1093,787
1962 467,9621 1983 747,9863 2004 1110,626
1963 477,616 1984 764,7494 2005 1127,144
1964 487,6074 1985 781,7365 2006 1143,289
1965 497,9523 1986 798,9418 2007 1159,095
1966 508,6563 1987 816,3288 2008 1174,662
1967 519,7222 1988 833,8335 2009 1190,138
1968 531,161 1989 851,3747 2010 1205,625
1969 542,9839 1990 868,8907 2011 1221,156
1970 555,1997 1991 886,3487 2012 1236,687




A.2 Dita k prikladu 2 - Cudzinci v CR

ROK POCET ROK POCET
CUDZINCOV CUDZINCOV

1989 27,325 2003 80,844
1990 27,204 2004 99,467
1991 28,457 2005 110,598
1992 29,145 2006 139,185
1993 31,072 2007 157,512
1994 33,164 2008 172,191
1995 39,242 2009 180,359
1996 46,388 2010 188,952
1997 56,797 2011 196,408
1998 64,352 2012 212,455
1999 66,754 2013 236,557
2000 66,855 2014 249,856
2001 69,816 2015 260,04
2002 75,249

il




A.3 Data Kk prikladu 3 - Preletené mile

MESIAC | MILE || MESIAC | MILE || MESIAC | MILE
1962-07 | 101,6 || 1964-07 | 123,5 || 1966-07 | 157.8
1962-08 | 101,5 || 1964-08 | 127.4 || 1966-08 | 1442
1962-09 | 84,3 1964-09 | 106,2 | 1966-09 | 121,6
1962-10 | 51 1964-10 | 73,2 1966-10 | 82,6
1962-11 | 38,5 1964-11 | 51,2 1966-11 | 60,3
1962-12 | 33,7 1964-12 | 55,9 1966-12 | 65,3
1963-01 | 32,2 1965-01 | 53,3 1967-01 | 64,8
1963-02 | 33,1 1965-02 | 53,2 1967-02 | 61,5
1963-03 | 48,1 1965-03 | 66,8 1967-03 | 84,8
1963-04 | 63,2 1965-04 | 86,6 1967-04 | 91,5
1963-05 | 71,5 1965-05 | 93,7 1967-05 | 112,7
1963-06 | 94,1 1965-06 | 111,7 | 1967-06 | 129,9
1963-07 | 109,4 | 1965-07 | 1404 || 1967-07 | 157,7
1963-08 | 1139 | 1965-08 | 1344 || 1967-08 | 153,5
1963-09 | 92,9 1965-09 | 116,9 || 1967-09 | 133.8
1963-10 | 61,8 1965-10 | 77,8 1967-10 | 92,5
1963-11 | 46 1965-11 | 53,4 1967-11 | 62,5
1963-12 | 47,9 1965-12 | 58,3 1967-12 | 61,5
1964-01 | 44,9 1966-01 | 58,7 1968-01 | 60,6
1964-02 | 45,5 1966-02 | 56,1 1968-02 | 59,6
1964-03 | 61,1 1966-03 | 73,4 1968-03 | 74,2
1964-04 | 69,5 1966-04 | 88 1968-04 | 88
1964-05 | 86,1 1966-05 | 105,5 | 1968-05 | 103,1
1964-06 | 99,2 1966-06 | 132,6 || 1968-06 | 128.4

il




MESIAC | MILE | MESIAC | MILE || MESIAC | MILE
1968-07 1549 1969-11 74,1 1971-03 86,2
1968-08 147,1 1969-12 72,2 1971-04 99,3
1968-09 123,4 1970-01 70,6 1971-05 111,6
1968-10 85,1 1970-02 66,8 1971-06 124,5
1968-11 66,4 1970-03 81 1971-07 149,6
1968-12 65,4 1970-04 95,7 1971-08 143,3
1969-01 64,2 1970-05 114,5 1971-09 131,3
1969-02 55 1970-06 124 1971-10 100,4
1969-03 74,5 1970-07 149,1 1971-11 70,9
1969-04 92,6 1970-08 149 1971-12 76,4
1969-05 110,5 1970-09 131,8 1972-01 76,8
1969-06 122,5 1970-10 100,9 1972-02 68,8
1969-07 146,8 1970-11 71,6 1972-03 90,5
1969-08 149,5 1970-12 76,8 1972-04 102,6
1969-09 127,5 1971-01 63,6 1972-05 128,3
1969-10 96,5 1971-02 68,1

v




A.4 Data Kk prikladu 4 - Dopravné nehody

STVRTROK | POCET NEHOD || STVRTROK | POCET NEHOD
2009-01 17726 2013-01 19505
2009-02 18080 2013-02 20961
2009-03 18758 2013-03 21649
2009-04 20251 2013-04 22283
2010-01 17095 2014-01 18529
2010-02 18930 2014-02 21802
2010-03 19685 2014-03 22712
2010-04 19812 2014-04 22816
2011-01 15914 2015-01 20061
2011-02 18954 2015-02 23635
2011-03 19572 2015-03 24220
2011-04 20697 2015-04 25151
2012-01 18745 2016-01 22052
2012-02 20345 2016-02 25407
2012-03 20541 2016-03 25454
2012-04 21773 2016-04 25951




