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Podékovani

Dékuji svému vedoucimu préace za velmi rychlou pomoc pfi mych problémech a za to, zZe na
meé celou dobu pozorné dohlizel.






Anotace

Bakalarska prace se zaméfuje na demonstraci pojmu z teorie grup na Rubikové kostce.
V préaci je samotnd grupa Rubikovy kostky zavedena, véetné popsdni otaceni Rubikovou
kostkou. Res{ se, kolik moznyrch rozlozeni tohoto hlavolamu existuje, pokud umoznime roz-
lozeni na dily a zpét. Zkoumame, jakou Cast téchto rozlozeni se da slozit a jak je odlisime.
Pomoci nalezenych vlastnosti této grupy se pak hleda algoritmus, ktery vede ke slozeni
Rubikovy kostky.

Klicova slova: Rubikova kostka, grupa Rubikovy kostky, akce grupy, orbita grupy

Anotation
Title: Rubik’s cube group

The Bachelor Thesis focuses on the demonstration of concepts from group theory on a Ru-
bik’s cube. The thesis introduces the Rubik’s cube group itself, including a description
of rotations of the Rubik’s cube. It discusses how many possible configurations of this
puzzle exist, if we allow for decomposition into pieces and back. It then examines what
fraction of these configurations are solvable, using the properties found for this group. An
algorithm that leads to the composition of the Rubik’s cube is found.
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1 Uvod

Pro svou bakalaiskou praci jsem si vybral téma "Grupa Rubikovy kostky". Jako nadseny
fesitel tohoto hlavolamu jsem se naucil nékolik sekvenci algoritmu, které vedou k feseni Ru-
bikovy kostky, nicméné vSechny jsem se mechanicky ucil bez toho, abych rozumél vyznamu
jednotlivych krokti. Proto jsem se rozhodl podivat se na Rubikovu kostku z pohledu teorie
grup a vyuzit mé poznatky k pochopeni naucenych algoritmi, jejich optimalizaci a v idedl-
nim ptipadé i vymyslenim vlastniho algoritmu, pomoci kterého Rubikovu kostku vytesim.
Dale budu zkoumat, kolik riznych rozlozeni Rubikovy kostky miuze existovat, zda je mozné
hlavolam vzdy slozit, pripadné jak blizko se lze k vyteseni dostat. Dalsim cilem prace je
predstavit Rubikovu kostku jako didaktickou pomucku vhodnou k realné demonstraci jinak
pomérné abstraktnich pojmi z algebry.

Pr1i psani této prace predpokladame, Ze ¢tenar zna zakladni pojmy z Algebry jako matice,
grupa, permutace, a jiné. Vychézime zejména z J. Chena [1], ktery ndm slouzi jako kostra
naseho badani. V prvni kapitole si nejprve zavedeme a ukazeme na piikladech dalsi pojmy
z algebry, jako napriklad akce grupy na mnoziné, které budeme v praci vyuzivat. Poté se
jiz vrhneme na samotnou Rubikovu kostku, ve které si oznac¢ime jednotlivé strany, pozice
a diléi kostky. Tato oznaceni pak shrneme do jednoho pojmu jako konfiguraci Rubikovy
kostky. Déle si zavedeme grupu Rubikovy kostky, Sest zakladnich pohybti a jejich kombinace.
Spocitame pocet vsech moznych konfiguraci Rubikovy kostky a uréime, zda lze vsechny tyto
konfigurace slozit, poptipadé jak je odlisime od téch, co nelze do slozené konfigurace prevést.
V predposledni kapitole pak nalezneme pomoci permutaci jednotlivych pohybu algoritmus
pro slozeni Rubikovy kostky. Zavérem nalezneme mnozinu konfiguraci, které jsou blizké
slozené konfiguraci a zaroven libovolnou konfiguraci dokazeme prevést do jedné z nich.

O Rubikovu kostku se védci zajimaji pomérné dlouho. Pomoci pocitace dokazali urcit,
ze kazdou konfiguraci lze slozit do dvaceti tahu. Nas algoritmus pravdépodobné nebude
ani zdaleka tak efektivni, nicméné mél by byt pomérné jednoduchy a opreny o algebraické

vypocty.



2 Akce grupy na mnoziné

Akce grupy na mnoziné nam mohou poslouzit ke studovani Rubikovy kostky. Nejprve si
ovsem musime zavést nékolik zakladnich pojmi souvisejicich s akei grupy na mnoziné a které
budeme vyuzivat.

Definice 2.1 Necht G je grupa a X neprizdnd mnozina. Pak zobrazeni - : G x X — X
nazgvame levou akci (pusobenim) grupy G na mnoziné X, pokud plati:

1. V1,90 € GVz € X : g1 - (92 - ) = (9192) - z,
2.Vee X :1-x =z, kde 1 je neutrdlni prvek G.

Zobrazeni o : G x X = X nazgjvdme pravou akci grupy G na mnozine X, pokud plati:
1. Vg1,92 € GVx € X : g2+ (91 - 7) = (9192) - T,

2.Vre X :1-x ==z, kde 1 je neutrdlni prvek.

Definice 2.2 Levou akci grupy na sebe rozumime zobrazeni L : G X G — G dané predpisem
Y9192 € G, L(g1, 92) = g192- Pravou akci grupy na sebe rozumime zobrazeni R: G x G — G
s predpisem Yg1, 92 € G, R(g1, g2) = 9291 -

Pro tcely této prace budeme pracovat pouze s levymi akcemi grupy na mnoziné, pro pravé
akce grupy na mnoziné jsou postupy a vysledky analogické.

Definice 2.3 Jddrem akce grupy G na mnoziné X rozumime mnozinu
J={geG:VreX,g-x=uz}.

Pokud J je jednoprvkovd mnozZine, pak rikdme, Ze akce je efektivni. Je-li x € X pevné
zvoleny prvek, pak mnoZinu {g € G,g-x = x} nazgvdme stabilizator proku © a znacime G.

Plati, ze jadro akce je prinikem vsech stabilizatort.

Definice 2.4 Orbitou prvku x € X rozumime mnozinu O, = {g-x,g9 € G}. MnoZinu vSech
orbit znacime X /G, nazgvime ji také jako faktorovd mnozina.

Definice 2.5 Rikdme, e grupa G md tranzitivni akci na X, pokud pro kazdé z,y € X
existuje g € G takové, Ze g - x =y, tj. pokud akce G na X md pouze jednu orbitu.

Véta 2.1 Grupa G pusobi na sebe tranzitivné.
Diuikaz: Necht g, h € G. Potom uvazujme prvek hg~! € G a plati

(hg~")g =h(g~'g) = h.

O
Pro libovolnou grupu G uvazujme jeji podgrupu H. Potom existuje prirozena akce grupy
H na mnoziné G a mnozina orbit této akce je pravé mnozina levych t¥id G/H.

Véta 2.2 Necht akce grupy G ma mnozinu X je tranzitivni. Pro libovolny, pevne zvoleny
prvek x € X pak plati X = G/G,.



Dikaz: Nasim cilem je sestrojit bijekci X — G/G,. Dokazme nejprve nasledujici tvrzeni:
necht g, h € G. Jestlize ¢G, = hG,, pak gz = hx. Uvazujme, ze ¢G, = hG,. Proto g € gG,
a tedy g € hG,. Pak g = ha pro néjaké a € G,. Potom

gr = (ha)x = h(az) = hx.

Muzeme definovat zobrazeni f : G/G, — X predpisem f(¢9G,) = gz. Ukazme, ze zobrazeni
je bijekct:

o fjeinjekei: Necht pro g, h € G plati f(9Gz) = g(hGy). Tedy plati, ze gxr = hz. Potom
h=lgr =z a h~lg € G,. Pak hG, = h(h~1¢gG,) = 9gG, a hG, = gG,. Zobrazeni f je
tedy injekci.

o fjesurjekce: prvky X jsou tvaru gz, g € G. Zrejmé plati f(gG,) = gx a f je surjekei.

Je-li f injekci a surjekci, pak je i bijekci a vétu jsme dokéazali. ([
Primym dusledkem této véty je nasledujici tvrzeni: Plisobi-li G na mnoziné X, pak plati
0, =G/Gy.

Pro ujasnéni pojmu si uvedme nékolik prikladu z praxe:

1. Zvolme X = R? dvourozmérny prostor a grupu G = S! jako grupu vsech rotaci
o thly ¢ € [0,27) se stfedem v pocatku souradnic. Akei grupy S na mnoziné R? pak
rozumime zobrazeni S' x R? — R?, které nam kazdy bod roviny oto& o uréity thel se
stfedem v pocatku souradnic. Stabilizatorem pocatku souradnic zg = 0 je celd grupa
rotaci Gy = S, stabilizdtorem libovolného jiného bodu = # 0 je pouze identita, tj.
G, = {0}. Mnozinou véech orbit R?/S! je po¢atek souiadnic a mnozina viech kruznic
se stfedem v po¢atku soufadnic a libovolnym polomérem. S' déle nem4 tranzitivni
akci, pro kazdé dva body z,y € R? s riznou vzdalenosti od po¢atku neexistuje otoceni
g € St takové, 7e gz = y.

2. Necht X = R? je rovina a grupa G = R? grupa vSech volnjych vektori v roviné.
Akei grupy R? na mnoziné R? rozumime zobrazeni, které ndm posouva prvky = € R?
o vektory g € R2. Jadrem akce grupy R? na R? bude jednoprvkova mnozina obsahujici
nulovy vektor. Stabilizatorem libovolného prvku z € R? bude opét jednoprvkova
mnozina s nulovim vektorem. Pro kazdé dva prvky z,y € R? existuje vektor g € R?
takovy, ze g - ¢ = y, R? mé tedy jednu orbitu a je tranzitivni akci. Pro kazdy prvek
x € R? existuje pravé jeden prvek g € R?, pro ktery g-0 = z. Mizeme tedy ztotoznit
mnozinu bodi roviny s mnozinou vsech volnych vektoru v roviné.

3. Zvolme X = R? a G grupu izometrif, které zachovavaji orientaci. Ta je generovina
mnozinami vsech posunuti a rotaci, tj. G = (R?,S'). S grupou rotaci se stiedem
v poc¢atku S' miuzeme ztotoznit grupu G, vsech rotaci se stfedem v z, tj. G, = S'.
Stabilizatorem kazdého prvku x € R? je mnozina vSech rotaci se stfedem v bodé x.
Jadrem akce je prunik vSech stabilizatori, coz je pouze identita. Akce grupy G je
tranzitivni, mnozina orbit obsahuje pouze jeden prvek. Tedy plati R? = G/S*.

4. Necht X = R jsou vSechna realnd ¢isla a necht G = (Z, +). Akei grupy Z na mnoziné
R rozumime zobrazeni - : ZX R - R :Vg € Z,Vx € R: g-x = x + g. Jadro akce
grupy Z na R obsahuje pouze nulu, Vr € R : x + 0 = x. Stabilizatorem libovolného
realného ¢isla je opét jednoprvkova mmnozina obsahujici nulu. Orbitou prvku z € R
bude mnozina O = {...,z — 2,z — 1,z,z+ 1,2+ 2,...}. Libovolné dva prvky z [0, 27)



patii do riuznych orbit a zéroven kazd4 orbita ma neprazdny prunik s [0, 27), mnozinu
vSech orbit muzeme tedy uvazovat jako interval G/X = [0,27). Z tedy nemd na R
tranzitivni akci.

. Uvazujme vektorovy prostor V. Déle necht X je mnozina vsech nedegenerovanych,
symetrickych bilinedrnich forem b a G = GL(V) = {f : R" — R™; { je izomorfismus}.
Akci grupy G na X pak rozumime zobrazeni

fb(fb)(‘/th):b(f‘/lvaQ)avla‘/Q eV

Zvolme bézi eq,eo, ..., e, vektorového prostoru V. Potom miizeme bilinedrni formu b
vyjadrit jako matici B, pro kterou Bj; = b(e;, e;). Déale mizeme nalézt matici fB
akce grupy fb, fB = ABAT, kde A je matici f. Prvky fB jsou pak tvaru (fB)ij =
(fb)(es,e5) = b(fes, fej). Ziskali jsme vyjadieni matice fB v bazi fey,...fey,, oznacme
prvky této baze jako fi, ..., fn. fb ma tedy v bazi ey, ..., ey stejnou matici fB jako ma
b matici B v bazi fi,..., fn. Tedy existuji p,q € N a f;, pro kterd v bazi fi,..., f, je
b(fi, fj) = €idij, kde e, =1 prol <i<pae=—1prop+1<i<p+q. Signaturou
matice B je pak usporddana dvojice (p, q). Bilinearni formy by, be lezi ve stejné orbité
praveé tehdy, kdyz maji stejné signatury. Signatury mohou byt nasledujici:

(n,0),(n —1,1),...,(1,n —1),0,n).

Ziskdvame n + 1 ruznych moznych tvart signatur, mnozina X /G tedy obsahuje n + 1
orbit. Akce G na mnoziné forem signatury (p, q) je tranzitivni. Tedy pokud zvolime li-
bovolnou pevnou bézi dy, ..., d,, v kazdé orbité existuje bilinearni forma b, jejiz matice
je tvaru b(d;, d;) = €;0;5, kde g = 1prol <i <pae = —1prop+1 <i<p+gq. Tato
matice je pak kanonickym prvkem dané orbity. Stabilizatorem kanonického prvku
By = E, je mnozina Gy, = {f € GL(V) : f-by = bg}. O(V, by) = O(n) je ortogonalni
grupou. Orbita Op, = GL(n,V) - by je pak mnozina vSech pozitivné definovanych
symetrickych bilinedrnich forem. Tedy Oy, = GL(n,V)/ O(n).



3 Konfigurace Rubikovy kostky

3.1 Zavedeni oznaceni Rubikovy kostky

Abychom mohli s Rubikovou kostkou pracovat, musime si nejprve zavést jeji konfiguraci.
Diky tomu pak budeme schopni jednoznacné urcit, v jakém stavu se Rubikova kostka na-
chazi a jak se zméni jeji pozice pii jednotlivych pohybech, coz nam pak pomtze nejen nalézt
algoritmy pro jeji slozeni, ale také pocet vSech moznych konfiguraci.

Rubikova kostka se sklada z 26 viditelnych ¢asti. A¢ ¢asti Rubikovy kostky nejsou krych-
lemi, v této praci je za krychle budeme povazovat a nazyvat dil¢imi kostkami. Tyto dil¢i
kostky lze rozdélit na Sest stfedovych, nachazejicich se ve stiedech jednotlivych stén, u kte-
rych je viditelna pravé jedna obarvend sténa. Déale pak z dvanacti hranovych, umisténych
ve stfedech jednotlivych hran, s dvéma viditelnymi, rizné barevnymi sténami. Posledni
skupinu tvori osm rohovych kostek, které maji t¥i viditelné stény obarvené tfemi riznymi
barvami.

Pojmenujeme-li si jednotlivé stény kostky podle jejich umisténi vici stredu kostky jako
u (up - horni), d (down - spodni), I (left - leva), r (right - pravd), f (front - pfedni), b (back
- zadni), dokdzeme pak dil¢i kostky pojmenovat podle stén, ve kterych se nachéazi.

Obrazek 1: Rubikova kostka s oznacenymi stranami a s oc¢islovanymi hranovymi a rohovymi
kostkami.

3.2 Stredové kostky

Stredové kostky se nachazi v jedné sténé, proto jsou oznacCeny jednim pismenem stény,
ve které se nachdzi. Mnozinu stfedovych kostek oznacime jako S = {u, f,l,r, f, b}, viz obra-
zek 1. Tyto kostky ndm pomé&haji pojmenovavat ostatni kostky a orientovat se v pozicich,
které jednotlivé kostky zaujaly po otaceni kostkou. Pii libovolném pohybu se jejich poloha
neméni, nemaji tedy pro nas vyraznéjsi vyznam.

3.3 Hranové kostky

Hranovych kostek je celkem dvanact, ocislujeme je Cisly 1 — 12, viz obrazek 1. Déle po-
jmenujeme jednotlivé hranové kostky dvéma pismeny podle stén, ve kterych se nachazi.
Napriklad kostka oznacend ¢islem 1 bude pojmenovana jako uf, jelikoz se nachazi v predni
a horni sténé zaroven. Umisténi jednotlivych hranovych kostek budeme zaznamenavat jako
permutaci mnoziny {1, ..., 12}, kterou oznac¢ime jako 7. Naptiklad pro sloZzenou konfiguraci



bude 7 = e, po otoceni horni stény o 90° ve sméru hodinovych ruci¢ek bude
7=U= (uf,ul,ub,ur) = (1,4, 3,2).

U hranovych kostek musime rozliSovat i jejich natoceni, tj. spin kostky. Rubikova kostka
mi jinou konfiguraci, pokud jsou dil¢i hranové kostky na svych mistech, ale nesedi barevné.
Proto u hranovych kostek zavedeme dvé mnoziny H a H', pficemz pokud bude konfigurace
kostky z H, budeme uvazovat spin 0, pokud z H’, uvazujeme spin 1. Prvky mnoZiny H
muzeme zvolit i jinak, u spinu ndm jde zejména o to, kdy se méni z jedné pozice do druhé,
tj. kdy se kostka oto¢i o 180°. Mnoziny H a H' tedy obsahuji nasledujici prvky:

H = {uf,ul,ub,ur,df,dl,db,dr, fl, fr,bl,br},
H' = {fu,lu,bu,ru, fd,Id,bd, rd,l1f,rf,1b,rb}.

Spin jednotlivych hranovych kostek budeme zaznamenavat do usporddané dvanactice y.
Pro slozenou konfiguraci bude y = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

3.4 Rohové kostky

Rohovych kostek je osm, ozna¢me je &isly 1—8, viz obrazek 1. Jednotlivé rohové kostky pak
budeme oznacovat tfemi pismeny, jelikoz zasahuji do t¥{ stén. Naptiklad kostka s ¢islem 1
bude pojmenovana jako ur f, jelikoz se nachazi v horni, pravé a predni sténé. Umisténi jed-
notlivych rohovych kostek budeme zaznamendvat do permutace mnoziny {1, ...,8}, kterou
budeme znacit o. Naptiklad pro slozenou konfiguraci bude ¢ = e, po otoc¢eni horni stény
0 90° ve sméru hodinovych rucicek bude

o=U = (urf,ufl,ulb,ubr) = (1,4,3,2).

Stejné jako u hranovych kostek, i u téch rohovych musime zavést jejich spin. Rohové
kostky maji celkem tfi moznosti spinu - naptiklad kostku ur f mizeme zapsat také jako fur
nebo rfu. Prvky puvodni grupy zvolime tak, aby za¢inali pismeny z horni/spodni stény,
tj. u nebo d, ale opét nam jde o relativni otoceni zpusobené danym pohybem, tj. jestli
kostka spin zachovd nebo se otoc¢i o 120° resp. o 240°. V piipadé posunu o 120° zvysime
spin o jedna, v pripadé posunu o 240° spin zvysime o dva a zapiSeme jako zbytek po déleni
tfemi. U rohovych kostek zavedeme 3 mnoziny R, R’ a R” jako

R = {urf,ufl,ulb, ubr,dfr,dlf,dbl,drb},
R' = {fur,luf,bul, rub,rdf, fdl,ldb, bdr},
R" = {rfu, flu,lbu, bru, frd,lfd,bld, rbd}.

Spin zaznamenavame do uspoirddané osmice x. Pro slozenou konfiguraci bude
x =(0,0,0,0,0,0,0,0).

Mame-li popsané usporadani a spiny hran a rohti, zavedeme konfiguraci Rubikovy kostky
jako usporadanou ¢tveftici (o, 7, z,y).



4 Zavedeni grupy Rubikovy kostky

Diléi kostky Rubikovy kostky jsou obarveny na celkem 54 stranach. Oznac¢me obarvené
strany stfedovych kostek podle stény, ve které se nachazi, pismeny u, d, b, f, [, r. Tyto kostky
nemeéni vzajemnou polohu, nemusime tedy uvazovat jejich prohazovani. Zbyvajici strany
o¢islujeme prvky z mnoziny C' = {1,2,...,48}, viz obrazek 2. Kazda konfigurace Rubikovy
kostky pak bude prvkem symetrické grupy (Sys,*). Stejnym zpusobem oznacéime i pozice
v prostoru v ramci Rubikovy kostky, ty se bez ohledu na rozlozeni Rubikovy kostky neméni.
Pomoci téchto pozic budeme definovat jednotlivé pohyby Rubikovy kostky.

01]02]03 25 (26|27
08| u |04 32| d |28
0706 |05 313029

Obrazek 2: Sit Rubikovy kostky.

Definice 4.1 Zdkladni pohyby Rubikovy kostky jsou takové permutace mnoziny C, kterych
dosdhneme otocenim jedné strany Rubikovy kostky o 90° ve smeru hodinovich rucicek:

U = (1,3,5,7)(2,4,6,8)(11,41, 23,37)(12, 42, 24, 38)(13, 43, 17, 39),

D = (25,27,29,31)(26, 28, 30, 32)(19, 45, 15, 33
L =(9,11,13,15)(10, 12, 14, 16)(1, 41, 29, 33)
R = (17,19,21,23)(18, 20, 22, 24)(3, 35, 31, 43)(4, 36, 32, 44)(5, 37, 25, 45),
F = (41,43, 45, 47)(42, 44, 46, 48)(5, 21, 29, 13)(6, 22, 30, 14)(7, 23, 31, 15),
B = (33,35, 37,39)(34, 36, 38, 40)(1, 9.25, 17)(2, 10, 26, 18) (3, 11, 27, 19).

(20,46, 16,34)(21, 47,9, 35),
( ( 8,48,28,40)(7, 47,27, 39),
) )

—_ = =

Pohyby inverznimi k zakladnim pohybum rozumime permutace mnoziny C, které dosdhneme
otocenim dané strany Rubikovy kostky o 90°proti sméru hodinoviych rucicek.

Obrazek 3 a obrazek 4 nam znazornuji, jak jednotlivé zdkladni pohyby pusobi na rohové,
resp. hranové kostky. Jednotlivé kostky zde jsou oznaceny stejnym zpusobem, jako v kapi-
tole 3.

Definice 4.2 Pohybem M Rubikovy kostky rozumime sekvenci zdkladnich pohybi.

Slozené pohyby budeme zapisovat pomoci jejich poradi, v jakém jsou provadény, piipadné
jako slozeni jednotlivych pohybu, které vykonavame zprava doleva. Pro priklad si uvedme
slozeny pohyb M = URD = D-R-U, ktery vykoname postupnym provedenim pohybu U, R
a D v tomto potfadi. Pomoci zédkladnich pohybt pak definujeme samotnou grupu Rubikovy
kostky.
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Obrazek 3: Zména postaveni rohovych kostek po provedeni zakladnich pohybu

Definice 4.3 Grupa Rubikovy kostky G je podgrupa (Sas,*) generovand mnozinou zdklad-
nich pohybu
S={U,D,R,L,F, B},

tji. G = (S). Prvky G nazgvdame povolené konfigurace Rubikovy kostky.
Definice 4.4 Neutralni prvek e grupy G nazgvdme sloZenou konfiguraci.

Slozenou konfiguraci lze vidét na obrazku 5. Konfiguraci jednotlivé kostky miizeme vy-
jadrit i pohybem provedenym na zékladni konfiguraci. Pohyb bychom mohli uvazovat jako
vektor ve vektorovém prostoru, oproti tomu konfigurace predstavuje v daném prostoru sta-
ticky bod. Stejné jako napifklad v R? miizeme séitat vektory, zde lze obdobnym zptisobem
sklddat jednotlivé pohyby. Na jednotlivé konfigurace pak mizeme tyto pohyby aplikovat
podobné, jako aplikujeme vektory na body prostoru R2.

Pokud bychom Rubikovu kostku rozlozili na jednotlivé dily a néasledné ndhodné slozili
zpét, nemusime ziskat povolenou konfiguraci (napf. g € Sys,9 = (1,11,39) neni povolenou
konfiguraci, vychézime ze zdvéru v kapitole o povolenych konfiguracich). Zavedeme si tedy
grupu, kterd nam bude zahrnovat i tyto pripady:

Definice 4.5 Zobecnénd grupa Rubikovy kostky X je takovd podgrupa Sis, jejimiz proky
jsou vsechny prvky Sis, které je mozné ziskat rozloZemim Rubikovy kostky na dily a jejim
zpéetngm sestavenim. Prvky X nazgvdme zobecnéené konfigurace Rubikovy kostky.

Prvky X ndm umoznuji libovolné permutace rohovych, resp. hranovych kostek a libovolnou
zménu jejich spini, nezavisle na ostatnich kostkach. Grupa G je zfejmé podgrupou X.



Obrazek 4: Zména postaveni hranovych kostek po provedeni zakladnich pohybu

Obrazek 5: Slozena konfigurace Rubikovy kostky

Definice 4.6 Vandalskym prvkem zobecnéné grupy Rubikovy kostky X rozumime prvek
mnoziny X \ G. Mnozinu X \ G nazgvime vandalskou mnoZinou grupy X.

V nasledujici sekci se podivame na to, které prvky grupy X jsou prvky podgrupy G a které
jsou prvky vandalskymi.



5 Povolené konfigurace

5.1 Vsechny konfigurace Rubikovy kostky

Nyni se zamérime na to, kolika rtiznych konfiguraci miize Rubikova kostka dosdhnout a které
konfigurace (o, 7,x,y) jsou povolenymi konfiguracemi, tj. jestli existuje pohyb M € G,
kterym z pivodni konfigurace dosdhneme zakladni konfigurace (e,e,0,0).

Rubikova kostka se skldda z 6 stfedovych, 12 hranovych a 8 rohovych kostek. Prove-
denim libovolného pohybu M € G se nam nemiizou hranové kostky stat rohovymi a nao-
pak. Zaroven M neméni pozici stiedovych kostek, méni pouze umisténi a spiny hranovych
a stiedovych kostek. Hranové kostky mohou byt v libovolném poradi rozmistény na hranové
pozice 1 — 12, tj. existuje 12! moznosti jejich rozmisténi. Déle kazd4 z nich miize mit spin 0
nebo 1, tedy 2'2 moznych rozmisténi zohlediiujicich spin. Rohové kostky maji, obdobné jako
u kostek hranovych, 8! riiznych rozmisténi (8 kostek obsazuje 8 pozic) a 3% moznych kom-
binaci jejich spini (kazdd rohovy kostka muze mit spin 0,1 nebo 2). Celkem tedy existuje
12!-212.81. 3% zobecnénych konfiguraci Rubikovy kostky, tj.

|X| =12!-212.81.3% =5 19.10%.

A¢ vsechny tyto konfigurace mohou existovat, ne vSech muzeme dosdhnout pomoci po-
hybu kostky M € G. Naptiklad konfigurace na obrazku 6, ktera ma vsechny kostky spravné
umistény a od zékladni konfigurace se lisi spinem jedné hranové kostky, tj. y = (1, 0,0, ..., 0),
nelze dosdhnout, museli bychom Rubikovu kostku rozebrat na dily a znovu vhodné seskla-
dat.

Obrazek 6: Nepovolena konfigurace Rubikovy kostky

5.2 Popis povolenych konfiguraci

Definice 5.1 Povolenou konfiguraci rozumime takovou konfiguraci (o, 7,xz,y), pro kterou
existuje pohyb M € G wvddéjici Rubikovu kostku do zdkladni konfigurace (e,e,0,0).

Pocet povolenych konfiguraci Rubikovy kostky ziskdme pomoci nasledujici véty:

Véta 5.1 Konfigurace je povolend pravé tehdy, kdyz > y; = 0(mod2), > x; = 0(mod 3) a
sgno = sgn .

Dukaz: Nejprve se podivejme na to, jak ndm jednotlivé pohyby méni spin jednotlivych

kostek: Kazdy pohyb nam méni spin rohovych kostek jednim ze dvou zptisobi, viz tabulka 1.
U pohybtu U a D spin zachové, u zbylych pak zméni spin dvou kostek o 1 (nato¢i je o 120°)

10



Pohyb | ¥’ y’

e (0,0,0,0,0,0,0,0) | (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
U (0,0,0,0,0,0,0,0) | (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
D (0,0,0,0,0,0,0,0) | (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
B (0,1,2,0,0,0,2.1) | (0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,1)
F ( ) | ( )
R ( ) | ( )
L ( ) | ( )

2,0,0,1,2,1,0,0) | (1,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0
0,0,1,2,1,0,0,2) | (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
1,2,0,0,0,2,1,0) | (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

Tabulka 1: Zmény spint po provedeni zakladnich pohybi

spinl | +1 | +1 | +1] +1 [+1] +1 | 2| -2 )
spin2 +1 +1 +1 -2 -2 -2 -2 -2 -2
spind +2 +2 -1 +2 +2 -1 +2 +2 -1
spind | 42 IS S T s S R S 1
z zi+6 | x;+3 | x; |2 +3| 2 |zi—3)| z |xi—3 | x;—6

Tabulka 2: Mozné zmény souctu spint rohovych kostek po provedeni zakladniho pohybu

a spin dvou kostek o 2 (natoci je o 240°). U kostek hranovych je situace jesté jednodussi,
kazdy pohyb nam spin mutze zachovat nebo ndm zvysi spin ¢tyr kostek o 1. Uvazujme soucet
spini hranovych kostek > y;. Kazdy pohyb ndm spin hranovych kostek zachovd, pripadné
pricte ke ¢tyfem slozkdm y1mod 2, tj. spin o 1 zvysi (spin 0 se zméni na 1) nebo o 1 snizi
(spin 1 se zméni na 0). Mohou tedy nastat tyto pripady:

o spin ¢tyT kostek se zvysio 1: Yyl =y + 4.

o spin t¥{ kostek se zvysi o 1, spin jedné kostky se o 1 snizi: >yl = > y; + 2.
« spin dvou kostek se zvysi o 1, spin dvou kostek se snizi o 1: Yyl = > v;.

o spin jedné kostky se o 1 zvysi, spin t{ kostek se o 1 snizi: >yl = > y; — 2.
o CtyT kostek se snizf o 1: Yyl = >y, — 4.

Ve vSech pfipadech Y y;,= > yi(mod2). V zdkladni konfiguraci je Y y; = 0(mod?2),
pro vSechny povolené konfigurace bude tedy »_ y; = 0(mod 2).
nebo zvysit spin dvou kostek o 1 a dalsich dvou kostek o 2 mod 3. ZvysSeni spinu o 1 mod 3
nam tedy soucet > x; zvysi o 1, nebo snizi o 2. Zvyseni spinu 0 2 mod 3 ndm > z; zvysi o 2,
nebo snizi o 1. Zde muze nastat pripadu vice, nalezneme je popsané v tabulce 2. Ve vSech
pripadech Y z;,= > 2/ (mod 3). V zdkladni konfiguraci je > x; = 0(mod 3), vSechny povo-
lené konfigurace tedy musi spliiovat podminku ) z; = 0(mod 3).

Zbyva nadm ukazat platnost posledni ¢asti tvrzeni. Uvazujme konfigurace (o, 7,z,y)
a (o, 7,2 y) = (o,7,2,y) - M, kde M je pohyb. Ozna¢me sgno,,, sgn T, znaménka per-
mutaci o a 7 po provedeni pohybu M o n zdkladnich pohybech. Pro kazdy zakladni pohyb
jsou o1 i 7 Ctyreykly, plati tedy

sgnoy =sgnty = —1.
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Pro pohyb M pak plati
sgno, =sgnt, = (1), (sgno,)(sgnt,) = (-1)*" = 1.
Tedy

(sgno’)(sgn7') = (sgno)(sgnt) -1 = (sgno)(sgn 7).

Pro zékladni konfiguraci plati (sgno)(sgn7) = (sgne)(sgne) = 1, pro kazdou povolenou
konfiguraci (o, 7, z,y) plati (sgno)(sgn7) = 1 a tudiz sgno = sgn 7. O

Pomoci této véty jsme ukéazali, ze pouze % ze vsech zobecnénych konfiguraci Rubikovy
kostky jsou povolenymi konfiguracemi. Tedy |X| = 12|G| a

|G| =12!-2'2.81.3%/12 =11!.2'2.8!.38
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6 Reseni Rubikovy kostky

Pii feseni Rubikovy kostky musime dospét z puvodni, povolené konfigurace kostky (o, 7, z, y)
do zdkladni konfigurace (e, e,0,0). K tomu se ndm bude hodit nésledujici véta:

Véta 6.1 Kazdou permutaci na n prucich lze rozloZit na transpozice typu (1,i) pro i €

{2,...,n}.

Diukaz: Dukaz je zde jednoduchy, kazdou permutaci II = (rq,79,...,7,) lze zfejmé
rozlozit jako II = (ryra)(rirs)...(riry). O
Tato véta nam pomuze dostat konfigurace rozlozeni kostky do zdkladniho tvaru. Pokud
nalezneme pohyby, které nam prohodi umisténi, respektive spin nékolika konkrétnich kostek,
dokézeme pak vhodnou kombinaci téchto pohybu dosahnout zékladni konfigurace (e, e, 0, 0).

6.1 Rohové kostky

Hranové kostky miizeme premistovat bez pohybu rohovych kostek (napiiklad pohyb RD~!
nam otod¢i vSechny rohové kostky ve stejném sméru, jejich vzajemnd poloha se zachova, tj. je
to stejny pohyb, jako otocit prostfedni vrstvu mezi R a D ve sméru opacném), ale pii pre-
mistovani rohovych kostek vzdy ménime usporadani kostek hranovych. Proto je vhodné
nejprve usporadat kostku do konfigurace (e, 7,0,y), tj. rohové kostky budou na vhodnych
mistech a budou spravné orientovany.

6.1.1 Umisténi rohovych kostek

Pred tim, nez budeme fesit orientaci jednotlivych rohovych kostek je vhodné si je umistit
na spravnou pozici, tj zajistit, aby o = e. Abychom tohoto doséhli, je potfeba nalézt vhodny
algoritmus, ktery ndm umozni prohodit umisténi dvou libovolnych rohovych kostek. Pokud
tento algoritmus budeme mit k dispozici, mizeme pak diky vété 6.1 vhodnou kombinaci
téchto prohozeni dosdhnout konfigurace, kde o = e. Uvazujme pohyb kostky

[DR] = DRD'R™'=R™'.D7'.R.D.

Postupnou aplikaci pohybti na jednotlivé rohové kostky slozené konfigurace ziskdvame

RY.DV.R-Dufl)=R ' - D' R(ufl)=R™ - D }ufl) = R (ufl) = ufl,

R D' R.-Dwrf)=R™-D™'-Rurf) =R - D Ybru) = R (bru) = urf,
RY'.D'.R-D(ubr)=R ' D' - R(ubr) = R~ - D~ Y(bdr) = R~(rdf) = rbd,
R D' R.-D(ulb) =R - D™ R(ulb) = R~ - D™} (ulb) = R~ (ulb) = ulb,
R D' R.-D(@dbl) =R D' R(dlif)=R"' D7 Y(dlf) = R~ (dbl) = dbl,

)=R
R'. D' R.-D(dif) =R ' D' R(dfr) =R~ - D7 Y(fur) = R~ (fur) = dfr,
R D' R.DWfr)=R™'-D™'-R(drb)=R™'- )=R

)
R Y. D'."R-D(drb)=R™'-D7'.R(dbl)=R™*-

13



Permutace rohovych kostek jsou pak nasledujici (pro prehlednost nezapisujeme permutace
hranovych kostek, v tuto chvili pro nas nejsou dulezité):

[DR] = (ubr, rbd, rub, drb, bru, bdr)(dlf,dfr, fdl, frd,lfd,rdf).
Pohyb [DR] mizeme pozorovat na obrazku 7, o ndm zméni nésledovné:
o([DR]) = (5,6)(4,8).

Daéle vyuzijeme pohyb L, pro ktery o(L) = (6,7,3,2). Budeme hledat takovou kombinaci

Obrazek 7: Rubikova kostka po provedeni pohybu [DR].

pohybtu [DR] a L, které ndm zméni pozici pouze dvou rohovych kostek. Jelikoz [D R] proha-
zuje dvé dvojice rohovych kostek a s pohybem L sdili pouze zménu na pozici 6, je potreba
vykonat sudy pocet pohybu [DR], aby rohové kostky na pozicich 4 a 8 nebyly prohozené.
Pohyb [DR] vyuzijeme k tomu, abychom mohli pfehazovat usporadani kostek ve sténé [
tak, Zze budeme vhodné prohazovat kostky ze stény [ s kostkou na pozici 5. Nesmime zapo-
menout v poslednim kroku vratit kostku 5 na své misto pred zacatkem pohybu. Definujme
tedy pohyb ¢ nasledovné:

§=L-[DR]-L?-[DR]-L-[DR]-L-[DR].

Tento pohyb ndm prohodi kostky na pozicich 3 a 4 a zachova pozici vsech ostatnich rohovych
kostek, tedy o(d) = (3,7), viz. obrazek 8. Pohyb § ndm prohodi dvé libovolné sousedni
kostky. Pokud chceme prohodit dvé nesousedni kostky lezici v jedné sténé (naptiklad kostky
na pozicich 4 a 7), musime vykonat pohyb AJA~!, A € S (pro kostky 4 a 7 jde o pohyb
U~15U). V piipadé, Ze spolu kostky sténu nesdili (napiiklad kostky na pozicich 1 a 7),
vykondme pohyb A25A~2 (u kostek 1 a 7 jde o pohyb U2?6U~2). Zvolenim jedné kostky,
pres kterou budeme ostatni témito pohyby prohazovat, umistime vsech sedmi kostek na své
misto. Podle véty 5.1 pak i posledni kostka musi byt na svém misté.

6.1.2 Spin rohovych kostek

Po umisténi rohovych kostek na spravné misto jim jesté musime udélit spravny spin.
Abychom tak mohli ucinit, potfebujeme nalézt algoritmus, ktery nam méni spin prave
dvou kostek. Pokud toto dokdzeme, zvladneme vhodnou sekvenci téchto natoceni dosdh-
nout zdkladniho spinu.
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Obrazek 8: Rubikova kostka po provedeni pohybu 4.

Znovu uvazujme pohyb kostky [DR]:
[DR] = (ubr, rbd, rub, drb, bru, bdr)(dlf,dfr, fdl, frd,lfd,rdf).

Pii pohybu [DR] se prohazuji dvojice kostek ubr a rbd, resp. dl f a dfr. Proto, pokud pohyb
[DR] zopakujeme, vSechny rohové kostky se vrati na své puvodni misto, ale zméni se jejich
spin:

[DR]? = [DR] - [DR] = (ubr, rub, bru)(rbd, drb, bdr)(dlf, fdl, Lfd)(dfr, frd,rdf),
[DR]* = (ubr, bru, rub) (rbd, bdr, drb) (dLf,Lfd, fdl)(dfr, rdf, frd),
[DR]® = e.

Pro [DR]? pak dostdvdme
#([DRJ?) = (0,0,0,2,1,1,0,2),

tzn. kostky dfr a dlf se natoc¢i o 120° a kostky urf, drb o 240°. Déle uvazujme pohyb
D = (dlf,dfr,drb,dbl). Tento pohyb ndm neméni spin kostek, proto ho vyuzijeme pro posun
rohovych kostek tak, abychom spravnym kostkam udélili vhodny spin.

Definujme pohyb

¢ = [DR)?D[DR)*D[DR)*D* = D? - [DR]*- D - [DR]*- D - [DR]>.

Tento pohyb ndm zachovava polohu jednotlivych kostek: [DR]? ndm pozici kostek neméni,
pohyb D vykondme celkem ¢tyfikrat, D* = e. dale tento pohyb zachova vsechny orientace
rohovych kostek, kostku dfl oto¢i o 120°, kostku dib o 240°, viz obrazek 9. Tedy

z(¢) =(0,0,0,0,0,1,2,0).

Tento pohyb méni orientaci dvou sousednich kostek. Pokud je potfeba zménit orientaci
u jinak postavenych kostek, staci pred pohybem ¢ vykonat vhodny zakladni pohyb, aby
se dané kostky staly sousednimi. Pokud budou kostky v ramci jedné stény, ale diagonalné
(napiiklad dIf a dbl), zménu spinu vykondme pohybem ApA~ A € S (u dif a dbl jde
o pohyb B~1¢B). V piipadé, ze spolu kostky nesdili sténu (napiiklad dfl a urb, zménu
spinu vykondme pohybem A2¢A~2 (u dfl a wrb jde o pohyb B~2¢B?). Zvolenim jedné
kostky, na které budeme provadét kazdy pohyb, vzdy s jinou kostkou, dokazeme dosdhnout
spravného spinu u vSech sedmi zbylych kostek. Podle véty 5.1 pak musi mit i posledni kostka
spravny spin.
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Obrazek 9: Rubikova kostka po provedeni pohybu ¢.

6.2 Hranové kostky

Vyporadali jsme se s umisténim a spinem rohovych kostek, u hranovych musime postupovat
opatrnéji. Pohyby, které nam sice pomtizou s umisténim hranovych kostek, ale rozhodi nam
konfiguraci kostek rohovych napachaji vice skody nez uzitku.

Budeme uvazovat dva pohyby. Prvnim pohybem je

U = (urf,ufl,ulb, ubr)(ub, ur,uf,ul),
ktery jiz dobfe zname. Daéle si zavedeme pohyb
M, = LR '=R™Y L= (urf, frd,drb,bru)(ur, fr,dr,br)(ufl, fld,dlb, blu)(ul, f1,dl, bl).

V tomto pripadé bude snazsi uvazovat pohyb M, jako otoc¢eni prostredni vrstvy Rubikovy
kostky o 90°, viz obrazek 10. Pokud ukotvime stény L. a R na misté a povolime zménu
polohy stredu, bude vyjadreni pohybu M, mnohem jednodussi:

M, = (u,b,d, f)(ub,bd,df, fu).

Oba pohyby jsou pro nas nebezpecéné v tom, ze kromé hranovych kostek méni i konfiguraci

Obrazek 10: Rubikova kostka po provedeni pohybu M.

kostek rohovych a stfedovych. Délky permutaci rohovych i stredovych kostek u obou téchto
pohybii jsou rovny 4, bude tedy potfeba pouzit jejich ¢tvrté mocniny, pripadné pohyby
k nim inverzni, aby konfigurace rohovych a stredovych kostek zustala zachovana.
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6.2.1

Umisténi hranovych kostek

Uvazujme nékteré kombinace pohyba M, a U:

M U? = (b,d, f,u)(ur f,ulb) (uflubr) (fu, uf) (ul, ur)(ub, bd, df, bu, db, fd),

Mr_l = RL_l = (baua f’ d)(Uba f’LL, fd’ db)’

MU = (b,u, f,d)(ur f,ulb)(ubr, uf1)(ub, bu) (ul,ur)(fu, fd,db,uf, df, bd).

Nabizi se slozit pohyby M,U? a M,"1U? uvazujme tedy pohyb

¢ = MU?M'U? = LRT'U?L™'RU? = (ub, fu, df)(bu, wf, fd).

Obrazek 11: Rubikova kostka po provedeni pohybu &.

Pohyb £ ndm zachovava konfiguraci hranovych i stfedovych kostek, ale méni umisténi tii
kostek ub, fu a df, viz obrazek 11. Zbyva ovérit, jestli tento pohyb lze vyuzit univerzalné,
tj. zda lze libovolnou trojici hranovych kostek dostat na pozice ub, fu a df.

Pokud jsou vSechny kostky v ramci jedné prostiedni vrstvy, sta¢i pouzit pohyb &.

Vsechny kostky se nachézi v jedné sténé (napiiklad uf, df a lf). Pro prohozeni takto
zvolenych kostek potiebujeme pohyb A2B¢B~1A%: A B € S.
(pro uf, df, lf jde o pohyb L2B~1¢BL?).

Prvni a druhd, resp. prvni a tieti hranova kostka v ramci jedné stény, ale druhd a tieti
v ruznych sténach (napiiklad uf, [f a ub). Zde ndm poslouzi pohyb
ABA Y€AB YA A,B € S (pro uf, If a ub jde o pohyb UFU~YUF~1U~1).

Prvni a druhd sousedici v jedné sténé, tfeti s nimi nesdili zddnou sténu (naptiklad
df, lf a bu). V tomto pfipadé zvolime stejny pohyb jako v predchozim piipadé, tj.
ABA7Y¢AB'A71, A, B € S (pro df, If a bu jde o pohyb DED~Y¢DF~tD™1).

Prvni a druhd hranova kostka umisténa naproti sobé v jedné sténé, treti s nimi nesdili
zddnou sténu (naptiklad rf, [ f a bu). Zde je algoritmus jednodussi, staci pouzit pohyb
AEA—1;A € S (pro rf, If a bu jde o pohyb FEF™L).

Z4dné dvé hranové kostky spolu nesdili sténu (napiiklad 7 f, bu a dl). Zde vyuzijeme
pohybu ABEB™YA=Y A, B € S (pro rf, bu a dl jde o pohyb F~1DE¢DLF).
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Ukazali jsme tedy, ze tento pohyb lze pouzit pro zménu umisténi libovolnych tii hrano-
vych kostek. Zvolenim dvou téchto kostek dokazeme zbylych deset spravné umistit. Podle
véty 5.1 i zbylé dvé budou na spravném misté. Timto zptisobem dokazeme nalézt takové
slozeni vyse uvedenych pohybi, aby po vykonani slozeného pohybu byla 7 = e.

6.2.2 Spin hranovych kostek

Zbyva nam vyfesit spin hranovych kostek, nasim cilem tedy bude dostat se z konfigurace
(1,1,0,y) do konfigurace zdkladni, tj. (1,1,0,0). Stejné jako u predchozich problémi, i zde
je potieba nalézt algoritmus, ktery ndm zméni pouze spin dvou kostek a zbytek zachova.
Uvazujme znovu slozeni pohybu M, a U a to nasledujici:

M, U = (b,d, f,u)(urf,ufl, ulb,ubr)(ub,bd,dl, lu,bu,db, fd,ul)(fu,ur,uf,ru),
MUY = (b, d, f,u)(urf, ubr,ulb, ufl)(ub, bd, df, ru, bu, db, fd,wr)(ul, lu, fu,ul).

Tyto pohyby maji v sobé cykly délky 4 a jeden cyklus délky 8, nabizi se zkoumat pohyby

(M, U)* = (ub, bu)(bd, db)(df, fd)(ul,lu),
(MU = (ub, bu)(bd, db)(df, fd)(ur, ru).

Jejich slozenim pak dostaneme

x = (M, M, UYL = (ul, lu) (ur, ru)

Obrazek 12: Rubikova kostka po provedeni pohybu yx.

Pohyb x nam tedy prohodi spin dvou protilehlych hranovych kostek, viz obrazek 12.
Ukazme opét, ze tento pohyb poslouzi k prohozeni spinu dvou kostek bez ohledu na jejich
umisténi:

o Pokud jsou hranové kostky naproti sobé v jedné sténé (napiiklad ru a lu), sta¢i ndm
samotny pohyb y.

o Hranové kostky v jedné sténé, které spolu sousedi (napiiklad ru a fu). Pak vyuzijeme
pohyb ABYB~ 1A= A, B € S (prorf, bu a dl jde o pohyb F~'L=1yLF).

e Hranové kostky spolu nesdili Zzddnou sténu, jejich spojnice prochazi stredem kostky
(naptiklad ru a dl). Zde poslouzi pohyb A%y A2%; A € S (pro ru a dl pouzijeme L?xL?).
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¢ Hranové kostky spolu nesdili zadnou sténu, jejich spojnice neprochézi stfedem kostky
(napifklad ru a fI). V tomto piipadé staéi pouzit pohyb AxA~! (pro ru a fl to je
pohyb L=1xL).

Pohyb x tedy lze vyuzit na zménu spinu libovolnych dvou hranovych kostek. Opét
prohazovanim s pevné zvolenou hranovou kostkou dokazeme zajistit spravnou orientaci
jedenacti hranovych kostek. Podle véty 5.1 je spravné orientovana i posledni hranova kostka.
Provedenim téchto pohybt jsme pak schopni dosdhnout zakladni konfigurace Rubikovy
kostky.
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7 Popis nepovolenych konfiguraci

Uvazujme situaci, kdy jsme ziskali Rubikovu kostku ndhodné rozebranou na dily a slozenou
zpét. Pokusme se takovou kostku pomoci naseho algoritmu prevést do zakladni konfigurace
a podivejme se, jaké problémy mohou nastat v jednotlivych krocich.

Rohové kostky pujdou vzdy umistit na své misto, pomoci algoritmu dokazeme spravné
umistit sedm kostek. Posledni rohova kostka muze byt pouze na jedné, spravné pozici.
Dokézeme tedy libovolnou konfiguraci (o, 7, z,y) € X prevést na konfiguraci (e, 7/, 2, 7/).

Pr1i feseni orientaci rohovych kostek mame k dispozici pohyb, s jehoz pomoci ménime
spin dvou kostek - ke spinu prvni pri¢itAme 1 mod 3, ke spinu druhé 2 mod 3. Dokazeme
tedy bez problému zménit spin sedmi kostek na 0, osma kostka pak muze mit tIi rizné
spiny. konfiguraci (e,7’,2',y’) € X dokdzeme prevést na konfiguraci (e, 7", xo,y"), kde
xo € {0;(1,0,0,0,0,0,0,0); (2,0,0,0,0,0,0,0)}. Pokud ¢ # 0, neexistuje pohyb prevadéjici
kostku do slozené konfigurace a ptivodni konfigurace je nepovolena.

P1i spravném umistovani hranovych kostek provadime pohyb, ktery nam prohazuje t¥i
hranové kostky. S jeho pomoci dokdzeme bez problémt umistit deset z dvanacti kostek
na spravné misto, tj. prevést konfiguraci (e, 7", z9,y”) € X na konfiguraci (e, 79, 2o, y"’).
Pro 7y pak nastéavaji dva pripady. Prvni moznosti je 79 = e, pokud jsou i zbyvajici dvé
hranové kostky spravné umisténé . V opac¢ném pripadé jsou posledni dvé hranové kostky
prohozené. Tedy 79 € {e, (1,2)}.

V poslednim kroku ménime spiny dvou hranovych kostek. Podobné jako u rohovych
kostek dokazeme zajistit spravny spin jedenécti hranovych kostek. Posledni hranova kostka
pak muze mit spin 0, v tom pripadé je natoCend spravné, nebo je otocena o 180° a ma
spin 1. Timto pohybem tedy dokéZeme konfiguraci (e, 7y, xo,y”) upravit na konfiguraci
e, 70,0, Y0), kde yo € {0,(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)}. Pokud yg = 0, ziskali jsme slo-
zenou konfiguraci a puvodni konfigurace (o,7,z,y) € G je tedy povolena. Pokud yy =
(1,0,0,0,...), puvodni konfigurace (o, 7, z,y) ¢ G je nepovolena.

Konfigurace (e, 79, 0, yo) ziskand provedenim vsSech kroku pro slozeni kostky muze mit
dvanact riznych tvart a kazda patii do rtzné orbity. Tyto konfigurace se svym tvarem
nevice blizi slozené konfiguraci, budeme je uvazovat jako zakladni konfigurace v odpovida-
jicich orbitach. Jejich vycet lze nalézt v tabulce 3, na obrizku 13 pak muzeme vidét jejich
skutecné podoby na zobecnéné Rubikové kostce. Vidime, ze akce grupy G na X ma celkem
dvanact orbit, tedy pravdépodobnost, Ze ji 1ze slozit do zdkladni konfigurace je 1:12. Ovsem
i nepovolené konfigurace lezici ve zbyvajicich jedenacti orbitach dokdzeme pomoci pohybu
prevést do odpovidajici zakladni konfigurace. Pripad akce grupy povolenych konfiguraci G
na mnoziné vSech konfiguraci X je analogicky s prikladem 5 v kapitole 2, ve kterém jsme
uvazovali akci grupy linedrnich izomorfismt na mnozinu vSech nedegenerovanych, symetric-
kych bilinearnich forem.
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Konfigurace 0 Konfigurace 1 Konfigurace 2

Konfigurace 3 Konfigurace 4 Konfigurace 5

Konfigurace 6 Konfigurace 7 Konfigurace 8

Konfigurace 9 Konfigurace 10 Konfigurace 11

Obrazek 13: Zakladni konfigurace jednotlivych orbit zobrazené na Rubikové kostce.
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Index konfigurace g 20 Konfigurace

0 e 0 0 (e,e,0,0)

1 e (1,0,0,... 0 (e,e,(1,0,0,...),
2 e (2,0,0,... 0 (e,e,(2,0,0,...),
3 e 0 (1,0,0,... (e,e,0,(1,0,0,...
4 e (1,0,0,...) | (1,0,0,... (e,e,(1,0,0,...),(1,0
5 e (2,0,0,...) | (1,0,0,... (e,e,(2,0,0,...),(1,0
6 (1,2) 0 0 (e,(1,2),0,0)
7 (1,2) | (1,0,0,... 0 (e,(1,2),(1,0,0,

8 (1,2)) | (2,0,0,... 0 (e,(1,2),(2,0,0,..
9 (1,2) 0 (1,0,0,... (e,(1,2),0,(1,0,0
10 (1,2) | (1,0,0,...) | (1,0,0,...) | (e,(1,2),(1,0,0,...),(1
11 (1,2 (2,0,0,...) | (1,0,0,...) | (e,(1,2),(2,0,0,...), (1,

Tabulka 3: Zakladni konfigurace jednotlivych orbit
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8 Zavér

V této praci se ndm podarilo splnit vSechny nase cile. Zadefinovali jsme si oznaceni jed-
notlivych pozic a dil¢ich kostek Rubikovy kostky a zavedli si grupu a zobecnénou grupu
Rubikovy kostky. Zkoumanim zékladnich pohybiu a jejich kombinaci jsme dokézali nalézt
algoritmus, ktery vede k slozeni tohoto hlavolamu. Tento postup je pomérné dlouhy, je pti
ném ale dobre vidét, jaké vlastnosti ma grupa Rubikovy kostky. Navic vzhledem k tomu, Ze
nam sta¢i naucit se ¢tyfi jednoduché algoritmy, neni naroény na zapamatovani. Dale jsme
ukézali, ze pokud Rubikovu kostku rozlozime na dily a slozime zpét, nemusime dostat vzdy
takové rozlozeni, které 1ze prevést do slozené Rubikovy kostky. Takovych spatnych rozlozeni
je dokonce mnohem vice nez téch, které lze slozit. Ukazali jsme také, Zze na Rubikové kostce
lze pomérné elegantné demonstrovat jak velmi zakladni algebraické pojmy, tak i pojmy
0 néco obtiznéjsi, jako je napriklad akce grupy na mnoziné. Rubikovu kostku tedy je mozné
velmi dobre vyuzit pro didaktické tcely v hodinach algebry.

Tato bakalarska préace by se dala rozsitit o dalsi algebraické pojmy, které by se na Rubi-
kové kostce mohly zkoumat. Tyto pojmy by nam pravdépodobné pomohly najit efektivnéjsi
feSeni tohoto hlavolamu, pripadné by se mohly ukézat jeho dalsi zajimavé vlastnosti.
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