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Rubikovy kostky. 
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1 Úvod 

Pro svou b a k a l á ř s k o u p rác i jsem si vybra l t é m a "Grupa Rub ikovy kostky". Jako n a d š e n ý 
řeši tel tohoto hlavolamu jsem se nauč i l několik sekvencí a lgo r i tmů , k t e r é vedou k řešení R u 
bikovy kostky, n i c m é n ě všechny jsem se mechanicky učil bez toho, abych r o z u m ě l v ý z n a m u 
j edno t l i vých k roků . Pro to jsem se rozhodl p o d í v a t se na Rub ikovu kostku z pohledu teorie 
grup a využ í t m é poznatky k p o c h o p e n í n a u č e n ý c h a lgo r i tmů , jejich op t ima l i zac í a v ideál
n í m p ř í p a d ě i v y m y š l e n í m v l a s tn ího algori tmu, p o m o c í k t e r é h o Rub ikovu kostku vyřeš ím. 
Dá le budu zkoumat, kolik různých rozložení Rub ikovy kostky m ů ž e existovat, zda je m o ž n é 
hlavolam vždy složit, p ř í p a d n ě jak bl ízko se lze k vyřešen í dostat. Da l š ím cí lem p r á c e je 
p ř e d s t a v i t Rub ikovu kostku jako didakt ickou p o m ů c k u vhodnou k reá lné demonstraci j inak 
p o m ě r n ě a b s t r a k t n í c h p o j m ů z algebry. 

P ř i p s a n í t é t o p r á c e p ř e d p o k l á d á m e , že č t e n á ř zná z á k l a d n í pojmy z Algebry jako matice, 
grupa, permutace, a j iné . Vycház íme ze jména z J . Chena [1], k t e r ý n á m slouží jako kostra 
našeho b á d á n í . V p r v n í kapitole si nejprve zavedeme a u k á ž e m e na p ř ík l adech dalš í pojmy 
z algebry, jako n a p ř í k l a d akce grupy na množ ině , k t e r é budeme v p rác i využ íva t . P o t é se 
již vrhneme na samotnou Rub ikovu kostku, ve k t e r é si označ íme j edno t l ivé strany, pozice 
a dílčí kostky. Tato označen í pak shrneme do jednoho pojmu jako konfiguraci Rubikovy 
kostky. Dá le si zavedeme grupu Rubikovy kostky, šest zák ladn ích p o h y b ů a jejich kombinace. 
S p o č í t á m e p o č e t všech m o ž n ý c h konfigurací Rubikovy kostky a u rč íme , zda lze všechny tyto 
konfigurace složit , p o p ř í p a d ě jak je odl i š íme od těch , co nelze do s ložené konfigurace převés t . 
V p ř e d p o s l e d n í kapitole pak nalezneme p o m o c í p e r m u t a c í j edno t l i vých p o h y b ů algoritmus 
pro složení Rubikovy kostky. Závě rem nalezneme m n o ž i n u konfigurací , k t e r é jsou blízké 
složené konfiguraci a zá roveň l ibovolnou konfiguraci d o k á ž e m e převés t do j e d n é z nich. 

O Rub ikovu kostku se vědci za j ímaj í p o m ě r n ě dlouho. P o m o c í p o č í t a č e dokáza l i u rč i t , 
že k a ž d o u konfiguraci lze složit do dvaceti t a h ů . N á š algoritmus p r a v d ě p o d o b n ě nebude 
ani zdaleka tak efektivní , n i c m é n ě mě l by bý t p o m ě r n ě j e d n o d u c h ý a op řený o a lgebraické 
výpoč ty . 
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2 Akce grupy na množině 

Akce grupy na m n o ž i n ě n á m mohou pos louž i t ke s t u d o v á n í Rubikovy kostky. Nejprve si 
ovšem m u s í m e zavést několik zák ladn ích p o j m ů souvisejících s akcí grupy na m n o ž i n ě a k te ré 
budeme využ íva t . 

Definice 2.1 Necht G je grupa a X neprázdná množina. Pak zobrazení • : G x X —> X 
nazýváme levou akcí (působením) grupy G na množině X, pokud platí: 

1- Vffi, g2 G G, V x G X : gx • (g2 • x) = (gig2) • x, 

2. Vx G X : 1 • x = x, kde 1 je neutrální prvek G. 

Zobrazení o : G x I - > I nazýváme pravou akcí grupy G na množině X, pokud platí: 

1- y9i, 92 G G, V x G X : g2 • (51 • x) = (gig2) • x, 

2. y x G X : 1 • x = x, kde 1 je neutrální prvek. 

Definice 2.2 Levou akcí grupy na sebe rozumíme zobrazení L : GxG —> G dané předpisem 
Vffiff2 G G, L(gi, g2) = g\g2. Pravou akcí grupy na sebe rozumíme zobrazení R : G x G —> G 
s předpisem V51, g2 G G , R(g1, g2) = g2g\. 

Pro účely t é t o p r á c e budeme pracovat pouze s l evými akcemi grupy na množ ině , pro p ravé 
akce grupy na m n o ž i n ě jsou postupy a výs ledky analogické. 

Definice 2.3 Jádrem akce grupy G na množině X rozumíme množinu 

J = {g G G : Vx G X, g • x = x}. 

Pokud J je jednoprvková množině, pak říkáme, že akce je efektivní. Je-li x G X pevně 
zvolený prvek, pak množinu {g G G, g - x = x} nazývame stabilizátor prvku x a znacime Gx. 

P l a t í , že j á d r o akce je p r ů n i k e m všech s t ab i l i zá to rů . 

Definice 2.4 Orbitou prvku x G X rozumíme množinu Ox = {g • x , g G G}. Množinu všech 
orbit značíme X/G, nazýváme ji také jako faktorová množina. 

Definice 2.5 Říkáme, že grupa G má tranzitivní akci na X, pokud pro každé x,y G X 
existuje g G G takové, že g • x = y, tj. pokud akce G na X má pouze jednu orbitu. 

V ě t a 2.1 Grupa G působí na sebe tranzitivně. 

D ů k a z : Necht g, h G G. P o t o m uvažu jme prvek hg-1 G G a p la t í 

(hg-l)g = h(g-lg) = h. 

• 
P r o l ibovolnou grupu G uvažu jme její podgrupu H. P o t o m existuje p ř i rozená akce grupy 
H na m n o ž i n ě G a m n o ž i n a orbit t é t o akce je p rávě m n o ž i n a levých t ř í d G/H. 

V ě t a 2.2 Necht akce grupy G na množinu X je tranzitivní. Pro libovolný, pevně zvolený 
prvek x G X pak platí X = G/Gx. 
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D ů k a z : N a š í m cí lem je sestrojit bijekci X —> G/Gx. D o k a ž m e nejprve následuj íc í tv rzen í : 
nechť g,h G G. Jes t l iže gGx = hGx, pak gx = hx. Uvažu jme , že gGx = hGx. P ro to g G gGx 

a tedy g G hGx. Pak g = ha pro ně jaké a G Gx. P o t o m 

gx = (ha)x = h(ax) = hx. 

M ů ž e m e definovat zob razen í / : G/Gx —> X p ř e d p i s e m f{gGx) = gx. U k a ž m e , že zobrazen í 
je bijekci: 

• / j e injekcí: Nechť pro g,h G G p l a t í f(gGx) = g{hGx). Tedy p la t í , že gx = hx. P o t o m 
h~lgx = x a h~xg G Gx. Pak hGx = h(h~1gGx) = gGx a hGx = gGx. Zobrazen í f je 
tedy injekcí. 

• / j e surjekce: p rvky X jsou tvaru gx, g G G. Zře jmě p l a t í f(gGx) = gx a / je surjekcí. 

Je-l i / injekcí a surjekcí, pak je i bijekci a vě tu jsme dokáza l i . • 
P ř í m ý m d ů s l e d k e m t é t o vě ty je následuj íc í t v rzen í : Působí - l i G na m n o ž i n ě X , pak p la t í 

Ox = G j Gx. 
Pro u jasněn í p o j m ů si uveďme několik p ř í k l a d ů z praxe: 

1. Zvolme X = R2 d v o u r o z m ě r n ý prostor a grupu G = S1 jako grupu všech ro tac í 
o úh ly (f> G [0, 2TT) se s t ř e d e m v p o č á t k u s o u ř a d n i c . Akcí grupy S1 na m n o ž i n ě R2 pak 
r o z u m í m e zobrazen í S1 x R2 -> R2, k t e r é n á m k a ž d ý bod roviny o toč í o u rč i tý úhe l se 
s t ř e d e m v p o č á t k u s o u ř a d n i c . S t a b i l i z á t o r e m p o č á t k u s o u ř a d n i c XQ = 0 je celá grupa 
ro tac í GQ = S1, s t a b i l i z á t o r e m l ibovolného j i ného bodu x 7̂  0 je pouze identita, tj. 
Gx = {0}. M n o ž i n o u všech orbit M 2 / ^ 1 je p o č á t e k s o u ř a d n i c a m n o ž i n a všech k ružn ic 
se s t ř e d e m v p o č á t k u s o u ř a d n i c a l ibovolným p o l o m ě r e m . S1 dá le n e m á t r a n z i t i v n í 
akci, pro k a ž d é dva body x, y G R2 s r ů z n o u vzdá lenos t í od p o č á t k u neexistuje o točen í 
g G S1 t akové , že g • x = y. 

2. Nechť X = R2 je rovina a grupa G = R2 grupa všech volných v e k t o r ů v rovině. 
Akcí grupy R2 na m n o ž i n ě R2 r o z u m í m e zobrazen í , k t e r é n á m p o s o u v á p rvky i é I 2 

o vektory g G R2. J á d r e m akce grupy R2 na R2 bude j e d n o p r v k o v á m n o ž i n a obsahuj íc í 
nulový vektor. S t a b i l i z á t o r e m l ibovolného p rvku x G M 2 bude o p ě t j e d n o p r v k o v á 
m n o ž i n a s n u l o v ý m vektorem. P r o k a ž d é dva p rvky x, y G R2 existuje vektor g G R2  

takový, že g • x = y, R2 m á tedy jednu orbi tu a je t r a n z i t i v n í akcí . P r o k a ž d ý prvek 
x G M 2 existuje p rávě jeden prvek g G R2, pro k t e r ý g • 0 = x. M ů ž e m e tedy z to tožn i t 
množ inu b o d ů roviny s m n o ž i n o u všech volných v e k t o r ů v rovině. 

3. Zvolme X = R2 a G grupu izometr i í , k t e r é zachovávaj í orientaci. T a je generována 
m n o ž i n a m i všech p o s u n u t í a ro tac í , t j . G = (R2, S1). S grupou ro t ac í se s t ř e d e m 
v p o č á t k u S1 m ů ž e m e z to tožn i t grupu Gx všech ro t ac í se s t ř e d e m v x, t j . Gx = S1. 
Stab i l i z á to r em k a ž d é h o p rvku x G R2 je m n o ž i n a všech ro t ac í se s t ř e d e m v b o d ě x. 
J á d r e m akce je p r ů n i k všech s t ab i l i zá to rů , což je pouze identita. Akce grupy G je 
t r anz i t i vn í , m n o ž i n a orbit obsahuje pouze jeden prvek. Tedy p l a t í R2 = G/S1. 

4. Nechť X = R jsou všechna r e á l n á čísla a nechť G = (Z, +) . Akcí grupy Z na m n o ž i n ě 
R r o z u m í m e zobrazen í • : Z x M —> R : Vg GZ,Vx G R : g • x = x + g. J á d r o akce 
grupy Z na IR obsahuje pouze nulu, Vx G R : x + 0 = x. S t a b i l i z á t o r e m l ibovolného 
reá lného čísla je o p ě t j e d n o p r v k o v á m n o ž i n a obsahuj íc í nulu. Orb i tou p r v k u x G M 
bude m n o ž i n a Ox = {..., x — 2, x — 1, x, x + 1, x + 2 , . . .} . L ibovolné dva p rvky z [0, 2ir) 
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p a t ř í do různých orbit a zá roveň k a ž d á orbi ta m á n e p r á z d n ý p r ů n i k s [0, 2TT), m n o ž i n u 
všech orbit m ů ž e m e tedy uvažova t jako interval G/X = [0,27r). Z tedy n e m á na M 
t r a n z i t i v n í akci. 

5. Uvažu jme vek to rový prostor V. Dá le nechť X je m n o ž i n a všech nedegenerováných , 
symet r i ckých b i l ineárn ích forem b a G = G L ( V ) = {/ : W1 —> R n ; f je izomorfismus}. 
Akcí grupy G na X pak r o z u m í m e zobrazen í 

f-b:(f-b)(V1: V2) = b(fVufV2), VUV2€ V. 

Zvolme báz i e\, e2, en vek to rového prostoru V . P o t o m m ů ž e m e b i l ineárn í formu b 
vyjádř i t jako mat ic i B, pro kterou = b(ei,ej). Dá le m ů ž e m e na léz t mat ic i f B 
akce grupy fb, f B = ABAT, kde A je m a t i c í / . P r v k y f B jsou pak tvaru (fB)ij = 
(fb)(ei, ej) = b(fei, fej). Získali jsme vy jád řen í matice f B v báz i fei, ...fen, o z n a č m e 
prvky t é t o báze jako fi,...,fn.fb m á tedy v báz i e i , e „ stejnou mat ic i f B jako m á 
b mat ic i B v báz i f i , f n . Tedy existuj í p, q G N a f i, pro k t e r á v báz i fi, fn je 
b(fi, fj) = €i5ij, kde e« = 1 pro l < i < p & ei = —l pro p+l<i<p + q. Signaturou 
matice B je pak u s p o ř á d a n á dvojice (p, q). B i l ineárn í formy bi, b2 leží ve s te jné o rb i t ě 
p rávě t ehdy když ma j í s te jné signatury. Signatury mohou bý t následující : 

( n , 0 ) , ( n - l , l ) , . . . , ( l , n - l ) , 0 , n ) . 

Z ískáváme n + 1 různých m o ž n ý c h t v a r ů signatur, m n o ž i n a X/G tedy obsahuje n + 1 
orbit. Akce G na m n o ž i n ě forem signatury (p, q) je t r a n z i t i v n í . Tedy pokud zvol íme l i 
bovolnou pevnou báz i d \ , d n , v k a ž d é o rb i t ě existuje b i l ineárn í forma 6, jejíž matice 
je tvaru b(di, dj) = eióij, kde e% = \ pro l < i < p a e j = —1 pro p+1 < i < p+q. Tato 
matice je pak k a n o n i c k ý m prvkem d a n é orbity. S t a b i l i z á t o r e m kanon ického p rvku 
BQ = EN je m n o ž i n a Č7&0 = {/ G G L ( V ) : / • &o = &o}- 0 ( V , &o) = O(n) je o r togoná ln í 
grupou. Orb i t a Of,0 = G L ( n , V) • bo je pak m n o ž i n a všech poz i t i vně definovaných 
symet r i ckých b i l ineárn ích forem. Tedy Of,0 = G L ( n , V)/O(n). 

4 



3 Konfigurace Rubikovy kostky 

3.1 Zavedení označení Rubikovy kostky 

A b y c h o m mohl i s Rubikovou kostkou pracovat, m u s í m e si nejprve zavést její konfiguraci. 
Díky tomu pak budeme schopni j e d n o z n a č n ě urč i t , v j a k é m stavu se Rubikova kostka na
chází a jak se z m ě n í její pozice př i j edno t l i vých pohybech, což n á m pak p o m ů ž e nejen na léz t 
algori tmy pro její složení, ale t a k é poče t všech možných konfigurací . 

Rubikova kostka se s k l á d á z 26 v id i te lných čás t í . Ač čás t i Rubikovy kostky nejsou krych
lemi, v t é t o p rác i je za krychle budeme považova t a n a z ý v a t dí lč ími kostkami. T y t o dílčí 
kostky lze rozděl i t na šest s t ř edových , nacházej íc ích se ve s t ř edech j edno t l i vých s těn , u kte
rých je v id i t e lná p rávě jedna o b a r v e n á s t ě n a . Dá le pak z d v a n á c t i h r anových , u m í s t ě n ý c h 
ve s t ř edech j edno t l i vých hran, s d v ě m a v id i t e lnými , r ů z n ě b a r e v n ý m i s t ě n a m i . Pos ledn í 
skupinu tvoř í osm rohových kostek, k t e r é ma j í t ř i v id i t e lné s t ěny o b a r v e n é t ř e m i r ů z n ý m i 
barvami. 

Poj menuj eme-li si j edno t l ivé s t ěny kostky podle jejich u m í s t ě n í vůči s t ř e d u kostky jako 
u (up - h o r n í ) , d (down - s p o d n í ) , l (left - levá) , r (right - p r a v á ) , / (front - p ř e d n í ) , b (back 
- z a d n í ) , d o k á ž e m e pak dílčí kostky pojmenovat podle s těn , ve k t e r ý c h se nacház í . 

O b r á z e k 1: Rubikova kostka s označenými stranami a s očís lovanými h r a n o v ý m i a r o h o v ý m i 
kostkami. 

3.2 Středové kostky 

St ředové kostky se nacház í v j e d n é s t ěně , proto jsou označeny j e d n í m p í s m e n e m stěny, 
ve k t e r é se nacház í . Množ inu s t ř edových kostek označ íme jako S = {u, f, l, r, f, b}, viz obrá 
zek 1. T y t o kostky n á m p o m á h a j í po jmenováva t o s t a t n í kostky a orientovat se v pozicích, 
k t e r é j edno t l ivé kostky zaujaly po o t áčen í kostkou. P ř i l ibovolném pohybu se jejich poloha 
nemění , nema j í tedy pro n á s výrazně jš í v ý z n a m . 

3.3 Hranové kostky 

H r a n o v ý c h kostek je celkem d v a n á c t , očís lujeme je čísly 1 — 12, viz ob rázek 1. D á l e po
jmenujeme jedno t l ivé h r a n o v é kostky d v ě m a p í s m e n y podle s těn , ve k t e rých se nacház í . 
N a p ř í k l a d kostka o z n a č e n á číslem 1 bude p o j m e n o v á n a jako uf, jel ikož se nacház í v p ř e d n í 
a h o r n í s t ěně zároveň . U m í s t ě n í j edno t l i vých h r a n o v ý c h kostek budeme z a z n a m e n á v a t jako 
permutaci m n o ž i n y {1, . . . ,12}, kterou označ íme jako r. N a p ř í k l a d pro s loženou konfiguraci 
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bude r = e, po o točen í h o r n í s t ěny o 90° ve s m ě r u h o d i n o v ý c h ručiček bude 

r = U = (u f, ul, ub, ur) = (1, 4, 3, 2). 

U h r a n o v ý c h kostek m u s í m e rozlišovat i jejich n a t o č e n í , t j . spin kostky. Rubikova kostka 
m á j inou konfiguraci, pokud jsou dílčí h r a n o v é kostky na svých mís tech , ale nesedí b a r e v n ě . 
Proto u h r a n o v ý c h kostek zavedeme dvě m n o ž i n y H a H', p ř i čemž pokud bude konfigurace 
kostky z H, budeme uvažova t spin 0, pokud z H', uvažu jeme spin 1. P r v k y m n o ž i n y H 
m ů ž e m e zvolit i j inak, u spinu n á m jde ze jména o to, kdy se m ě n í z j e d n é pozice do d r u h é , 
t j . kdy se kostka o toč í o 180°. Množ iny H a H' tedy obsahuj í nás leduj íc í prvky: 

H = {uf, ul, ub, ur, df, dl, db, dr, fl, fr, bl, br}, 

H' = {fu, lu, bu, ru, fd, Id, bd, rd, If, rf, Ib, rb}. 

Spin j edno t l i vých h r a n o v ý c h kostek budeme z a z n a m e n á v a t do u s p o ř á d a n é dvanác t i c e y. 
Pro s loženou konfiguraci bude y = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). 

3.4 Rohové kostky 

R o h o v ý c h kostek je osm, o z n a č m e je čísly 1 — 8, viz ob rázek 1. J edno t l i vé rohové kostky pak 
budeme označova t t ř e m i p ísmeny, jelikož zasahuj í do t ř í s t ěn . N a p ř í k l a d kostka s č ís lem 1 
bude p o j m e n o v á n a jako urf, jel ikož se nacház í v horn í , p r avé a p ř e d n í s t ěně . U m í s t ě n í jed
no t l ivých rohových kostek budeme z a z n a m e n á v a t do permutace m n o ž i n y {1, . . . ,8}, kterou 
budeme znači t a. N a p ř í k l a d pro s loženou konfiguraci bude a = e, po o točen í h o r n í s t ěny 
o 90° ve s m ě r u hod inových ručiček bude 

a = U = (urf, ufl, ulb, ubr) = (I , 4, 3, 2). 

S te jně jako u h r a n o v ý c h kostek, i u t ěch rohových m u s í m e zavést jejich spin. Rohové 
kostky maj í celkem t ř i možnos t i spinu - n a p ř í k l a d kostku urf m ů ž e m e zapsat t a k é jako fur 
nebo rfu. P r v k y p ů v o d n í grupy zvol íme tak, aby začínal i p í s m e n y z h o r n í / s p o d n í s těny, 
t j . u nebo d, ale o p ě t n á m jde o r e l a t ivn í o točen í z p ů s o b e n é d a n ý m pohybem, tj . jestl i 
kostka spin zachová nebo se o toč í o 120°, resp. o 240°. V p ř í p a d ě posunu o 120° zvýš íme 
spin o jedna, v p ř í p a d ě posunu o 240° spin zvýš íme o dva a zap í šeme jako zbytek po dělení 
t ř e m i . U rohových kostek zavedeme 3 m n o ž i n y R, R' a i ?" jako 

R = {urf, ufl, ulb, ubr, dfr, dlf, dbl, drb}, 

R' = {fur, luf, bul, rub, rdf, f dl, Idb, bdr}, 

R" = {rfu, flu, lbů, bru, frd, Ifd, bld, rbd}. 

Spin z a z n a m e n á v á m e do u s p o ř á d a n é osmice x. P r o s loženou konfiguraci bude 
x = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) . 

Máme- l i p o p s a n é u s p o ř á d á n í a spiny hran a rohů , zavedeme konfiguraci Rub ikovy kostky 
jako u s p o ř á d a n o u čtveř ic i (a,T,x,y). 
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4 Zavedení grupy Rubikovy kostky 

Dílčí kostky Rubikovy kostky jsou obarveny na celkem 54 s t r a n á c h . O z n a č m e oba rvené 
strany s t ř edových kostek podle stěny, ve k t e r é se nacház í , p í s m e n y u, d, b, f, l, r. T y t o kostky 
n e m ě n í v z á j e m n o u polohu, n e m u s í m e tedy uvažova t jejich p rohazován í . Zbývající strany 
očís lujeme p rvky z m n o ž i n y C = {1,2, . . . ,48}, viz obrázek 2. K a ž d á konfigurace Rubikovy 
kostky pak bude prvkem symet r i cké grupy (548, *)• S t e j n ý m z p ů s o b e m označ íme i pozice 
v prostoru v r á m c i Rubikovy kostky, ty se bez ohledu na rozložení Rub ikovy kostky n e m ě n í . 
P o m o c í t ě c h t o pozic budeme definovat j edno t l ivé pohyby Rubikovy kostky. 

33 34 35 
40 b 36 
39 38 37 

09 10 11 01 02 03 17 18 19 25 26 27 
16 l 12 08 u 04 24 20 32 d 28 
15 14 13 07 06 05 31 30 29 

48 / 44 
47 46 45 

O b r á z e k 2: Síť Rubikovy kostky. 

Definice 4.1 Základní pohyby Rubikovy kostky jsou takové permutace množiny C, kterých 
dosáhneme otočením jedné strany Rubikovy kostky o 90° ve směru hodinových ručiček: 

U = (1, 3, 5, 7)(2,4, 6, 8)(11,41, 23, 37)(12, 42, 24, 38)(13,43,17, 39), 

D = (25, 27, 29, 31)(26, 28, 30, 32)(19, 45,15, 33)(20,46,16, 34)(21,47, 9, 35), 

L = (9 ,11,13,15)(10,12,14,16)(1,41, 29, 33)(8,48, 28,40)(7,47, 27, 39), 

R = (17,19, 21, 23)(18, 20, 22, 24)(3, 35, 31,43)(4, 36, 32,44)(5, 37, 25, 45), 

F = (41,43,45, 47)(42,44, 46,48)(5, 21, 29,13)(6, 22, 30,14)(7, 23, 31,15), 

B = (33, 35, 37, 39)(34, 36, 38,40)(1, 9.25,17)(2,10, 26,18)(3,11, 27,19). 

Pohyby inverzními k základním pohybům rozumíme permutace množiny C, které dosáhneme 
otočením dané strany Rubikovy kostky o 90°proti směru hodinových ručiček. 

O b r á z e k 3 a ob rázek 4 n á m znázorňuj í , jak j edno t l ivé z á k l a d n í pohyby působ í na rohové, 
resp. h r a n o v é kostky. J e d n o t l i v é kostky zde jsou označeny s t e j n ý m z p ů s o b e m , jako v kapi
tole 3. 

Definice 4.2 Pohybem M Rubikovy kostky rozumíme sekvenci základních pohybů. 

Složené pohyby budeme zapisovat p o m o c í jejich po řad í , v j a k é m jsou prováděny, p ř í p a d n ě 
jako složení j edno t l i vých p o h y b ů , k t e r é v y k o n á v á m e zprava doleva. P ro p ř ík l ad si uveďme 
složený pohyb M = URD = D-R-U, k t e r ý v y k o n á m e p o s t u p n ý m p r o v e d e n í m p o h y b ů U , R 
a D v tomto p o ř a d í . P o m o c í zák ladn ích p o h y b ů pak definujeme samotnou grupu Rubikovy 
kostky. 
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O b r á z e k 3: Z m ě n a pos t aven í rohových kostek po p roveden í zák ladn ích p o h y b ů 

Definice 4.3 Grupa Rubikovy kostky G je podgrupa (548, *) generovaná množinou základ
ních pohybů 

S = {U,D,R,L,F,B}, 

tj. G = (S). Prvky G nazýváme povolené konfigurace Rubikovy kostky. 

Definice 4.4 Neutrální prvek e grupy G nazýváme složenou konfigurací. 

Složenou konfiguraci lze v idě t na o b r á z k u 5. Konfiguraci j edno t l ivé kostky m ů ž e m e vy
j á d ř i t i pohybem p r o v e d e n ý m na zák l adn í konfiguraci. Pohyb bychom mohl i uvažova t jako 
vektor ve v e k t o r o v é m prostoru, oproti tomu konfigurace p ř eds t avu j e v d a n é m prostoru sta
t ický bod . S te jně jako n a p ř í k l a d v M 2 m ů ž e m e sč í t a t vektory, zde lze o b d o b n ý m z p ů s o b e m 
sk láda t j edno t l ivé pohyby. N a j edno t l ivé konfigurace pak m ů ž e m e tyto pohyby aplikovat 
p o d o b n ě , jako aplikujeme vektory na body prostoru M2. 

Pokud bychom Rubikovu kostku rozložili na j edno t l ivé díly a n á s l e d n ě n á h o d n ě složili 
zpě t , n e m u s í m e z íska t povolenou konfiguraci ( nap ř . g G £ 4 8 , 5 = (1,11,39) nen í povolenou 
konfigurací , vycház íme ze závěrů v kapitole o povolených konf iguracích) . Zavedeme si tedy 
grupu, k t e r á n á m bude zahrnovat i tyto p ř í p a d y : 

Definice 4.5 Zobecněná grupa Rubikovy kostky X je taková podgrupa S±g, jejímiž prvky 
jsou všechny prvky 548, které je možné získat rozložením Rubikovy kostky na díly a jejím 
zpětným sestavením. Prvky X nazýváme zobecněné konfigurace Rubikovy kostky. 

P r v k y X n á m umožňu j í l ibovolné permutace rohových , resp. h r a n o v ý c h kostek a l ibovolnou 
z m ě n u jejich spinu, nezávis le na o s t a t n í c h kos tkách . G r u p a G je z ře jmě podgrupou X. 
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O b r á z e k 4: Z m ě n a pos t aven í h r a n o v ý c h kostek po p roveden í zák l adn ích p o h y b ů 

O b r á z e k 5: Složená konfigurace Rubikovy kostky 

Definice 4.6 Vandalským prvkem zobecněné grupy Rubikovy kostky X rozumíme prvek 
množiny X \ G. Množinu X\G nazýváme vandalskou množinou grupy X. 

V následuj íc í sekci se p o d í v á m e na to, k t e r é p rvky grupy X jsou p rvky podgrupy G a k te ré 
jsou p rvky vanda l skými . 
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5 Povolené konfigurace 

5.1 Všechny konfigurace Rubikovy kostky 

Nyní se z a m ě ř í m e na to, kol ika různých konfigurací m ů ž e Rubikova kostka d o s á h n o u t a k t e ré 
konfigurace (a,T,x,y) jsou povo lenými konfiguracemi, t j . jest l i existuje pohyb M G G, 
k t e r ý m z p ů v o d n í konfigurace d o s á h n e m e zák ladn í konfigurace (e,e,0,0). 

Rubikova kostka se sk l ádá z 6 s t ř edových , 12 h r a n o v ý c h a 8 rohových kostek. Prove
d e n í m l ibovolného pohybu M G G se n á m n e m ů ž o u h r a n o v é kostky s t á t r o h o v ý m i a nao
pak. Zároveň M n e m ě n í pozici s t ř edových kostek, m ě n í pouze u m í s t ě n í a spiny h r a n o v ý c h 
a s t ř edových kostek. H r a n o v é kostky mohou bý t v l ibovolném p o ř a d í r ozmís t ěny na h ranové 
pozice 1 — 12, tj. existuje 12! m o ž n o s t í jejich rozmís t ěn í . Dá le k a ž d á z nich m ů ž e mí t spin 0 
nebo 1, tedy 2 1 2 m o ž n ý c h rozmís t ěn í zohledňuj íc ích spin. Rohové kostky maj í , o b d o b n ě jako 
u kostek h ranových , 8! r ů z n ý c h rozmís t ěn í (8 kostek obsazuje 8 pozic) a 3 8 možných kom
binac í jejich spinu ( k a ž d á rohový kostka m ů ž e m í t spin 0,1 nebo 2). Celkem tedy existuje 
12! • 2 1 2 • 8! • 3 8 zobecněných konfi gurac í Rub ikovy kostky, tj. 

\X\ = 12! • 2 1 2 • 8! • 3 8 = 5 ,19- 1 0 2 0 . 

Ač všechny tyto konfigurace mohou existovat, ne všech m ů ž e m e d o s á h n o u t p o m o c í po
h y b ů kostky M G G. N a p ř í k l a d konfigurace na o b r á z k u 6, k t e r á m á všechny kostky sp rávně 
u m í s t ě n y a od z á k l a d n í konfigurace se liší spinem j e d n é h r a n o v é kostky, t j . y = (1, 0, 0 , 0 ) , 
nelze d o s á h n o u t , museli bychom Rub ikovu kostku rozebrat na dí ly a znovu v h o d n ě sesklá-
dat. 

O b r á z e k 6: Nepovo lená konfigurace Rubikovy kostky 

5.2 Popis povolených konfigurací 

Definice 5.1 Povolenou konfigurací rozumíme takovou konfiguraci (a,T,x,y), pro kterou 
existuje pohyb M G G uvádějící Rubikovu kostku do základní konfigurace (e,e,0,0). 

P o č e t povolených konfigurací Rub ikovy kostky z í skáme p o m o c í následuj íc í věty: 

V ě t a 5.1 Konfigurace je povolená právě tehdy, když V^y^ = 0 (mod2) ; V ^ x j = 0(mod3) a 
sgn a = s g n r . 

D ů k a z : Nejprve se pod íve jme na to, jak n á m j edno t l ivé pohyby m ě n í spin j edno t l i vých 
kostek: K a ž d ý pohyb n á m m ě n í spin rohových kostek j e d n í m ze dvou z p ů s o b ů , viz tabulka 1. 
U p o h y b ů U a D spin zachová, u zbylých pak z m ě n í spin dvou kostek o 1 (na toč í je o 120°) 
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Pohyb x ' y ' 
e (0,0,0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 
U (0,0,0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 
D (0,0,0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 
B (0,1,2,0,0,0,2.1) (0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,1) 
F (2,0,0,1,2,1,0,0) (1,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0) 
R (0,0,1,2,1,0,0,2) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 
L (1,2,0,0,0,2,1,0) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 

Tabulka 1: Z m ě n y spinu po p roveden í zák l adn ích p o h y b ů 

s p i n l + 1 +1 +1 +1 +1 +1 -2 -2 -2 
spin2 + 1 +1 +1 -2 -2 -2 -2 -2 -2 
spin3 +2 +2 -1 +2 +2 -1 +2 +2 -1 
spin4 +2 -1 -1 +2 -1 -1 +2 -1 -1 

< Xi + 6 Xi + 3 Xi + 3 Xj 3 Xj 3 .x.; - 6 

Tabulka 2: M o ž n é z m ě n y s o u č t u spinu rohových kostek po p roveden í z ák l adn ího pohybu 

a spin dvou kostek o 2 (na toč í je o 240°). U kostek h r a n o v ý c h je situace j e š t ě j e d n o d u š š í , 
k a ž d ý pohyb n á m spin m ů ž e zachovat nebo n á m zvýší spin č ty ř kostek o 1. Uvažu jme součet 
spinu h r a n o v ý c h kostek ^2 y i- K a ž d ý pohyb n á m spin h r a n o v ý c h kostek zachová, p ř í p a d n ě 
p ř i č t e ke č t y ř e m s ložkám y l m o d 2 , tj. spin o 1 zvýší (spin 0 se změn í na 1) nebo o 1 sníží 
(spin 1 se z m ě n í na 0). M o h o u tedy nastat tyto p ř í p a d y : 

• spin č ty ř kostek se zvýší o 1: Ylví, = ^2Vi + 4-

• spin t ř í kostek se zvýší o 1, spin j e d n é kostky se o 1 sníží: ^ y[ = ^ yi + 2. 

• spin dvou kostek se zvýší o 1, spin dvou kostek se sníží o 1: ^ y\ = ^ yi. 

• spin j e d n é kostky se o 1 zvýší, spin t ř í kostek se o 1 sníží: ^ y[ = ^ yi — 2. 

• č ty ř kostek se sníží o 1: ^2y[ = ^2yi — 4. 

Ve všech p ř í p a d e c h J ^ y j , = ^ y ^ ( m o d 2 ) . V z á k l a d n í konfiguraci je J^ y * = 0(mod2) , 
pro všechny povolené konfigurace bude tedy ^yi = 0(mod2) . 

U rohových kostek je situace trochu obt ížnějš í . Pohyb n á m spin o p ě t m ů ž e zachovat, 
nebo zvýši t spin dvou kostek o 1 a dalš ích dvou kostek o 2 m o d 3 . Zvýšení spinu o 1 m o d 3 
n á m tedy součet ^2 x i zvýší o 1, nebo sníží o 2. Zvýšení spinu o 2 m o d 3 n á m ^2 Xi zvýší o 2, 
nebo sníží o 1. Zde m ů ž e nastat p ř í p a d ů více, nalezneme je p o p s a n é v tabulce 2. Ve všech 
p ř í p a d e c h J2xii = ^ x ^ ( m o d 3 ) . V zák ladn í konfiguraci jeJ2xi = 0(mod3) , všechny povo
lené konfigurace tedy mus í sp lňova t p o d m í n k u = 0(mod3) . 

Zbývá n á m u k á z a t platnost pos ledn í čás t i t v rzen í . Uvažu jme konfigurace (a, r , x, y) 
a (a1,T',x',y') = (a,T,x,y) • M, kde M je pohyb. O z n a č m e s g n a n , s g n r n z n a m é n k a per
m u t a c í a a r p o p roveden í pohybu M o n zák ladn ích pohybech. P r o k a ž d ý z á k l a d n í pohyb 
jsou o\ i t í č tyřcykly , p l a t í tedy 

sgn d l = s g n r 1 = — 1. 
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Pro pohyb M pak p l a t í 

s g n a „ = s g n r „ = (-1)™, (sgn <r J (sgn r J = ( - l ) 2 n = 1. 

Tedy 
(sgn cr') (sgn r ' ) = (sgncr)(sgnr) • 1 = (sgncr)(sgnr). 

P ro z á k l a d n í konfiguraci p l a t í (sgncr)(sgnr) = (sgne)(sgne) = 1, pro k a ž d o u povolenou 
konfiguraci (a,T,x,y) p l a t í (sgn cr)(sgnr) = 1 a t u d í ž sgn cr = s g n r . • 

P o m o c í t é t o vě ty jsme ukáza l i , že pouze ^ ze všech zobecněných konfigurací Rubikovy 
kostky jsou povo lenými konfiguracemi. Tedy | X | = 12 |G| a 

\G\ = 12! • 2 1 2 • 8! • 3 8 / 1 2 = 11! • 2 1 2 • 8! • 3 8 
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6 Řešení Rubikovy kostky 

P ř i řešení Rubikovy kostky m u s í m e dospě t z p ů v o d n í , povolené konfigurace kostky (a, r , x, y) 
do z á k l a d n í konfigurace (e, e, 0, 0). K tomu se n á m bude hodit nás leduj íc í vě ta : 

V ě t a 6.1 Každou permutaci na n prvcích lze rozložit na transpozice typu ( l , i ) pro i £ 
{2 , . . . , n} . 

D ů k a z : D ů k a z je zde j ednoduchý , k a ž d o u permutaci II = ( n , r 2 , r n ) lze z ře jmě 
rozložit jako II = {rir2){rir^)...{rirn). • 
Tato vě t a n á m p o m ů ž e dostat konfigurace rozložení kostky do z á k l a d n í h o tvaru. Pokud 
nalezneme pohyby, k t e r é n á m p r o h o d í umís t ěn í , respektive spin někol ika konk ré tn í ch kostek, 
d o k á ž e m e pak vhodnou kombinac í t ě ch to p o h y b ů d o s á h n o u t z á k l a d n í konfigurace (e, e, 0, 0). 

6.1 Rohové kostky 

H r a n o v é kostky m ů ž e m e přemísťovat bez pohybu rohových kostek (nap ř ík l ad pohyb RD~l 

n á m otoč í všechny rohové kostky ve s t e j ném směru , jejich v z á j e m n á poloha se zachová, t j . je 
to s te jný pohyb, jako o toč i t p r o s t ř e d n í vrs tvu mezi R a D ve s m ě r u o p a č n é m ) , ale př i p ře 
mísťování rohových kostek vždy m ě n í m e u s p o ř á d á n í kostek h r a n o v ý c h . Pro to je v h o d n é 
nejprve u s p o ř á d a t kostku do konfigurace (e,r , 0 ,y) , tj. rohové kostky budou na v h o d n ý c h 
mís tech a budou s p r á v n ě or ientovány. 

6.1.1 U m í s t ě n í r o h o v ý c h kostek 

P ř e d t í m , než budeme řešit orientaci j edno t l i vých rohových kostek je v h o d n é si je umí s t i t 
na s p r á v n o u pozici , tj zajistit, aby a = e. A b y c h o m tohoto dosáhl i , je p o t ř e b a na léz t v h o d n ý 
algoritmus, k t e r ý n á m u m o ž n í prohodit u m í s t ě n í dvou l ibovolných rohových kostek. Pokud 
tento algoritmus budeme m í t k dispozici , m ů ž e m e pak d íky vě tě 6.1 vhodnou kombinac í 
t ě c h t o p rohozen í d o s á h n o u t konfigurace, kde a = e. Uvažu jme pohyb kostky 

[DR] = DRD^R'1 = R ' 1 • D'1 -R-D. 

Postupnou apl ikac í p o h y b ů na j edno t l ivé rohové kostky složené konfigurace z í skáváme 

R-1- D-1- R- D(ufl) = R- i D~ - i R(ufl) = R-- í • D' -\ufl) = R~ -\ufl) = ufl, 

R-1- D-1- R- D(urf) : = R- i D~ i R(urf) = R - i • D ~l(bru) = R ~1(bru) = urf, 

R-1 •D-1 •R- D{ubr) = R-- i • D~ - i • R(ubr) = R - i • D~ ~l{bdr) = R--\rdf) = rbd, 

R-1 •D-1 • R • D(ulb) = R - i •D - i • R(ulb) = R - i • D ~l{ulb) = R- l{ulb) = = ulb, 

R-1 •D-1 •R • D(dbl) = K - i •D - i • R(dlf) = R - i • D ~\dlf) = R ~l{dbľ) = dbl, 

R-1- D-1- R • D(dlf) : = R-i _ D~ i _ R(dfr) = = R- i _ D~ \fur) = R--\fur) = dfr, 

R-1- D~l • •R- D(dfr) = R-- i D~ - i R(drb) = R-- i D~ -\frd) = R--\lfd) = lfd, 

R-1 •D-1 • R • D(drb) = R - i • D - i • R{dbl) = R-- i • D~ ~l{dbl) = = R-1(drb) : = br u. 
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Permutace rohových kostek jsou pak následuj íc í (pro p ř e h l e d n o s t nezapisujeme permutace 
h r a n o v ý c h kostek, v tuto chvíli pro n á s nejsou dů lež i té ) : 

[DR] = (ubr, rbd, rub, drb, bru, bdr)(dlf, dfr, f dl, frd, Ifd, rdf). 

Pohyb [DR] m ů ž e m e pozorovat na o b r á z k u 7, a n á m změn í nás ledovně : 

<7([DÄ]) = (5,6)(4,8). 

Dá le využ i j eme pohyb L, pro k t e r ý a(L) = (6 ,7 ,3 ,2) . Budeme hledat takovou kombinaci 

O b r á z e k 7: Rubikova kostka po p roveden í pohybu [DR]. 

p o h y b ů [DR] a L, k t e r é n á m z m ě n í pozici pouze dvou rohových kostek. Jel ikož [DR] proha
zuje dvě dvojice rohových kostek a s pohybem L sdílí pouze z m ě n u na pozici 6, je p o t ř e b a 
vykonat s u d ý p o č e t p o h y b ů [-Diž], aby rohové kostky na pozicích 4 a 8 nebyly p rohozené . 
Pohyb [DR] využ i j eme k tomu, abychom mohl i p ř ehazova t u s p o ř á d á n í kostek ve s t ěně l 
tak, že budeme v h o d n ě prohazovat kostky ze s t ěny l s kostkou na pozici 5. N e s m í m e zapo
menout v p o s l e d n í m kroku v r á t i t kostku 5 na své m í s t o p ř e d z a č á t k e m pohybu. Definujme 
tedy pohyb ô nás ledovně : 

ó = L • [DR] • L2 • [DR] • L • [DR] • L • [DR]. 

Tento pohyb n á m p r o h o d í kostky na pozicích 3 a 4 a zachová pozic i všech o s t a t n í c h rohových 
kostek, tedy u (ô) = (3,7), v iz . ob rázek 8. Pohyb ô n á m p r o h o d í dvě l ibovolné sousedn í 
kostky. P o k u d chceme prohodit dvě nesousedn í kostky ležící v j e d n é s t ěně (nap ř ík l ad kostky 
na pozicích 4 a 7), m u s í m e vykonat pohyb AôA_1,A G S (pro kostky 4 a 7 jde o pohyb 
U~1óU). V p ř í p a d ě , že spolu kostky s t ě n u nesdí l í ( nap ř ík l ad kostky na pozicích 1 a 7), 
v y k o n á m e pohyb A25A~2 (u kostek 1 a 7 jde o pohyb U2óU~2). Zvolen ím j e d n é kostky, 
přes kterou budeme o s t a t n í t ě m i t o pohyby prohazovat, u m í s t í m e všech sedmi kostek na své 
mí s to . Podle vě ty 5.1 pak i pos ledn í kostka m u s í bý t na svém mís tě . 

6.1.2 Spin r o h o v ý c h kostek 

Po u m í s t ě n í rohových kostek na s p r á v n é m í s t o j i m j e š t ě m u s í m e uděl i t s p r á v n ý spin. 
A b y c h o m tak mohl i uč in i t , p o t ř e b u j e m e na léz t algoritmus, k t e r ý n á m m ě n í spin p rávě 
dvou kostek. P o k u d toto d o k á ž e m e , z v l á d n e m e vhodnou sekvencí t ě c h t o n a t o č e n í dosáh
nout z á k l a d n í h o spinu. 
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O b r á z e k 8: Rubikova kostka po p roveden í pohybu 6. 

Znovu uvažu jme pohyb kostky [DR]: 

[DR] = (ubr, rbd, rub, drb, bru, bdr)(dlf, dfr, f dl, frd, Ifd, rdf). 

P ř i pohybu [DR] se p rohazu j í dvojice kostek ubr a rbd, resp. dl f a dfr. Pro to , pokud pohyb 
[DR] zopakujeme, všechny rohové kostky se v r á t í na své p ů v o d n í mís to , ale změn í se jejich 
spin: 

[DR]2 = [DR] • [DR] = (ubr,rub,bru)(rbd,drb,bdr)(dlf, fdl,lfd)(dfr, frd,rdf), 

[DR]4 = (ubr, bru, rub) (rbd, bdr, drb) (dl f, Ifd, f dl) (dfr, rdf, frd), 

[DR]6 = e. 

Pro [DR]2 pak d o s t á v á m e 

z([£>Ä] 2 ) = ( 0 , 0 , 0 , 2 , 1 , 1 , 0 , 2 ) , 

tzn . kostky dfr a dlf se n a t o č í o 120° a kostky urf, drb o 240°. Dá le uvažu jme pohyb 
D = (dlf, dfr, drb, dbl). Tento pohyb n á m n e m ě n í spin kostek, proto ho využ i jeme pro posun 
rohových kostek tak, abychom s p r á v n ý m k o s t k á m udělil i v h o d n ý spin. 

Definujme pohyb 

4> = [DR]2D[DR]2D[DR]2D2 = D2 • [DR]2 • D • [DR]2 • D • [DR]2. 

Tento pohyb n á m zachovává polohu j edno t l i vých kostek: [Z?i?]2 n á m pozici kostek neměn í , 
pohyb D v y k o n á m e celkem č ty ř ik r á t , Z? 4 = e. dá le tento pohyb zachová všechny orientace 
rohových kostek, kostku dfl o toč í o 120°, kostku dlb o 240°, viz ob rázek 9. Tedy 

x(0) = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 2 , 0 ) . 

Tento pohyb m ě n í orientaci dvou sousedních kostek. P o k u d je p o t ř e b a změn i t orientaci 
u j inak p o s t a v e n ý c h kostek, s t ač í p ř e d pohybem <fi vykonat v h o d n ý zák l adn í pohyb, aby 
se d a n é kostky staly sousedn ími . P o k u d budou kostky v r á m c i j e d n é stěny, ale d i agoná lně 
(nap ř ík l ad dlf a dbl), z m ě n u spinu v y k o n á m e pohybem A(\>A~X,A G S (u dlf a dbl jde 
o pohyb B~1(pB). V p ř í p a d ě , že spolu kostky nesdí l í s t ě n u (nap ř ík l ad dfl a urb, z m ě n u 
spinu v y k o n á m e pohybem A2(pA~2 (u dfl a urb jde o pohyb B~2(pB2). Zvolením j e d n é 
kostky, na k t e r é budeme p rovádě t k a ž d ý pohyb, v ž d y s j inou kostkou, d o k á ž e m e d o s á h n o u t 
s p r á v n é h o spinu u všech sedmi zbylých kostek. Podle vě ty 5.1 pak mus í m í t i pos l edn í kostka 
sp rávný spin. 
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O b r á z e k 9: Rubikova kostka po p roveden í pohybu <fi. 

6.2 Hranové kostky 

V y p o ř á d a l i jsme se s u m í s t ě n í m a spinem rohových kostek, u h r a n o v ý c h m u s í m e postupovat 
opa t rně j i . Pohyby, k t e r é n á m sice p o m ů ž o u s u m í s t ě n í m h r a n o v ý c h kostek, ale rozhod í n á m 
konfiguraci kostek rohových n a p á c h a j í vice škody než už i tku . 

Budeme uvažova t dva pohyby. P r v n í m pohybem je 

U = (urf, ufl, ulb, ubr) (ub, ur, uf, ul), 

k t e r ý již d o b ř e z n á m e . Dá le si zavedeme pohyb 

Mr = LR-1 = R ' 1 • L = (urf, frd, drb, bru)(ur, fr, dr, br)(ufl, f Id, dlb, blu)(ul, fl, dl, bl). 

V tomto p ř í p a d ě bude snazš í uvažova t pohyb Mr jako o točen í p r o s t ř e d n í vrs tvy Rubikovy 
kostky o 90°, viz ob rázek 10. P o k u d u k o t v í m e s t ěny L a R na m í s t ě a povol íme z m ě n u 
polohy s t ř e d ů , bude vy jád řen í pohybu Mr mnohem jednodušš í : 

Mr = (u, b, d, f)(ub, bd, df, fu). 

O b a pohyby jsou pro n á s n e b e z p e č n é v tom, že k r o m ě h r a n o v ý c h kostek m ě n í i konfiguraci 

O b r á z e k 10: Rubikova kostka po p roveden í pohybu Mr. 

kostek rohových a s t ř edových . Dé lky p e r m u t a c í rohových i s t ř edových kostek u obou t ě c h t o 
p o h y b ů jsou rovny 4, bude tedy p o t ř e b a použ í t jejich č t v r t é mocniny, p ř í p a d n ě pohyby 
k n i m inverzní , aby konfigurace rohových a s t ř edových kostek z ů s t a l a zachována . 
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6.2.1 U m í s t ě n í h r a n o v ý c h kostek 

Uvažu jme n ě k t e r é kombinace p o h y b ů Mr a U: 

MrU
2 = (b, d, f, u)(urf, ulb)(ufl, ubr)(fu, uf)(ul, ur)(ub, bd, df, bu, db, fd), 

M~l = RL'1 = (b,u,f, d)(ub,fu,fd,db), 

M~lU2 = (b, u, f, d)(urf, ulb)(ubr, ufl)(ub, bu)(ul, ur)(fu, fd, db, uf, df, bd). 

Nabíz í se složit pohyby MrU
2 a M~lU2, uvažu jme tedy pohyb 

£ = MrU
2M~lU2 = LR-lU2L~lRU2 = (ub, fu, df)(bu, uf, fd). 

O b r á z e k 11: Rubikova kostka po proveden í pohybu £. 

Pohyb £ n á m zachovává konfiguraci h r a n o v ý c h i s t ř edových kostek, ale m ě n í u m í s t ě n í t ř í 
kostek ub, f u a df, viz ob rázek 11. Zbývá ověři t , jestl i tento pohyb lze využ í t un iverzá lně , 
t j . zda lze l ibovolnou t roj ic i h r a n o v ý c h kostek dostat na pozice ub, f u a df. 

• P o k u d jsou všechny kostky v r á m c i j e d n é p r o s t ř e d n í vrstvy, s t ač í p o u ž í t pohyb £. 

• Všechny kostky se nacház í v j e d n é s t ěně ( nap ř ík l ad uf, df a If). P r o p rohozen í takto 
zvolených kostek p o t ř e b u j e m e pohyb A2B£B~1A2; A, B G S. 
(pro uf, df, If jde o pohyb L2B~lÍBL2). 

• P r v n í a d r u h á , resp. p r v n í a t ř e t í h r a n o v á kostka v r á m c i j e d n é stěny, ale d r u h á a t ř e t í 
v různých s t ě n á c h (nap ř ík l ad uf, If a ub). Zde n á m pos louží pohyb 
ABA-l£AB-lA~l-A,B e S (pro uf, If a ub jde o pohyb UFU^^UF^U'1). 

• P r v n í a d r u h á sousedící v j e d n é s těně , t ř e t í s n imi nesdí l í ž á d n o u s t ě n u (např ík l ad 
df, If a bu). V tomto p ř í p a d ě zvol íme s te jný pohyb jako v p ř e d c h o z í m p ř í p a d ě , t j . 
ABA~l£AB~lA~l;A, B e S (pro df, If a bu jde o pohyb DFD^^DF^D'1). 

• P r v n í a d r u h á h r a n o v á kostka u m í s t ě n a naproti sobě v j e d n é s těně , t ř e t í s n i m i nesdíl í 
ž á d n o u s t ě n u (nap ř ík l ad rf, If a bu). Zde je algoritmus j ednodušš í , s tač í p o u ž í t pohyb 
A£A-1;A€ S (pro rf, If a bu jde o pohyb F^F'1). 

• Ž á d n é dvě h r a n o v é kostky spolu nesdí l í s t ě n u ( nap ř ík l ad rf, bu a dl). Zde využ i jeme 
pohybu AB£B~lA~l; A, B e S (pro rf, bu a dl jde o pohyb F~lD£D~lF). 
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Ukáza l i jsme tedy, že tento pohyb lze použ í t pro z m ě n u u m í s t ě n í l ibovolných t ř í hrano
vých kostek. Zvolen ím dvou t ěch to kostek d o k á ž e m e zbylých deset s p r á v n ě u m í s t i t . Podle 
vě ty 5.1 i zbylé dvě budou na s p r á v n é m mís t ě . T í m t o z p ů s o b e m d o k á ž e m e na léz t t akové 
složení výše uvedených p o h y b ů , aby po v y k o n á n í s loženého pohybu byla r = e. 

6.2.2 Spin h r a n o v ý c h kostek 

Zbývá n á m vyřeš i t spin h r a n o v ý c h kostek, n a š í m cí lem tedy bude dostat se z konfigurace 
(1,1,0,y) do konfigurace zák ladn í , t j . (1,1,0,0). S te jně jako u p ředchoz ích p r o b l é m ů , i zde 
je p o t ř e b a na léz t algoritmus, k t e r ý n á m z m ě n í pouze spin dvou kostek a zbytek zachová. 
Uvažu jme znovu složení p o h y b ů Mr a U a to následuj ící : 

MrU = (b, d, f, u)(urf, ufl, ulb, ubr)(ub, bd, dl, lu, bu, db, fd, ul)(fu, ur, uf, ru), 

MrU~x = (b, d, f, u)(urf, ubr, ulb, ufl)(ub, bd, df, ru, bu, db, fd, ur)(ul, lu, fu, ul). 

T y t o pohyby ma j í v sobě cyk ly dé lky 4 a jeden cyklus dé lky 8, nab íz í se zkoumat pohyby 

(MrU)A = (ub, bu)(bd, db)(df, fd)(ul, lu), 

(MrU'1)* = (ub, bu)(bd, db)(df, fd)(ur,ru). 

Jejich s ložením pak dostaneme 

X = (MrU)A(MrU~1)A = (ul,lu)(ur,ru) 

O b r á z e k 12: Rubikova kostka po p roveden í pohybu x-

Pohyb x n á m tedy p r o h o d í spin dvou pro t i l eh lých h r a n o v ý c h kostek, viz ob rázek 12. 
U k a ž m e opě t , že tento pohyb pos louží k p rohozen í spinu dvou kostek bez ohledu na jejich 
umís těn í : 

• P o k u d jsou h r a n o v é kostky naproti sobě v j e d n é s t ěně (nap ř ík l ad ru a lu), s t ač í n á m 
s a m o t n ý pohyb %• 

• H r a n o v é kostky v j e d n é s t ěně , k t e r é spolu sousedí ( nap ř ík l ad ru a fu). P a k využ i jeme 
pohyb ABxB~xA~x;A,B G S (pro rf, bu a dl jde o pohyb F~lL~lxLF). 

• H r a n o v é kostky spolu nesdíl í ž á d n o u s t ěnu , jejich spojnice p rocház í s t ř e d e m kostky 
(např ík l ad ru a dl). Zde pos louží pohyb A2xA2;A G S (pro ru a dl použ i j eme L2xL2). 
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• H r a n o v é kostky spolu nesdí l í ž á d n o u s t ěnu , jejich spojnice nep rocház í s t ř e d e m kostky 
(např ík l ad ru a fl). V tomto p ř í p a d ě s tač í p o u ž í t pohyb A\A~X (pro ru a fl to je 
pohyb L~lxL). 

Pohyb x tedy lze využ í t na z m ě n u spinu l ibovolných dvou h r a n o v ý c h kostek. O p ě t 
p r o h a z o v á n í m s p e v n ě zvolenou hranovou kostkou d o k á ž e m e zajistit s p r á v n o u orientaci 
j e d e n á c t i h r a n o v ý c h kostek. Podle vě ty 5.1 je s p r á v n ě o r i en tována i pos ledn í h r a n o v á kostka. 
P r o v e d e n í m t ě c h t o p o h y b ů jsme pak schopni d o s á h n o u t zák l adn í konfigurace Rubikovy 
kostky. 
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7 Popis nepovolených konfigurací 

Uvažu jme situaci, kdy jsme získali Rub ikovu kostku n á h o d n ě rozebranou na díly a s loženou 
zpě t . Pokusme se takovou kostku p o m o c í na šeho algori tmu převés t do z á k l a d n í konfigurace 
a pod íve jme se, j aké p r o b l é m y mohou nastat v j edno t l i vých krocích. 

Rohové kostky pů jdou v ž d y u m í s t i t na své mí s to , p o m o c í algori tmu d o k á ž e m e sp rávně 
umí s t i t sedm kostek. Pos l edn í rohová kostka m ů ž e bý t pouze na j e d n é , s p r á v n é pozici . 
D o k á ž e m e tedy l ibovolnou konfiguraci (a,T,x,y) G X p řevés t na konfiguraci (e, r ' , x', y'). 

P ř i řešení o r ien tac í rohových kostek m á m e k dispozici pohyb, s j ehož p o m o c í m ě n í m e 
spin dvou kostek - ke spinu p r v n í p ř i č í t á m e 1 mod 3, ke spinu d r u h é 2 mod 3. D o k á ž e m e 
tedy bez p r o b l é m ů změn i t spin sedmi kostek na 0, o s m á kostka pak m ů ž e mí t t ř i r ůzné 
spiny, konfiguraci ( e ,T' ,X ' , y ' ) G X d o k á ž e m e převés t na konfiguraci ( e , T " , X O , y " ) , kde 
x 0 e {0; (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0); (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)}. P o k u d x0 / 0, neexistuje pohyb převáděj íc í 
kostku do složené konfigurace a p ů v o d n í konfigurace je nepovolená . 

P ř i s p r á v n é m umísťování h r a n o v ý c h kostek p r o v á d í m e pohyb, k t e r ý n á m prohazuje t ř i 
h r anové kostky. S jeho p o m o c í d o k á ž e m e bez p r o b l é m ů u m í s t i t deset z d v a n á c t i kostek 
na s p r á v n é mí s to , t j . p řevés t konfiguraci ( e , r " , x o , y " ) G X na konfiguraci (e, ro, £o> y'")-
Pro ro pak nas táva j í dva p ř ípady . P r v n í m o ž n o s t í je TQ = e, pokud jsou i zbývající dvě 
h ranové kostky s p r á v n ě u m í s t ě n é . V o p a č n é m p ř í p a d ě jsou pos ledn í dvě h r a n o v é kostky 
p rohozené . Tedy ro G {e, (1, 2)}. 

V p o s l e d n í m kroku m ě n í m e spiny dvou h r a n o v ý c h kostek. P o d o b n ě jako u rohových 
kostek d o k á ž e m e zajistit s p r á v n ý spin j e d e n á c t i h r a n o v ý c h kostek. Pos l edn í h r a n o v á kostka 
pak m ů ž e mí t spin 0, v tom p ř í p a d ě je n a t o č e n á sp r ávně , nebo je o t o č e n á o 180° a m á 
spin 1. T í m t o pohybem tedy d o k á ž e m e konfiguraci (e, ro, xo, y'") upravit na konfiguraci 
e,ro,xo,yo) j kde yo G { 0 , ( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) } . P o k u d yo = 0, získali jsme slo
ženou konfiguraci a p ů v o d n í konfigurace (a, r , x, y) G G je tedy povolená . P o k u d yo = 
(1, 0, 0, 0,...), p ů v o d n í konfigurace (a, r , x,y) G' G je nepovolená . 

Konfigurace (e ,ro,xo,yo) z í skaná p r o v e d e n í m všech k roků pro složení kostky m ů ž e mí t 
d v a n á c t různých t v a r ů a k a ž d á p a t ř í do r ů z n é orbity. T y t o konfigurace se s v ý m tvarem 
nevíce blíží s ložené konfiguraci, budeme je uvažova t jako z á k l a d n í konfigurace v odpov ída 
jících o rb i t ách . Jejich výče t lze na léz t v tabulce 3, na o b r á z k u 13 pak m ů ž e m e v idě t jejich 
s k u t e č n é podoby na zobecněné Rubikově kostce. V id íme , že akce grupy G na X m á celkem 
d v a n á c t orbit, tedy p r a v d ě p o d o b n o s t , že j i lze složit do zák l adn í konfigurace je 1:12. O v š e m 
i nepovolené konfigurace ležící ve zbývajících j e d e n á c t i o r b i t á c h d o k á ž e m e p o m o c í p o h y b ů 
převés t do odpovída j íc í z á k l a d n í konfigurace. P ř í p a d akce grupy povolených konfigurací G 
na m n o ž i n ě všech konfigurací X je ana log ický s p ř í k l a d e m 5 v kapitole 2, ve k t e r é m jsme 
uvažovali akci grupy l ineárn ích izomorf ismů na m n o ž i n u všech nedegenerovaných , symetric
kých b i l ineárn ích forem. 
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Konfigurace 0 Konfigurace 1 Konfigurace 2 

Konfigurace 3 Konfigurace 4 Konfigurace 5 

Konfigurace 6 Konfigurace 7 Konfigurace 8 

Konfigurace 9 Konfigurace 10 Konfigurace 11 

O b r á z e k 13: Zák l adn í konfigurace j edno t l i vých orbit zob razené na Rubikově kostce. 
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Index konfigurace TO XQ yo Konfigurace 
0 e 0 0 (e, e, 0,0) 
1 e (1 ,0 ,0 , - ) 0 ( e , e , ( l , 0 ,0 , . . . ) , 0 ) 
2 e (2,0,0,...) 0 (e, e, (2 ,0 ,0 , . . . ) ,0) 
3 e 0 (1,0,0,...) (e, e, 0,(1, 0,0,...)) 
4 e (1,0,0,...) (1,0,0,...) (e, e , ( l , 0 ,0 , . . . ) , (1 ,0 ,0 , . . . ) ) 
5 e (2,0,0,...) (1,0,0,...) (e ,e , (2 ,0 ,0 , . . . ) , (1 ,0 ,0 , . . . ) ) 
6 (1,2) 0 0 (e, (1,2), 0,0) 
7 (1,2) (1,0,0,...) 0 ( e , ( l , 2 ) , ( l , 0 , 0 , . . . ) , 0 ) 
8 (1,2)) (2,0,0,...) 0 (e, (1,2), (2, 0,0, . . . ) ,0) 
9 (1,2) 0 (1,0,0,...) (e, (1,2), 0 , (1 ,0,0, . . . ) ) 
10 (1,2) (1,0,0,...) (1,0,0,...) ( e , ( l , 2), (1 ,0 ,0 , . . .) ,(1, 0,0,.. .)) 
11 (1,2) (2,0,0,...) (1,0,0,...) ( e , ( l , 2), (2 ,0 ,0 , . „ ) , ( ! , 0,0,. . .)) 

Tabulka 3: Zák l adn í konfigurace j edno t l i vých orbit 
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8 Závěr 

V t é t o p rác i se n á m p o d a ř i l o splnit všechny naše cíle. Zadefinovali jsme si označen í jed
no t l ivých pozic a dílčích kostek Rub ikovy kostky a zavedli si grupu a z o b e c n ě n o u grupu 
Rubikovy kostky. Z k o u m á n í m zák ladn ích p o h y b ů a jejich kombinac í jsme dokáza l i na léz t 
algoritmus, k t e r ý vede k složení tohoto hlavolamu. Tento postup je p o m ě r n ě dlouhý, je př i 
n ě m ale d o b ř e v idě t , j a k é vlastnosti m á grupa Rubikovy kostky. Nav íc vzhledem k tomu, že 
n á m s tač í n a u č i t se č tyř i j e d n o d u c h é algoritmy, nen í n á r o č n ý na z a p a m a t o v á n í . Dá le jsme 
ukázal i , že pokud Rub ikovu kostku roz ložíme na dí ly a s ložíme zpě t , n e m u s í m e dostat vždy 
t akové rozložení , k t e r é lze p řevés t do s ložené Rubikovy kostky. Takových š p a t n ý c h rozložení 
je dokonce mnohem více než těch , k t e r é lze složit . Ukáza l i jsme t a k é , že na Rub ikově kostce 
lze p o m ě r n ě e l egan tně demonstrovat jak velmi zák l adn í a lgebra ické pojmy, tak i pojmy 
o něco obt ížnějš í , jako je n a p ř í k l a d akce grupy na m n o ž i n ě . Rub ikovu kostku tedy je m o ž n é 
velmi d o b ř e využ í t pro d idak t i cké účely v h o d i n á c h algebry. 

Tato b a k a l á ř s k á p r á c e by se dala rozšíř i t o da lš í a lgebra ické pojmy, k t e r é by se na R u b i 
kově kostce mohly zkoumat. T y t o pojmy by n á m p r a v d ě p o d o b n ě pomohly na j í t efektivnější 
řešení tohoto hlavolamu, p ř í p a d n ě by se mohly u k á z a t jeho dalš í za j ímavé vlastnosti . 
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