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Uvod

S vazenym prumeérem se snad kazdy z nés setkal uz na zékladni skole, kde jsme
zjistovali prumérovanim ziskanych znamek, co nés asi ¢ekd na vysvédéeni. Vazeny
prumér ma vSak v realném zivoté daleko Sir§i pouziti. Napf. spousta metod
vicekriterialnitho rozhodovani je zalozena pravé na tomto operatoru, konkrétné
pritazeni vah jednotlivym kritériim hraje dulezitou roli pii vybéru nejlepsi vari-
anty, jelikoz celkové hodnoceni varianty se pocita jako vazeny prumeér diléich
hodnoceni.

Fuzzy vazeny prumeér pak predstavuje logické rozsiteni vazeného prumeéru
do prostiedi fuzzy mnozin, a tedy nam umoznuje modelovat situace, které jsou
zatizeny jistou mirou neurcitosti. Cilem této préce je studovat nékteré z vlastnosti
agregacnich operatoru, konkrétné ostrého vazeného prumeéru, navrhnout jejich
rozsiteni do prostiedi fuzzy mnozin a ovérit, ze dané vlastnosti své ostré predlohy
zachovava i fuzzy vazeny prumeér.

V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy teorie fuzzy mnozin
a ukazeme, jaky je rozdil mezi tzv. ostrou a fuzzy mmnozinou. Definujeme si
zékladni charakteristiky fuzzy mnozin a zavedeme si pojem fuzzy ¢islo jako speci-
alni pripad fuzzy mnoziny. Uvedeme si zdkladni aritmetické operace vyuzivané
pii pocitani s fuzzy cisly a nasledné na prikladu ukazeme, ze u zavedenych o-
peraci bude tieba postupovat obezietnéji, pokud pii vypoctu uvazujeme néjakou
relaci. Dale se pak ¢tenai seznami s definici agregacniho operatoru, ukazeme si
jeho jednotlivé druhy a zavedeme vlastnosti, které budou stézejni pro posledni
cast této prace.

V hlavni ¢4sti préace si pak zvlast definujeme fuzzy vdzeny prumér s obecnymi
fuzzy vahami a fuzzy vazeny prumeér s normovanymi fuzzy vahami. Pokusime se
zavést oba typy fuzzy vazeného pruméru, obdobné jako jejich ostré predlohy, jako
posloupnost zobrazeni asociovanou s posloupnosti fuzzy vah. Nakonec fuzzifiku-
jeme jednotlivé vlastnosti agregaénich operatoru z druhé kapitoly a dokazeme, ze

tyto zobecnéné vlastnosti oba typy fuzzy vazeného prumeéru splnuji.



1 Zakladni pojmy

V této kapitole se sezndmime se zakladnimi pojmy teorie fuzzy mnozin, jejich
charakteristikami a zavedeme si pojem fuzzy c¢islo. Nauc¢ime se libovolné fuzzy
¢islo zapsat pomoci dvojice ,specidlnich“ funkci a nasledné si predstavime, jak
s fuzzy cisly pocitat.

Kapitola 1 byla zpracovéana pomoci [2], [3], [1], [0] , [7] a [3].

1.1 Mnozina, fuzzy mnozina

Z hlediska teorie mnozin je libovolna mnozina A chapana jako soubor objektu
néjakého univerza U, kde o kazdém prvku z U muzeme Tici, zda do dané mnoziny

A patii nebo nikoliv.
Definice 1.1. Charakteristickou funkci mnoziny A nazveme zobrazeni x4 : U —

{0,1}, pro které plati:

vl ={o e 0

Poznamka 1.1. V teorii fuzzy mnoZin byvd zvykem takové mmnoziny oznacovat

jako tzv. mnozZiny ostré.

V teorii fuzzy mnozin muzeme tuto myslenku rozsitit. Kazdému objektu x € A

pritazujeme hodnotu, ktera 7ika, do jaké miry do dané fuzzy mnoziny patii.
Definice 1.2. Necht je ddina mnozina U, tzv. univerzum. Pak fuzzy mnoZina A
na uniwerzu U je definovana zobrazenim

wa U — (0, 1).
Funkci pia nazgvame funkci prislusnosti fuzzy mnoziny A.

Pro kazdy prvek & € U hodnota pua(x) € (0, 1) iikd, do jaké miry je x prvkem

fuzzy mnoziny A.



Poznamka 1.2. Symbolem F(U) oznacime vSechny fuzzy mnoziny na U a zdpis

A € F(U) znamend, Ze fuzzy mnozina A je definovdna na univerzu U.

Poznamka 1.3. Pro zjednodusni bude v dalsim textu stupen prislusnosti proku

x k fuzzy mnozZiné A oznacen A(x) namisto pa(x), kde x € U.

1.2 Zakladni charakteristiky fuzzy mnozin

V této podkapitole jsou uvedeny pojmy, pomoci kterych lze blize popsat libo-

volnou fuzzy mnozinu.

Definice 1.3. Necht je ddna fuzzy mnoZina A na univerzu U a redlné éislo

a € (0,1). Pak a-rezem fuzzy mnoziny A nazgvdme (ostrou) mnozZinu
A, ={z € UlA(z) > a}.
Definice 1.4. Jddrem fuzzy mnoziny A na univerzu U rozumime (ostrou) mno-
Zinu
Ker A= {z e UlA(z) = 1}.
Definice 1.5. Nosicem fuzzy mnoziny A na univerzu U nazgvdme (ostrou) mno-
Zinu

Supp A= {x € UlA(x) > 0}.

Obrazek 1: Zakladni charakteristiky fuzzy mnoziny.
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1.3 Fuzzy cislo

Fuzzy ¢isla jsou specidlnim piipadem fuzzy mnozin. Aby se dana fuzzy mnozina

mohla nazyvat fuzzy cislem, musi splinovat néasledujici tti podminky:.

Definice 1.6. Fuzzy mnozZina C definovand na mnoziné redlnych cisel R se
nazyvd fuzzy cislem, jestlize splnuje:

1) Ker C #1),

2) An jsou uzaviené intervaly pro vsechny o € (0, 1),

3) Supp C je omezend mnoZina.

Poznamka 1.4. Libovolné redlné ¢islo ¢ a uzavreny interval {a,b) lze povaZovat
za specidlni pripady fuzzy cisel, jelikoZ lze najit funkci prislusnosti ve smyslu
definice 1.2. 'V pripadé uvaZovani néjakého redlného cisla ¢ jsou vsechny a-rezy
odpovidagiciho fuzzy ¢isla jednoprvkové mmnozZiny {c}. Funkci prislusnosti fuzzy
¢isla odpovidajici ¢islu ¢ € R zobrazuje obrdzek 2. Obdobné je tomu i u uzavienych
intervalt {(a,b) C R. Jeho funkce prislusnosti splyvd s charakteristickou funkei to-

hoto intervalu, coZ lze vidét na obrdzku 3.

= == mimeme— miew TRl

Obrazek 2: Funkce ptislusnosti fuzzy ¢isla znazornujictho realné ¢islo c.
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B 4+ - ———— - - — — —

Obrazek 3: Funkce piislusnosti fuzzy ¢isla znazornujiciho uzavieny interval (a, b).

Poznamka 1.5. Turzend, Ze fuzzy cislo C je definované na intervalu {(a, by, ikd,
zZe Supp C' je podmnozina (a,b) C R.
Definice 1.7. Necht je ddno fuzzy ¢islo C. Oznacme {(c',c*) = Cl(Supp C),
kde Cl(Supp C) oznacuje uzdvér Supp C a ddle (¢*,¢3) = Ker C. Redlnd ¢isla
ct,c?, 3, ct, pro kterd plati: ¢ < 2 < ¢ < &, se nazgvaji vijznaéné body fuzzy
¢isla C'.
Poznamka 1.6. V [/ je dokdzdno ndsledugici:

Fuzzy cislo C lze popsat dvojici funkci ¢ = (0,1) — R, ¢: (0,1) — R, defi-
novanych tak, Ze plati C, = (c(a),¢()) pro kazdé a € (0,1) a Cl(Supp C) =
(c(0),¢(0)). Navic pro funkce c,¢ plati

cla) <ce(B) <e(B) <ela) prod <a < B <1

Pro funkci prislusnosti fuzzy cisla C' pak plati:

Clz) = {Bnax{a|w € {cla),e(@))} %Loag € {¢(0),(0)), @)

Fuzzy ¢islo C' budeme pomoci dvojice funkci ¢,¢ zapisovat ndsledovné: C' =
{{c(a), &), a € (0, 1)}

V piipadé pouziti vyznacnich bodu neni ziejmy konkrétni tvar fuzzy cisla.
Proto je vhodnéjsi vyuzivat dvojice funkci ¢, ¢, které jednoznacné pomoci a-fezu
charakterizuji libovolné fuzzy cislo.
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V dalsim textu se pracuje s pojmy nezaporné a nenulové fuzzy ¢islo. Tyto

pojmy jsou vysvétleny v nasledujicich definicich.
Definice 1.8. O fuzzy cislu C' rekneme, Ze je nezdporné, jestliZe
Supp C C (0, 00).
Definice 1.9. O fuzzy c¢islu C rekneme, Ze je nenulové, jestlize
0 ¢ Cl(Supp C).
Na konci této kapitoly bychom se jesté seznamili s moznosti, jak porovnavat
dveé fuzzy ¢isla pomoci jejich a-tezu.

Definice 1.10. M¢jmé fuzzy éisla B = {(b(a),b(a)), a € (0,1)} a C = {{c(a),
¢(a)), a € (0,1)}. O fuzzy ¢islu B tekneme, Ze je mensi nebo rovno nez fuzzy
¢islo C, znacime B < C, pokud pro kazdé o € (0,1) plati

b(a) < ¢(a) Ab(a) < é(a).

1.4 Vypocty s fuzzy cisly

Lotfali Askar Zadeh, americky profesor puvodem z Azerbajdiénu, publikoval
v roce 1965 praci o mnozindch s neurcitou hranici, tzv. fuzzy mnoZindch [9].
Polozil tak zaklady teorie fuzzy mnozin. S témito mnozinami, specidlné s fuzzy
¢isly, bylo treba néjak pocitat. Proto v roce 1975 definoval Zadeh tzv. princip

rozsirend (viz [10]), ktery je zdkladem pro veskeré operace s fuzzy mnozinami.

Definice 1.11 (Princip rozsiteni). Fuzzifikaci zobrazni f : U — V rozumime

zobrazent

fr: F(U)— F(V),

které kazdé fuzzy mnoziné A € F(U) pritazuje fuzzy mnozinu fr(A) € F(V)

s funkci prislusnosti definovanou pro kazdé y € V' vztahem

el = { AN = € V). bz G = 0.
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Vyse uvedend definice 7ika, ze se jednotlivé body zobrazuji s puvodnimi stupni
prislusnosti. Jestlize existuje v univerzu U vice vzoru, pak je danému bodu
prifazeno supremum z jejich stupnu prislusnosti.

Zakladni aritmetické operace s fuzzy ¢isly se provadi pomoci upravené inter-

valové aritmetiky, ktera vychazi z vySe uvedeného principu rozsiteni.

Definice 1.12. Necht jsou ddna dvé fuzzy cisla B = {{b(a),b(a)),a € (0,1)},
C = {{c(a),¢(a)),a € (0,1)}. Pak, za predpokladu, Ze C' je nenulové fuzzy cislo,

jsou aritmetické operace definovdny ndsledujich zpusobem.:
1) Séitani: B+ C = {(b(a) + c(a),b(a) +¢(a)), € (0, 1)},

2) Odéitini: B — C = {{b(a) — ¢(a),b(a) — c(a)),a € (0,1)},

4) Délent: B/C = {(min{2e) Yo} Mo} Boly pyaypblo) Moy Bo) blojyy

@)’ ¢(a)’ cla)’ ¢(a)

ae(0,1)}.

Ve vyse uvedenych operacich uvazujeme libovolnou kombinaci proménnych,
tedy neuvazujeme zadny vztah mezi nimi. V praxi vsak muzeme byt omezeni
néjakou podminkou. Lze tedy uvazovat libovolnou relaci L takovou, ze L C RxR.
Takovato podminka nam pak muze zménit vysledek. Nasledujicim zapisem je
mozno zapsat libovolnou z vyse uvedenych operaci dvou fuzzy cisel B a C' pomoci

a-fezl, kdyz se neuvazuje zadnd podminka (x oznacuje +, —, -, /),
(BxC)y ={bxc|b € B,,c€ C,}.

Jestlize uvazujeme néjakou relaci L, L C RxR, pak mluvime o tzv. fuzzy arit-
metice s podminkou. Tato skute¢nost se nutné musi projevit i ve vyse uvedeném

zapise operace, a to nasledovné:
(BxC)y ={bx*c|be B,,ce C,,(bc) € L}.

Fakt, Ze nelze takovouto relaci L zanedbat, ilustuje nasledujici priklad.
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Piiklad 1.1. Uvazujme fuzzy ¢isla B a C, kde B = {{(2a+4,8—2a),a € (0,1)}
aC={(2a+1,5—2a),a € (0,1)}, jejichz funkce piislusnosti jsou zobrazeny na
obrézku 4. Déle, necht je déna relace L takovd, ze L = {(c,b)|c < b}. Ukolem je
urcit rozdil fuzzy c¢isel C' a B pii uvazovani dané relace a bez ni. Vysledné fuzzy

¢islo budeme znacit takto: C'— B = {c — b(«),c — b(a), € (0, 1) }.

05

Obrazek 4: Fuzzy ¢isla B a C.

Jestlize opomineme relaci L, pak lze rozdil zapsat takto: (C—B), = {c—b|b €
B,,c € C,}. Vysledné fuzzy ¢islo C — B = {{(da — 7,1 — 4a),a € (0,1)} je

zobrazeno na obrazku 5.

N
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Obrazek 5: Rozdil fuzzy ¢isel B a C' bez uvazovani relace.

V piipadé, ze uvazujeme relaci L, tedy (C' — B), = {c —blb € B,,c €
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C., (¢,b) € L}, pak pro vysledné fuzzy ¢islo bude platit:

1)
(c—=b)(a)={4a —T,a € (0,1)}

2)

~[1—4daproac(3,1)
(e=b)(a) = {0 iroae <0,%).

Zménu muzeme vidét na prvni pohled na obrazku 6.

Obrazek 6: Rozdil fuzzy cisel B a C' pii uvazovani relace.
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2 Vazeny prumeér jako agregacni operator

Kapitola 2 byla zpracovéna s vyuzitim [1].

Naledujici text se zabyva definici agregacniho operatoru. Zavedeme vazeny
prumeér jako jeden z agregacnich operdtoru, nasledné zminime vybrané vlastnosti
agregacnich operatoru a ukazeme, jestli vazeny prumér ma dané vlastnosti, ¢i
nikoli.

V ptipadé pocitani s redlnymi ¢isly rozumime pod pojmem agregacni operator
posloupnost agrega¢nich zobrazeni, které kazdé n-tici (zq,zs,...,2,), kde x; €
R,i=1,2,...,n an €N, pritadi realné ¢islo y € R. Abychom takovou posloup-
nost mohli nazvyvat agregaénim operatorem, musi byt splnény tii podminky,

které uvadi definice 2.1.

Definice 2.1. Agregacni operdtor A na intervalu I, kde I C (—o0, 00), je posloup-

nost { A, }°°, agregacnich zobrazend
A, 1" — 1,
kterd splnuje nasledugici podminky:
1) Ai(x) =z pro kazdé x € I;
2) Jestlize v; <y, proi=1,2,....,n an=23,..., pak

An<xl7x27 s axn) S An<y1ay27 s 7yn)7

3) prox” =infI axt =supl plati

lim Ap(xy, .. xp) =2~
(Z1yeeyn) = (T 4eyz™)
lim An(zy,.. . xn) =27

($17...7$n)_>(x+7...7$+)

Prvni podminka 1ika, ze pokud do agregace vstupuje libovolné ¢islo x € I, pak

vysledkem agregace je to samé cislo x. A; se nazyva operatorem identity. Druha
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podminka tika, ze A, je pro vSechny n = 2,3,... neklesajici funkce. Posledni
podminka udava vysledek agregace pro okrajové hodnoty z, € I, kde n € N.

Z hlediska vysledku agregace vuéci vstupnim hodnotam lze agregaéni operatory
¢lenit na konjunktni, disjunktni, prumeérujici a smisené. Vazeny prumeér je jednim
z prumeérujicich agregacnich operatoru, proto si je zavedeme jako prvni. Jsou ty-
pické tim, ze vysledek agregace lezi mezi nejmensi a nejvétsi agregovanou hodno-

tou, tedy pro kazdou n-tici (x1,zs,...,x,) € I" plati:

min{zy, T, ..., Tn} < Ap(x1, 29, ..., 2,) < max{xy, za,...,2,}.
Konjunktni operatory jsou takové, ze pro vsechna (xy, s, ..., x,) € I" plati:
Ap(xy, 29, .. x,) < minf{xy, zg, ..., 2.},

nebo-li vysledek agregace je mensi nebo roven nez nejmensi z agregovanych hod-
not. Disjunktni operatory jsou opakem konjunktnich, tedy pro kazdou n-tici

(1,22, ...,x,) € I™ plati:
An(xy, 29, .. x,) > max{xy, Ta, ..., Tp}.

SmiSené operatory jsou takové, které nemaji ani jednu z vyse uvedenych vlast-

nosti.
2.1 Vazeny prumeér

S pojmem vazeny prumér se muzeme setkat napt. pii agregaci dil¢ich hod-
noceni do celkového v modelech vicekriterialniho hodnoceni nebo pii pocitani

¢iselnych charakteristik statistického souboru dat. Jednd se o zobecnéni aritme-

tického prumeéru
n
_ 1
A== ",
n -
i=1

kde jednotlivym hodnotdm pfitazujeme pti vypoctu vahy. Vazeny prumeér je defi-

novan néasledovneé:
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kde x; ndm znaci i-tou vazenou hodnotu a w; je vaha pfifazena ¢-té hodnoté,
takovd, ze w; € RY,i = 1,2,...,n. Mnozinu viech n-rozmérnych vektorti vah
budeme znacit S, tj.

STIZVZ {(w17w2>"'7wn) ERn|wi S <07OO>7i: 1;27---77%211% #0}
i=1

Vzorec pro vypocet vazeného prumeéru lze upravit v piipadé, ze se poc¢ita s tzv.

normovanymi vdhami. Pro normované véhy v; € (0,1), i = 1,2,... n, plati

n 7 ~ ’~ s o v /1> . ~ 2
Yo v = 1 a vypocet vazeného prumeéru lze provadét podle zjednoduseného
vzorce:

EN: E ViZj.

=1

MnoZinu viech n-rozmérnych vektorii normovanych vah budeme znagit S2,

tj.
SN = {(vy,v,...,v,) € R"|v; € (0,1),i = 1,2,...,n,2vi =1}.
i=1
Nyni zavedeme vazeny prumeér jako agreagacni operator.
Definice 2.2. Méjme posloupnost vektori normovangch vah V- = {v,}>2,, kde

— n o ,n n N _
v, = (v, vy, .. .,00) €8, n=12...

Agregacni operdtor Ay na R nazveme vazeny prumér asociovany sV a definujeme

ho jako posloupnost Ay = { Ay, }52,, kde pro vsechna (1, xs,...x,) € R™ plati

n
2 n
AVn(xmew"axn) = Uy Ty
i=1

18



V pripadé, ze bychom neuvazovali normované vahy, pak je treba upravit

definici 2.2.
Definice 2.3. Méjme posloupnost vektori vah W = {w, }>°,, kde
w, = (wlwy, . ..,w)eSY n=12 ...

Agregacni operdator Ay na R nazveme vaZeny prumeér asociovany s W a defi-
nujeme ho jako posloupnost Aw = {Awn}5,, kde pro kazdé (z1,xs,...x,) € R"

plati

E?:l w;'x;

AWn(fL’l, To, ... ,J}n) = zn

i W
Jak bylo uvedeno vyse, aritmeticky prumeér je specidlnim piipadem vazeného
pruméru. Jednotlivé vahy jsou si rovny a maji hodnotu %, kde n € N. Jestlize

pozmeénime definici 2.2, pak lze zapsat aritmeticky prumeér jako agregacni operator

nasledovneé.

Definice 2.4. Méjme ciselnou posloupnost P = {p,}>2,, kde p, = (%, o %)
Agregacni operdtor Ap na R nazveme aritmeticky prumer asociovany s P a defi-
nujeme ho jako posloupnost Ap = {Ap,}2,, kde pro vsechna (1, xo, ... x,) € R"

plati

n

1
APn($1, Ta, ... ,l“n) = Z E%

i=1

Vazeny prumér je jednim z prumeérujicich agregac¢nich operatoru. Nasledujici
text se zabyva tim, které z nize uvedenych vlastnosti agrega¢nich operatoru jsou
vlastni i vazenému prumeéru. Také bude ukazano, ze nelze obecné tici, ze vSechny
agregacni operatory, které lze zaradit do skupiny prumeérujicich, maji stejné vlast-

nosti.

2.1.1 Vlastnosti vazeného priméru jako agregacniho operatoru

Definice 2.5. Rekneme, Ze agregacni operdtor A = {A,}°, na I je idempo-

tentni, pokud pro vsechny x € I a kazZdé n € N plati:
Ap(z,z, ... x) = 2.
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Tato vlastnost nam tiké, ze pokud do agregace vstupuje n-krat ta sama hod-

nota, potom vysledna hodnota bude totozna s puvodnimi, které jsme agregovali.

Véta 2.1. Pro kazdou posloupnost V.= {v,}>, resp. W = {w,}>2,, je vdZeny

prumér asociovany sV, resp. W, idempotentni.

Diukaz: Necht n € N a necht jsou ddny normované véhy v; € (0,1), i =

1,2,...,n,an-tice (z,z,...,x) € I". Pak idempotentnost 1ze dokazat nésledovné.
n
Ay, (z,z,...,x) zm-Zvi:x-lzaz.
i=1

Jestlize uvazujeme nenormované véhy w; € Rj, i = 1,2,...,n, pak

ST Wi T Ty e W
=1 Wik i=1 Wi
n

Z:’L:lwi B D iy Wi B

Aw, (z,x,...,x) =

O

Definice 2.6. Rekneme, Ze agregacni operdtor A = {4}, na I je symet-
ricky, pokud pro kaZdy vektor (xi,zo,...,x,) € I™ a pro vSechny permutace

o{l,2,...,n}, plati:
An(xa(l)a To(2)y - - 7xo(n)) = An<x17 Loy .. 7$n)-

Symetrii muzeme jinymi slovy nazvat komutativitou. Definice 2.6 tedy iika,
ze vysledek agregace neni zavisly na poradi agregovanych hodnot.

Jak je tomu u vézeného pruméru? Necht je ddn vektor vah (wy,ws, ..., w,),
kde w; € RY,i = 1,2,...,n, a vektor hodnot (z1,2s,...,2,) C I". VaZeny
prumér se chova jako symetricky operator ve dvou pripadech. Jednak, pokud
jednotlivé vahy w; € RY,i = 1,2,...,n, jsou fixovdny na konkrétni hodnoty
x; € 1,i=1,2,...,n. V tomto piipadé symetrie vyplyva z komutativity souctu
v ¢itateli. Druhou moznost{ je uvazovat takové vahy w; € RS, kde i = 1,2, ..., n,
ze w; = w; pro kazdé ¢,5 = 1,2,...,n. Vahy lze z kazdého clenu v citateli

vytknout, hodnoty (z1,xs,...,2,) C I™ jsou pak nezavislé na vahéch a lze je
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secist v libovolném poradi, coz opét vychazi z komutativity sc¢itani. V takovém
pripadé dostaneme aritmeticky prumeér. Nasledujici priklad ukazuje, ze pokud
upustime od vyse zminénych predpokladu, pak vazeny prumeér nelze povazovat

za symetricky operator.

Priklad 2.1. Necht je ddn vektor vah (2,4) a dva vektory hodnot (1,7) a (7,1).
Ackoliv jsou v obou vektorech hodnot hodnoty stejné, vazeny prumeér poskytne

dva ruzné vysledky.

1)

2
An(1,7) = 2131 = =
Do Wi 2+4

2)
S wi _2-T+4-1 _ 5
> w; 2+4

An(7,1) =

Viézeny prumér tedy neni obecné symetrickym operatorem.

Poznamka 2.1. Prikladem agregacniho operdtoru zaloZeného na vdZeném pri-
méru, kde jsou vdhy fixrované na konkrétni hodnoty, je OWA - ordered weighted
average. Princip OWA spociva v tom, Ze si nejdrive uspordddme jednotlivé hod-
noty podle velikosti a vdhy jsou pak pritazeny jednotlivijch hodnotam dle jejich

nového uspordddni. OWA operdtor byl zavedeny v [5].

Definice 2.7. Agregacni operdtor A = {A,}°°, na I se nazjvd ryze monoténni,

jestlize jsou jednotlivé agregacni zobrazeni A, ryze monotonni.

Ryzi monoténnost chédpeme tak, ze pokud zvysime, respektive snizime, libo-
volnou hodnotu v agregaci, pak vysledna hodnota agregace bude vyssi, respektive

nizsi.

Véta 2.2. Pro kazdou posloupnost V.= {v,}2,, resp. W = {w, }22,, je vdZeny

prumér asociovany sV, resp. W, ryze monotonni.
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Duikaz: Necht n € N a necht jsou ddny normované véhy v; € (0,1), i =
1,2,...,n, n-tice (xy,T9,...7,) € R™ a (y1,¥s,...yn) € R™. Necht plati x; < y;
pro néjaké i € {1,2,...,n} a pro j # ¢ plati x; = y;. Potom

T <Y
VT < ViYi
n n
V; X + E VT < VY + g Vil
j=1 j=1
J#i J#i

n n
E V25 < E VY
Jj=1 Jj=1

AVn<:U17 Zoy ... axn) < AVn<y17 Ya, - - 7yn)

Jestlize uvazujeme nenormované véhy w; € Rj,7=1,2,...,n, pak

Ty < Yi

n n

wW; T; + E W;T; < WY + E wW;Y;
j=1 Jj=1
J#i J#i

n n
Wiy + Y G=1 Wik Wiy + D=1 Wiy,
J#i < J#i
D=1 w; D=1 w;
i) i)
n n
Do Wity D WY

Z;'L:1 wj Z;'L:1 wj

AWn(h,xz, N 7$n) < AWn(ylay% e 7yn)'

O

Definice 2.8. Agregacni operdtor A = {A,}22, na I nazveme linedrné invari-

antni, jestlize pro libovolné r,t € R a kazdé (xy,xs,...,x,) € I",n € N plati:

Ap(r-zy+tr-axg+t,...,r -z, +t) =71 Ay(21,20,. .., 2,) + L.
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Tuto vlastnost 1ze chapat jako stabilitu agregacniho operatoru vuci linearnim

zménam v argumentech, které vstupuji do agregace.

Véta 2.3. Pro kazdou posloupnost V= {v,}>, resp. W = {w,}>2,, je vdZeny

prumér asociovany s 'V, resp. W, linedrné invariantni.

Diukaz: Necht n € N. Uvazujme normované védhy v; € (0,1), i =1,2,...,n,

nenormované vahy w; € SW.i=1,2,... n, alibovolna éisla r, ¢ € R. Pak plat{

n n n

Ay, (rey+treg+ ... e, +1) = sz-(rxi +1t) = Z%‘(T%) + sz‘t =
' ; i=1

=1 =1

n

n
:erixithZvi =rAy, (z1,22,...,2,) + t.

i=1 i=1

V pripadé, ze uvazujeme nenormované vahy, pak

Aw, (roy+t,rog+t, ... 1o, +t) = &5 SA = —

Z?:l Wiy 1 Z?:l wi

=r=s t=r =rAw, (z1,29,...,2,) + t.
D i1 Wi D im Wi
Vazeny prumeér je tedy linedrné invariantni. a

Fuzzy vazeny prumér predstavuje logické rozsiteni ostrého vazeného pruméru
do prostiedi fuzzy mnozin. Dalsi text se zabyva tim, jak je fuzzy vazeny prumeér
definovan a jestli, popiipadé jakym zpusobem, si zachovava vyse zminéné vlast-

nosti vlastni vazenému prumeéru.
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3 Fuzzy vazeny prumér

V této kapitole si definujeme dva typy fuzzy vazeného pruméru, zavedeme
je jako posloupnosti zobrazeni, obdobné jako v ostrém piipadé, a dokazeme
platnost zobecnénych podminek, pomoci kterych se definuje agregacni operator.
Déle budeme v jednotlivych podkapitolach zkoumat mozné zobecnéni vlastnosti
ostrého vazeného prumeéru, zformulujeme véty o platnosti danych vlastnosti pro

fuzzy vazeny prumér a nasledné je dokazeme.

3.1 Definice fuzzy vazeného priumeéru

Tato podkapitola byla zpracovana s vyuzitim [1].

Definice 3.1. Necht jsou ddna nezdpornd fuzzy &isla Wi, W, ..., W,. Ddle necht
existuji w >0 ai € {1,2,...,n} takové, ze Wi(w) = 1. Pak fuzzy vdZeny primér
fuzzy cisel X1, Xo, ..., X, s fuzzy vdhami Wy, Wy, ..., W, je fuzzy ¢islo X" =
{{z" (), (o)), € (0,1)} takové, Ze

£W<a) :mjn{w’wi € Wia,i = 1,2,...,n,2wi 750},
i=1 Wi Py

fw(a) :max{wmi € Wig, i = 1,2,...,n,2wi %0}
i=1

Pozndmka 3.1. Necht n € N. MnoZinu véech n-tic fuzzy vah, tj. mnoZinu vsech
n-tic fuzzy cisel Wi, Wo, ..., Wy,i = 1,2,...,n, pro néz plati podminky uvedené

v definici 3.1, budeme znacit SVVE.

Definovani fuzzy vazeného prumeéru obecné neni z hlediska vah takovy problém.
Postaci nam, aby fuzzy vahy byly nezédporna fuzzy cisla. Existuje vsak specialni
pripad (v redlnych ¢islech obdoba poé¢itdni s normovanymi vdhami), kde jsou
kladeny specifické pozadavky na fuzzy vahy, uvazuji se tzv. normované fuzzy

vahy.
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Definice 3.2. Fuzzy cisla V1, Vs, ..., V, definovand na (0,1) se nazyjvaji nor-
mované fuzzy vihy, jestlize pro kazdé o € (0,1) a kazdé i = 1,2,...,n plati:
Pro libovolné v; € Vi, existuji v; € Vio, 7 = 1,2,...,n, j # 1, takovd, Ze

v; + Z;’L:l,j;éi v; = 1.

Poznamka 3.2. Necht n € N. MnoZinu vsech n-tic normovanych fuzzy vah,
tj. mnozZinu vSech n-tic fuzzy cisel Vi, Vo, ..., Vo, i = 1,2,... n, pro néz plati

podminky uvedené v definici 3.2, budeme znacit SN

Jestlize se uvazuji normované fuzzy vahy, pak se vypocet fuzzy vazeného

pruméru neprovadi pomoci definice 3.1, ale nasledujicim zptsobem.

Definice 3.3. Necht jsou ddny normované fuzzy vihy Vi, Va, ..., V,. Pak fuzzy
vazeny prumeér fuzzy cisel Xy, ..., X, s normovanymi fuzzy vdhami Vi, Va, ..., V,

je fuzzy cislo XN = {{zV (), 7V (o)), € (0,1)} takové, Ze

i=1

2N(a) = min{Zvigi(aﬂvi € Via,1 = 1,2,...,n,2vi = 1},
i=1

7V (a) = max{Zvﬁi(a)]vi € Vig, i = 1,2,...,n,Zvi = 1} )
i=1 i=1

3.2 Fuzzifikace agregacniho operatoru vazeného primeéru

Jak bylo ukazano v kapitole 2, vazeny prumeér je jednim z agregacnich opera-
toru. V této podkapitole fuzzifikujeme podminky uvedené v definici 2.1 a ovéiime,
ze je fuzzy vazeny prumeér spliuje.

Nejprve zavedeme fuzzy vazeny prumeér jako posloupnost zobrazeni, obdobné
jak tomu bylo u vazeného pruméru. I zde je nutné rozlisovat, zda-li uvazujeme

normované fuzzy vahy ¢i nikoliv.

Definice 3.4. Méjme posloupnost normovanijch fuzzy vah Ve = {vp,}°2, kde

v, = (VL Va V) e SN n=1,2,...

n
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Potom fuzzy vdZenym prumérem definovanym na R asociovanym s Ve nazveme
posloupnost Xy, = {Xv.n 22, kde pro kazdou n-tici fuzzy éisel X1, Xo, ..., Xy,
kde X; = {(z;,(a),T;(a)), ¢ € (0, 1)}, proi =1,2,....n, plati

XVF”(X17X27 s ’Xn) = {<£Vpn(a)’van(a)>7 Q€ <07 1>}

n

Ty, (@) = min {Z vig;(a)|v; e Vi i=1,2,...n, ) v =

1=1 %

Il 3
—
—_
——

TVFn(a):max{Zvl ()|, e VEi=1,2,... n, 'Ui:l}'

i=1 1=1

Pro nenormované fuzzy vahy upravime definici 3.4.
Definice 3.5. Méjme posloupnost fuzzy vah Wr = {wp, }5°, kde
W = (W Wo . W) e SVE n=1,2,...

Potom fuzzy vazenym primérem definovanym na R asociovanym s Wg nazveme
posloupnost Xy, = {Xwpn 22, kde pro kazdou n-tici fuzzy cisel X1, Xo, ..., Xy,
kde X; = {(z;(a),T;(a)), € (0, 1)}, pro i =1,2,...,n, plati

XWFTL(Xl’ X, 7Xn) = {<£WFn(O‘)7EWFn(a)>7 ac <07 1>}

) i wizi(@) 0o -
@an<a):mln{1n—w| VVZQJZ_l 2 nazzlwz%o 9

Twpn() = max M| e Wl i=1, ,...,n,ZwﬁéO )

V nasledujim textu fuzzifikujeme vlastnosti 1,2 a 3, uvedené v definici 2.1
a ukazeme si, ze je splnuje i fuzzy vazeny prumeér. Pripomenme si, jak vypada
prvni podminka.

Ay(z) = x pro kazdé x € I.
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Prvni podminka nam 1ika, jak se chova agrega¢ni operator A pron = 1 a vyplyva
z ni, ze Ay je operatorem identity. V pripadé fuzzy vstupu pozadujeme, aby pro
fuzzy cislo X, které vstupuje do agregace, platilo, ze vysledkem agregace je to

samé fuzzy cislo Xj.

Véta 3.1. Necht je Vi = {vp,}32, libovolnd posloupnost vektori normovangch
fuzzy vah a necht Xy, = {Xv,n 152, je fuzzy vdZeny primér asociovany s V. Pak

pro kazdé fuzzy c¢islo X = {(z(a),Z(a)),a € (0,1)} plati

X1 (X) = X,

Diikaz: Necht Xy, 1 = {(zy,,(®), Tv,1(a)),a € (0,1)}. Je tedy tieba dokézat,
7e Ty, () = z(a) a Ty (a) = Z(a), pro a € (0, 1). Pro kazdou posloupnost Vi

plati vy = (1), ¢ili V! = 1.

1)

Ly (@) = min {viz(a)|vy € Via, vi = 1} = z(a)

2)

Typ1(a) = max {v;T(@) vy € Vig, v = 1} = T(«)

Jestlize neuvazujeme normované fuzzy vahy, musime upravit vétu 3.1.

Véta 3.2. Necht je Wp = {wp,}2°, libovolnd posloupnost vektori fuzzy vah
a necht Xy, = {Xwon 22, je fuzzy vdZeny primér asociovany s Wr. Pak pro

kazdé fuzzy cislo X = {{z(a),Z(a)),a € (0,1)} plati
Xwp(X) = X.

Dukaz: Dukaz provedeme obdobné jako u fuzzy vazeného pruméru s nor-

movanymi fuzzy vahami. Necht Xyy,.1 = {(zy,1 (), Tw,1 (@), € (0,1)}.

1)

s = min {5 € W £ 0} (e

w1
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2)

w1 T ()

EWF1<05) = max{ |’UJ1 < Wla,wi 7A O} = E(Oé)

w1
O
Je dokézdno, ze dvojice funkci zy. 1, Tv1, T€Sp. Ty, 1, Twi1, fuzzy vazencho
pruméru se rovnaji dvojici funkci z, T pro libovolné fuzzy ¢islo z intervalu, kde
je Xv,1, resp. Xy,1, definovan, tedy Xy,1, resp. Xw,1, a X jsou totozna fuzzy
¢isla.
Druhéd podminka fiké, ze vysledek agregace prvku (zq,zs,...,x,) € I" je
mensi, popiipadé roven, agregaci prvku (y1,vy2,...,yn) € I", jestlize x; < y;,
pro ¢ = 1,2,...,n. Formalni zapis vypada nasledovné: Jestlize z; < y; pro i =

1,2,....nan=2,3,..., pak
Ap(xy, 20, xn) < An(Y1, Y2y - -+ Yn)-

Pii pocitani s fuzzy ¢isly nelze obvykle jednoznaéné rozhnout, zda je fuzzy
¢islo mensi nebo vétsi nez fuzzy ¢islo druhé, a proto vyuzijeme definici 1.10. Aby
bylo mozné zobecnit druhou podminku pro fuzzy ¢isla, je tieba, aby bylo splnéno

nekolik predpokladu.

Véta 3.3. Méjme posloupnost vektori normovanych fuzzy vah {vp,}5°,. Necht

pro kaZdé n € N plati ndsledujici:
1) Méjme fuzzy éisla X1, Xo, ..., X, a Y1,Ys, ..., Yy,

X ={(z;(a),Ti(a)),a € (0, 1)} a Vi = {(y,(@),y;(a)),a € (0, 1)},
i = 1,2,...,n, pro néz plati z,(a) < y.

() aTi(a) < Yi(a) proi =
1,2,...,n a kazdé o € (0, 1).

2) Oznacme

XY = Xpon( X1, Xo, ..., X)) = {@V (), 7V (@), a € (0,1)}

v = XVFTL(YI’ Yo, ... 7Yn) = {<QN(O‘)7EN(@)>’ (OS <07 1>}
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Potom pro XN a YN plati 2™ (a) < yN() a zdrovern TV (o) < 7"V (a), pro kazdé
€ (0,1).

Diikaz: Oba vztahy z véty 3.3 si dokdzeme zvlast. Uvazujme libovolné n € N

a vektor normovanych fuzzy vah (Vi, Vs, ... V) = vp,.

1) Necht vf,v3,..., v, kde vf € Vi, proi = 1,2,...,n, a Y ., vf = 1, jsou

Y 7’l7

takové normované vahy, pro které plati

y"(a) = min {ZU’%(O‘)W EVig,i=1,2,....n, ) v; = 1} -

i=1 i=1

= 2_ vy ()
i=1

Oznacme
=> wiz,(a)
i=1
Plati
M) <Y vy (@) =y (@)
=1
a ziejmeé

%2

mm{zwl '“ZEVW:1,2,-.-,n,2w=1}st*m).
1=1

7 vyse uvedenych rovnic je ziejmé, ze 2 (a) < QN(oz) pro kazdé o € (0, 1).

2) Necht vf*, v5*,... v kde vf* € Viy, proi =1,2,...,n,a Yy . vi* =1, jsou

YV n

takové normované vahy, pro které plati

@

max{Zwyz Nvi € Via,i=1,2,.. n,ivizl}:
i=1
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=1

Oznacme
eV () = Z v T ()
i=1
Plati
2V (@) < () =7V (@)

i=1

a ziejmé

7V (a) = max {Zv@im € Vin,i=1,2,... ,n,ZvZ- = 1} < 2V (a).
i=1

=1

Z rovnic v tomto bodu vyplyvd, ze T (a) < 7V (a) pro kazdé « € (0, 1).

O
Normovany fuzzy vazeny prumér spliuje zobecnénou podminku 2 z definice

2.1. Nyni si to samé ukazmeé pro ptripad, kdy neuvazujeme normované fuzzy vahy.

Véta 3.4. Méjme vektor fuzzy vah {wg,}°2,. Necht pro kazdé n € N plati

ndsledugici:
1) Méjme fuzzy éisla X1, Xa, ..., X, a Y1,Ys, ..., Y,

Xi= {<£i<o‘)’fi(@)>v& S <07 1>} aY; = {<g~(a)7§i(@)>>04 € <07 1>}7

i = 1,2,...,n, pro nez plati z;(a) < y
1,2,...,n a kazdé o € (0, 1).

(@) a Tila) < Fla) pro i =

)

2) Oznacme

XV = Xyon(X1, Xo, ..., X)) = {2V (), 7% (a)),a € (0,1)}

YW= Xwpn(Y1,Y2,...,Y,) = {<QW(O‘)’@W<O‘)>7 a€(0,1)}.
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Potom pro XV a YW plati 2V (a) < y"(a) a zdroven TV (o) <7V (a), pro kazdé
a e (0,1).

Dukaz: Necht wi, w3, ..., wk, kde wf € Wi, proi=1,2,...,n,ay .  wi #
0, jsou takové vahy, pro které plati

TLwy (o . n
yW(a):min MhﬂiGI/Via,z:l,Z,...,n,Zwi%O =
- D i Wi i=1

Oznacme
x (Oé> - n *
Zi:l wz
Plati
Yo wiy (@)
W x =1 "1d, W
=) < Z?:l w; 4 (@)
a ziejmeé

2" (o) = min —Zi:lnwi%(a) |w; € Wi, i =1,2,...,n, Zw,- #0 3 <2V (a).
D i Wi i=1

Z vyse uvedenych rovnic je ziejmé, ze 2" («) < y" () pro kazdé a € (0,1).

Diikaz pro 2 (a) a 7" () by se provedl analogicky. O

Fuzzy vazeny prumér s nenormovanymi fuzzy vahami tedy také spliuje zo-

becnénou podminku 2 z definice 1.6.

Treti podminka vypada nésledovné: Pro 2= = inf I a 2+ = sup I plati
lim Ap(xy, .. ) =27
(150 yn) = (@ ,,@™)
lim Az, o) =a".

(x17..‘7xn)*>($+,...,1'+)
V nasem piipadé uvazujeme [ = R.
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Véta 3.5. Necht pro vsechna n € N plati ndsledujici: Méjme takovd fuzzy cisla
X1, Xo, ..., Xy, Ze X; = {{z;(a),T;(a)),a € (0,1)}, proi =1,2,...,n. Necht je
Vi = {vpa, 22, libovolnd posloupnost vektori normovanych fuzzy vah. Pak pro

fuzzy vazeny prumer Xy, = {Xvon 122, asociovany s Vi plati

lim XVFn(X17X27'--7Xn> = —0Q0,
(1(0),...,1 (0))—(—00,...,—00)

lim XVFn(X17X27---7Xn> = Q.
(@1(0),-52,,(0)) = (00,...,00)

Dikaz:

(Z1(0),...,Zn (0))—(—00,...,—

LY

n

lim v;2,;,(0) = oo
Soato

(21(0),r2,(0)) = (00,....00) “==
O
Treti podminka tedy plati, pokud hodnoty 7;(0), pro i = 1,2,...,n, budou
divergovat k —oo. Tato vlastnost ndm postaci, jelikoz hodnoty funkci Z;(«), pro
i=1,2,...,n akazdé o € (0,1), vstupujicich do agregace jsou nejvétsi mozné.
Analogicky je tomu u hodnot z,(0), i = 1,2,...,n, tedy pozadujeme, aby diver-
govaly k oo.

Nyni zformulujeme vétu popisujici zobecnénou 3. vlastnost definice 2.1 pro

nenormované fuzzy vahy.

Véta 3.6. Necht pro vsechna n € N plati ndsledujici: Méjme takovd fuzzy éisla
X1, Xo, .., Xy, Ze X; = {{z;(a),ZTi(a)),a € (0,1)}, proi =1,2,...,n. Necht je
Wg = {wp, }52, libovolnd posloupnost vektori fuzzy vah. Pak pro fuzzy vaZeny

primer Xw, = {Xwpn 22, asociovany s Wr plati
lim Xivon(X1, X, ..., X)) = —00,
(@1(0),.... (0))—(—00,...,—00) Wr ( 1,39 )

lim Xwon (X1, Xo, ..., X,,) = 0.
(21(0),....z,,(0))—(00,...,00) W ( 1, <%2 )
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Dikaz: Provedeme obdobné jako u predchozi véty.
> i wiTi(0)
(@1(0),0.Fn (0)—(—00,—00) D1 Wy

lim Z?zlnwi&(())
(@1 (0) sz, (0)—(00100) D i) W

= —0

=00
O

Poznamka 3.3. Jestlize bychom uvazovali, Ze fuzzy vdZeny prumér je definovan
na néjakém uzavieném intervalu I = (a,b), kde a,b € R, pak by vySe uvedené

limity konvergovaly k a, resp. b.

Oveérili jsme, ze zobecnéné predpoklady 1,2 a 3 uvedené v definici 2.1 fuzzy
vazeny prumeér spliuje. Dalsi text se zabyva tim, jestli ma fuzzy vazeny prumeér

obdobné vlastnosti jako vazeny prumeér.

3.3 Prumeérujici operator

Jak bylo uvedeno vyse, vazeny prumeér je jednim z prumeérujicich agregac¢nich
operatori. Tato vlastnost fikd, ze mame-li redlna ¢isla x4, ..., x,, pak vysledek
agregace téchto cisel je takové redlné ¢islo x, které je mensi nebo rovno nejvétsimu
z Cisel x4, ..., x, a zaroven je vétsi nebo rovno nejmensimu z téchto cisel. Jestlize

n € N, pak pro (z1,...,z,) € I" plati
min{zy,...,x,} < A {xy, ..., 2} <max{zy,...,x,}.

Ukazme si, jak lze fuzzifikovat tuto vlastnost a to konkrétné na fuzzy vazeném
prumeéru. Uvazujme n € N a fuzzy ¢isla X1, Xo, ..., X, kde X; = {(z;(a), T;(a)),
a € (0,1)}, pro i = 1,2,...,n. Déle uvazujme fuzzy c¢islo MIN = {(min(«a),
min(a)),a € (0,1)}, pro néz plati

min(a) = min{z,(a),...,z, (@)}

min(a) = min{Z;(a), ..., Ty()}.
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Déle méjme fuzzy ¢islo MAX = {{(mazx(a), maz(a)),a € (0,1)}, kde

maz(a) = max{z,(a),...,z,(a)}
maz(a) = max{T(a),...,Ty(a)}.
Jesté uvazujme fuzzy vazeny prumer Xy, = { Xy, }°°, asociovany s Vp, tedy

XY = Xypn( X1, Xo, .0, X)) = {(@V (), 7V (), a € (0,1)}.
Jak jiz vime, 2V (a) zjistime pomoci vzorce
2V () = min {Zvigi(aﬂvi €Via,i=1,2,... ,n,Zvi = 1} .
i=1 i=1

Jak lze vidét, pro pevné stanovené a € (0,1) se zV(a) potitd ostrym vdzenym
prumérem » . vz;(a), 1 =1,2,...,n, jelikoz v; i z;(«) jsou redlnd cisla. Vzhle-
dem k tomu, ze vazeny prumeér je prumeérujicim operatorem, pak plati

min(a) < 2™ (a) < maz(a) pro kazdé a € (0,1).

Pro 7% (a) dojdeme analogickou tivahou jako vyse k tomu, Ze

min(a) < 7" (a) < maz(a) pro kazdé a € (0,1).

Fuzzy vézeny primér X lze tedy povazovat za prumérujici operator. Zapiseme
to nasledovneé:

MIN < XV < MAX.

Ke stejnému zavéru lze dojit i v piipadé, ze neuvazujeme normované fuzzy véhy.

Meéjme fuzzy vézeny prumeér Xy, = {Xw,.}o2, asociovany s Wp, cili
XV = Xyon(X1, X, .., X)) = {2 (), 7" (a)),a € (0,1)}.

Pro funkci 2" () plati

QW((){) :mln{wrwl c VVia,i = 1,2,...,%,2’[1}2' 7&0} .
i=1 Wi i1
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I zde se pro kazdou konkrétni hodnotu a € (0,1) pocita "V («) ostrym vézenym

primérem, a to ze stejnych divodi jako u 2V (a). Mizeme tedy Fici, Ze
min(a) <z (a) < maz(a) pro kazdé o € (0,1).

Pro 7 («) plati analogické tvrzeni jako pro 7V (a). Z vyse uvedeného vyplyvé,
7e pro X" plati
MIN < X"V < MAX,

tedy splnuje fuzzifikovanou vlastnost prumérujicitho operatoru.

Pro lepsi pochopeni ptidame grafické znédzornéni této vlastnosti. Nasledujici
tfi obrazky interpretuji normované fuzzy vahy, fuzzy c¢isla X, Xy, X3 vstupujici
do fuzzy vazeného prumeéru a samotny fuzzy vazeny prumeér spolecné s fuzzy ¢isly

MIN a MAX.

vq/ YA //,f\{@
o Y R
ZINTN :

0.6 0.7 0,8 0.9 1

i 0,1 0,2 0,3 0,4

Obrazek 7: Normované fuzzy vahy.

1

0,75 Xz X, X3

0.5

025

S 0.1 0.2 0.3 0.3 0.5 0.6 0.7 03 0.9 1

Obrazek 8: Fuzzy c¢isla X1, Xs, X3.
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Obrazek 9: Vysledny fuzzy vazeny prumeér a fuzzy cisla MIN a MAX.

3.4 Idempotentnost

Dalsi vlastnosti agregacnich operdtoru je idempotentnost. Ta nam tika, ze
pokud agregujeme n stejnych realnych hodnot z € R, pak vystupem agregace je
prave dané ¢islo x € R. Jestlize uvazujeme agregacni operator A = {A,,}22 |, pak

pro kazdé n = 1,2, ... plati
Ap(z,z, ... x) = x.

Véta 3.7. Necht je Vi = {vp, 52, libovolnd posloupnost vektori normovangch
fuzzy vah a necht Xy, = {Xvy,n}52, je fuzzy vdZeny primér asociovany s Vp. Pak
pro libovolné fuzzy c¢islo X = {{z(a),T(a)),a € (0,1)} plati

Xyon(X, ..., X) =X pro kazdé n € N.

Dtikaz: Necht n € N a

XY = XpooX, X, .., X) = {{z™(), 7V (), € (0,1)}.

2N(a) = min{Zvig(a)\vi € Vig,i = 1,2,...,n,Zvi = 1}
i=1

i=1

= min {Q(Q)Zvim € Vig,i = 1,2,...,71,211,- = 1} =z(a)
i=1 i=1
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Vyse uvedené tpravy bylo mozné provést, jelikoz z(a)) vyskytujici se v > nenf
z&visld na i, tedy je mozné vytknout pred > . Stejné vlastnosti vyuzijeme i pro

T(a).

7V (a) = max{Zvﬁ(a)]vi € Vi, i = 1,2,...,n,2vi = 1} =
i=1

i=1

= max {f(a)me €Viar i =1,2,...,n, ) v = 1} = ().
i=1 i=1

O

Nyni zformulujme tvrzeni pro fuzzy vazeny prumeér s nenormovanymi fuzzy

vahami.

Véta 3.8. Necht je Wp = {wg,}°°, libovolnd posloupnost vektori fuzzy vah
a necht Xy, = {Xwon 32, je fuzzy vdZeny primér asociovany s Wr. Pak pro
libovolné fuzzy cislo X = {{z(a),T(a)), a € (0,1)} plati

Xwen(X, ..., X) =X prokazdé n € N.

Dikaz: Necht n € N a

XV = XX, X, ..., X) = {{@"(a), 2 (), a € (0,1)}.

gw(a) = min wmi € Wiq,1 = 1,2,...,n,2w2~ #0p =
> i1 Wi i1

i=1 Wi

— min {Q(Q)%]wi € Wi =120,y w, # o} = z(a)
=1

Obdobné pak pro TV («). O

V tétu podkapitole bylo ukazano, jak 1ze idempotentnost fuzzifikovat a ze oba

typy fuzzy vazeného pruméru ji spliuji.
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3.5 Monoténnost

Vazeny prumér je ryze monoténni agregacéni operdtor, coz znamena, ze pri
zvy$eni hodnot libovolného poc¢tu vstupu, se hodnota agregace zvysi oproti agre-
gaci s puvodnimi hodnotami a naopak, pfi zmenseni hodnot vstupu je vysledna
hodnota mensi. Uvazujme vektory (z1,z9,...,2,) € R™ a (y1,v2,...,yn) € R
Jestlize pro jedno ¢ € {1,2,...,n} plati x; < y; a pro x; = y;, j # i, pak

monotonnost definujeme pro kazdé n € N takto:

Ap(xy, 2o, oyxn) < An(y1, Y2, -+ YUn)-

Véta 3.9. Necht pro kazdé n € N plati ndsledujici: Méjme fuzzy ¢isla X, ..., X,
a Yy, ..., Y, takovd, Ze X; = {(z;(2), Zi(a)), o € (0,1)} a Vi = {(y,(a),¥;(a)),
a€(0,1)}, proi=1,...,n. Necht pro jednoi € {1,2,...,n} plati z,(a) < y.(@)
a Ti(a) < y;(a) a pro j # i plati x;(a) = gj(a) a Tj(a) = y;(a), pro kaZdé
a € (0,1). Necht je Vi = {vp,}52, libovolnd posloupnost normovanijch fuzzy

vah. Pro fuzzy vdZeny prumeér Xy, = {Xv.n 22, asociovany s Vg plati

V(o) <yN(a) ATV (o) <yM(a)  pro kazdé o € (0,1),

kde
Xypn (X1, Xo, .., X)) = {2V (), 7V (), a € (0, 1)}

XVF”G/DYQ? s ,Yn) = {<QN(Q)7EN(Q)>705 € <07 1>}

Diikaz: Necht n € N.

zN(a) = min{Zvigi(aﬂvi € Via, @ = 1,2,...,n,2v2~ = 1} =

i=1 i=1

n

= min Zngj(a) + vz, (@)|v; € Vi, i =1,2,. .. 77%2%' =1, <
i=1 ;

=1
J#i
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< min Zngj(a)—{_vigi(aﬂvi G‘/;omi: 172a"'7n7zv7ﬁ:1 =
J=1

j#i
=y" (@)
Pro funkce 7 () a 7V (a) dokdzeme obdobné.

7V (a) = max {Z viTi()|v; € Via, i =1,2,...,m, v; =

i=1 =1

3
—_
——
Il

3

( n
= max Zvjfj(a)jtvifi(a)\vi € Vin,i=1,2,...,n, v =13 <
j=1

\ J#i Y,

3

)
< max Zvjyj(oz) +07;(Q)|v; € Vigy,i=1,2,...,n, ) v, =13 =
j=1

\ J# Y,

O

Pro fuzzy vazeny prumér s nenormovanymi fuzzy vahami upravime znéni véty

3.9.

Véta 3.10. Necht pro kazdén € N plati ndsledujici: Méjme fuzzy éisla X1, ..., X,
aYy,...,Y, takovd, Ze X; = {(z;,(a),T;(a)),a € (0,1)} a YV; = {(gi(oz),@i(oz»7
a€(0,1)}, proi=1,...,n. Necht pro jedno i € {1,2,...,n} plati z,(a) < y.()
a Ti(a) < F;(a) a pro j # i plati z;(a) = gj(oz) a Tj(a) = y;(a), pro kaZdé
a € (0,1). Necht je Wr = {wp, }22, libovolnd posloupnost fuzzy vah. Pro fuzzy

vazeny prumeér Xy, = {Xwmn 22, asociovany s Wg plati

2V (a) <y"(a) Az (a) <y (@)  pro kazdé a € (0,1),

kde
Xwon (X1, Xo, .., X,) = {27 (a), 77 (a)),a € (0,1)}

39



XWF”(Y17}/27 s 7Y7Z) = {<QW(O‘)>?W(@)>704 € <07 1>}

Diikaz: Necht n € N.

2" (o) = min Mmi € Wia,i = 1,2,...,71,210;k £0p =
Zi:lwi i=1

n
= D . |wiEWia,izl,Q,...,n,Zw:;&O <
=1

o= wiy (@) + wiy, (@) n
<min{ B — ]wiEWm,izl,Z...,n,E w; # 0
i=1

Obdobné bychom dokézali pro % () a 3" («). O

Oba typy fuzzy vazeného pruméru tedy zobecnénou ryzi monoténnost spliuji.

Poznamka 3.4. Obdobné véty jako véty 3.9 a 3.10 by platily © v pripadé, Ze fuzzy
cisla
X1, X9, X a Y1,Y5,...Y,

magi vlastnosti uvedené ve zminénych vétdach, ale proi € {1,2,...,n} by platilo

z;(a) <y,(@) ATi(e) = Gi(a), resp. z;(a) =y, () ATi(@) <Ty(a),

pro kazdé o € (0,1).

3.6 Linearni invariantnost

Jednou z mnoha dalsich vlastnosti agregacnich operdtoru je linearni invariant-
nost, ktera udava, kterak se zméni vysledek agregace, jeslize zvolime jako vstup
linearni transformaci puvodnich hodnot. Pii vytvareni je vSak kladen pozadavek,

aby byla linearni transformace u kazdé z hodnot stejna. Formalné lze linedarni
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invariantnost v ptripadé, ze pocitame s redlnymi cisly z;, pro i =1,2,...,n, kde

n € N, zapsat takto:
Ap(rey +treg +t,. . re, + 1) = rAy (2, 20, .., 2p) + 1

Véta 3.11. Necht pro kazdé n € N plati ndsledujici: Méjme libovolnd fuzzy céisla
Xi,..., Xp, pro kterd plati X; = {(z;(«),Z;(a)),a € (0,1)}, proi =1,2,...,n,
a libovolnd ¢isla r,t € R. Necht je Vi = {vp, 2, libovolnd posloupnost vektori
normovanych fuzzy vah. Pro fuzzy vazeny prumer Xy, = { Xy}, asociovany

s Vg plati

XVFn(TXl + t,?”XQ —+ t, e ,T‘Xn + t) = TXVFn<X1,X2, e 7Xn) + t.
Dikaz: Necht n € N, r,t € R a

XN = Xy (X1, Xo, ., X)) = {(@V (@), 7V (a)),a € (0,1)}.

2N (a) = min{ vi(rz;(a) + t)|v; € Vig, 1 = 1,2,---,7%2%‘ = 1} =

:min{erigi(a)—l—Zwtm € Vig,i = 1,2,...,n,2vi = 1} =
' i=1 i=1
:rmin{Zvigi(a)m € Vig,i = 1,2,..‘,n,2vi = 1} +t=

=ra™(a) +t.
Obdobné dokazeme i pro funkci TV (a) :

7V (a) = maX{Zvi(r@(a) +t)|v; € Via,i =1,2,... ,n,Zvi = 1} =
i=1

i=1

= max {rzn:vifi(a) + zn:viﬂvi € Vip,i=1,2,... ,n,zn:vi = 1} =
i=1 i=1

=1
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= rmax{Zvifi(a)]vi € Vig,i = 1,2,...,71,21% = 1} +t=
i=1 =1

=z (a) +t.

O
Muzeme fici, ze normovany fuzzy vazeny prumeér spliuje zobecnénou linearni
invariantnost. Podivejme se, jak tomu bude, pokud neuvazujeme normované fuzzy

vahy.

Véta 3.12. Necht pro kazdé n € N plati ndsledujici: Méjme libovolnd fuzzy c¢isla
X1, ..., Xp, pro kterd plati X; = {{(z;(a),Z;(a)),a € (0,1)}, proi =1,2,...,n,
na R a libovolnd éisla r,t € R. Necht je Wp = {wp,}°°, libovolnd posloupnost
vektord fuzzy vah. Pro fuzzy vdzeny pramér Xw, = {Xwpn o2, asociovany s Wg

plati

XWFn(TXl+t,TX2—|—t,...,TXn+t) :TXWFn(Xl,XQ,...,Xn)+t.

Dikaz: Necht neNar,t€R a

XV = Xyon(X1, X, .., X)) = {2 (), 7% (a)),a € (0,1)}.

4

W(a) = min{zj"z1 ui(nrgi(oz) +t)\w7; € Win,i=1,2,...,n, E w; # 0}
w
i=1

i=1 Vi

T ow T ow;t -
= min Tzzzlnw zi(2) + Z";lwz lw; € Wig, i =1,2,... ,n,zwi #0 ) =
D i Wi D imy Wi i—1

= rmin{Zvigi(&)\wi € Wia,i = 1,2,...,n,Zw;k #+ O} +t=
i=1 i=1

=ra"(a) +t.

Pro 7 (a) bychom dokdzali obdobné. O
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Jak muzeme vidét, nezalezi na tom, jestli uvazujeme normované fuzzy vahy
¢i nikoli. Oba typy fuzzy vazeného prumeéru zobecnénou linedrni invariantnost
splnuji.

Zavérem muzeme Tici, ze fuzzy vazeny prumeér vyse zminéné zobecnéné vlast-
nosti splnuje. Navic jsme dokazali, ze dané vlastnosti nezavisi na tom, jestli

uvazujeme normované fuzzy vahy nebo pouze obecné fuzzy vahy.
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Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo rozsitit nékteré z vlastnosti agregacnich ope-
ratoru do prostredi fuzzy mnozin a zjistit, zda-li si fuzzy vazeny prumeér zachovava
alespon nékteré z vlastnosti své ostré predlohy.

V prvni kapitole jsme si zavedli pojmy nezbytné nutné pro zédkladni orientaci
v teorii fuzzy mnozin a dalsim textu. Déle byl zaveden pojem agregacni operator
a ukazali jsme, ze vazeny prumér patii do této skupiny. Popsali jsme nékteré
z matematickych vlastnosti téchto operatoru a formulovali tvrzeni, Ze zminéné
vlastnosti mé i vazeny prumér. Jednotliva tvrzeni byla nasledné dokazana.

V hlavni casti této prace jsme nejprve definovali dva typy fuzzy vazeného
prumeéru a nasledné jsme zavedli fuzzy vazeny prumér jako posloupnost zobrazeni,
obdobné jako v ostrém ptipadé. Bylo tfeba ovérit, ze fuzzy vazeny prumeér spliuje
ti podminky, které jsou uvedeny v definici agrega¢niho operatoru, respektive
jejich zobecnéni do prosttedi fuzzy mnozin. Ukazali jsme, ze tyto fuzzifikované
podminky jsou splnény. Nasledné jsme zobecnili jednotlivé vlastnosti uvedené ve
druhé kapitole a zkoumali, jestli plati pro fuzzy vézeny prumeér. Ovérili jsme,
ze tento operator lze povazovat za idempotentni, linearné invariatni, monoténni
a prumeérujici.

Vzhledem k rozsahu prace jsem se zaméfil jen na nékteré vlastnosti, které
vazeny prumeér ma.

Toto téma jsem si vybral, jelikoz jsem ve druhém roc¢niku prosel zakladnim
kurzem teorie fuzzy mnozin a zaujalo mé, ze lze pocitat s vagnimi pojmy a i ptes to
se dobrat jasné interpretovatelému vysledku. Ackoliv je tato préace cisté teoreticka,
ziskal jsem do této problematiky jisty vhled a navic jsem se seznamil s novymi
pojmy jako agregacni operator aj.

Psani prace mé velice bavilo, jelikoz se tyka fuzzy mnozin. Predevsim jsem
vSak mohl prijit s nééim novym, ¢im se jesté pfede mnou nikdo nezabyval, coz

bylo také ob¢as kamenem trazu vzhledem k tvorbé dukazu.

44



Literatura

1]

Detyniecki, M., Fundamentals on Aggregation Operators [online], dostupné z
http://www.spatial.maine.edu/worboys/Sie565 /papers/aggregation%20oper
ators.pdf [citovdno 7.11.2014]

Klir, G. J., Pan, Yi. Constrained fuzzy arithmetic: basic questions and some
answers. Soft Computing, 1998, 2.2: 100-108.

Navara, M., Olsak, P., Zaklady fuzzy mnozin, 1. vydani. Vydavatelstvi
CVUT, Praha, 2002.

Pavlacka, O., Talasova, J., Application of the Fuzzy Weighted Average of
Fuzzy Numbers in Decision Making Models. New Dimensions in Fuzzy Logic
and Related Technologies. Vol II. (Eds.: Stépnicka, M., Novék, V., Boden-
hofer, U.) Proceedings of the 5th EUSFLAT Conference, Ostrava, Czech
Republic, September 11-14, 2007. Ostravska univerzita, Ostrava, 2007, 455—
462.

Pavlacka, O., Talasova, J., Fuzzy vectors as a toll for modeling uncertain
muntidimensional quantities. Fuzzy Sets and Systems 161 (2010) 1585-1603

Talasova, J., Fuzzy metody vicekriterialntho hodnoceni a rozhodovani, 1.
vydani. Univerzita Palackého v Olomouci, 2003.

Wikipedia: the free encyclopedia. [online]. 2001- [cit. 2015-04-14]. Dostupné
z: http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Lotfi_A._ Zadeh

Yager, R. R., On ordered weighted averaging aggregation operators in multi-
criteria decision making, IEEE transactions on Systems, Man and Cybernet-
ics 18, 183-190, 1988.

Zadeh, L. A., Fuzzy Sets. Information and Control, vol. 8, pp. 338-353, 1965.

Zadeh, L. A., The concept of a linguistic variable and its application to
approximate reasoning—II. Information sciences, 1975, 8.4: 301-357.

45



	Úvod
	Základní pojmy
	Množina, fuzzy množina
	Základní charakteristiky fuzzy množin
	Fuzzy císlo
	Výpocty s fuzzy císly

	Vážený prumer jako agregacní operátor
	Vážený prumer
	Vlastnosti váženého prumeru jako agregacního operátoru


	Fuzzy vážený prumer
	Definice fuzzy váženého prumeru
	Fuzzifikace agregacního operátoru váženého prumeru
	Prumerující operátor
	Idempotentnost
	Monotónnost
	Lineární invariantnost

	Záver
	Literatura

