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Úvod

S váženým pr̊uměrem se snad každý z nás setkal už na základńı škole, kde jsme

zjǐst’ovali pr̊uměrováńım źıskaných známek, co nás asi čeká na vysvědčeńı. Vážený

pr̊uměr má však v reálném životě daleko širš́ı použit́ı. Např. spousta metod

v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı je založena právě na tomto operátoru, konkrétně

přǐrazeńı vah jednotlivým kritéríım hraje d̊uležitou roli při výběru nejlepš́ı vari-

anty, jelikož celkové hodnoceńı varianty se poč́ıtá jako vážený pr̊uměr d́ılč́ıch

hodnoceńı.

Fuzzy vážený pr̊uměr pak představuje logické rozš́ı̌reńı váženého pr̊uměru

do prostřed́ı fuzzy množin, a tedy nám umožňuje modelovat situace, které jsou

zat́ıženy jistou mı́rou neurčitosti. Ćılem této práce je studovat některé z vlastnost́ı

agregačńıch operátor̊u, konkrétně ostrého váženého pr̊uměru, navrhnout jejich

rozš́ı̌reńı do prostřed́ı fuzzy množin a ověřit, že dané vlastnosti své ostré předlohy

zachovává i fuzzy vážený pr̊uměr.

V prvńı kapitole se seznámı́me se základńımı́ pojmy teorie fuzzy množin

a ukážeme, jaký je rozd́ıl mezi tzv. ostrou a fuzzy množinou. Definujeme si

základńı charakteristiky fuzzy množin a zavedeme si pojem fuzzy č́ıslo jako speci-

álńı př́ıpad fuzzy množiny. Uvedeme si základńı aritmetické operace využ́ıvané

při poč́ıtáńı s fuzzy č́ısly a následně na př́ıkladu ukážeme, že u zavedených o-

peraćı bude třeba postupovat obezřetněji, pokud při výpočtu uvažujeme nějakou

relaci. Dále se pak čtenář seznámı́ s definićı agregačńıho operátoru, ukážeme si

jeho jednotlivé druhy a zavedeme vlastnosti, které budou stěžejńı pro posledńı

část této práce.

V hlavńı části práce si pak zvlášt’ definujeme fuzzy vážený pr̊uměr s obecnými

fuzzy váhami a fuzzy vážený pr̊uměr s normovanými fuzzy váhami. Pokuśıme se

zavést oba typy fuzzy váženého pr̊uměru, obdobně jako jejich ostré předlohy, jako

posloupnost zobrazeńı asociovanou s posloupnost́ı fuzzy vah. Nakonec fuzzifiku-

jeme jednotlivé vlastnosti agregačńıch operátor̊u z druhé kapitoly a dokážeme, že

tyto zobecněné vlastnosti oba typy fuzzy váženého pr̊uměru splňuj́ı.
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1 Základńı pojmy

V této kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy teorie fuzzy množin, jejich

charakteristikami a zavedeme si pojem fuzzy č́ıslo. Nauč́ıme se libovolné fuzzy

č́ıslo zapsat pomoćı dvojice
”
speciálńıch“ funkćı a následně si představ́ıme, jak

s fuzzy č́ısly poč́ıtat.

Kapitola 1 byla zpracována pomoćı [2], [3], [4], [6] , [7] a [8].

1.1 Množina, fuzzy množina

Z hlediska teorie množin je libovolná množina A chápána jako soubor objekt̊u

nějakého univerza U , kde o každém prvku z U můžeme ř́ıci, zda do dané množiny

A patř́ı nebo nikoliv.

Definice 1.1. Charakteristickou funkćı množiny A nazveme zobrazeńı χA : U →

{0, 1}, pro které plat́ı:

χA(x) =

{
1 pro x ∈ A
0 pro x /∈ A. (1)

Poznámka 1.1. V teorii fuzzy množin bývá zvykem takové množiny označovat

jako tzv. množiny ostré.

V teorii fuzzy množin můžeme tuto myšlenku rozš́ı̌rit. Každému objektu x ∈ A

přǐrazujeme hodnotu, která ř́ıká, do jaké mı́ry do dané fuzzy množiny patř́ı.

Definice 1.2. Necht’ je dána množina U , tzv. univerzum. Pak fuzzy množina A

na univerzu U je definována zobrazeńım

µA : U → 〈0, 1〉.

Funkci µA nazýváme funkćı př́ıslušnosti fuzzy množiny A.

Pro každý prvek x ∈ U hodnota µA(x) ∈ 〈0, 1〉 ř́ıká, do jaké mı́ry je x prvkem

fuzzy množiny A.
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Poznámka 1.2. Symbolem F (U) označ́ıme všechny fuzzy množiny na U a zápis

A ∈ F (U) znamená, že fuzzy množina A je definována na univerzu U.

Poznámka 1.3. Pro zjednodušńı bude v daľśım textu stupeň př́ıslušnosti prvku

x k fuzzy množině A označen A(x) namı́sto µA(x), kde x ∈ U .

1.2 Základńı charakteristiky fuzzy množin

V této podkapitole jsou uvedeny pojmy, pomoćı kterých lze bĺıže popsat libo-

volnou fuzzy množinu.

Definice 1.3. Necht’ je dána fuzzy množina A na univerzu U a reálné č́ıslo

α ∈ 〈0, 1〉. Pak α-řezem fuzzy množiny A nazýváme (ostrou) množinu

Aα = {x ∈ U |A(x) ≥ α}.

Definice 1.4. Jádrem fuzzy množiny A na univerzu U rozumı́me (ostrou) mno-

žinu

Ker A = {x ∈ U |A(x) = 1}.

Definice 1.5. Nosičem fuzzy množiny A na univerzu U nazýváme (ostrou) mno-

žinu

Supp A = {x ∈ U |A(x) > 0}.

Obrázek 1: Základńı charakteristiky fuzzy množiny.
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1.3 Fuzzy č́ıslo

Fuzzy č́ısla jsou speciálńım př́ıpadem fuzzy množin. Aby se daná fuzzy množina

mohla nazývat fuzzy č́ıslem, muśı splňovat následuj́ıćı tři podmı́nky.

Definice 1.6. Fuzzy množina C definovaná na množině reálných č́ısel R se

nazývá fuzzy č́ıslem, jestlǐze splňuje:

1) Ker C 6= ∅,

2) Aα jsou uzavřené intervaly pro všechny α ∈ (0, 1〉,

3) Supp C je omezená množina.

Poznámka 1.4. Libovolné reálné č́ıslo c a uzavřený interval 〈a, b〉 lze považovat

za speciálńı př́ıpady fuzzy č́ısel, jelikož lze naj́ıt funkci př́ıslušnosti ve smyslu

definice 1.2. V př́ıpadě uvažováńı nějakého reálného č́ısla c jsou všechny α-řezy

odpov́ıdaj́ıćıho fuzzy č́ısla jednoprvkové množiny {c}. Funkci př́ıslušnosti fuzzy

č́ısla odpov́ıdaj́ıćı č́ıslu c ∈ R zobrazuje obrázek 2. Obdobně je tomu i u uzavřených

interval̊u 〈a, b〉 ⊂ R. Jeho funkce př́ıslušnosti splývá s charakteristickou funkćı to-

hoto intervalu, což lze vidět na obrázku 3.

Obrázek 2: Funkce př́ıslušnosti fuzzy č́ısla znázorňuj́ıćıho reálné č́ıslo c.
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Obrázek 3: Funkce př́ıslušnosti fuzzy č́ısla znázorňuj́ıćıho uzavřený interval 〈a, b〉.

Poznámka 1.5. Tvrzeńı, že fuzzy č́ıslo C je definované na intervalu 〈a, b〉, ř́ıká,

že Supp C je podmnožina 〈a, b〉 ⊂ R.

Definice 1.7. Necht’ je dáno fuzzy č́ıslo C. Označme 〈c1, c4〉 = Cl(Supp C),

kde Cl(Supp C) označuje uzávěr Supp C a dále 〈c2, c3〉 = Ker C. Reálná č́ısla

c1, c2, c3, c4, pro která plat́ı: c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ c4, se nazývaj́ı význačné body fuzzy

č́ısla C.

Poznámka 1.6. V [5] je dokázáno následuj́ıćı:

Fuzzy č́ıslo C lze popsat dvojićı funkćı c : 〈0, 1〉 → R, c : 〈0, 1〉 → R, defi-

novaných tak, že plat́ı Cα = 〈c(α), c(α)〉 pro každé α ∈ (0, 1〉 a Cl(Supp C) =

〈c(0), c(0)〉. Nav́ıc pro funkce c, c plat́ı

c(α) ≤ c(β) ≤ c(β) ≤ c(α) pro 0 ≤ α ≤ β ≤ 1.

Pro funkci př́ıslušnosti fuzzy č́ısla C pak plat́ı:

C(x) =

{
max{α|x ∈ 〈c(α), c(α)〉} pro x ∈ 〈c(0), c(0)〉,
0 jinak.

(2)

Fuzzy č́ıslo C budeme pomoćı dvojice funkćı c, c zapisovat následovně: C =

{〈c(α), c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

V př́ıpadě použit́ı význačńıch bod̊u neńı zřejmý konkrétńı tvar fuzzy č́ısla.

Proto je vhodněǰśı využ́ıvat dvojice funkćı c, c, které jednoznačně pomoćı α-̌rez̊u

charakterizuj́ı libovolné fuzzy č́ıslo.
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V daľśım textu se pracuje s pojmy nezáporné a nenulové fuzzy č́ıslo. Tyto

pojmy jsou vysvětleny v následuj́ıćıch definićıch.

Definice 1.8. O fuzzy č́ıslu C řekneme, že je nezáporné, jestlǐze

Supp C ⊂ 〈0,∞).

Definice 1.9. O fuzzy č́ıslu C řekneme, že je nenulové, jestlǐze

0 /∈ Cl(Supp C).

Na konci této kapitoly bychom se ještě seznámili s možnost́ı, jak porovnávat

dvě fuzzy č́ısla pomoćı jejich α-̌rez̊u.

Definice 1.10. Mějmě fuzzy č́ısla B = {〈b(α), b(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a C = {〈c(α),

c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}. O fuzzy č́ıslu B řekneme, že je menš́ı nebo rovno než fuzzy

č́ıslo C, znač́ıme B ≤ C, pokud pro každé α ∈ (0, 1〉 plat́ı

b(α) ≤ c(α) ∧ b(α) ≤ c(α).

1.4 Výpočty s fuzzy č́ısly

Lotfali Askar Zadeh, americký profesor p̊uvodem z Ázerbajdžánu, publikoval

v roce 1965 práci o množinách s neurčitou hranićı, tzv. fuzzy množinách [9].

Položil tak základy teorie fuzzy množin. S těmito množinami, speciálně s fuzzy

č́ısly, bylo třeba nějak poč́ıtat. Proto v roce 1975 definoval Zadeh tzv. princip

rozš́ıřeńı (viz [10]), který je základem pro veškeré operace s fuzzy množinami.

Definice 1.11 (Princip rozš́ı̌reńı). Fuzzifikaćı zobrazńı f : U → V rozumı́me

zobrazeńı

fF : F (U)→ F (V ),

které každé fuzzy množině A ∈ F (U) přiřazuje fuzzy množinu fF (A) ∈ F (V )

s funkćı př́ıslušnosti definovanou pro každé y ∈ V vztahem

fF (A)(y) =

{
sup{A(x)|f(x) = y, x ∈ U}, když {x|f(x) = y} 6= ∅,
0 jinak.

(3)
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Výše uvedená definice ř́ıká, že se jednotlivé body zobrazuj́ı s p̊uvodńımi stupni

př́ıslušnosti. Jestliže existuje v univerzu U v́ıce vzor̊u, pak je danému bodu

přǐrazeno supremum z jejich stupň̊u př́ıslušnosti.

Základńı aritmetické operace s fuzzy č́ısly se provád́ı pomoćı upravené inter-

valové aritmetiky, která vycháźı z výše uvedeného principu rozš́ı̌reńı.

Definice 1.12. Necht’ jsou dána dvě fuzzy č́ısla B = {〈b(α), b(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉},

C = {〈c(α), c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}. Pak, za předpokladu, že C je nenulové fuzzy č́ıslo,

jsou aritmetické operace definovány následuj́ıch zp̊usobem:

1) Sč́ıtáńı: B + C = {〈b(α) + c(α), b(α) + c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉},

2) Odč́ıtáńı: B − C = {〈b(α)− c(α), b(α)− c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉},

3) Násobeńı: B · C = {〈min{b(α) · c(α), b(α) · c(α), b(α) · c(α), b(α) · c(α)},

max{b(α) · c(α), b(α) · c(α), b(α) · c(α), b(α) · c(α)}〉, α ∈ 〈0, 1〉},

4) Děleńı: B/C = {〈min{ b(α)
c(α)

, b(α)
c(α)

, b(α)
c(α)

, b(α)
c(α)
},max{ b(α)

c(α)
, b(α)
c(α)

, b(α)
c(α)

, b(α)
c(α)
}〉,

α ∈ 〈0, 1〉}.

Ve výše uvedených operaćıch uvažujeme libovolnou kombinaci proměnných,

tedy neuvažujeme žádný vztah mezi nimi. V praxi však můžeme být omezeni

nějakou podmı́nkou. Lze tedy uvažovat libovolnou relaci L takovou, že L ⊆ RxR.

Takováto podmı́nka nám pak může změnit výsledek. Následuj́ıćım zápisem je

možno zapsat libovolnou z výše uvedených operaćı dvou fuzzy č́ısel B a C pomoćı

α-̌rez̊u, když se neuvažuje žádná podmı́nka (? označuje +,−, ·, /),

(B ? C)α = {b ? c|b ∈ Bα, c ∈ Cα}.

Jestliže uvažujeme nějakou relaci L, L ⊆ RxR, pak mluv́ıme o tzv. fuzzy arit-

metice s podmı́nkou. Tato skutečnost se nutně muśı projevit i ve výše uvedeném

zápise operace, a to následovně:

(B ? C)α = {b ? c|b ∈ Bα, c ∈ Cα, (b, c) ∈ L}.

Fakt, že nelze takovouto relaci L zanedbat, ilustuje následuj́ıćı př́ıklad.

13



Př́ıklad 1.1. Uvažujme fuzzy č́ısla B a C, kde B = {〈2α+ 4, 8−2α〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a C = {〈2α+ 1, 5− 2α〉, α ∈ 〈0, 1〉}, jejichž funkce př́ıslušnosti jsou zobrazeny na

obrázku 4. Dále, necht’ je dána relace L taková, že L = {(c, b)|c ≤ b}. Úkolem je

určit rozd́ıl fuzzy č́ısel C a B při uvažováńı dané relace a bez ńı. Výsledné fuzzy

č́ıslo budeme značit takto: C −B = {c− b(α), c− b(α), α ∈ 〈0, 1〉}.

Obrázek 4: Fuzzy č́ısla B a C.

Jestliže opomineme relaci L, pak lze rozd́ıl zapsat takto: (C−B)α = {c−b|b ∈

Bα, c ∈ Cα}. Výsledné fuzzy č́ıslo C − B = {〈4α − 7, 1 − 4α〉, α ∈ 〈0, 1〉} je

zobrazeno na obrázku 5.

Obrázek 5: Rozd́ıl fuzzy č́ısel B a C bez uvažováńı relace.

V př́ıpadě, že uvažujeme relaci L, tedy (C − B)α = {c − b|b ∈ Bα, c ∈
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Cα, (c, b) ∈ L}, pak pro výsledné fuzzy č́ıslo bude platit:

1)

(c− b)(α) = {4α− 7, α ∈ 〈0, 1〉}

2)

(c− b)(α) =

{
1− 4α pro α ∈ 〈1

4
, 1〉

0 pro α ∈ 〈0, 1
4
).

(4)

Změnu můžeme vidět na prvńı pohled na obrázku 6.

Obrázek 6: Rozd́ıl fuzzy č́ısel B a C při uvažováńı relace.
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2 Vážený pr̊uměr jako agregačńı operátor

Kapitola 2 byla zpracována s využit́ım [1].

Náleduj́ıćı text se zabývá definićı agregačńıho operátoru. Zavedeme vážený

pr̊uměr jako jeden z agregačńıch operátor̊u, následně zmı́ńıme vybrané vlastnosti

agregačńıch operátor̊u a ukážeme, jestli vážený pr̊uměr má dané vlastnosti, či

nikoli.

V př́ıpadě poč́ıtáńı s reálnými č́ısly rozumı́me pod pojmem agregačńı operátor

posloupnost agregačńıch zobrazeńı, které každé n-tici (x1, x2, . . . , xn), kde xi ∈

R, i = 1, 2, . . . , n a n ∈ N, přǐrad́ı reálné č́ıslo y ∈ R. Abychom takovou posloup-

nost mohli nazvývat agregačńım operátorem, muśı být splněny tři podmı́nky,

které uvád́ı definice 2.1.

Definice 2.1. Agregačńı operátor A na intervalu I, kde I ⊆ (−∞,∞), je posloup-

nost {An}∞n=1 agregačńıch zobrazeńı

An : In → I,

která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1) A1(x) = x pro každé x ∈ I;

2) Jestlǐze xi ≤ yi, pro i = 1, 2, . . . , n a n = 2, 3, . . ., pak

An(x1, x2, . . . , xn) ≤ An(y1, y2, . . . , yn);

3) pro x− = inf I a x+ = sup I plat́ı

lim
(x1,...,xn)→(x−,...,x−)

An(x1, . . . , xn) = x−

lim
(x1,...,xn)→(x+,...,x+)

An(x1, . . . , xn) = x+.

Prvńı podmı́nka ř́ıká, že pokud do agregace vstupuje libovolné č́ıslo x ∈ I, pak

výsledkem agregace je to samé č́ıslo x. A1 se nazývá operátorem identity. Druhá
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podmı́nka ř́ıká, že An je pro všechny n = 2, 3, . . . neklesaj́ıćı funkce. Posledńı

podmı́nka udává výsledek agregace pro okrajové hodnoty xn ∈ I, kde n ∈ N.

Z hlediska výsledku agregace v̊uči vstupńım hodnotám lze agregačńı operátory

členit na konjunktńı, disjunktńı, pr̊uměruj́ıćı a smı́̌sené. Vážený pr̊uměr je jedńım

z pr̊uměruj́ıćıch agregačńıch operátor̊u, proto si je zavedeme jako prvńı. Jsou ty-

pické t́ım, že výsledek agregace lež́ı mezi nejmenš́ı a největš́ı agregovanou hodno-

tou, tedy pro každou n-tici (x1, x2, . . . , xn) ∈ In plat́ı:

min{x1, x2, . . . , xn} ≤ An(x1, x2, . . . , xn) ≤ max{x1, x2, . . . , xn}.

Konjunktńı operátory jsou takové, že pro všechna (x1, x2, . . . , xn) ∈ In plat́ı:

An(x1, x2, . . . , xn) ≤ min{x1, x2, . . . , xn},

nebo-li výsledek agregace je menš́ı nebo roven než nejmenš́ı z agregovaných hod-

not. Disjunktńı operátory jsou opakem konjunktńıch, tedy pro každou n-tici

(x1, x2, . . . , xn) ∈ In plat́ı:

An(x1, x2, . . . , xn) ≥ max{x1, x2, . . . , xn}.

Smı́̌sené operátory jsou takové, které nemaj́ı ani jednu z výše uvedených vlast-

nost́ı.

2.1 Vážený pr̊uměr

S pojmem vážený pr̊uměr se můžeme setkat např. při agregaci d́ılč́ıch hod-

noceńı do celkového v modelech v́ıcekriteriálńıho hodnoceńı nebo při poč́ıtáńı

č́ıselných charakteristik statistického souboru dat. Jedná se o zobecněńı aritme-

tického pr̊uměru

xAR =
1

n

n∑
i=1

xi,

kde jednotlivým hodnotám přǐrazujeme při výpočtu váhy. Vážený pr̊uměr je defi-

nován následovně:
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xW =

∑n
i=1wixi∑n
i=1wi

,

kde xi nám znač́ı i-tou váženou hodnotu a wi je váha přǐrazená i-té hodnotě,

taková, že wi ∈ R+
0 , i = 1, 2, . . . , n. Množinu všech n-rozměrných vektor̊u vah

budeme značit SWn , tj.

SWn = {(w1, w2, . . . , wn) ∈ Rn|wi ∈ 〈0,∞), i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

wi 6= 0}.

Vzorec pro výpočet váženého pr̊uměru lze upravit v př́ıpadě, že se poč́ıtá s tzv.

normovanými váhami. Pro normované váhy vi ∈ 〈0, 1〉, i = 1, 2, . . . , n, plat́ı∑n
i=1 vi = 1 a výpočet váženého pr̊uměru lze provádět podle zjednodušeného

vzorce:

xN =
n∑
i=1

vixi.

Množinu všech n-rozměrných vektor̊u normovaných vah budeme značit SNn ,

tj.

SNn = {(v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn|vi ∈ 〈0, 1〉, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1}.

Nyńı zavedeme vážený pr̊uměr jako agreagačńı operátor.

Definice 2.2. Mějme posloupnost vektor̊u normovaných vah V = {vn}∞n=1, kde

vn = (vn1 , v
n
2 , . . . , v

n
n) ∈ SNn , n = 1, 2, . . .

Agregačńı operátor AV na R nazveme vážený pr̊uměr asociovaný s V a definujeme

ho jako posloupnost AV = {AV n}∞n=1, kde pro všechna (x1, x2, . . . xn) ∈ Rn plat́ı

AV n(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

vni xi.
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V př́ıpadě, že bychom neuvažovali normované váhy, pak je třeba upravit

definici 2.2.

Definice 2.3. Mějme posloupnost vektor̊u vah W = {wn}∞n=1, kde

wn = (wn1 , w
n
2 , . . . , w

n
n) ∈ SWn , n = 1, 2, . . .

Agregačńı operátor AW na R nazveme vážený pr̊uměr asociovaný s W a defi-

nujeme ho jako posloupnost AW = {AWn}∞n=1, kde pro každé (x1, x2, . . . xn) ∈ Rn

plat́ı

AWn(x1, x2, . . . , xn) =

∑n
i=1w

n
i xi∑n

i=1w
n
i

.

Jak bylo uvedeno výše, aritmetický pr̊uměr je speciálńım př́ıpadem váženého

pr̊uměru. Jednotlivé váhy jsou si rovny a maj́ı hodnotu 1
n
, kde n ∈ N. Jestliže

pozměńıme definici 2.2, pak lze zapsat aritmetický pr̊uměr jako agregačńı operátor

následovně.

Definice 2.4. Mějme č́ıselnou posloupnost P = {pn}∞n=1, kde pn = ( 1
n
, . . . , 1

n
).

Agregačńı operátor AP na R nazveme aritmetický pr̊uměr asociovaný s P a defi-

nujeme ho jako posloupnost AP = {APn}∞n=1, kde pro všechna (x1, x2, . . . xn) ∈ Rn

plat́ı

APn(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

1

n
xi.

Vážený pr̊uměr je jedńım z pr̊uměruj́ıćıch agregačńıch operátor̊u. Následuj́ıćı

text se zabývá t́ım, které z ńıže uvedených vlastnost́ı agregačńıch operátor̊u jsou

vlastńı i váženému pr̊uměru. Také bude ukázáno, že nelze obecně ř́ıci, že všechny

agregačńı operátory, které lze zařadit do skupiny pr̊uměruj́ıćıch, maj́ı stejné vlast-

nosti.

2.1.1 Vlastnosti váženého pr̊uměru jako agregačńıho operátoru

Definice 2.5. Řekneme, že agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I je idempo-

tentńı, pokud pro všechny x ∈ I a každé n ∈ N plat́ı:

An(x, x, . . . , x) = x.
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Tato vlastnost nám ř́ıká, že pokud do agregace vstupuje n-krát ta samá hod-

nota, potom výsledná hodnota bude totožná s p̊uvodńımi, které jsme agregovali.

Věta 2.1. Pro každou posloupnost V = {vn}∞n=1, resp. W = {wn}∞n=1, je vážený

pr̊uměr asociovaný s V, resp. W, idempotentńı.

Důkaz: Necht’ n ∈ N a necht’ jsou dány normované váhy vi ∈ 〈0, 1〉, i =

1, 2, . . . , n, a n-tice (x, x, . . . , x) ∈ In. Pak idempotentnost lze dokázat následovně.

AVn(x, x, . . . , x) = x ·
n∑
i=1

vi = x · 1 = x.

Jestliže uvažujeme nenormované váhy wi ∈ R+
0 , i = 1, 2, . . . , n, pak

AWn(x, x, . . . , x) =

∑n
i=1wix∑n
i=1wi

=
x ·
∑n

i=1wi∑n
i=1wi

= x.

2

Definice 2.6. Řekneme, že agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I je symet-

rický, pokud pro každý vektor (x1, x2, . . . , xn) ∈ In a pro všechny permutace

σ{1, 2, . . . , n}, plat́ı:

An(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) = An(x1, x2, . . . , xn).

Symetrii můžeme jinými slovy nazvat komutativitou. Definice 2.6 tedy ř́ıká,

že výsledek agregace neńı závislý na pořad́ı agregovaných hodnot.

Jak je tomu u váženého pr̊uměru? Necht’ je dán vektor vah (w1, w2, . . . , wn),

kde wi ∈ R+
0 , i = 1, 2, . . . , n, a vektor hodnot (x1, x2, . . . , xn) ⊂ In. Vážený

pr̊uměr se chová jako symetrický operátor ve dvou př́ıpadech. Jednak, pokud

jednotlivé váhy wi ∈ R+
0 , i = 1, 2, . . . , n, jsou fixovány na konkrétńı hodnoty

xi ∈ I, i = 1, 2, . . . , n. V tomto př́ıpadě symetrie vyplývá z komutativity součtu

v čitateli. Druhou možnost́ı je uvažovat takové váhy wi ∈ R+
0 , kde i = 1, 2, . . . , n,

že wi = wj pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Váhy lze z každého členu v čitateli

vytknout, hodnoty (x1, x2, . . . , xn) ⊂ In jsou pak nezávislé na váhách a lze je
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seč́ıst v libovolném pořad́ı, což opět vycháźı z komutativity sč́ıtáńı. V takovém

př́ıpadě dostaneme aritmetický pr̊uměr. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že pokud

upust́ıme od výše zmı́něných předpoklad̊u, pak vážený pr̊uměr nelze považovat

za symetrický operátor.

Př́ıklad 2.1. Necht’ je dán vektor vah (2, 4) a dva vektory hodnot (1, 7) a (7, 1).

Ačkoliv jsou v obou vektorech hodnot hodnoty stejné, vážený pr̊uměr poskytne

dva r̊uzné výsledky.

1)

AW2(1, 7) =

∑2
i=1wixi∑2
i=1wi

=
2 · 1 + 4 · 7

2 + 4
= 5

2)

AW2(7, 1) =

∑2
i=1wixi∑2
i=1wi

=
2 · 7 + 4 · 1

2 + 4
= 3

Vážený pr̊uměr tedy neńı obecně symetrickým operátorem.

Poznámka 2.1. Př́ıkladem agregačńıho operátoru založeného na váženém pr̊u-

měru, kde jsou váhy fixované na konkrétńı hodnoty, je OWA - ordered weighted

average. Princip OWA spoč́ıvá v tom, že si nejdř́ıve uspořádáme jednotlivé hod-

noty podle velikosti a váhy jsou pak přiřazeny jednotlivých hodnotám dle jejich

nového uspořádáńı. OWA operátor byl zavedený v [8].

Definice 2.7. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I se nazývá ryze monotónńı,

jestlǐze jsou jednotlivé agregačńı zobrazeńı An ryze monotónńı.

Ryźı monotónnost chápeme tak, že pokud zvýš́ıme, respektive sńıž́ıme, libo-

volnou hodnotu v agregaci, pak výsledná hodnota agregace bude vyšš́ı, respektive

nižš́ı.

Věta 2.2. Pro každou posloupnost V = {vn}∞n=1, resp. W = {wn}∞n=1, je vážený

pr̊uměr asociovaný s V, resp. W, ryze monotónńı.
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Důkaz: Necht’ n ∈ N a necht’ jsou dány normované váhy vi ∈ 〈0, 1〉, i =

1, 2, . . . , n, n-tice (x1, x2, . . . xn) ∈ Rn a (y1, y2, . . . yn) ∈ Rn. Necht’ plat́ı xi < yi

pro nějaké i ∈ {1, 2, . . . , n} a pro j 6= i plat́ı xj = yj. Potom

xi < yi

vixi < viyi

vixi +
n∑

j=1
j 6=i

vjxj < viyi +
n∑

j=1
j 6=i

vjyj

n∑
j=1

vjxj <
n∑
j=1

vjyj

AV n(x1, x2, . . . , xn) < AV n(y1, y2, . . . , yn).

Jestliže uvažujeme nenormované váhy wi ∈ R+
0 , i = 1, 2, . . . , n, pak

xi < yi

wixi < wiyi

wixi +
n∑

j=1
j 6=i

wjxj < wiyi +
n∑

j=1
j 6=i

wjyj

wixi +
∑n

j=1
j 6=i

wjxj∑n
j=1
j 6=i

wj
<
wiyi +

∑n
j=1
j 6=i

wjyj∑n
j=1
j 6=i

wj∑n
j=1wjxj∑n
j=1wj

<

∑n
j=1wjyj∑n
j=1wj

AWn(x1, x2, . . . , xn) < AWn(y1, y2, . . . , yn).

2

Definice 2.8. Agregačńı operátor A = {An}∞n=1 na I nazveme lineárně invari-

antńı, jestlǐze pro libovolné r, t ∈ R a každé (x1, x2, . . . , xn) ∈ In, n ∈ N plat́ı:

An(r · x1 + t, r · x2 + t, . . . , r · xn + t) = r · An(x1, x2, . . . , xn) + t.
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Tuto vlastnost lze chápat jako stabilitu agregačńıho operátoru v̊uči lineárńım

změnám v argumentech, které vstupuj́ı do agregace.

Věta 2.3. Pro každou posloupnost V = {vn}∞n=1, resp. W = {wn}∞n=1, je vážený

pr̊uměr asociovaný s V, resp. W, lineárně invariantńı.

Důkaz: Necht’ n ∈ N. Uvažujme normované váhy vi ∈ 〈0, 1〉, i = 1, 2, . . . , n,

nenormované váhy wi ∈ SWn , i = 1, 2, . . . , n, a libovolná č́ısla r, t ∈ R. Pak plat́ı

AVn(rx1 + t, rx2 + t, . . . , rxn + t) =
n∑
i=1

vi(rxi + t) =
n∑
i=1

vi(rxi) +
n∑
i=1

vit =

= r
n∑
i=1

vixi + t
n∑
i=1

vi = rAVn(x1, x2, . . . , xn) + t.

V př́ıpadě, že uvažujeme nenormované váhy, pak

AWn(rx1+t, rx2+t, . . . , rxn+t) =

∑n
i=1wi(rxi + t)∑n

i=1wi
=

∑n
i=1wirxi +

∑n
i=1wit∑n

i=1wi
=

= r

∑n
i=1wixi∑n
i=1wi

+ t

∑n
i=1wi∑n
i=1wi

= rAWn(x1, x2, . . . , xn) + t.

Vážený pr̊uměr je tedy lineárně invariantńı. 2

Fuzzy vážený pr̊uměr představuje logické rozš́ı̌reńı ostrého váženého pr̊uměru

do prostřed́ı fuzzy množin. Daľśı text se zabývá t́ım, jak je fuzzy vážený pr̊uměr

definován a jestli, popř́ıpadě jakým zp̊usobem, si zachovává výše zmı́něné vlast-

nosti vlastńı váženému pr̊uměru.
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3 Fuzzy vážený pr̊uměr

V této kapitole si definujeme dva typy fuzzy váženého pr̊uměru, zavedeme

je jako posloupnosti zobrazeńı, obdobně jako v ostrém př́ıpadě, a dokážeme

platnost zobecněných podmı́nek, pomoćı kterých se definuje agregačńı operátor.

Dále budeme v jednotlivých podkapitolách zkoumat možné zobecněńı vlastnost́ı

ostrého váženého pr̊uměru, zformulujeme věty o platnosti daných vlastnost́ı pro

fuzzy vážený pr̊uměr a následně je dokážeme.

3.1 Definice fuzzy váženého pr̊uměru

Tato podkapitola byla zpracována s využit́ım [4].

Definice 3.1. Necht’ jsou dána nezáporná fuzzy č́ısla W1,W2, . . . ,Wn. Dále necht’

existuj́ı w > 0 a i ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že Wi(w) = 1. Pak fuzzy vážený pr̊uměr

fuzzy č́ısel X1, X2, . . . , Xn s fuzzy váhami W1,W2, . . . ,Wn je fuzzy č́ıslo XW =

{〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} takové, že

xW (α) = min

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
,

xW (α) = max

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
.

Poznámka 3.1. Necht’ n ∈ N. Množinu všech n-tic fuzzy vah, tj. množinu všech

n-tic fuzzy č́ısel W1,W2, . . . ,Wn, i = 1, 2, . . . , n, pro něž plat́ı podmı́nky uvedené

v definici 3.1, budeme značit SWF
n .

Definováńı fuzzy váženého pr̊uměru obecně neńı z hlediska vah takový problém.

Postač́ı nám, aby fuzzy váhy byly nezáporná fuzzy č́ısla. Existuje však speciálńı

př́ıpad (v reálných č́ıslech obdoba poč́ıtáńı s normovanými váhami), kde jsou

kladeny specifické požadavky na fuzzy váhy, uvažuj́ı se tzv. normované fuzzy

váhy.
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Definice 3.2. Fuzzy č́ısla V1, V2, . . . , Vn definovaná na 〈0, 1〉 se nazývaj́ı nor-

mované fuzzy váhy, jestlǐze pro každé α ∈ (0, 1〉 a každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı:

Pro libovolné vi ∈ Viα existuj́ı vj ∈ Vjα, j = 1, 2, . . . , n, j 6= i, taková, že

vi +
∑n

j=1,j 6=i vj = 1.

Poznámka 3.2. Necht’ n ∈ N. Množinu všech n-tic normovaných fuzzy vah,

tj. množinu všech n-tic fuzzy č́ısel V1, V2, . . . , Vn, i = 1, 2, . . . , n, pro něž plat́ı

podmı́nky uvedené v definici 3.2, budeme značit SNFn .

Jestliže se uvažuj́ı normované fuzzy váhy, pak se výpočet fuzzy váženého

pr̊uměru neprovád́ı pomoćı definice 3.1, ale následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 3.3. Necht’ jsou dány normované fuzzy váhy V1, V2, . . . , Vn. Pak fuzzy

vážený pr̊uměr fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn s normovanými fuzzy váhami V1, V2, . . . , Vn

je fuzzy č́ıslo XN = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} takové, že

xN(α) = min

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
,

xN(α) = max

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
.

3.2 Fuzzifikace agregačńıho operátoru váženého pr̊uměru

Jak bylo ukázáno v kapitole 2, vážený pr̊uměr je jedńım z agregačńıch operá-

tor̊u. V této podkapitole fuzzifikujeme podmı́nky uvedené v definici 2.1 a ověř́ıme,

že je fuzzy vážený pr̊uměr splňuje.

Nejprve zavedeme fuzzy vážený pr̊uměr jako posloupnost zobrazeńı, obdobně

jak tomu bylo u váženého pr̊uměru. I zde je nutné rozlǐsovat, zda-li uvažujeme

normované fuzzy váhy či nikoliv.

Definice 3.4. Mějme posloupnost normovaných fuzzy vah VF = {vFn}∞n=1, kde

vFn = (V n
1 , V

n
2 , . . . , V

n
n ) ∈ SNFn , n = 1, 2, . . .
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Potom fuzzy váženým pr̊uměrem definovaným na R asociovaným s VF nazveme

posloupnost XVF = {XVFn}∞n=1, kde pro každou n-tici fuzzy č́ısel X1, X2, . . . , Xn,

kde Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n, plat́ı

XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xVFn(α), xVFn(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a

xVFn(α) = min

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ V n
iα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

vi = 1

}
,

xVFn(α) = max

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ V n
iα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

vi = 1

}
.

Pro nenormované fuzzy váhy uprav́ıme definici 3.4.

Definice 3.5. Mějme posloupnost fuzzy vah WF = {wFn}∞n=1, kde

wFn = (W n
1 ,W

n
2 , . . . ,W

n
n ) ∈ SWF

n , n = 1, 2, . . .

Potom fuzzy váženým pr̊uměrem definovaným na R asociovaným s WF nazveme

posloupnost XWF
= {XWFn}∞n=1, kde pro každou n-tici fuzzy č́ısel X1, X2, . . . , Xn,

kde Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n, plat́ı

XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xWFn
(α), xWFn(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a

xWFn
(α) = min

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ W n

iα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

wi 6= 0

}
,

xWFn(α) = max

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ W n

iα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

wi 6= 0

}
.

V následuj́ım textu fuzzifikujeme vlastnosti 1, 2 a 3, uvedené v definici 2.1

a ukážeme si, že je splňuje i fuzzy vážený pr̊uměr. Připomeňme si, jak vypadá

prvńı podmı́nka.

A1(x) = x pro každé x ∈ I.

26



Prvńı podmı́nka nám ř́ıká, jak se chová agregačńı operátor A pro n = 1 a vyplývá

z ńı, že A1 je operátorem identity. V př́ıpadě fuzzy vstup̊u požadujeme, aby pro

fuzzy č́ıslo X1, které vstupuje do agregace, platilo, že výsledkem agregace je to

samé fuzzy č́ıslo X1.

Věta 3.1. Necht’ je VF = {vFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u normovaných

fuzzy vah a necht’ XVF = {XVFn}∞n=1 je fuzzy vážený pr̊uměr asociovaný s VF . Pak

pro každé fuzzy č́ıslo X = {〈x(α), x(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} plat́ı

XVF 1(X) = X.

Důkaz: Necht’XVF 1 = {〈xVF 1(α), xVF 1(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}. Je tedy třeba dokázat,

že xVF 1(α) = x(α) a xVF 1(α) = x(α), pro α ∈ 〈0, 1〉. Pro každou posloupnost VF

plat́ı vF1 = (1), čili V 1
1 = 1.

1)

xVF 1(α) = min {v1x(α)|v1 ∈ V1α, vi = 1} = x(α)

2)

xVF 1(α) = max {vix(α)|v1 ∈ V1α, vi = 1} = x(α)

2

Jestliže neuvažujeme normované fuzzy váhy, muśıme upravit větu 3.1.

Věta 3.2. Necht’ je WF = {wFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u fuzzy vah

a necht’ XWF
= {XWFn}∞n=1 je fuzzy vážený pr̊uměr asociovaný s WF . Pak pro

každé fuzzy č́ıslo X = {〈x(α), x(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} plat́ı

XWF 1(X) = X.

Důkaz: Důkaz provedeme obdobně jako u fuzzy váženého pr̊uměru s nor-

movanými fuzzy váhami. Necht’ XWF 1 = {〈xWF 1(α), xWF 1(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

1)

xWF 1(α) = min

{
w1x(α)

w1

|w1 ∈ W1α, wi 6= 0

}
= x(α)
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2)

xWF 1(α) = max

{
w1x(α)

w1

|w1 ∈ W1α, wi 6= 0

}
= x(α)

2

Je dokázáno, že dvojice funkćı xVF 1, xVF 1, resp. xWF 1, xWF 1, fuzzy váženého

pr̊uměru se rovnaj́ı dvojici funkćı x, x pro libovolné fuzzy č́ıslo z intervalu, kde

je XVF 1, resp. XWF 1, definován, tedy XVF 1, resp. XWF 1, a X jsou totožná fuzzy

č́ısla.

Druhá podmı́nka ř́ıká, že výsledek agregace prvk̊u (x1, x2, . . . , xn) ∈ In je

menš́ı, popř́ıpadě roven, agregaci prvk̊u (y1, y2, . . . , yn) ∈ In, jestliže xi ≤ yi,

pro i = 1, 2, . . . , n. Formálńı zápis vypadá následovně: Jestliže xi ≤ yi pro i =

1, 2, . . . , n a n = 2, 3, . . . , pak

An(x1, x2, . . . , xn) ≤ An(y1, y2, . . . , yn).

Při poč́ıtáńı s fuzzy č́ısly nelze obvykle jednoznačně rozhnout, zda je fuzzy

č́ıslo menš́ı nebo větš́ı než fuzzy č́ıslo druhé, a proto využijeme definici 1.10. Aby

bylo možné zobecnit druhou podmı́nku pro fuzzy č́ısla, je třeba, aby bylo splněno

několik předpoklad̊u.

Věta 3.3. Mějme posloupnost vektor̊u normovaných fuzzy vah {vFn}∞n=1. Necht’

pro každé n ∈ N plat́ı následuj́ıćı:

1) Mějme fuzzy č́ısla X1, X2, . . . , Xn a Y1, Y2, . . . , Yn,

Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a Yi = {〈y
i
(α), yi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉},

i = 1, 2, . . . , n, pro něž plat́ı xi(α) ≤ y
i
(α) a xi(α) ≤ yi(α) pro i =

1, 2, . . . , n a každé α ∈ 〈0, 1〉.

2) Označme

XN = XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a

Y N = XVFn(Y1, Y2, . . . , Yn) = {〈yN(α), yN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.
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Potom pro XN a Y N plat́ı xN(α) ≤ yN(α) a zároveň xN(α) ≤ yN(α), pro každé

α ∈ 〈0, 1〉.

Důkaz: Oba vztahy z věty 3.3 si dokážeme zvlášt’. Uvažujme libovolné n ∈ N

a vektor normovaných fuzzy vah (V1, V2, . . . , Vn) = vFn.

1) Necht’ v∗1, v
∗
2, . . . , v

∗
n, kde v∗i ∈ Viα, pro i = 1, 2, . . . , n, a

∑n
i=1 v

∗
i = 1, jsou

takové normované váhy, pro které plat́ı

yN(α) = min

{
n∑
i=1

viyi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

=
n∑
i=1

v∗i yi(α).

Označme

xN∗(α) =
n∑
i=1

w∗i xi(α).

Plat́ı

xN∗(α) ≤
n∑
i=1

v∗i yi(α) = yN(α)

a zřejmě

xN(α) = min

{
n∑
i=1

wixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
≤ xN∗(α).

Z výše uvedených rovnic je zřejmé, že xN(α) ≤ yN(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

2) Necht’ v∗∗1 , v
∗∗
2 , . . . , v

∗∗
n , kde v∗∗i ∈ Viα, pro i = 1, 2, . . . , n, a

∑n
i=1 v

∗∗
i = 1, jsou

takové normované váhy, pro které plat́ı

yN(α) = max

{
n∑
i=1

viyi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=
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=
n∑
i=1

v∗∗i yi(α).

Označme

xN∗∗(α) =
n∑
i=1

v∗∗i xi(α).

Plat́ı

xN∗∗(α) ≤
n∑
i=1

v∗∗i yi(α) = yN(α)

a zřejmě

xN(α) = max

{
n∑
i=1

viyi|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
≤ xN∗∗(α).

Z rovnic v tomto bodu vyplývá, že xN(α) ≤ yN(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

2

Normovaný fuzzy vážený pr̊uměr splňuje zobecněnou podmı́nku 2 z definice

2.1. Nyńı si to samé ukažmě pro př́ıpad, kdy neuvažujeme normované fuzzy váhy.

Věta 3.4. Mějme vektor fuzzy vah {wFn}∞n=1. Necht’ pro každé n ∈ N plat́ı

následuj́ıćı:

1) Mějme fuzzy č́ısla X1, X2, . . . , Xn a Y1, Y2, . . . , Yn,

Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a Yi = {〈y
i
(α), yi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉},

i = 1, 2, . . . , n, pro něž plat́ı xi(α) ≤ y
i
(α) a xi(α) ≤ yi(α) pro i =

1, 2, . . . , n a každé α ∈ 〈0, 1〉.

2) Označme

XW = XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a

Y W = XWFn(Y1, Y2, . . . , Yn) = {〈yW (α), yW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.
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Potom pro XW a Y W plat́ı xW (α) ≤ yW (α) a zároveň xW (α) ≤ yW (α), pro každé

α ∈ 〈0, 1〉.

Důkaz: Necht’ w∗1, w
∗
2, . . . , w

∗
n, kde w∗i ∈ Wiα, pro i = 1, 2, . . . , n, a

∑n
i=1w

∗
i 6=

0, jsou takové váhy, pro které plat́ı

yW (α) = min

{∑n
i=1wiyi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
=

=

∑n
i=1w

∗
i yi(α)∑n

i=1w
∗
i

.

Označme

xW∗(α) =

∑n
i=1w

∗
i xi∑n

i=1w
∗
i

.

Plat́ı

xW∗(α) ≤
∑n

i=1w
∗
i yi(α)∑n

i=1w
∗
i

= yW (α)

a zřejmě

xW (α) = min

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
≤ xW∗(α).

Z výše uvedených rovnic je zřejmé, že xW (α) ≤ yW (α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

Důkaz pro xW (α) a yW (α) by se provedl analogicky. 2

Fuzzy vážený pr̊uměr s nenormovanými fuzzy váhami tedy také splňuje zo-

becněnou podmı́nku 2 z definice 1.6.

Třet́ı podmı́nka vypadá následovně: Pro x− = inf I a x+ = sup I plat́ı

lim
(x1,...,xn)→(x−,...,x−)

An(x1, . . . , xn) = x−

lim
(x1,...,xn)→(x+,...,x+)

An(x1, . . . , xn) = x+.

V našem př́ıpadě uvažujeme I = R.
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Věta 3.5. Necht’ pro všechna n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme taková fuzzy č́ısla

X1, X2, . . . , Xn, že Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n. Necht’ je

VF = {vFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u normovaných fuzzy vah. Pak pro

fuzzy vážený pr̊uměr XVF = {XVFn}∞n=1 asociovaný s VF plat́ı

lim
(x1(0),...,xn(0))→(−∞,...,−∞)

XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = −∞,

lim
(x1(0),...,xn(0))→(∞,...,∞)

XVFn(X1, X2, . . . , Xn) =∞.

Důkaz:

lim
(x1(0),...,xn(0))→(−∞,...,−∞)

n∑
i=1

vixi(0) = −∞

lim
(x1(0),...,xn(0))→(∞,...,∞)

n∑
i=1

vixi(0) =∞

2

Třet́ı podmı́nka tedy plat́ı, pokud hodnoty xi(0), pro i = 1, 2, . . . , n, budou

divergovat k −∞. Tato vlastnost nám postač́ı, jelikož hodnoty funkćı xi(α), pro

i = 1, 2, . . . , n a každé α ∈ 〈0, 1〉, vstupujićıch do agregace jsou největš́ı možné.

Analogicky je tomu u hodnot xi(0), i = 1, 2, . . . , n, tedy požadujeme, aby diver-

govaly k ∞.

Nyńı zformulujeme větu popisuj́ıćı zobecněnou 3. vlastnost definice 2.1 pro

nenormované fuzzy váhy.

Věta 3.6. Necht’ pro všechna n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme taková fuzzy č́ısla

X1, X2, . . . , Xn, že Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n. Necht’ je

WF = {wFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u fuzzy vah. Pak pro fuzzy vážený

pr̊uměr XWF
= {XWFn}∞n=1 asociovaný s WF plat́ı

lim
(x1(0),...,xn(0))→(−∞,...,−∞)

XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = −∞,

lim
(x1(0),...,xn(0))→(∞,...,∞)

XWFn(X1, X2, . . . , Xn) =∞.
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Důkaz: Provedeme obdobně jako u předchoźı věty.

lim
(x1(0),...,xn(0))→(−∞,...,−∞)

∑n
i=1wixi(0)∑n

i=1wi
= −∞

lim
(x1(0),...,xn(0))→(∞,...,∞)

∑n
i=1wixi(0)∑n

i=1wi
=∞

2

Poznámka 3.3. Jestlǐze bychom uvažovali, že fuzzy vážený pr̊uměr je definován

na nějakém uzavřeném intervalu I = 〈a, b〉, kde a, b ∈ R, pak by výše uvedené

limity konvergovaly k a, resp. b.

Ověřili jsme, že zobecněné předpoklady 1, 2 a 3 uvedené v definici 2.1 fuzzy

vážený pr̊uměr splňuje. Daľśı text se zabývá t́ım, jestli má fuzzy vážený pr̊uměr

obdobné vlastnosti jako vážený pr̊uměr.

3.3 Pr̊uměruj́ıćı operátor

Jak bylo uvedeno výše, vážený pr̊uměr je jedńım z pr̊uměruj́ıćıch agregačńıch

operátor̊u. Tato vlastnost ř́ıká, že máme-li reálná č́ısla x1, . . . , xn, pak výsledek

agregace těchto č́ısel je takové reálné č́ıslo x, které je menš́ı nebo rovno největš́ımu

z č́ısel x1, . . . , xn a zároveň je větš́ı nebo rovno nejmenš́ımu z těchto č́ısel. Jestliže

n ∈ N, pak pro (x1, . . . , xn) ∈ In plat́ı

min {x1, . . . , xn} ≤ An{x1, . . . , xn} ≤ max {x1, . . . , xn}.

Ukažme si, jak lze fuzzifikovat tuto vlastnost a to konkrétně na fuzzy váženém

pr̊uměru. Uvažujme n ∈ N a fuzzy č́ısla X1, X2, . . . , Xn, kde Xi = {〈xi(α), xi(α)〉,

α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n. Dále uvažujme fuzzy č́ıslo MIN = {〈min(α),

min(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro něž plat́ı

min(α) = min{x1(α), . . . , xn(α)}

min(α) = min{x1(α), . . . , xn(α)}.
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Dále mějme fuzzy č́ıslo MAX = {〈max(α),max(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde

max(α) = max{x1(α), . . . , xn(α)}

max(α) = max{x1(α), . . . , xn(α)}.

Ještě uvažujme fuzzy vážený pr̊uměr XVF = {XVFn}∞n=1 asociovaný s VF , tedy

XN = XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Jak již v́ıme, xN(α) zjist́ıme pomoćı vzorce

xN(α) = min

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
.

Jak lze vidět, pro pevně stanovené α ∈ 〈0, 1〉 se xN(α) poč́ıtá ostrým váženým

pr̊uměrem
∑n

i=1 vixi(α), i = 1, 2, . . . , n, jelikož vi i xi(α) jsou reálná č́ısla. Vzhle-

dem k tomu, že vážený pr̊uměr je pr̊uměruj́ıćım operátorem, pak plat́ı

min(α) ≤ xN(α) ≤ max(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

Pro xN(α) dojdeme analogickou úvahou jako výše k tomu, že

min(α) ≤ xN(α) ≤ max(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

Fuzzy vážený pr̊uměr XN lze tedy považovat za pr̊uměruj́ıćı operátor. Zaṕı̌seme

to následovně:

MIN ≤ XN ≤MAX.

Ke stejnému závěru lze doj́ıt i v př́ıpadě, že neuvažujeme normované fuzzy váhy.

Mějme fuzzy vážený pr̊uměr XWF
= {XWFn}∞n=1 asociovaný s WF , čili

XW = XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Pro funkci xW (α) plat́ı

xW (α) = min

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
.

34



I zde se pro každou konkrétńı hodnotu α ∈ 〈0, 1〉 poč́ıtá xW (α) ostrým váženým

pr̊uměrem, a to ze stejných d̊uvod̊u jako u xN(α). Můžeme tedy ř́ıci, že

min(α) ≤ xW (α) ≤ max(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

Pro xW (α) plat́ı analogické tvrzeńı jako pro xN(α). Z výše uvedeného vyplývá,

že pro XW plat́ı

MIN ≤ XW ≤MAX,

tedy splňuje fuzzifikovanou vlastnost pr̊uměruj́ıćıho operátoru.

Pro lepš́ı pochopeńı přidáme grafické znázorněńı této vlastnosti. Následuj́ıćı

tři obrázky interpretuj́ı normované fuzzy váhy, fuzzy č́ısla X1, X2, X3 vstupuj́ıćı

do fuzzy váženého pr̊uměru a samotný fuzzy vážený pr̊uměr společně s fuzzy č́ısly

MIN a MAX.

Obrázek 7: Normované fuzzy váhy.

Obrázek 8: Fuzzy č́ısla X1, X2, X3.
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Obrázek 9: Výsledný fuzzy vážený pr̊uměr a fuzzy č́ısla MIN a MAX.

3.4 Idempotentnost

Daľśı vlastnost́ı agregačńıch operátor̊u je idempotentnost. Ta nám ř́ıká, že

pokud agregujeme n stejných reálných hodnot x ∈ R, pak výstupem agregace je

právě dané č́ıslo x ∈ R. Jestliže uvažujeme agregačńı operátor A = {An}∞n=1, pak

pro každé n = 1, 2, . . . plat́ı

An(x, x, . . . , x) = x.

Věta 3.7. Necht’ je VF = {vFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u normovaných

fuzzy vah a necht’ XVF = {XVFn}∞n=1 je fuzzy vážený pr̊uměr asociovaný s VF . Pak

pro libovolné fuzzy č́ıslo X = {〈x(α), x(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} plat́ı

XVFn(X, . . . , X) = X pro každé n ∈ N.

Důkaz: Necht’ n ∈ N a

XN = XVFn(X,X, . . . , X) = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

xN(α) = min

{
n∑
i=1

vix(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= min

{
x(α)

n∑
i=1

vi|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
= x(α)
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Výše uvedené úpravy bylo možné provést, jelikož x(α) vyskytuj́ıćı se v
∑

neńı

závislá na i, tedy je možné vytknout před
∑

. Stejné vlastnosti využijeme i pro

x(α).

xN(α) = max

{
n∑
i=1

vix(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= max

{
x(α)

n∑
i=1

vi|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
= x(α).

2

Nyńı zformulujme tvrzeńı pro fuzzy vážený pr̊uměr s nenormovanými fuzzy

váhami.

Věta 3.8. Necht’ je WF = {wFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u fuzzy vah

a necht’ XWF
= {XWFn}∞n=1 je fuzzy vážený pr̊uměr asociovaný s WF . Pak pro

libovolné fuzzy č́ıslo X = {〈x(α), x(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} plat́ı

XWFn(X, . . . , X) = X pro každé n ∈ N.

Důkaz: Necht’ n ∈ N a

XW = XWFn(X,X, . . . , X) = {〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

xW (α) = min

{∑n
i=1wix(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
=

= min

{
x(α)

∑n
i=1wi∑n
i=1wi

|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

wi 6= 0

}
= x(α)

Obdobně pak pro xW (α). 2

V tétu podkapitole bylo ukázáno, jak lze idempotentnost fuzzifikovat a že oba

typy fuzzy váženého pr̊uměru ji splňuj́ı.
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3.5 Monotónnost

Vážený pr̊uměr je ryze monotónńı agregačńı operátor, což znamená, že při

zvýšeńı hodnot libovolného počtu vstup̊u, se hodnota agregace zvýš́ı oproti agre-

gaci s p̊uvodńımi hodnotami a naopak, při zmenšeńı hodnot vstup̊u je výsledná

hodnota menš́ı. Uvažujme vektory (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn a (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn.

Jestliže pro jedno i ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı xi < yi a pro xj = yj, j 6= i, pak

monotónnost definujeme pro každé n ∈ N takto:

An(x1, x2, . . . , xn) < An(y1, y2, . . . , yn).

Věta 3.9. Necht’ pro každé n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme fuzzy č́ısla X1, . . . , Xn

a Y1, . . . , Yn taková, že Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a Yi = {〈y
i
(α), yi(α)〉,

α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, . . . , n. Necht’ pro jedno i ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı xi(α) < y
i
(α)

a xi(α) < yi(α) a pro j 6= i plat́ı xj(α) = y
j
(α) a xj(α) = yj(α), pro každé

α ∈ 〈0, 1〉. Necht’ je VF = {vFn}∞n=1 libovolná posloupnost normovaných fuzzy

vah. Pro fuzzy vážený pr̊uměr XVF = {XVFn}∞n=1 asociovaný s VF plat́ı

xN(α) < yN(α) ∧ xN(α) < yN(α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉,

kde

XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}

a

XVFn(Y1, Y2, . . . , Yn) = {〈yN(α), yN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Důkaz: Necht’ n ∈ N.

xN(α) = min

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= min


n∑

j=1
j 6=i

vjxj(α) + vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

 <
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< min


n∑

j=1
j 6=i

vjyj(α) + viyi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

 =

= yN(α)

Pro funkce xN(α) a yN(α) dokážeme obdobně.

xN(α) = max

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= max


n∑

j=1
j 6=i

vjxj(α) + vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

 <

< max


n∑

j=1
j 6=i

vjyj(α) + viyi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

 =

= yN(α)

2

Pro fuzzy vážený pr̊uměr s nenormovanými fuzzy váhami uprav́ıme zněńı věty

3.9.

Věta 3.10. Necht’ pro každé n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme fuzzy č́ısla X1, . . . , Xn

a Y1, . . . , Yn taková, že Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a Yi = {〈y
i
(α), yi(α)〉,

α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, . . . , n. Necht’ pro jedno i ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı xi(α) < y
i
(α)

a xi(α) < yi(α) a pro j 6= i plat́ı xj(α) = y
j
(α) a xj(α) = yj(α), pro každé

α ∈ 〈0, 1〉. Necht’ je WF = {wFn}∞n=1 libovolná posloupnost fuzzy vah. Pro fuzzy

vážený pr̊uměr XWF
= {XWFn}∞n=1 asociovaný s WF plat́ı

xW (α) < yW (α) ∧ xW (α) < yW (α) pro každé α ∈ 〈0, 1〉,

kde

XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}
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a

XWFn(Y1, Y2, . . . , Yn) = {〈yW (α), yW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Důkaz: Necht’ n ∈ N.

xW (α) = min

{∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

w∗i 6= 0

}
=

= min

{∑n
j=1
j 6=i

wjxj(α) + wixi(α)∑n
i=1wi

|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

w∗i 6= 0

}
<

< min

{∑n
j=1
j 6=i

wjyj(α) + wiyi(α)∑n
i=1wi

|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

w∗i 6= 0

}
=

= yW (α)

Obdobně bychom dokázali pro xW (α) a yW (α). 2

Oba typy fuzzy váženého pr̊uměru tedy zobecněnou ryźı monotónnost splňuj́ı.

Poznámka 3.4. Obdobné věty jako věty 3.9 a 3.10 by platily i v př́ıpadě, že fuzzy

č́ısla

X1, X2, . . . , Xn a Y1, Y2, . . . , Yn

maj́ı vlastnosti uvedené ve zmı́něných větách, ale pro i ∈ {1, 2, . . . , n} by platilo

xi(α) < y
i
(α) ∧ xi(α) = yi(α), resp. xi(α) = y

i
(α) ∧ xi(α) < yi(α),

pro každé α ∈ 〈0, 1〉.

3.6 Lineárńı invariantnost

Jednou z mnoha daľśıch vlastnost́ı agregačńıch operátor̊u je lineárńı invariant-

nost, která udává, kterak se změńı výsledek agregace, jesliže zvoĺıme jako vstup

lineárńı transformaci p̊uvodńıch hodnot. Při vytvářeńı je však kladen požadavek,

aby byla lineárńı transformace u každé z hodnot stejná. Formálně lze lineárńı
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invariantnost v př́ıpadě, že poč́ıtáme s reálnými č́ısly xi, pro i = 1, 2, . . . , n, kde

n ∈ N, zapsat takto:

An(rx1 + t, rx2 + t, . . . , rxn + t) = rAn(x1, x2, . . . , xn) + t.

Věta 3.11. Necht’ pro každé n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme libovolná fuzzy č́ısla

X1, . . . , Xn, pro která plat́ı Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n,

a libovolná č́ısla r, t ∈ R. Necht’ je VF = {vFn}∞n=1 libovolná posloupnost vektor̊u

normovaných fuzzy vah. Pro fuzzy vážený pr̊uměr XVF = {XVFn}∞n=1 asociovaný

s VF plat́ı

XVFn(rX1 + t, rX2 + t, . . . , rXn + t) = rXVFn(X1, X2, . . . , Xn) + t.

Důkaz: Necht’ n ∈ N, r, t ∈ R a

XN = XVFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xN(α), xN(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

xN(α) = min

{
n∑
i=1

vi(rxi(α) + t)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= min

{
r

n∑
i=1

vixi(α) +
n∑
i=1

vit|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= rmin

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
+ t =

= rxN(α) + t.

Obdobně dokážeme i pro funkci xN(α) :

xN(α) = max

{
n∑
i=1

vi(rxi(α) + t)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=

= max

{
r

n∑
i=1

vixi(α) +
n∑
i=1

vit|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
=
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= rmax

{
n∑
i=1

vixi(α)|vi ∈ Viα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

vi = 1

}
+ t =

= rxN(α) + t.

2

Můžeme ř́ıci, že normovaný fuzzy vážený pr̊uměr splňuje zobecněnou lineárńı

invariantnost. Pod́ıvejme se, jak tomu bude, pokud neuvažujeme normované fuzzy

váhy.

Věta 3.12. Necht’ pro každé n ∈ N plat́ı následuj́ıćı: Mějme libovolná fuzzy č́ısla

X1, . . . , Xn, pro která plat́ı Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, pro i = 1, 2, . . . , n,

na R a libovolná č́ısla r, t ∈ R. Necht’ je WF = {wFn}∞n=1 libovolná posloupnost

vektor̊u fuzzy vah. Pro fuzzy vážený pr̊uměr XWF
= {XWFn}∞n=1 asociovaný s WF

plat́ı

XWFn(rX1 + t, rX2 + t, . . . , rXn + t) = rXWFn(X1, X2, . . . , Xn) + t.

Důkaz: Necht’ n ∈ N a r, t ∈ R a

XW = XWFn(X1, X2, . . . , Xn) = {〈xW (α), xW (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

xW (α) = min

{∑n
i=1wi(rxi(α) + t)∑n

i=1wi
|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

wi 6= 0

}
=

= min

{
r

∑n
i=1wixi(α)∑n

i=1wi
+

∑n
i=1wit∑n
i=1wi

|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

wi 6= 0

}
=

= rmin

{
n∑
i=1

vixi(α)|wi ∈ Wiα, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

w∗i 6= 0

}
+ t =

= rxW (α) + t.

Pro xW (α) bychom dokázali obdobně. 2
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Jak můžeme vidět, nezálež́ı na tom, jestli uvažujeme normované fuzzy váhy

či nikoli. Oba typy fuzzy váženého pr̊uměru zobecněnou lineárńı invariantnost

splňuj́ı.

Závěrem můžeme ř́ıci, že fuzzy vážený pr̊uměr výše zmı́něné zobecněné vlast-

nosti splňuje. Nav́ıc jsme dokázali, že dané vlastnosti nezáviśı na tom, jestli

uvažujeme normované fuzzy váhy nebo pouze obecné fuzzy váhy.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo rozš́ı̌rit některé z vlastnost́ı agregačńıch ope-

rátor̊u do prostřed́ı fuzzy množin a zjistit, zda-li si fuzzy vážený pr̊uměr zachovává

alespoň některé z vlastnost́ı své ostré předlohy.

V prvńı kapitole jsme si zavedli pojmy nezbytně nutné pro základńı orientaci

v teorii fuzzy množin a daľśım textu. Dále byl zaveden pojem agregačńı operátor

a ukázali jsme, že vážený pr̊uměr patř́ı do této skupiny. Popsali jsme některé

z matematických vlastnost́ı těchto operátor̊u a formulovali tvrzeńı, že zmı́něné

vlastnosti má i vážený pr̊uměr. Jednotlivá tvrzeńı byla následně dokázána.

V hlavńı části této práce jsme nejprve definovali dva typy fuzzy váženého

pr̊uměru a následně jsme zavedli fuzzy vážený pr̊uměr jako posloupnost zobrazeńı,

obdobně jako v ostrém př́ıpadě. Bylo třeba ověřit, že fuzzy vážený pr̊uměr splňuje

tři podmı́nky, které jsou uvedeny v definici agregačńıho operátoru, respektive

jejich zobecněńı do prostřed́ı fuzzy množin. Ukázali jsme, že tyto fuzzifikované

podmı́nky jsou splněny. Následně jsme zobecnili jednotlivé vlastnosti uvedené ve

druhé kapitole a zkoumali, jestli plat́ı pro fuzzy vážený pr̊uměr. Ověřili jsme,

že tento operátor lze považovat za idempotentńı, lineárně invariatńı, monotónńı

a pr̊uměruj́ıćı.

Vzhledem k rozsahu práce jsem se zaměřil jen na některé vlastnosti, které

vážený pr̊uměr má.

Toto téma jsem si vybral, jelikož jsem ve druhém ročńıku prošel základńım

kurzem teorie fuzzy množin a zaujalo mě, že lze poč́ıtat s vágńımi pojmy a i přes to

se dobrat jasně interpretovatelému výsledku. Ačkoliv je tato práce čistě teoretická,

źıskal jsem do této problematiky jistý vhled a nav́ıc jsem se seznámil s novými

pojmy jako agregačńı operátor aj.

Psańı práce mě velice bavilo, jelikož se týká fuzzy množin. Předevš́ım jsem

však mohl přij́ıt s něč́ım novým, č́ım se ještě přede mnou nikdo nezabýval, což

bylo také občas kamenem úrazu vzhledem k tvorbě d̊ukaz̊u.
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