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Anotace

Byl vytvoren program na podporu vijuky toki v sitich v podobé webové aplikace,
zamereny na zdkladni problém z této oblasti — nalezeni maximdlniho toku v siti.
Program nabizi moznost krok po kroku simulovat pribéh Edmondsova-Karpova,
Dinicova a Goldbergova algoritmu na zadané siti. Soucasti prdce je vijukovy text,
pojedndvajici o zdkladnich pojmech z oblasti toku v sitich a zminéengch algoritmech
pro reseni problému maximdlniho toku.

Synopsis

An educational support application for flows in networks was developed in the
form of a web application, focusing on a fundamental problem in this area —
finding the maximum flow of a flow network. The application offers the possibility
to simulate step by step Edmonds-Karp, Dinic and Goldberg algorithms on a given
flow network. The thesis also includes a study material covering the basic concepts
in the field of flows in networks and the mentioned algorithms for solving the
mazimum flow problem.

Klicova slova: teorie grafii; toky v sitich; problém maximalniho toku; podpora
vyuky; webova aplikace

Keywords: graph theory; flows in networks; maximum flow problem; educatio-
nal support; web application
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1 Uvod

Predstavme si fiktivni mésto. V tomto mésté se nachazi vodarna, ktera posky-
tuje odbérateltim v celém mésté pitnou vodu. Voda je od vodarny k odbérateltim
distribuovana vodovodnim potrubim. Jednotlivé ¢asti potrubi maji danou svoji
maximéalni propustnost. Otazka zni: jaké maximalni mnozstvi vody muize vo-
darna najednou vypustit odbératelim do vodovodniho potrubi tak, aby nebyla
poskozena zadna ¢ast potrubi?

Odpovéd na tuto otazku nam miize poskytnout oblast teorie grafii, ktera se
obecné oznacuje jako toky v sitich. Formalné popsana sit ndm umoznuje mode-
lovat vyse popsané vodovodni potrubi, ale napriklad také silni¢ni nebo Zeleznic¢ni
nosti. Jedna se tak o velmi univerzalni nastroj s sirokou skalou vyuziti.

Tato diplomova prace poskytuje studentiim informatickych obort ¢i dalsim
zajemecum program na podporu vyuky toku v sitich, zejména pak na podporu vy-
uky algoritmii Tesicich problém maximalniho toku, provazany s uc¢ebnim textem,
obsahujicim potiebny teoreticky zaklad.

Jeden z existujicich programt na podporu vyuky toku v sitich se nachazi
na webovych strankéch [1]. Tato webova aplikace vznikla v rdmci diplomovych
praci studentt z némecké Technische Universitdt Miinchen. Aplikace umoznuje
uzivateli naptiklad simulovat béh Fordova-Fulkersonova algoritmu pro nalezeni
maximalniho toku v siti. Nenachazi se zde vsak teoreticky zaklad toku v sitich,
napriklad formalni definice samotné sité nebo toku v siti.



2 Teoreticka cast

Teoretickd ¢ast této prace vznikla na zakladé zdroju [3], [4], [5] a je koncipovana

vvvvvv

z této kapitoly jsou ve zkracené formé obsazeny také v programu na podporu
vyuky toki v sitich. Predpoklada se ¢tenarova zakladni znalost pojmt z oblasti
teorie grafi a grafovych algoritmi. V pripadé pochybnosti ¢i nejasnosti se lze
obrétit napriklad na publikaci [7].

2.1 Toky v sitich

V tvodni kapitole jsme uvedli motivaéni ptiklad pro formalni zavedeni tokl v si-
tich, tykajici se distribuce vody ve vodovodni siti. Intuitivneé si tuto sif predstavu-
jeme jako systém propojenych potrubi, ktery od vodarny (zdroj) prepravuje vodu
do mésta (stok). Piedpoklddame pFitom, Ze se voda v potrubi nikde neztraci’.
Nyni pro toky v sitich zavedeme formalni definici.

Definice 1 (Sit)
Sit je usporadana ctverice (G, s,t, c), kde

o G = (V,E) je orientovany graf,

e vrchol s € V je zdroj,

o vrchol t € V' je stok (nékdy oznaCovan také jako spotrebic),

o zobrazeni ¢ : F — R* uddva kapacitu jednotlivych hran.
Cislu ¢ (e) fikdme kapacita hrany e.
PRIKLAD 2 (SIT)

Na obrazku 1 vidime diagram sité se Sesti vrcholy. Vrchol s je zdroj, vrchol
t je stok. Cisla u hran oznacuji jejich kapacitu.

Definice 3 (Tok)
Tok f je zobrazeni f : E — R™, které spliiuje

I.Vee E: 0< f(e) <c(e),
2. Yo e V\{s,t}: Y,erf(xv)=cr f (v).

Pro hrany e = (x,v) € E vyuzivaime alternativni znaceni zv € E. Cislu f (e)
fikdme pritok hranou e. Tok ze zdroje s do stoku t explicitné znac¢ime jako
(s,t)-tok.

!Tento predpoklad v redlnych vodovodnich sitich neplati. Spole¢nost Prazské vodovody
a kanalizace na svych webovych strankach uvadi, ze v roce 2020 se v prazské vodovodni siti
ztrécelo témér 13 procent vody, viz [2].



Obrazek 1: Sit.

Prvni podminka v pfedchozi definici 7iké, ze pritok hranou e je zdola omezeny
nulou a shora omezeny kapacitou hrany e. Druhé podmince se tika také zdakon
o zachovdni toku®. Tento nazev je odvozen od skutecnosti, Ze pro kazdy vrchol
mimo zdroj a stok plati, ze pritok do vrcholu je roven odtoku z vrcholu.

PRIKLAD 4 (ToOK Vv siTI)
Na obrazku 2 vidime tok v siti z predchoziho prikladu. U kazdé hrany e je
uveden jeji prutok a kapacita ve tvaru f (e) / c(e).

Obrazek 2: Tok v siti.

Definice 5 (Bilance vrcholu)
Méjme libovolny vrchol v € V. Cislu b (v) = Yovep f (20) — Spwer [ (v2)
fikame bilance vrcholu v.

Bilance vrcholu tedy vyjadiuje rozdil mezi piitokem a odtokem vrcholu.
7 druhé podminky definice 3 je zfejmé, Ze pro vsSechny vrcholy kromé zdroje
a stoku plati, Ze jejich bilance je rovna nule. Nyni mizeme pomoci bilance vr-
cholu snadno definovat velikost toku.

2U elektrickych obvodi je tento zdkon znam jako Kirchhoffiv zdkon.



Definice 6 (Velikost toku)
Cislu |f| = —b(s) = b(t) Tikdme velikost toku f.

Velikost toku lze tedy vyjadrit jako zapornou hodnotu bilance zdroje nebo
jako hodnotu bilance stoku. Nejvétsimu moznému toku v dané siti rikame mazi-
malni tok.

PRIKLAD 7 (VELIKOST TOKU)
Tok v siti na obrazku 2 ma velikost |f| = b(f) = 8. Jednd se o maximéalni
tok v této siti.

Nalezeni maximalniho toku v siti je zadkladni problém souvisejici s toky v si-
tich. S timto problémem tizce souvisi pojem rezu v siti, jak déle uvidime.

Definice 8 (Rez)
Mé&jme orientovany graf G = (V, E), mnoZinu R C V a jeji doplnék R =
V'\ R. Mnozinu orientovanych hran § (R) = {mu ceE|lveRANwE F} nazveme

rezem uréenym mnozinou R. Rez v siti (G, s, t, ¢) nazveme (s, t)-fez, pokud s € R
até¢R.

Definice 9 (Kapacita Fezu)
Kapacitu tezu 6 (R) definujeme jako ¢ (0 (R)) = X ,ues(r) ¢ (vw).

Rez nédm tedy graf rozdéluje na dvé disjunktni mnoziny vrcholi. V piipadé
(s,t)-Tezu plati, Ze oddéluje zdroj od stoku. Kapacitu fezu vypocitame jednoduse
jako soucet kapacit vSech hran rezu.

PRiKLAD 10 (REZ Vv sfTI)

Na obrazku 3 jsou v siti vyznaceny cervenou barvou hrany, které nalezi do
(s,t)-fezu urc¢eného mnozinou vrchold R = {s,a,b}. Kapacita tohoto fezu je
rovna ¢islu 11.

Lemma 11
Pro kazdy (s,t)-tok f a kazdy (s,t)-rez 0 (R) plati f (t) < c (6 (R)).

Véta 12 (O maximalnim toku a minimalnim fezu)
Pokud v siti existuje mazximdlni (s,t)-tok, pak max {|f|| f je (s,t)-tok} =
min{c(d (R)) | 6 (R) je (s,t)-rez}.

Lemma 11 ndm 1ika, ze velikost kazdého (s,t)-toku je shora omezena kapa-
citou libovolného (s, t)-fezu. Navic diky vété 12 vime, ze velikost maximalniho
(s,t)-toku je rovna kapacité minimalniho (s, t)-fezu. Nalezneme-li tedy fez a tok
stejné velikosti, je jisté, Ze se jedna o minimélni fez a maximalni tok.
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Obrazek 3: Rez uréeny mnozinou vrcholi R = {s,a,b}. Hrany, které nalezi do
Tezu, jsou vyznaceny cervene.

Zamysleme se nyni, jakym zptsobem bychom mohli hledat a zlepsovat toky
v siti. Zacnéme s nulovym tokem. Postupné budeme tento tok zlepsovat tak, ze
pokud nalezneme cestu orientovanou smérem od zdroje ke stoku, pro jejiz kazdou
hranu plati, Ze jeji pratok je mensi nez kapacita, pak maximalné mozné zvétsime
priutok touto cestou a tim zvétsime i pritok celého toku. Timto pfimocarym
postupem bychom vsak nedosahli nalezeni maximalniho toku pro vsechny sité.
Hacek je v hranach, které jsou orientovany smérem od stoku ke zdroji a maji
nenulovy pritok. Tyto hrany musime pii hleddni maximalniho toku také vzit
v potaz. Pro takové hrany miiZzeme tok ve sméru od zdroje ke stoku ,,simulovat*
odectenim od toku ve sméru od stoku ke zdroji.

Pro zjednoduseni budeme déle predpokladat, ze ke kazdé hrané uv existuje
opacnd hrana vu. Pokud opac¢na hrana neexistuje, mizeme si ji s nulovou kapa-
citou snadno dodefinovat. Toto rozsiteni grafu (které nijak nezméni vysi maxi-
malniho toku) ndm umozni snadnéji definovat néasledujici pojmy.

Definice 13 (Rezerva hrany)
Rezervu hrany uv definujeme jako r (uv) = (¢ (uv) — f (uv)) + f (vu).

Definice 14 (Vylepsujici cesta)
Vylepsujici cesta je takova orientovana cesta od zdroje ke stoku, jejiz vSechny
hrany maji nenulovou rezervu.

Lemma 15
Pokud v siti existuje vylepsujici cesta pro tok f wvedouci od zdroje ke stoku,
pak tok f neni mazximdini.

Ptirozenym diisledkem lemma 15 je fakt, ze tok f je maximélni, pravé kdyz
neexistuje vylepsujici cesta pro f.

Na zékladé uvedenych poznatki a vlastnosti toku v sitich jiz mizeme pted-
stavit algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti, ktery publikovali v roce
1956 Lester Randolph Ford Jr. a Delbert Ray Fulkerson [8].
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2.2 Algoritmy pro problém maximalniho toku
2.2.1 Forduv-Fulkersontv algoritmus

U Fordova-Fulkersonova algoritmu zac¢indme s nulovym tokem v siti. Postupné
budeme v siti hledat vylepsujici cesty a zvétsovat po nich aktudlni tok (pri-
pomenme, ze muzeme vyuzit i hrany orientované ve sméru od stoku ke zdroji).
Jakmile se dostaneme do situace, kdy jiz nebude existovat zadna dalsi vylepsujici
cesta, pak podle lemma 15 vime, Ze jsme nalezli maximalni tok v siti.

Procedure Ford-Fulkerson({G, s, t,c))

1 f=0

2 while existuje vylepsujici cesta do
3 necht P je vylepsujici cesta

4 vylepsi tok podél P

5 aktualizuj f

6 return f

Jak je to s konecnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu? Zacnéme situaci, kdy
vSechny kapacity hran v siti jsou celociselné. V takovém pripadé je hodnota f
v kazdém kroku algoritmu navysena minimalné o jedna. Protoze soucet kapacit
vsech hran je konec¢ny, snadno vidime, ze algoritmus po koneéném poctu kroku
zastavi. To plati i pro sit s racionalnimi kapacitami. Jednoduchym prenasobenim
kapacit jejich nejmensim spoleénym jmenovatelem totiz ziskdme opét sit s celo-
¢iselnymi kapacitami hran. Situace se zméni, pokud v siti povolime iracionalni
kapacity hran. V takovém pripadé jiz neni zaruceno, ze algoritmus po konec-
ném poctu kroku skonci. Miize totiz dojit k situaci, kdy se algoritmus zacykli
a bude donekonecna konvergovat k jisté hodnoté. Priklad sité, na které muze
dojit k zacykleni Fordova-Fulkersonova algoritmu, ukéazal Uri Zwick [9].

Zamysleme se nyni nad situaci po ukonceni algoritmu. Vydal algoritmus
opravdu maximalni tok v siti? Podle véty 12 vime, Ze ovérit nalezeni maximal-
niho toku muzeme tim, ze nalezneme tez s kapacitou stejné velikosti. Takovy Tez
nalezneme tak, ze po ukonceni Fordova-Fulkersonova algoritmu nalezneme mno-
zinu C' vrcholi, které jsou ze zdroje dosazitelné po hranach, které maji nenulovou
rezervu. Do mnoziny C' jisté nalezi zdroj a nendlezi stok, 6 (C') tedy tvori (s, t)-
fez a ¢ (0 (C)) = f. To znamend, ze je zaruceno, ze algoritmus vyda maximalni
tok v siti (za predpokladu, ze nedojde k zacykleni).

Vratme se nyni k pseudokédu algoritmu Ford-Fulkerson. Zbyva vytesit otazku,
jak vybirat vylepsujici cestu na radku 3 tak, abychom dosahli vyhodné casové
slozitosti. S primocarym Tfesenim prisli v roce 1972 Jack Edmonds a Richard
Manning Karp [10].

12



2.2.2 Edmondsuav-Karpuv algoritmus

Uprava Fordova-Fulkersonova algoritmu, se kterym pfisli Edmonds a Karp, spo-
¢iva v definovani poradi, ve kterém vybirame vylepsujici cesty na tretim radku
pseudokodu Ford-Fulkerson. Konkrétné vzdy vybereme nejkratsi vylepsujici cestu,
tedy cestu s minimalnim poc¢tem hran, viz pseudokdéd Edmonds-Karp.

Procedure Edmonds-Karp({G, s, t, c))

1 f=0

2 while existuje vylepsujici cesta do

3 necht P je nejkratsi vylepsujici cesta
4 vylepsi tok podél P

5 aktualizuj f

6 return f

P1i implementaci se k nalezeni nejkratsi vylepsujici cesty vyuziva algoritmus
prohledavani grafu do sitky, déale jen BFS (z anglického Breadth-First Search).
Diky vyuziti BFS lze algoritmus Edmonds-Karp implementovat s ¢asovou slozi-
tosti O(nm?), kde n je pocet vrcholii a m je pocet hran grafu’.

PRIKLAD 16 (EDMONDSUV-KARPUV ALGORITMUS)

Na obrazku 4 je sit, na které si ukazeme prichod algoritmem Edmonds-Karp.
Obrazek 5 zachycuje sit po prynim prichodu while cyklem. Cervené hrany ozna-
cuji vylepsujici cestu mezi vrcholy s, a,t, kterd byla vybrana pomoci BFS. Jako
dalsi byla vybrana vylepsujici cesta mezi vrcholy s, b,t, viz obrazek 6. V dalsim
prichodu while cyklem byla vybrana vylepsujici cesta mezi vrcholy s, a,b,t, viz
obrazek 7 (vSimnéme si, ze tato vylepsujici cesta ma vice hran nez cesta, kterd
byla vybrana v minulém pruchodu). Protoze jiz dalsi vylepSujici cesta v siti ne-
existuje, dalsi prichod while cyklem neprobéhne. Snadno vidime, ze maximalni
tok v této siti ma velikost 23.

Obrézek 4: Edmondstv-Karpiv algoritmus, priklad. Poc¢atecni sit.

3Diikaz Gasové slozitosti algoritmu Edmonds-Karp je k dispozici ve knize [6], kapitola 2.7.
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Obréazek 5: Edmondstv-Karptiv algoritmus, priklad. Prvni priichod cyklem.

Obréazek 6: Edmondstv-Karptuv algoritmus, priklad. Druhy prichod cyklem.

Obréazek 7: Edmondstv-Karpiiv algoritmus, priklad. Tteti prichod cyklem.
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2.2.3 Dinictv algoritmus

S myslenkou vylepseni ¢asové slozitosti Fordova-Fulkersonova algoritmu pomoci
vybirani nejkratsich vylepsujicich cest prisel ve skutecnosti jako prvni sovétsky
védec Yefim Dinitz’, a to uz v roce 1970 [11]. Nezavisle na ném publikovali algo-
ritmus Edmonds a Karp v jiz zminéném roce 1972, ale protoze se jednalo o prvni
publikaci v anglickém jazyce, algoritmus se obvykle oznacuje jako Edmondstv-
Karptav [5]. Dinitz nicméné prisel s dalsimi vylepsenimi, diky kterym je jeho
algoritmus jesté casové efektivnéjsi, nez vyse popsany Edmondstv-Karptuv algo-
ritmus.

Dinictiv algoritmus je zalozen na nasledujici myslence. Namisto hledani vy-
lepsujicich cest jako ve Fordové-Fulkersonové algoritmu mtzeme hledat a pricitat
rovnou vylepsujici toky. Podstatné pritom je, aby vylepsujici toky dostatecné vy-
lepsily stévajici tok, ale zaroven sly jednoduse nalézt (snadnéji nez maximalni
tok). Zavedeme proto nyni pojem blokujiciho toku, ktery tato kritéria spliuje.

Definice 17 (Blokujici tok)
Blokujici tok je takovy tok, ze kazda orientovana (s, t)-cesta obsahuje alespor
jednu hranu e takovou, ze r (e) = 0.

Hrané e takové, ze r(e) = 0 fikdme, Ze je masycend. Orientovanou cestu
nazveme nasycenou, obsahuje-li nasycenou hranu.

U definice blokujiciho toku je dulezité zduraznit, ze se hovoii o orientovanich
cestach ze zdroje do stoku. Na rozdil od pfedchoziho algoritmu tak neuvazujeme
i hrany a jejich rezervy v protisméru. Z toho vyplyva, zZe blokujici tok nemusi
byt vzdy tokem maximélnim, protoze muze existovat vylepsujici cesta obsahujici
hrany v protisméru.

Pro efektivni hledani blokujiciho toku nyni definujeme dvé pomocné sité — sit
rezerv a vrstevnatou sit (Casto oznacovand také jako cistd sit).

Definice 18 (Sit rezerv)
Necht S = (G, s,t,c) je sit a f je tok v siti S. Sit rezerv prislusna k siti S
a toku f je sit Sgp = (G, s,t, 7).

Sit rezerv tedy odpovida puvodni siti s tim rozdilem, ze hrany jiz nejsou ohod-
noceny kapacitami, ale rezervami. Podotknéme, Ze pti implementaci Edmondsova-
Karpova algoritmu muzeme sit rezerv vyuzit k nalezeni nejkratsi vylepsujici cesty
pomoci BFS.

Definice 19 (Vrstevnata sit)
Necht Sy je sif rezerv. Vrstevnatd sit Sy je podgraf sité Sy takovy, ze obsa-
huje pouze hrany, které lezi na nékteré nejkratsi (s, t)-cesté.

4Dinitz byva casto piekladan jako Dinic, odtud nézev Diniciiv algoritmus.
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Vrstevnatou sif lze zkonstruovat s vyuzitim BFS. Vrcholy sité jsou pti kon-
strukci pomoci BF'S rozdéleny do vrstev podle vzdélenosti od zdroje (proto na-
zev vrstevnatd sit). Pro kazdou hranu wv sité Sy plati, Ze vrchol v lezi ve vrstvé
o jedna vyssi nez vrchol u.

Obrazek 8: Schematicky nakres vrstevnaté sité. Vrcholy jsou rozdéleny do vrstev
podle vzdalenosti od zdroje.

Procedure Dinic(S = (G, s,t,¢))

1 f=0

2 spocitej sif rezerv Sgi

3 while existuje vylepsujici cesta v Sp do
4 spocitej vrstevnatou sit Sy

5 while ezistuje (s,t)-cesta v Sy do
6 necht P je (s,t)-cesta v Sy

7 vylepsi tok podél P

8 uprav Sy

9 aktualizuj f

10 return f

Podivejme se nyni na hlavni proceduru algoritmu Dinic. Podobné jako u ptred-
chozich algoritmii za¢iname s nulovym tokem v siti. Na radku 2 poté vypocitame
sit rezerv Sg.

V hlavni smycce algoritmu (prvni smycka while na fadku 3) kontrolujeme,
zda jesté existuje vylepsujici cesta v Sg. Pokud ne, pak podle lemma 15 vime,
ze jsme jiz nalezli maximalni tok. Pokud vylepsujici cesta byla nalezena, pokra-
cujeme na radku 4 a spocitame vrstevnatou sif Sy na zakladé aktualni Sg.
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Ve vnitini smycce algoritmu (druhd smycka while na fadku 5) hleddme blo-
kujici tok v Sy nésledujicim zpusobem. Nejprve hledame v Sy (s, t)-cestu (diky
vlastnostem vrstevnaté sité vime, ze se jedna o cestu vylepsujici). Pfi implemen-
taci se obvykle pro hledani vyuziva algoritmus prohledavani grafu do hloubky,
déle jen DFS (z anglického Depth-First Search). Maximalné mozné vylepsime
tok podél nalezené (s, t)-cesty a poté upravime Sy. Vnitini smycku provadime,
dokud v Sy jesté existuje néjaka (s, t)-cesta. Nakonec zvysime globéalni hodnotu
toku v siti f na zakladé dil¢ich toki, které jsme ve vnitini smycce vylepsili a které
dohromady tvori blokujici tok.

Zbyva uvést, jakym zpusobem probihd tprava vrstevnaté sité Sy na radku 8.
Protoze se pii vylepseni toku podél nalezené cesty nékteré hrany nasyti (jejich
rezerva klesne na 0), musime tyto hrany z Sy odebrat. Odebranim hran ale mohou
vzniknout ,slepé ulicky“ — cesty vedouci do vrcholti, ze kterych jiz nevede hrana
do zddného dalsiho vrcholu. Takové vrcholy (a hrany do nich vedouci) je také
potieba z Sy odebrat, protoze by ndm komplikovaly nalezeni (s, t)-cest v dalsich
iteracich vnitini smycky. Podotknéme jesté, ze vylepsenim toku podél (s, t)-cesty
v Sy nemohou vzniknout nové cesty v Sg, které by meély kratsi délku.

Skutecnost, ze Dinictiv algoritmus vydd maximalni tok plyne z faktu, ze al-
goritmus kon¢i ve chvili, kdy v siti jiz neexistuje dalsi vylepsujici cesta, jak jsme
uvedli vyse. Diky lemma 15 vime, Ze v ten moment jsme jiz nalezli maximalni
tok.

Diniciiv algoritmus lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(n?m), kde n je
pocet vrcholt a m je pocéet hran grafu®. Pro tiplnost uvedme variantu Dinicova al-
goritmu, pro kterou se vzil nazev Algoritmus ti¥i Indu [12]. Ten publikovali v roce
1978 Indové Malhotra, Kumar a Maheshwari. Ukéazali efektivnéjsi zptisob pro
hledani blokujiciho toku, ktery vylepsuje vyslednou casovou slozitost algoritmu
na O(n?) kde n je pocet vrcholii grafu.

PRIKLAD 20 (DINICUV ALGORITMUS)

Pribéh algoritmu Dinic si ukdzeme na siti z obrazku 4. Zamérime se pritom
na hledani blokujictho toku ve vrstevnaté siti. Na zacatku algoritmu rezervy
hran odpovidaji kapacitam hran. Na zakladé sité rezerv je vypocitana vrstevnata
sit na obrazku 10. Hodnota [ vrcholu pritom odpovida vrstve, ve které se dany
vrchol nachazi. Ve vnitinim cyklu algoritmu jsou nalezeny dvé (s, t)-cesty — prvni
mezi vrcholy s, b,t a druhd mezi vrcholy s, a,t. Tyto dvé cesty dohromady tvori
blokujici tok nalezeny v prvnim prichodu vnitfnim cyklem. Na obrazku 10 je
blokujici tok znézornén cervenymi hranami. Protoze stale existuje vylepsujici
cesta v siti rezerv, algoritmus pokracuje. Jelikoz doslo k nasyceni hran sa a sb,
je vypocitana nova vrstevnata sif na obrazku 11. VSimnéme si, Zze vrcholy b a t
se tentokrat nachazi v jinych vrstvach. Vrstevnata sit tak nyni obsahuje i hranu
ab. Ve vnitinim cyklu algoritmu je nalezena (s,t)-cesta mezi vrcholy s, a,b,t.
Tato cesta tvori blokujici tok nalezeny v druhém priichodu vnitinim cyklem. Na
obrazku 11 je blokujici tok znazornén cervenymi hranami. Protoze jiz neexistuje

SDitkaz ¢asové slozitosti algoritmu Dinic je k dispozici ve knize [6], kapitola 4.1.
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dalsi vylepsujici cesta v siti rezerv, algoritmus kondi.

Obrézek 9: Dinictiv algoritmus, ptiklad. Pocatecni sit.

Obréazek 10: Diniciiv algoritmus, ptiklad. Vrstevnatad sit po prvnim prichodu
vnitinim cyklem.

Obréazek 11: Dinictv algoritmus, priklad. Vrstevnata sit po druhém prichodu
vnitinim cyklem.
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2.2.4 Goldbergtv algoritmus

Poslednim algoritmem pro nalezeni maximalniho toku v siti, ktery predstavime,
je Goldbergiiv algoritmus®. Publikoval jej v roce 1986 Andrew Vladislav Goldberg
spoleéné s Robertem Tarjanem pod ndzvem ,,A new approach to the maximum
flow problem® [13]. Uz z ndzvu jejich publikace je zfejmé, ze se jedna o odlisny
pristup k Teseni problému, nez v pripadé predchozich dvou algoritmii.

U Fordova-Fulkersonova (respektive Edmondsova-Karpova) i Dinicova algo-
ritmu jsme zacinali s nulovym tokem v siti, ktery jsme postupné vylepSovali.
Po celou dobu béhu téchto algoritmu tak byl udrzovan korektni tok. V pripadé
Goldbergova algoritmu vsak zac¢iname s ohodnocenim hran, které viibec nemusi
tvofit tok. Zavedeme pro néj oznaceni predtok’.

Definice 21 (Predtok)
Predtok f je zobrazeni f : E — R™, které spliuje

I.Vee E: 0< f(e) <c(e),
2. Yoe V\{s,t}: b(v)>0.

7 definice predtoku vidime, ze kazdy tok je zaroven predtok. Pfedtok se stane
tokem ve chvili, kdy pro kazdy vrchol kromé zdroje a stoku plati, ze jeho bilance
je rovna nule.

Na zacatku Goldbergova algoritmu zac¢iname s predtokem takovym, ze f (e) =
¢ (e) pro vSechny hrany e € E, které vedou ze zdroje s. Ostatnim hrandm nasta-
vime nulovy prutok.

Zékladni myslenkou algoritmu je snizovani bilance vrcholii na nulu pomoci
operace protlaceni toku. Protlaceni toku po hrané uv € E lze provést, pokud
plati b (u) > 0 a zaroven r (uv) > 0. Protlacenim toku po hrané uv € E posleme
po hrané min (b (u) ,r (uv)) jednotek toku (prictenim po sméru hrany, nebo ode-
¢tenim proti sméru hrany).

Operaci protlaceni budeme chtit postupné protlacit tok ve sméru od zdroje
ke stoku a tim snizit bilanci vrcholi na nulu. Pokud pfi procesu protlacovani
dojdeme az do zdroje a nékteré vrcholy stale budou mit nenulovou bilanci, bude
potfeba provést protlacovani toku v opacném sméru, zpét do zdroje. Proces pro-
tlacovani toku tak v jistém smyslu miize pripominat siteni viny, kterd se v prvni
fazi Siti smérem od zdroje ke stoku, kde se odrazi a $iti se zpét opac¢nym smérem.

P1i procesu protlacovani je ovsem potreba davat pozor na to, abychom se ne-
zacyklili. Proto vrcholim v € V' prifadime ¢islo h (v) € N, kterému fikdme vyska
vrcholu. Na zacatku algoritmu prifadime zdroji vysku n (pocet vrcholu grafu)
a vSem ostatnim vrcholim vysku 0. Operaci protlaceni toku po hrané uv € FE
pak provedeme pouze pokud plati h (u) > h (v). Intuitivné si miazeme predstavit,

6V anglicky psané literatufe se Goldbergiiv algoritmus ¢astéji oznacuje jako Push-Relabel
algorithm nebo také Preflow-Push algorithm. Nazvy vyplyvaji ze zakladnich operaci algoritmu.

"Nézev predtok vychizi z anglického vyrazu preflow. V Geské literatufe se lze setkat také
s pojmy pratok nebo vina.
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ze se tekutina prelije pouze z vyssiho vrcholu do nizsiho. V pripadé, kdy z vrcholu
s nenulovou bilanci nevede zaddna nenasycend hrana smérem k nizsimu vrcholu,
provedeme operaci zvyseni vrcholu. Zvysenim vrcholu v € V zvysime hodnotu
h (v) o 1. V procesu zvySovani budeme pokracovat, nez bude vrchol dostateéné
vysoko, aby z néj bylo mozné protlacit tok do nékterého nizstho vrcholu, viz
pseudokod Goldberg.

Procedure Goldberg(S = (G, s,t,c))
h(s)=n
pro vSechny v # s: h(v) =0
f=0
pro vsechny v takové, ze sv € E: f(sv) = c(sv)
while ezistuje uw € V' \ {s,t} takovy, Ze b(u) > 0 do
if existuje uv € F takovd, Ze r (uwv) > 0 a h(u) > h(v) then
protlac¢ tok po hrané uw
else
h(u)=nh(u)+1
return b (t)

© 00 N o oA W N =

[
o

Z popisu Goldbergova algoritmu nemusi byt na prvni pohled ziejmé, zda ve
chvili, kdy algoritmus zastavi, skutecné vyda korektni tok. Pro predtok plati
stejné omezeni na kapacity hran jako pro tok, staci tedy ukazat, ze plati také
zakon o zachovani toku. Ten plati, protoze algoritmus konc¢i ve chvili, kdy je
bilance vSech vrcholl kromé zdroje a stoku nulova.

Vime tedy, ze Goldbergiv algoritmus po zastaveni vyda korektni tok. Jedna
se vsak zaroven o tok maximalni? Dokazeme sporem. Predpoklddejme, zZe tok,
ktery vyda Goldbergtv algoritmus, neni maximalni. Z lemma 15 vime, Ze v siti
tak musi existovat vylepsujici cesta. Uvazme nékterou vylepsujici cestu. Z pseu-
dokoédu Goldberg je ziejmé, ze zdroj je po celou dobu béhu algoritmu ve vysce 0
a stok je ve vysce n. Vylepsujici cesta tedy prekonava vyskovy rozdil n, ale muze
mit maximalné n — 1 hran. Vime tedy, Ze se v ni nachazi jedna hrana s vyskovym
rozdilem mezi vrcholy o velikosti alespon 2. Protoze je tato hrana soucasti vylep-
Sujici cesty, je jisté nenasycena. To je ale spor, protoze z pseudokdédu Goldberg
ocividné nemuze existovat hrana uwv, kterd by méla kladnou bilanci a vyskovy
rozdil mezi jejimi vrcholy h (u) — h (v) vetsi nez 1. Tok, ktery vyda Goldbergiv
algoritmus, je tedy maximalni.

Casova slozitost Goldbergova algoritmu zavisf na zptsobu, kterjm vybirame
vrchol na tadku 5. Zékladni variantu Goldbergova algoritmu, tak jak jsme ji
popsali vyse, lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(n?m), kde n je pocet
casto pouziva varianta Mazimum-distance, ve které na radku 5 vybirame vzdy
nejvyssi vrchol s kladnou bilanci. Tato tprava zajisti ¢asovou sloZitost O(n?),
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kde n je pocet vrcholt grafu®.

PRIKLAD 22 (GOLDBERGUV ALGORITMUS)

Protoze jiz u siti s nékolika méalo vrcholy vyzaduje vypocet maximalniho
toku pomoci Goldbergova algoritmu pomérné vysoky pocet kroki, jsou v tomto
prikladu demonstrovany zakladni operace Goldbergova algoritmu na jednoduché
siti se tfemi vrcholy z obrazku 12.

Na zacatku algoritmu je nastavena vyska zdroje na pocet vrcholu v siti
a vyska vsech ostatnich vrcholi na 0. Poté je nastaven prutok kazdou hranou na
0. Protoze hrana sa vede ze zdroje, je priitok touto hranou nastaven na hodnotu
jejl kapacity, tedy 10. Tim byly provedeny kroky 1 az 4 pseudokdédu Goldberg.
Stav sité po provedeni téchto kroki je zachycen na obrazku 13. U kazdého vr-
cholu je pod jeho nazvem uvedena hodnota bilance b tohoto vrcholu a déle jeho
vyska h.

Ve hlavni smycce algoritmu je poté vybran vrchol a, jehoz bilance je 10.
Protoze vrchol a méa stejnou vysku jako vrchol ¢, nelze zatim protlacit tok po
hrané st. Je tak provedena operace zvysSeni vrcholu a, viz obrazek 14.

V dalsi iteraci hlavni smycky algoritmu je opét vybran vrchol a. Protoze jiz
méa vrchol a vysku 1, je mozné z néj protlacit tok o velikosti 10 po hrané at do
vrcholu ¢, ktery ma vysku 0. Stav sité po provedeni operace protlaceni toku je
zachycen na obrazku 15.

V dalsi iteraci hlavni smycky algoritmu jiz neni nalezen zadny vrchol (kromé
zdroje a stoku) s nenulovou bilanci. Algoritmus tak konéi a vydava velikost ma-
ximalniho toku v siti, vypocitanou jako bilanci stoku.

Obrazek 13: Goldbergtv algoritmus, priklad. Sit po poc¢atecnim nastaveni vysek
vrcholl a pritokt hranami.

8Diikaz Gasové slozitosti zakladni varianty algoritmu Goldberg a varianty Mazimum-distance
je k dispozici ve knize [4], kapitoly 14.5 a 14.6.
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Obrézek 14: Goldbergtv algoritmus, ptiklad. Sit po zvyseni vrcholu a.

10/10 10/13

Obrazek 15: Goldberguv algoritmus, priklad. Sit po protlaceni toku po hrané at.
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3 O programu a jeho vyvoji

V této kapitole pojednam o vyvoji hlavniho vystupu této diplomové prace —
programu na podporu vyuky toki v sitich. Objasnim pozadavky na program,
volbu programovaciho jazyka, stru¢né predstavim pouzité technologie a knihovny
a popisi dulezité c¢asti tykajici se navrhu a implementace programu. Sekce 3.6
slouzi jako uzivatelska prirucka.

3.1 Pozadavky na program

Pozadavky na program vychazi ze zadani diplomové prace, zahrnuji nasledujici:

e moznost vytvoreni sité,

» v zadané siti moznost vyTeseni problému tlohy nalezeni maximélniho toku
v siti tfemi riznymi algoritmy,

o moznost sledovat pribéh algoritmu.

3.2 Volba programovaciho jazyka

Volba programovaciho jazyka je zasadni moment pii vyvoji jakéhokoliv pro-
gramu. Je potreba zvazit celou fadu aspekti, v pripadé tohoto programu zejména:

e vhodnost programovaciho jazyka pro dany typ programu,
o dostupnost potfebnych knihoven v daném jazyce,

e jednoduchost distribuce programu k uzivateli.

U praktickych implementaci algoritmi pro problém maximélniho toku byva
prirozenym pozadavkem také vykon implementace. U vyukového programu, kde
se pro prehlednost predpokladd béh na malych sitich (naptiklad do 10 vrcholu),
vsak 1ze pred vykonnosti uprednostnit prehlednost a jednoduchost pouziti.

Aby bylo pro uzivatele co nejjednodussi zacit program pouzivat, byla zvolena
forma webové aplikace, kterda nevyzaduje instalaci na klientsky pocitac a je ne-
zavisla na operacnim systému. Z tohoto divodu budu dale program oznacovat
bézny internetovy prohlizec¢. Logickou volbu pii vybéru programovaciho jazyka
pro vyvoj webovych aplikaci je JavaScript. Jedna se o Siroce rozsiteny multiplat-
formni jazyk, vyuzivany na strané klienta i na strané serveru. V pripadé tohoto
programu je JavaScriptovy kod interpretovan na strané klienta po stazeni webové
stranky.
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3.3 Knihovny

Nespornou vyhodou vyvoje aplikaci v JavaScriptu je dostupnost velkého mnoz-
stvi kvalitnich knihoven tfetich stran. Pro vyvoj této aplikace jsem vyuzil nésle-
dujici knihovny:

« Bootstrap [14] (verze 5.1.3) — open-source front-end toolkit, ktery umoz-
nuje rychlé vytvareni responzivnich webovych stranek za pomoci sady pred-
stylovanych UI komponent. Vyhodou je jednoduchost pouziti, rychlost vy-
voje aplikace a Siroka sada predstylovanych Ul komponent.

+ Font Awesome [15] (verze 6.4.0) — open-source knihovna poskytujic
velké mnozstvi kvalitnich ikon. Existuje placena i neplacena verze, které se
lisi zejména v mnozstvi ikon. Pro vyvoj této aplikace jsem vyuzil neplace-
nou verzi.

« MathJax [16] (verze 3.2.2) — open-source knihovna pro zobrazovani
matematickych symboli na webové strance. Podporuje podmnozinu mate-
matické notace IXTEX—u.

e jQuery [17] (verze 3.7.0) — open-source knihovna, kterd usnadiuje po-
uziti jazyka JavaScript pri vyvoji webovych stranek. Zjednodusuje napti-
klad manipulaci s HTML a CSS nebo pouziti asynchronniho JavaScript—u
a XML (AJAX).

 vis.js [18] (verze 9.1.0) — open-source knihovna, umoznujici dynamické
zobrazovani a interakci s grafy na webové strance. Knihovnu jsem zvolil,
protoze je dostatecné flexibilni a umoznuje tak dale rozsitovat jeji funkci-
onalitu. V neposledni radé obsahuje detailni dokumentaci.

3.4 Struktura webovych stranek

Hierarchicka struktura webovych stranek, neboli mapa webu, je zachycena na ob-
razku 16. Prvni stranka, kterou uzivatel uvidi, je index.html. Jedna se o vodni
stranu s informacemi o diplomové praci a jejim tcelu. Z ivodni strany je mozné
prejit na stranku theory.html, kterd obsahuje shrnuti zakladnich teoretickych
pojmi, nebo na stranku maximum-flow.html. Tato stranka slouzi jako rozcestnik
pro vybér algoritmii pro reseni problému maximalniho toku. Na vybér jsou tfi
algoritmy — Edmondstuv-Karpiv (edmonds-karp.html), Diniciv (dinic.html)
a Goldberguv (goldberg.html). Stranky vénované algoritmim obsahuji zakladni
teoreticky popis véetné odkazt do literatury a predevsim c¢ast pro sledovani pri-
béhu algoritmu. Rozlozeni uzivatelského rozhrani této ¢asti (zejména ovladaci
panel) je inspirovano aplikaci [1].
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index.html

theory.html maximum-flow.html

edmonds-karp.html dinic.html goldberg.html

Obréazek 16: Mapa webu.

3.5 Implementace
3.5.1 Implementace sité

Jak jiz bylo uvedeno v prehledu pouzitych knihoven, pro zobrazovani sité jsem
vyuzil knihovnu wvis.js. Tato knihovna obsahuje nékolik komponent, z nichz jsem
vyuzil dvé — komponenty Network a DataSet.

Network je objekt, ktery slouzi k vizualizaci graft na webové strance. Obsa-
huje mnozinu vrchol a mnozinu hran, reprezentované v podobé objektl pataset.

DataSet je objekt, ktery slouzi k uchovavani nestrukturovanych dat a ma-
nipulaci s nimi. Umoznuje naslouchat zménam v datech a na zakladé zmény
podniknout uzivatelem definovanou akeci.

Uzivatel ma na vybér tii moznosti, jak zadat sif. Prvni moznost je vyu-
zit predpripravené sité. Ty jsou interné ulozeny v DOT forméatu, ktery je blize
predstaven v sekci 3.6.3. Vis.js obsahuje funkci, ktera z fetézce v DOT formatu
vytvori objekt Network. Druhd moznost je zadéani sité v DOT formatu (ruéné
nebo nahranim souboru), kde se vyuziva stejné funkce. Treti moznost je vytvo-
feni sité ruénim zadavanim vrcholi a hran na webové strance. Zde bylo nutné
implementovat pridavani vrcholii a hran do objektu Network, véetné omezeni na
zadavané hodnoty a zobrazovani dialogli, nebo nékterych klavesovych zkratek.

Sit reprezentovana objektem Network je uloZzena v globalni proménné na-
zvané network. Mnozina vrcholi je reprezentovana objektem pataset a ulozena
v globédlni proménné networkvertices. Obdobné je mnozina hran reprezento-
vana objektem Dataset a uloZena v globalni proménné networkEdges. Deklarace
zminénych proménnych a souvisejici funkcionalita se nachézi v souboru base. js.
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3.5.2 Implementace Edmondsova-Karpova algoritmu

Implementace Edmondsova-Karpova algoritmu se nachazi v souboru edmonds-
karp.js.

Pro interni reprezentaci stavu, ve kterém se algoritmus pravé nachazi, slouzi
objekt algpata, ktery je ulozen v globalni proménné algbata a vytvari se vzdy
na zacatku béhu algoritmu, tedy po kliknuti uzivatele na tlacitko ,,Start“. In-
terné jsou pro potieby algoritmu vrcholy a hrany sité reprezentovany objekty
vertex a Edge. Ty jsou pak v poli uloZeny ve vlastnostech vertices a edges ob-
jektu algbata. V mapé, ktera je ulozena ve vlastnosti vertexIndexMap objektu
AlgData, je kazdému vrcholu prifazeno prirozené cislo, které je poté pouzito
jako index v interni maticové reprezentaci grafu sité, ulozené taktéz v objektu
Algbata. V pripadé Edmondsova-Karpova algoritmu se vyuziva matice kapacit
capacityMatrix a matice rezerv residualMatrix. Hodnota maximalniho toku
v siti, kterd je pribézna vypocitavana, je ulozena ve vlastnosti maxrlow objektu
AlgData.

Samotny Edmondstuv-Karptv algoritmus je v této implementaci rozdélen do
nékolika stavi:

1. init — pocatecni faze algoritmu (vybirdni zdroje a stoku),
2. initFlow — inicializace nulového toku v siti,

3. mainLoop — nalezeni nejkratsi vylepsujici cesty pomoci BF'S,
4. showPath — zvyraznéni nejkratsi vylepsujici cesty,

5. pushFlow — vylepSeni toku podél nejkratsi vylepsujici cesty,
6. updateFlow — navyseni hodnoty aktudlniho toku v siti,

7. finished — faze po dokonceni béhu algoritmu.

Stavy 2 az 7 odpovidaji jednotlivym radkim pseudokdédu Edmonds-Karp.
Aktudlni stav algoritmu je ulozen ve vlastnosti algstate objektu AlgData.

Pri kliknuti uzivatele na tlacitko ,Vpred“ se na zakladé aktualniho stavu
provede prislusna operace volanim funkce algMainLoop (), v pripadé potieby se
aktualizuje vizualizace sité a algoritmus prejde do nasledujiciho stavu.

V pripadé, ze uzivatel klikne na tlaciko ,Na konec”, se v cyklu vold funkce
algMainLoop (), dokud algoritmus neni ve stavu finished.

V objektu Algbata je ve vlastnosti mainLoopStep ulozeno ¢islo, které znaci,
kolik kroku algoritmu jiz bylo provedeno. Tato znalost je uzitecna v pripadé, kdy
uzivatel klikne na tlacitko ., Zpét. Reknéme, Ze v momentu kliknuti uzivatele bylo
provedeno n kroku algoritmu. Algoritmus je poté znovu restartovan od zacatku
a je provedeno n — 1 krokt, respektive volani funkce algMainLoop ().

Po kliknuti uzivatele na tlac¢itko rReset je navracena vizualizace sité do pu-
vodniho stavu (pred spusténim algoritmu) a objekt algbata nastaven na null.
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3.5.3 Implementace Dinicova algoritmu

Implementace Dinicova algoritmu se nachazi v souboru dinic.js.

Obdobné jako u Edmondsova-Karpova algoritmu slouzi pro reprezentaci stavu,
ve kterém se algoritmus nachézi, objekt al1gbata, ktery je ulozen v globalni pro-
ménné algbata. V objektu Algbata je v pripadé Dinicova algoritmu navic kromé
matice kapacit a matice rezerv uloZzena také maticova reprezentace vrstevnaté
sité a dale pole 1evel, ve kterém jsou ulozeny vrstvy, ve kterych lezi jednotlivé
vrcholy. Kromé proménné maxFlow je v objektu Algbata ulozZena také proménna
blockingFlow, ve které se postupné uklada velikost hledaného blokujictho toku.

Dinictiv algoritmus je v této implementaci rozdélen do néasledujicich stavi:

1. init — pocatecni faze algoritmu (vybirdni zdroje a stoku),
2. initFlow — inicializace nulového toku v siti,
3. computeResidualGraph — vypocet sité rezerv,

4. mainLoop — kontrola, zda v siti rezerv existuje vylepsujici cesta (implemen-
tovano pomoci BFS),

5. computeLevelGraph — vypocet vrstevnaté site,

6. innerLoop — kontrola, zda ve vrstevnaté siti existuje (s,t)-cesta (imple-
mentovano pomoci DFS),

7. showPath — zvyraznéni nalezené (s, t)-cesty,
8. pushFlow — vylepsSeni toku podél nalezené (s, t)-cesty,
9. updatelevelGraph — Uprava vrstevnaté sité,

10. updateFlow —navyseni hodnoty aktualniho toku v siti o velikost nalezeného
blokujiciho toku,

11. finished — faze po dokonceni béhu algoritmu.

Stavy 2 az 11 odpovidaji jednotlivym radkim pseudokédu Dinic. Aktualni
stav algoritmu je ulozen ve vlastnosti algstate objektu Algbata.

Logika pri kliknuti na tlacitka ,Vpred“, ,Na konec“, ,Zpét“ a ,Reset“ je
obdobna jako u vyse popsané implementace Edmondsova-Karpova algoritmu.
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3.5.4 Implementace Goldbergova algoritmu

Implementace Goldbergova algoritmu se nachazi v souboru goldberg. js.

Podobné jako u predchozich dvou algoritmii slouzi pro interni reprezentaci
stavu, ve kterém se algoritmus nachézi, objekt A1gbata, ktery je ulozen v globalni
proménné algbata. Stejné jako v pripadé implementace Edmondsova-Karpova
algoritmu je v objektu Algbata ulozena matice kapacit, navic objekt obsahuje
pole height, ve kterém jsou ulozeny vysky vrcholi, a dale pole excess, ve kterém
jsou uloZeny bilance vrcholt. Velikost maximalniho toku v dané siti je ulozena ve
vlastnosti maxrFlow objektu Algbata a je vypocitana v poslednim kroku algoritmu
jako bilance stoku.

Goldbergtv algoritmus je v této implementaci rozdélen do néasledujicich stavi:

1.
2.

9.

10.

init — pocatecni faze algoritmu — vybirani zdroje a stoku,
initSourceHeight — inicializace vysky zdroje,

initOtherVerticesHeight — inicializace vysek ostatnich vrcholi kromé
zdroje,

initFlow — inicializace nulového toku v siti,
initFlowPush — inicializace pritoku hran vedoucich ze zdroje,

findHighestVertex — kontrola, zda existuje vrchol s kladnou bilanci (po-
kud jich existuje vice, je vybran ten nejvyssi),

canPush — kontrola, zda existuje hrana, po které by sel protlacit tok z na-
lezeného vrcholu,

. push — operace protlaceni toku,

relabel — operace zvyseni vrcholu,

finished — faze po dokonceni béhu algoritmu.

Stavy 2 az 10 odpovidaji jednotlivym radkim pseudokdédu Goldberg. Aktu-
alni stav algoritmu je ulozen ve vlastnosti algstate objektu Algbata.

Logika pri kliknuti na tlacitka ,Vpred“, ,Na konec“, ,Zpét“ a ,Reset“ je
obdobna jako u vyse popsané implementace Edmondsova-Karpova algoritmu.
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3.6 Uzivatelska prirucka

Tato c¢ast slouzi jako uzivatelska prirucka k programu na podporu vyuky tokt
v sitich. Je popsano uzivatelské rozhrani aplikace a moznosti, které aplikace uzi-
vateli nabizi, véetné zdkladniho popisu jazyka DOT, ktery lze vyuzit pro definici
sité.

3.6.1 Predpoklady pro spusténi

Program na podporu toku v sitich je webova aplikace, ktera pro provoz vyzaduje
pripojeni k internetu a internetovy prohlize¢. Doporucené prohlizece, které byly
testovany béhem vyvoje, jsou Chrome od spolecnosti Google, Fdge od spole¢nosti
Microsoft a Firefox od spolecnosti Mozilla. Aplikaci lze spustit na desktopovych
i mobilnich zaFizenich, pro optimélni uzivatelsky zazitek je doporucen desktop.

Déle je predpokladana zakladni znalost uzivatele v oblasti teorie grafi a al-
goritmizace.

3.6.2 Uzivatelské rozhrani sekce pro simulaci algoritmu

Struktura webovych stranek je popsana v sekci 3.4. Jadro aplikace tvori webové
stranky umoznujici sledovani pribéhu algoritmi (Edmondsiav-Karptv, Dinicav
a Goldberguv). Kazda ze stranek vénovand jednomu z algoritmi obsahuje sekci
s nadpisem ,,Vyzkouset algoritmus®, kde je uzivateli umoznéno sledovat pribéh
vybraného algoritmu na jim vybrané ¢i sestavené siti. Uzivatelské rozhrani této
sekce je zachyceno na obrazku 18, kde jsou ¢ervenymi cislicemi oznaceny nasle-
dujici ¢asti uzivatelského rozhrani:

1. Ovladaci panel — ¢ast rozhrani obsahujici tlacitka , Start“, ,Reset”, , Zpét®,
,Vpred“ a ,Na konec®, které slouzi ke spusténi ¢i resetovani algoritmu a pre-
chodu na predchozi krok, nasledujici krok ¢i iplné na konec algoritmu.

2. Zalozky ,Popis“, ,,Pseudokod® a ,,Stav proménnych®. Zalozka ,Popis“ ob-
sahuje textovy popis pravé vykonavaného kroku algoritmu. Po rozkliknuti
zalozky ,,Pseudokdd* je uzivateli prezentovan pseudokod daného algoritmu,
kde je modre vyznacen radek pseudokodu, ktery je pravé vykonavan. V za-
lozce ,,Stav proménnych® se nachazi tabulka s vybranymi proménnymi a je-
jich hodnotami.

3. Oblast s tlacitky slouzicimi k upravé sité. Pokud neni kliknutim vybran
zadny vrchol ani hrana, jsou zobrazena tlac¢itka ,Pridat vrchol“ a ,Pridat
hranu®. Pri kliknuti na néktery vrchol se navic zobrazi tlacitka ,,Upravit
vrchol® a ,,Smazat®, slouzici k upraveni ¢i smazani vybraného vrcholu. Ob-
dobné se pri kliknuti na nékterou hranu zobrazi navic tlac¢itka ,Upravit
hranu“ a ,Smazat®, slouzici k upraveni ¢i smazani vybrané hrany.

Po spusténi algoritmu tlac¢itkem ,,Start“ neni moznd editace sité a tlacitka
v oblasti 4 jsou tak skryta az do stisknuti tlacitka ,Reset*.
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4. Oblast, ve které je zobrazena sit. V horni ¢asti navic obsahuje tlacitko
,Smazat sit“, po jehoz stisknuti dojde ke smazani vSech hran a vrchola
sité. V levé dolni ¢asti se nachazi smérova tlacitka slouzici k posunu sité
v ramci oblasti. V pravé dolni ¢asti se nachazi tlac¢itka pro priblizeni ¢i
oddalenti sité a pro vycentrovani sité na stied oblasti.

V horni ¢éasti uzivatelského rozhrani sekce pro simulaci algoritmu se navic
nachazi dropdown pro vybér predpripravené sité a sekce pro import a export
sité. Rozlozeni uzivatelského rozhrani oblasti 1 a 2 bylo inspirovano aplikaci [1].

Na obrazku 19 je zobrazeno uzivatelské rozhrani sekce ,,Import a export site®
po kliknuti na rozbalovaci komponentu ,,Import a export sité“. Zde ma uzivatel
na vybér dvé moznosti. V horni ¢asti sekce se nachdzi moznost nahrat sit ze
souboru ¢i ulozit sit do souboru, s prislusnymi tlacitky ,Nahrat“ a ,Ulozit“. Nize
mé uzivatel moznost zadat sit ruéné. Cervenou &slici 1 je oznaceno textové pole,
do kterého uzivatel muze zadat sit ve formatu DOT. Format DOT je blize popsan
v nasledujici sekci. Po zadani sité do textového pole ji l1ze do aplikace importovat
pomoci tlacitka ,Import®. Stiskne-li uzivatel tlacitko ,, Export“, do textového pole
bude exportovana aktualni sit ve formatu DOT. Stisknutim tlacitka ,Vlozit do
schranky* je uzivateli nasledné umoznéno vlozit sit v DOT forméatu z textového
pole do schranky.

3.6.3 Format DOT

DOT [19] je jazyk urceny pro popis grafi. Lze vyuzit napiiklad v open-source
nastroji Graphviz, ktery umoznuje vizualizovat rtizné typy grafi. V programu na
podporu vyuky tokii v sitich je podporovana urcitda podmnozina jazyka DOT,
ktera je demonstrovana na nasledujicim prikladeé.

PRIKLAD 23 (FORMAT DOT)
Na obrazku 17 je zobrazena jednoducha sif se ¢tyrmi vrcholy. Zapis této sité
v jazyce DOT je nasledujici.

digraph {
Sy
aj
b;
t;
s —-> a [label="15"];
a —-> b [label="5"];
a —> t [label="10"1;
s —=> b [label="10"1;
b -> t [label="13"];

30



Zéapis zac¢ina vzdy klicovym slovem digraph. Poté nasleduji slozené zavorky;,
ve kterych jsou definovany vrcholy a hrany sité. Vrchol v se souradnicemi [a, b] 1ze
definovat jako v [x=a, y=b];. Zapis souradnic u vrcholu je nepovinny. Pokud
uzivatel nechce zadavat souradnice, je mozné uplné vynechat definice vrcholu.
Sit je pak urcena zapisem hran. Hranu vyv; s kapacitou n lze definovat jako
v0 -> vl [label="n"];

Obréazek 17: Ukazkova sit se ¢tyfmi vrcholy.

3.6.4 Omezeni v programu

Pro optimalni uzivatelsky zazitek a bezproblémovy béh programu byly zavedeny
nasledujici omezeni:

e nazvy vrcholi se nesmi opakovat, mohou obsahovat pouze pismena a ¢islice
a délkou jsou omezeny na 10 symboli,

« sit mize obsahovat maximalné 20 vrcholt,

e hrandm je mozné nastavit pouze celociselné kapacity.

Omezeni na maximalné 20 vrcholu v siti bylo zavedeno s ohledem na vyukovy
ucel programu, kdy vyssi pocet vrcholi v siti neni vhodny — klesa prehlednost
a schopnost uzivatele sledovat prubéh algoritmu, zaroven rostou pozadavky na
vykon.

3.6.5 Klavesové zkratky

Pro pohodlnéjsi praci s programem jsou uzivateli k dispozici nésledujici klavesové
zkratky:

» dialog pfi pridavani a editaci vrcholu nebo hrany lze potvrdit stiskem kla-
vesy ,Enter” a zrusit stiskem klavesy , Esc®,

 po kliknuti na vrchol ¢i hranu lze vybrany objekt smazat kombinaci klaves
,Alt + Delete”,
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LAl + S — spusténi algoritmu,
LAlt + R“ — reset algoritmu,
LAlt + B“ — krok zpét,

LAlt + N — krok vpred,

LAl + M“ — prejit na konec algoritmu.
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Vyzkouset algoritmus

Predpfipravené sité
Vyberte nékterou moznost v
Import a export sité

Import a export sité ~

Ovladaci panel 1 @ Pridat vichol () Pridat hranu 3
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tart e

.
2o vorea ) on o

Popis Pseudokéd Stav proménnych

Pro spusténi algoritmu na dané siti stisknéte tlacitko
Start.

Obrazek 18: Uzivatelské rozhrani sekce pro simulaci algoritmu.

Import a export sité
Import a export sité A
Ze souboru

Rucné

Sit' ve formatu DOT

#@

Vlozit do schranky

Obréazek 19: Uzivatelské rozhrani sekce pro import a export sité.
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Zaveér

Byl vytvoren program na podporu vyuky toku v sitich v podobé webové aplikace,
ktera uzivateli nabizi moznost krok po kroku simulovat prubéh FEdmondsova-
Karpova, Dinicova a Goldbergova algoritmu na zadané siti. Pro simulaci algo-
ritmu je mozné vyuzit nékterou z predpripravenych siti, sit v programu rucné
vytvorit, nebo ji importovat ve formatu DOT.

Kapitola 2 slouzi jako podpirny vyukovy text pro toky v sitich a zminéné al-
goritmy pro problém maximalniho toku. Princip kazdého algoritmu je vysvétlen
a poté demonstrovan na jednoduchém prikladu. Pozadavky na program, vyvoj
programu a pouzité technologie jsou strucné shrnuty v kapitole 3. V sekci 3.6 je
dale zdokumentovana uzivatelska prirucka, poskytujici navod k pouzivani pro-
gramu.

Jako mozné rozsiteni této prace se nabizi implementace dalsich algoritmt pro
problém maximalniho toku nebo dalsich algoritmt pro problémy souvisejicimi
s toky v sitich, jako je napriklad problém maximélniho toku s minimalni cenou.
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Conclusions

An educational support application for flows in networks was created in the form
of a web application that offers user the possibility to simulate step by step the
Edmonds-Karp, Dinic and Goldberg algorithms on a given network. To simulate
the algorithm, it is possible to use one of the predefined networks, create the
network manually in the program, or import it in DOT format.

Chapter 2 serves as a study material for flows in networks and the mentioned
algorithms for the maximum flow problem. The principle of each algorithm
is explained and then demonstrated through a simple example. The program
requirements, program development and the technologies used are briefly sum-
marized in chapter 3. In the section 3.6 the user manual is also documented,
providing instructions on using the program.

As a possible extension of this thesis, there is the possibility of implementing
additional algorithms for the maximum flow problem or additional algorithms for
problems related with flows in networks, such as the minimum cost flow problem.
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A Obsah elektronickych dat

bin/
Kompletni adresarova struktura webové aplikace PROGRAM NA PODPORU
VYUKY TOKU V siTiCH (v ZIP archivu) pro zkopirovani na webovy server.
Adresar obsahuje i vSechny runtime knihovny a dalsi soubory potiebné pro
bezproblémovy provoz webové aplikace na webovém serveru.

doc/
Text prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného stylu KI PiF
UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech priloh, a vsechny soubory
potiebné pro bezproblémové vygenerovani PDF dokumentu textu (v ZIP
archivu), tj. zdrojovy text textu, vlozené obrazky, apod.

src/
Kompletni zdrojové texty webové aplikace PROGRAM NA PODPORU VY-
UKY TOKU V SITICH se vSemi potfebnymi zdrojovymi texty, knihovnami
a dalsimi soubory potfebnymi pro bezproblémové vytvoreni adresarové
struktury pro zkopirovani na webovy server.

readme.txt
Instrukce pro nasazeni webové aplikace PROGRAM NA PODPORU VYUKY
TOKU V SITICH na webovy server, véetné viech pozadavki pro jeji bezpro-
blémovy provoz, a webova adresa, na které je aplikace nasazena pro 1cel
testovani pri tvorbé posudkii prace a pro tcel obhajoby prace.
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