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Uvod

Cilem mé diplomové prace je seznamit ¢tenaie s problematikou vyhlazujicich
splajnii a ukazat jejich pouziti v softwaru R. Pod pojmem ,splajn“ si predsta-
vime specialni funkci, ktera je po ¢astech polynomem. Prvni zminka o splajnech
se datuje na pocatek 20. stoleti. Je ovSsem nutné fici, ze v této dobé byla podoba
splajnt zcela jina nez dnes. Nejednalo se totiz o funkci, ale o jakasi pruzna pra-
vitka, kterad prochézela predem danymi body a vytvarela tak hladké plochy. V
této dobé byly splajny vyuzivany zejména v lodnim a leteckém primyslu. Velky
,boom® zazily splajny az s prichodem prvnich pocitact. Zpracovavat totiz velké
mnozstvi ¢isel a rozsahlé soustavy rovnic rucné bylo ponékud obtizné a pocitace
nam tuto praci velmi usnadnily. Pro praci se splajny se nabizi vyuzit néktery z
matematickych softwari. Ja ve své praci pouzivam software R, ve kterém neni
problematika splajnii az tak rozsifend. Jeho nespornou vyhodou je fakt, ze se

Jelikoz teorie splajnii je jen velmi okrajové zahrnuta v mém navazujicim
magisterském studiu, byla jsem odkézana vyhradné na literaturu. I pres to, ze
tato teorie je znacné rozsahla, existuje jen velmi malo cesky psanych publikaci na
toto téma. Jednou z nich jsou skripta ,,Splajny* od J. Kobzy [2], ze kterych jsem
pri psani mé diplomové prace Cerpala zejména zakladni pojmy z teorie splajnii.
Pro treti a ¢tvrtou kapitolu mé prace jsem dale pribrala ¢lanek ,,Optimal inter-
polating and optimal smoothing spline“ od J. Machalové [3].

Jak jiz bylo naznaceno, cilem této prace je sezndmit se s teorii splajnii, zejména
s jejich B-splajnovou reprezentaci a vytvorit vyhlazujici splajny v softwaru R.
Prvni Gvodni kapitola se bude vénovat zakladnim pojmim a vlastnostem béa-
zovych splajnti. Zaroven zde bude vysvétlen rozdil mezi pp-reprezentaci a B-
splajnovou reprezentaci splajnti, véetné vyhod, jenz B-splajnova reprezentace na-
bizi. Po nastudovani zakladni teorie se v kapitolach dvé a tii podrobnéji podivame
na interpolaci a metodu nejmensich ¢tvercti. Kromé nezbytné teorie zde budou za-
fazeny také mnou vytvorené funkce v softwaru R, které ¢tenaii poskytnou pohled

na to, jak tyto metody aproximace funguji v praxi. Nasledujici ¢tvrta kapitola
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se vénuje hlavnimu cili mé prace - vyhlazujicim splajnfim. Ctenai v této kapi-
tole zjisti, Zze se jedna o jakysi kompromis mezi interpolaci a metodou nejmensich
¢tvercll. Nezbytna teorie bude opét doplnéna o vytvorenou funkci v R, ktera pos-
louzi jako ukazka pro pouziti vyhlazujicich splajni na konkrétnich hodnotach.
Jak jiz bylo naznaceno, k vypoctiim a vykreslovani grafti splajn budu pouzi-
vat matematicky software R. Tento program obsahuje balicek piikazii splines,
ktery je urc¢eny pro praci se splajny. Nicméné, jak ukazuje kapitola 5.1, jeho vyu-
ziti je dosti omezené. I z toho diivodu jsem se snazila vSechny probirané metody
naprogramovat sama a vytvorit tak univerzalnéjsi nastroj pro praci se splajny. V
balicku splines také tplné chybi ptikazy pro vykresleni grafu splajnu. Této pro-
blematice se bude vénovat posledni kapitola 5.2, ktera obsahuje mnou vytvorené

funkce pro rtizné zpiisoby vykreslovani pozadovanych grafii splajnu.



1. Bazové splajny (B-splajny)

Jako prvni pouzil slovo ,spline“ ve spojitosti s hladkou po ¢astech polyno-
mialni aproximaci matematik I. J. Schoenberg, ktery je také povazovan za za-
kladatele teorie splajnti. Nicméné jiz diive tento pojem vyuzivali konstruktéri,
napi. aby docilili dostatecné hladkého tvaru trupu lodi a pozdéji také letadel.
Pro ziskani pozadované hladké kiivky pouzivali specidlni pruzné pravitko (an-
glicky ,spline“), které bylo upevnéno v ur¢itych bodech a diky své pruznosti
dosahlo pozadovaného tvaru.

V dnesni dobé existuje cela fada splajnii. Tato prace je zaméfena na polynomické
splagny, konkrétné na jejich B-splajnovou reprezentaci. U polynomickych splajnt
existuje vice moznosti, jak se daji zkonstruovat. Pokud je splajn tvoren polynomy,
tak hovotime o po cdastech polynomické reprezentaci (neboli pp-reprezentaci). Dal-
si zpusob je ten, kdy k sestaveni splajnu pouzivame bazové funkce, tzv. B-splajny

a v této praci se jimi budeme podrobnéji zabyvat.

1.1. Zakladni pojmy teorie splajnii

Pro zacatek je nutné si uvést nékteré zakladni pojmy. Nasledujici pristup
souvisi s pp-reprezentaci, kde se k sestaveni polynomického splajnu vyuzivaji

polynomy.

Definice 1.1. Na siti uzlt (Az) :a =29 <21 < ... < 2, < Tpy1 = b budeme
polynomickym splajnem stupné m s defektem d (m a d jsou celd nezdporna cisla)

rozumét funkei S,,4(z) s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Spna(z) je na kazdém intervalu (z;, z;41),7 = 0,1,...,n polynomem stupné

nejvyse m.

2. Spa € C™ % {a,b), tj. v uzlech x; ma S,,q4(x) spojité derivace do fadu m —d,

¢islo d se nazyva defektem splajnu.



Symbolem S,,;(Az) budeme oznacovat linearni prostor splajni S,,4(z) na siti

uzli (Ax).

Uvazujme splajn S,,4(x) z Definice 1.1. Vime tedy, jak vypada sit uzld, na
které je definovan, zndme jeho stupen m i defekt d. Dimenzi prostoru S,,4(Ax)

ur¢ime pomoci vztahu
dim Spa(Az) = (m+1)(n+1) —n(m—d+1) =m+nd+1,

kde (m+1)(n+1) pfedstavuje pocet neznamych koeficienti polynomt, tj. mame
(m+ 1) koeficientt na (n+ 1) intervalech, které ur¢uji splajn S,,4(x). Druha ¢ast
vyrazu n(m — d + 1) vyjadiuje, Ze v n vnitinich uzlech splajnu mé byt splnéno

(m — d + 1) podminek spojitosti, ¢imz dojde k eliminaci nékterych nezndmgych.

Poznamka 1.1. Uvazujme splajn S3;(x), ktery je definovany na siti uzlia (Ax) =
{zg, x1,x2}. Potom a = x9,b = x5 a 1 je vnitini uzel nalezici intervalu (a, b).

Splajn S31(x) je uréeny dvéma polynomy:
Py(z) = apx® + box® + cox +dy pro x € (20,21,

Py(z) = a12® + ba® + iz +d; pro x € (1, 29),

tj. stupen splajnu je m = 3 a defekt d budeme uvazovat roven jedné. Pak ma tento
splajn, dle Definice 1.1, spojité derivace do fadu m—d v uzlu x;. V nasem ptipadé
tedy do druhého Fadu véetné, coz obvykle znacime symbolem Sz (x) € C? (a, b).

Z toho vyplyva, ze musi platit nasledujici podminky spojitosti:

Po(z1) = Pri(z1),
Py(z1) = Py(z1),

Py (v1) = Py (1)

Je vidét, ze pro splajn S3;(x) dostaneme 3 podminky spojitosti, coz odpovida

vztahu m —d+1 =3 — 141 = 3. Splajn S3;(x) je uréeny dvéma polynomy,
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které dohromady obsahuji 8 neznamych koeficienti a;, b;, ¢;, d;, pro ¢ = 0,1. Jak
jiz. bylo feCeno, 7 je jediny vnitini bod uvazovaného intervalu (a,b). Dimenzi
prostoru splajnt uré¢ime tak, zZe od poctu neznamych koeficienttt odecteme pocet
podminek spojitosti vynasobeny poc¢tem jeho vnitifnich uzli. V nasem pripadé
mame tedy

1.2. Definice a zakladni vlastnosti B-splajnii

Od po castech polynomické reprezentace splajni nyni piejdeme k novéjsimu
zpusobu sestrojeni polynomickych splajnii, k tzv. B-splajnové reprezentaci. Ne-
vyhoda pp-reprezentace spociva v tom, ze u splajnil vyssiho stupné dostavame
prii hledani neznamych koeficientti rozsahlé soustavy linearnich rovnic. Naptiklad
méame-li splajn, ktery je na intervalu (x;, ;1) vyjadfeny jako polynom tietiho
stupné, tj.

Pi(z) = a;2° + bix* + ez + d;,
je potieba urcit 4 neznamé koeficienty a;, b;, c; a d; pro i =0,...,n. S rostoucim
stupném splajnu pocet téchto koeficienti narista a jejich vypocet se komplikuje.
Diky tomu, Ze u B-splajnové reprezentace pouzivame k sestaveni polynomického

splajnu B-splajny, se témto potizim vyhneme.

Definice 1.2. Necht (Ay) = {y;;: =1,..., N} je neklesajici posloupnost uzli
splajnu. Ke kazdému uzlu y;, ktery ma na siti v pravo jesté k sousednich uzli,

Yi < Yi+k, definujeme B-splajn k-tého Ffadu (stupné k£ — 1) vztahem

sz@) = (Yirr — i) (t — il?)’i_l[yi, Yitds - - - Yik)-

Kazdy B-splajn definovany timto zptsobem a také kazda jeho linearni kom-

binace je po c¢astech polynomickou funkeci.

Poznamka 1.2. V definici B-splajnu je pomérna diference k-tého fadu funkce

(t — 2)k~! argumentu ¢ v zdvislosti na parametru z. Tato funkce je definovana
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predpisem

(t— 2)i1 = (t—2)*1 pro t>u,
0 pro t <.

Nyni si uvedeme zakladni vlastnosti bazovych splajnu, které si oznac¢ime

(vl) az (v3), jenz jsou pievzaté z [2].

(vl) B-splajn Bf(x) je na kazdém intervalu (y;,y;+1) pro j = 1,...,N — 1
polynomem stupné nejvyse k — 1. Pro jednoduché uzly y;, tj. pro uzly ve kterych

je defekt d = 1, plati
Blk(l’) - Ck_2 <y1, yN_1> , t_] Blk(l’) € Sk_171 (Ay) .

Poznamka 1.3. Prostor S;_;1(Ay) uvadény ve vlastnosti (v1) je totozny s
prostorem S,,4(Az), ktery jsme si zavedli v Definici 1.1. Uvazujeme tedy polynom
stupné m = k — 1 s defektem d = 1. Jediné co je rozdilné, je sit uzli, na které je

uvazovany B-splajn definovany.

(v2) Nosi¢em BF(z) je interval (yi, yirr); tj- BF(z) = 0 pro @ & (y;, yisx)-

Poznamka 1.4. Disledkem predeslé vlastnosti je fakt, ze na intervalu (y;, y;+1)
jsou nenulové pouze bazové splajny Bf(x), proi = j—k+ 1,7 —k+2,...,j
(celkem tedy k bézovych splajnt fadu k).

(v3) Pro z € (yj,yj11), proj € {k—1,...,n+ 1 — k} plati
> Bi(z)=1.

B-splajny tvori tzv. rozklad jednotky.

Poznamka 1.5. Posledni uvadéna vlastnost (v3) je dobie patrna z nésledujiciho
obrazku. Uvazujme sit uzli (Ay) = {—1,0, 1,2, 3} atad B-splajnu k = 2. V tomto

pifpadé jsme na siti uzli (Ay) schopni sestavit tii linedrni B-splajny B?(z), pro
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1 = 1,2,3. Vidime tedy, Ze soucet funkcnich hodnot B-splajnt je roven jedné i
mimo uzly sité (Ay). Napfiklad pro bod 1.5 plati, ze
3
1 1
B}(15) =0+ -+~ = 1.
Mimo interval (0, 2) jiz tato vlastnost neplati. Je patrné, ze napf. pro Va € (—1,0)

nebude platit, 7e >0 BX(z) = 1.

Obrézek 1: Poznamka 1.4

Nazvy bazovych splajnt se ¢asto odvozuji od stupné polynomu. Pojmem kon-
stantni B-splajn rozumime bézovy splajn B}(z), tj. B-splajn nultého stupné.
Pojem linearni B-splajn znaci B-splajn prvniho stupné B?(x) a napiiklad po-
jem kvadraticky B-splajn oznacuje B-splajn druhého stupné B?(x). Stejnym

zpusobem se daji odvodit také nazvy pro B-splajny vyssich stupnt.

Poznamka 1.6. Pro vétsi ndzornost zde uvedeme grafy nékterych B-splajni
vytvofenych v softwaru R (podrobny popis generovani téchto grafi, je uvedeny

v kapitole 5.2).

Obrazek 2 predstavuje graf linedrniho B-splajnu B?(z), ktery je definovany

na siti uzld (Ay) = {—1, 1, 3}. Na této siti uzlit mizeme kromé tohoto B-splajnu
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znéazornit také dva konstantni B-splajny Bi(z) a Bi(z). My zde vSak uvazujeme

bazovy splajn nejvyssiho mozného fadu, ktery lze na této siti sestrojit, tj. Bi(x).

1.0

0.6
!

0.4

0.2

Obréazek 2: Linearni B-splajn B?(x)
Obrazek 3 znizornuje kvadraticky B-splajn Bj(x). Tento B-splajn je defino-
vany na siti uzla (Ay) = {—2,—1,0, 1} a jedné se opét o bazovy splajn nejvyssiho

mozného tadu, ktery lze na této siti uzld vytvorit.

Obréazek 3: Kvadraticky B-splajn B} (x)

U B-splajnii B?(z) i B}(x), které jsme si v ramci této poznamky predstavili,
jsme uvazovali defekt d = 1. Pro zajimavost se nyni podivame, jak bude vypadat

graf kvadratického B-splajnu B}(x), zvolime-li defekt d = 2. Budeme tedy uvazo-
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vat nasobné uzly. Tato nasobnost snizi stupen diferencovatelnosti v daném uzlu a
ovlivni v ném spojitost. Na Obr. 4 je znazornén kvadraticky B-splajn definovany

na siti uzla (Ay) ={-2,0,0,1}, tj. uvazujeme jeden dvojnasobny uzel.

0.8 1.0
I

0.6

0.4
I

0.2

0.0

T T T T T T T
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obréazek 4: Kvadraticky B-splajn B} (x)

Z grafu B-splajnu je patrné, ze nasobnost uzlu narusila spojitost v derivaci a
v daném uzlu ziistala spojita pouze funkéni hodnota. Budeme-li ovSem uvazovat
kubicky B-splajn Bf(z) definovany na siti uzlt (Ay) = {—2,0,0,1,2} s defektem
d = 2, snizi se nam sice hladkost v nasobném uzlu, ale zlistane v ném spojita

derivace do fadu (4 — 1) — 2, tedy do prvniho Fadu.

Obrazek 5: Kubicky B-splajn B (x)

Nyni se opét vratme k linedrnimu prostoru splajni S,,;(Ax), ktery jsme si
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zavedli v kapitole vénované pp-reprezentaci. Uvazujme tedy splajn S,,4(x), ktery
je definovany na siti uzli (Az) = {x¢,...,Tn, Tpy1}. V névaznosti na Poznamku
1.1 je zfejmé, ze umime urcit dimenzi takto zavedeného prostoru S,,4(Ax). Pro

pripomenuti, dimenzi uré¢ime ze vztahu
dim Sy,4(Az) = m + nd + 1.

Budeme tedy uvazovat prostor S,,4(Ax) jen s tim rozdilem, Ze nyni pouZijeme
k vyjadieni splajni jejich B-splajnovou reprezentaci. Ve [2] je na strané 109 uve-
deno, ze posloupnost B-splajni {Bf(x)} tvoii bazi a jednotlivé B-splajny jsou
linearné nezavislé. Kazdy B-splajn a také jejich libovolna linedrni kombinace,
kterou budeme oznacovat s;_1(x), je po ¢astech polynom stupné nejvyse k — 1.
Je ziejmé, Ze splajn s,_1(x) je totozny s jiz diive zavedenym splajnem S,,4(x),
dle Definice 1.1. Jediny rozdil mezi nimi je v tom, ze nyni nebudeme explicitné
zminovat defekt splajnu a pro jednoduchost jej budeme v této chvili uvazovat
roven jedné.

Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme stale stejny prostor splajnt, ztistane stejna
také jeho dimenze. Mé&me napiiklad sit uzli (Az) = {0,1,2} a fad B-splajnu
k = 2. Dimenze prostoru splajnt bude totozna, jako by byla v pripadé pp-
reprezentace, tedy dim S,,4(Ax) = 4 — 1 = 3. Jednalo by se totiz o splajn uréeny

dvéma polynomy:
Py(z) =apr +by pro x € (xg,z1),

Pi(z)=axz+b pro x € (x1,19),

tj. mame 4 neznamé koeficienty a;,b;, pro i = 0,1 a v pripadé defektu d = 1 by

platila tato podminka spojitosti:
P()([L’l) = Pl(l’l).

Nasim cilem je tedy na (Ax) sestavit 3 bazové funkce odpovidajici B-splajntim

B?(x), Bi(x) a B2(x). Vykreslime-li si ale graf bazovych funkci odpovidajici siti
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uzli (Azx), je z nasledujiciho obrazku patrné, Ze na uzlech xg,z; a 5 lze zkon-
struovat jediny B-splajn B?(z). Na siti uzli (Az) tedy nejsme schopni sestavit

tolik B-splajnti, aby tvorily celou béazi tohoto prostoru.

04 06 08 1.0
Il Il

0.2

0.0

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X

Obrazek 6: Graf bazové funkce odpovidajici siti (Ax)

Z toho divodu je nutné prejit k nové siti uzld (Ay), na které jiz budeme
schopni zavést kompletni bazi. Prostor splajnt s;_;(x), definovanych na této siti
(Ay), si oznacime S*(Ay) a je tedy zfejmé, ze Spa(Az) = S*(Ay). Z ptivodni sité
tedy vytvorime novou sif, napf. (Ay) = {—2,—1,0,1,2,3,4}. Jak ukazuje Obr.

7, na této siti jiz jsme schopni definovat celou bazi prostoru splajnii S*(Ay).

Obréazek 7: Grafy bazovych funkci prostoru S?(Ay)

Nésledujici Véta 1.1 ndm dava névod, jak zvolit posloupnost uzla (Ay), aby
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odpovidala pozadavkim na spojitost splajnu (viz Poznamka 1.1) a jednotlivym
defektim v uzlech z;. Pti tvorbé této posloupnosti vychazime z ptivodni rostouci

posloupnosti uzlt (Az) = {z;,i=0,...,n+ 1}.

Véta 1.1. (Curry, Schoenberg) Necht (Ax) = {x;;i =0,...,n+ 1} je mo-
notonné rostouci posloupnost uzli splajnu a slozky vektoru d = (di,. ..,dn)T
uddvagi defekt splajnu v uzlech x;, kde d; jsou celd cisla, proi=1,...,n. Symbol

Py_1(z, d) znaci linedrni prostor po édstech polynomickych funkci stupné nejvyse

k — 1, definovanych na siti uzli (Ax) s defektem d; v uzlu x;, proi =1,... n.
Dale necht je sit uzli (Ay) = {y1, ..., ynik} vytvotena ze sité (Ax) nasledujicim
zpusobem:

Loyt <ya < .o <y < wo;
Tpyl SYN+1 S oo S YNtk
N=Fk+ Z?:l di,'
2. uzel x;,i=1,...,n se vyskytuje v siti (Ay) pravé d;-krdt.
Pak plati, Ze dimenze prostoru Py_1(z, d) je rovna N.
Posloupnost { BF(x)} bdzouvijch splajni na siti (Ay) tvoid bdzi prostoru P_;(z, d)
na intervalu (yr, yn+1), tj. S*(Ay) = Pp_1(z, d).

Véta 1.1 je prevzata z [2], strana 111.

Poznamka 1.7. Nadale budeme predpokladat, ze interval (yy, yn+1) je totozny
s intervalem (xq, z,+1). Zjednodusené jej budeme oznacovat (a, b). Plati tedy, ze
a = To = Y, b=Tpy1 = Yynt1.

Ze znéni Véty 1.1 je také patrné, Ze prostor splajntt S¥(Ay), ktery jsme si difve

zavedli, je na intervalu (a,b) totoZny s prostorem splajnt Py_1(z, d).

Poznamka 1.8. Sit (Ay), vytvorena dle Véty 1.1, se nazyva rozsifena sit uzla
a uzly

Y1, Y255 Y1, YN+2, YN+35 - - - YN+k
nazyvame rozsirujici uzly.
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Pro vétsi nazornost si ukazeme tvorbu této rozsitené sité uzli pomoci softwaru
R. Rozsitujici uzly (Ay) je mozné volit libovolné, my se ovsem zaméfime na dva

nejpouzivanéjsi zptsoby:

o Ma-li smysl uvazovat uzly nalevo od a a napravo od b, miizeme je zvolit
napft. ekvidistantné. To znamend, Ze puvodni posloupnost (Ax) rozsifime
z obou stran o k — 1 uzld. Uvazujme tedy (Az) = {—2,0,8}, rad splajnu
k = 3 a pocet prvkl v ptvodni posloupnosti si oznacime symbolem r, v
nasem pripadé tedy r» = 3. Délku kroku budeme uvazovat rovnu jedné. K
vytvotreni ekvidistantni sité (Ay) pouzijeme nésledujici for cyklus, ktery
jsem k tomuto tcelu v R naprogramovala:

Celkova Delka = 2*(k-1) + r

y =cO

for (i in 1:Celkova Delka) {

if (1 <= (k-1)) { y[il = x[1]-(k-1)-1+i }

if (1 > (k-1)&E <= (r+(k-1)))) { y[i] = x[i-(k-1)] }
if (i > (r+k-1))) { y[il = x[r]l+i-r-(k-1) } }

Vysledkem je posloupnost ve tvaru (Ay) = {—4, —3,-2,0,8,9,10}. Chceme-
li, aby pridané rozsitujici uzly mély mezi sebou konstantni vzdalenost, ktera
je rovna vzdalenosti mezi uzly z, 1 a x,, pouzijeme k vytvoreni (Ay) for
cyklus:

Celkova Delka = 2*(k-1)+r

krok = x[r]-x[r-1]

y =cO

for (i in 1:Celkova Delka){

if (i < (k-1)){y[i] = x[1]-krok*((k-1))}

if (i == (k-1)){yl[i]l = x[1]-krok}

if (G > &-1))&E <= (r+&-1)N{yli] = x[i-&x-1D]1}

if (i > (r+&-1))){ ylil = x[rl+krok*(i-r-(k-1))}}

Tedy pro (Az) = {—15,15,45} a k = 2 dostaneme rozsifenou sit uzli ve
tvaru (Ay) = {—45,—15,15,45,75}.
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o Dalsim castym zptisobem, jak zvolit rozsitujici uzly, je pomoci uzli nasob-
nych. V takovém pripadé se tyto rozsifujici uzly rovnaji krajnim bodim
(Az). Také zde budeme uvazovat (Ax) = {—2,0,8}, k =3 ar = 3. Pro
tento zpusob tvorby (Ay) vypadé piikaz v R nésledovné:

y =cO

if (k==1){

for (i in 1:r){yl[i] = x[il}}
if (k '= 1){

Celkova Delka = 2*(k-1) + r
yl1:(k-1)]1 = x[1]

ylk: (k+r-1)] = x[1:r]

y[(k+r) :Celkova Delka] = x[r]}

Vysledné posloupnost bude nyni ve tvaru (Ay) = {-2,-2,-2,0,8, 8, 8}.

Poznamka 1.9. Vytvotfime-li tedy rozsifenou sit uzli (Ay) z dané rostouci po-
sloupnosti (Ax), pak dimenze prostoru S*(Ay) je rovna N, k je ¥ad splajnu, k—1
je jeho stupeti a slozky vektoru d = (di, ..., d,)T udavaji defekt spajnu v uzlech
2, pro 1 = 1,...,n. Zvolime-li si napf. defekt d; = 1, proi = 1,...,n, bude sit

uzli vypadat takto
ylg...gyk§x0<...<xn+1 SyN—I—l SSyN—i-k
Bézi prostoru S*(Ay) tvori posloupnost bazovych splajnit { Bf(z),i=1,..., N}

a proto lze splajn s;_1(z) vyjadfit jako linedrni kombinaci bazovych funkei

sp_1(z) = Z b B (x),

kde b; jsou koeficienty splajnu sj_;(z) vzhledem k bézi {B(z),i=1,...,N}.
Kazdy splajn s,_1(z) € S*(Ay) je tedy jednoznacné uréen vektorem B-splajnovych

koeficientt b = (by, ..., by)T. Vyjadiime-li si splajn maticové, potom

Sk_l(llf) = Kk(l’)b,
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kde
Ki(x) = (Bf(2)... By ()

je tadkovy vektor funkénich hodnot jednotlivych B-splajn v bodé x. Nyni bu-
deme uvazovat vektor ¢ € R™ se slozkami ¢ = (t1,...,t,)?. Funkéni hodnoty
B-splajnt v téchto bodech ¢;, pro j = 1,...,m lze zapsat do tzv. koloka¢ni

matice tvaru

j=1,i=1"

e e A C))

B (tm) B3 (tm) - - BX/(tm)

Na rozsifené siti uzla (Ay) = {y1,...,ynsx} je pomérné problematické pra-
covat s presnym znénim definice bazovych splajni (viz Definice 1.2) a to zejména
kvili vypoc¢tim pomeérnych diferenci. Z toho diivodu se pro praci s nimi vyuzivaji

rekurentni vztahy pro vypocet hodnot bazovych splajnii.
Véta 1.2. Pro hodnoty bazovych splajni se pouZivaji ndasledujici rekurentni vztahy

1 pro  y; <x <Y1
1 o +
B; <x)_{ 0 jinak

Bi(z)= ——— Y _phigyp Ik T pEol) =1, . N, k=23, ..
Yi+k—1 — Yi Yi+k — Yit+1

Dukaz: viz [2], strana 112.
V literatufe [2] najdeme i nasledujici uvadéné poznatky, tykajici se derivo-
vani splajnu.

Pokud budeme splajn derivovat, snizime tim jeho fad. Naptiklad prvni deri-

vace splajnu s;,_;(z) = S, b; B¥(x) je rovna vjrazu
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d d & al b; — b
—sp1(z) = — Y b;BF(2) = F—1)— =L ph=10) —
d‘rkl() dx; ) Zz:;( )yi-l-k—l_yi o @
N
= HIBE (@) = sia(w),
=2
kde b; jsou koeficienty ptuvodniho splajnu s;_1(z) a bz(-l) = (k- 1)% jsou

koeficienty splajnu si_o(z).

Je tedy vidét, ze derivaci splajnu fadu £ ziskame splajn fadu k—1. Opakujeme-

li tento postup, dostaneme vztah pro vypocet j-té derivace splajnti

a9 XK N () i
dz0) E biBj (x) = E b;" B (),
x

i=1 i=1+4j

, G-1)_ 4(G-D
skoeﬁcientybgo):bi, b(j)zw, proi=1,...,.Naj=1,...,k—1.

v Yitk—5—Yi

Maticové miizeme tuto j-tou derivaci splajnu zapsat ve tvaru
s () = Ki(a)b0,

kde
K(x) = (B¥(x)... Bk (2))T e RN

b = be RV

pl) — Dijb(j—l) c RN-J
- Dij S D1L1b
— Sjb,

pficemz S; je horni trojihelnikovd matice plné rddkové hodnosti, kterd je defi-

novand vztahem

Sj = .Dij ...DL, € RN_j’N,
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kde Iy € RYY je jednotkova matice,

1 N
D, = (k —[)diag {7} e RVN-LN=L
Yitk—l = Yi ) j=141

L = N c RN-LN+1-1
-11

Ptedeslé vztahy jsou prevzaty ze [4] na str. 33-34 a byly odvozeny na zékladé
nasledujici Véty 1.3, ktera nam fika, jaky je vztah mezi koeficienty ptivodniho a

derivovaného splajnu.

Véta 1.3. Splajn >, b;BF(z) je derivaci splajnu Y, ¢; BF(x), jestlize mezi koe-
ficienty b;, ¢; plati vztahy

k(c;i — cie : bi(Yivr — Yi
(i) i em e, e )
Yitk — Yi k
proi=1,..., N, kde jeden z parametri c; je voliteny.
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2. Interpolace

Nejprve si ujasnime, v ¢em spociva zakladni myslenka interpolace. Mé&jme
ddno m navzajem riznych bodid ¢; € R, pro ¢ = 1,...,m. Déale méjme dané
funkéni hodnoty v téchto bodech, které budeme oznacovat f(¢;). Ukolem interpo-
lace je najit funkci ¥ (z, ag, . .., a,) proménné x, ktera je zavisla na parametrech
ag, - - -, 0,. Tyto parametry musi byt zvoleny tak, aby funkce 1 spliiovala inter-

polac¢ni podminky

Gt ao, . an) = (), i=1,...,m.

vz

Existuje vice moznosti, jak si zvolit interpolac¢ni funkci . Nejpouzivanéjsi je

tzv. linearni interpolace, kde interpola¢ni funkci hledame ve tvaru

(x, a0, ... a,) = agto(x) + ... + ap,(x).

Do této interpolace fadime také hodné uzivanou polynomickou interpolaci,
kde hledana funkce v je polynomem stupné nejvyse n. Hledany polynom je potom
ve tvaru

Po(z) = ¥(x,aq, ..., a,) = apx™ + a12" 4+ ..+ ay,.

Tento interpolac¢ni polynom je mozné najit naptiklad pomoci formule Lagrange-

ova interpola¢niho polynomu.

Dalsim typem interpolace, kterému se budeme v nasledujicim textu podrob-
néji vénovat, je interpolace pomoci splajni. V tomto pfipadé hledame funkci
1) ve tvaru po ¢astech polynomu. V praxi se ukazalo, zZe je vyhodnéjsi resit inter-
polac¢ni tlohy pouzitim funkce, ktera je po ¢astech polynom nizkého stupné a jejiz
jednotlivé casti na sebe dostatecné hladce navazuji. Zejména pokud mame pre-
depsany vétsi pocet dat, je praktictéjsi pouzit tento zplisob interpolace, protoze

se tim vyhneme polynomiim vysokych stupnti.

2.1. Interpolace B-splajny

Necht je ddna rozsifend sit uzli splajnu (Ay) pro kterou plati y; < y; 1 pro
Vi=1,...,N akde k zna¢i pfirozené ¢islo udavajici rad splajnu (jedna se tedy o
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po ¢astech polynom stupné nejvyse k—1). Déle necht je ddna rostouci posloupnost
bodi interpolace (At) = {t1,...,t,}, ke kterym jsou dané odpovidajici funkéni
hodnoty f(¢;), jenz budeme oznacovat zkracené f;, pro j = 1,...,m. Nasim
tikolem je najit na intervalu (a, b) interpolaéni splajn s,_i(z) € S*(Ay), ktery

je ve tvaru
N
si-1(z) =Y Bf(x)b;,
i=1

a ktery spliuje v bodech ¢; podminky interpolace, tj.

N
Sk—l(tj> :ZBf(tj)bz = fj j = 1,...,m.
i=1

Pfipomeneme si, Ze pro krajni body intervalu (a, b) uvazujeme rovnost

a = To = Yk, b= Zpt1 = yYny1

Splajn si_1(z) je jednoznacné urceny vektorem B-splajnovych koeficientt b =
(b1, ...,by)T. Z interpola¢nich podminek dostaneme pro tyto hledané koeficienty

b; soustavu m linedrnich rovnic o N neznamych by, ..., by, kterou zapiseme ve
tvaru Kb = f. Kde
Ky = (B (t))jL,

j=1,i=1
predstavuje koloka¢ni matici funkénich hodnot jednotlivych B-splajni v bodech
interpolace t;,7 = 1,...,m. Déle b je vektor hledanych koeficientii b, a f je
vektor funkénich hodnot f; v bodech interpolace t;, pro j = 1,...,m. Rozepsana

soustava linearnich rovnic Kb = f vypada nasledovné:

B(ty) BE(t1) ... By(t) b fi
Bi(ta) Bj(ta) ... By(ts) by fo
Bi(tm) B5(tm) ... Bi(tm) by fm
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Jednoznacnost feseni této soustavy rovnic a tedy také jednoznacéné urceni
hledaného interpola¢niho splajnu je zavislé na tom, zda je matice K ctver-
cova regularni. V takovém pripadé existuje pravé jedno feSeni b* = K ,;1 f, kde
b* = (bt,...,by)7 je vektor B-splajnovych koeficienttt a existuje tedy pravé jeden

interpolac¢ni splajn

N
Sioa(z) =Y Bf(@)b.
i=1

Néasledujici véta udava, za jakych podminek je koloka¢ni matice regularni a
kdy ma plnou sloupcovou hodnost. Jak jiz bylo feceno, je-li matice K regularni,
potom existuje pravé jedno feseni soustavy Kb = f a existuje pravé jeden inter-
polacni splajn s;_,(z). Vétu 2.1 vyuzijeme ale i v nasledujicich kapitolach 3 a 4,
tj. v metodé nejmensich ¢tverct a ve vyhlazujicich splajnech. Také v ramci téchto
metod budeme hledat aproximacni splajn s;_,(x) na daném intervalu (a, b). Jed-
nou z podminek existence tohoto splajnu bude pravé plna sloupcova hodnost

matice K.

Véta 2.1. (Schoenberg, Whitney) Necht je diana neklesajici posloupnost uzli
splagnu (Ay) = {y1,...,yn+x},k € N a posloupnost B-splajni {Bf(aj)}j\;l radu
k. Ddle necht je dana rostouct posloupnost bodi (At) = {t1,...,tm} a posloupnost
prislusngjch funkénich hodnot f; v bodech t;. Pak pro matici Ki = (Bf(t;))7, X,

plati nasledugict tvrzeni:
1. Matice K, je reguldarni prdve tehdy, kdyz m = N a zaroven
BFt)#0 i=1,...,N,
tedy jestlize plati y; < t; < Yo proi=1,..., N.

2. Matice Ky je plné sloupcové hodnosti pravé tehdy, kdyz m > N a existuje
podmnozZina {uy,...,uy} C {t1,...,tm}, kdeu; < wujr1proi=1,...,N—1,
takova, Ze

Yi < Uy < Yivk 1=1,...,N.
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Dikaz:
1. viz [2], strana 116,
2. viz [4], strana 32.

Poznamka 2.1. Prvni ¢ast Véty 2.1 vlastné fikd, ze koloka¢ni matice K, je
regularni pravé tehdy, kdyz i-ty bod posloupnosti (At) = {t1,...,t,} lezi v no-
si¢i B-splajnu B¥(z). Tedy napiiklad, uvazujme linedrni B-splajn definovany na
siti uzlu (Az) = {—3,1,5} a posloupnost bodu interpolace (At) = {—1,0,4}.
Abychom byli schopni sestavit celou bazi prostoru splajnti, musime od sité (Ax)
prejit k rozsifené siti uzld, kterou budeme uvazovat napt. ve tvaru (Ay) =

{_3> _3> 1a 5> 5}

0.8 1.0
|

0.6

0.4
1

0.2

0.0
1

Obrazek 8: B-splajny B (z), ..., B3(z)

Nejprve pozadujeme, aby m = N, kde m je pocet bodti interpolace a N je di-
menze prostoru splajnt S?(Ay). V nasem piipadé m = N = 3. Déle pozadujeme,
aby pro kazdé ¢ = 1,2, 3 platila nerovnost y; < t; < y; . Z grafu je patrné, ze
bod t; = —1 lezi v nosi¢i B-splajnu Bf(x) ¢erné barvy, bod t; = 0 lezi v nosi¢i B-
splajnu B2(x) ¢ervené barvy a koneéné bod t3 = 4 lezi v nosi¢i B-splajnu B3(x)
zelené barvy. Muzeme tedy Tict, Ze zvolime-li uzly splajnu a body interpolace

timto zptsobem, matice K bude regularni.
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Druhé ¢ast Véty 2.1. tika, ze pro posloupnost bodiu aproximace (At) =
{t1,...,tm} je koloka¢ni matice K plné sloupcové hodnosti pravé tehdy, kdyz
lze z (At) vybrat rostouci podposloupnost (Au) = {uy,...,uy} takovou, ze i-ty
bod této podposloupnosti lezi pravé v nosi¢i B-splajnu B¥(z), proi =1,..., N.
Pro jednoduchost méjme sit uzlu (Az) = {0, 3,6}, fad k = 3 a body aproximace
(At) = {1,2,3,4,5}. Z toho divodu, Ze na siti uzlti (Az) nejsme schopni sesta-
vit kompletni bazi prostoru splajnt, je nutné prejit k rozsitené siti uzli, kterou

budeme uvazovat napf. ve tvaru (Ay) = {0,0,0,3,6,6,6}.

1.0

0.6

0.2

Obrazek 9: B-splajny B3(x),..., Bi(x)

Nyni pozadujeme, aby m > N, kde m je opét pocet bodi aproximace a N
ud4va dimenzi prostoru splajnit S3(Ay), tj. 5 > 4. Zaroven uvazujme napiiklad
rostouci podposloupnost (Au) = {1,2,3,5}, tj. (Au) C (At). Pro body (Au)
plati nerovnost y; < u; < Y4k, pro Vo = 1,...,4. Z grafu bazovych funkci je
patrné, ze bod u; = 1 le# v nosi¢i B-splajnu Bj(x) derné barvy, bod uy = 2 lez
v nosi¢i B-splajnu B3(z) ¢ervené barvy, bod us = 3 lezi v nosi¢i B-splajnu B3 (z)
zelené barvy a konecné bod uy = 5 lezi v nosi¢i B-splajnu B3 (x) modré barvy.
Mizeme tedy Tict, Ze zvolime-li uzly splajnu a body aproximace timto zptsobem,

matice K bude plné sloupcové hodnosti.

Pro vykresleni grafu hledaného interpolacniho splajnu jsem v R naprogramo-

vala funkce IS1 a IS2, do kterych uzivatel na vstupu zada sit uzla (Az), posloup-
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nost bodu interpolace (At), funkéni hodnoty v téchto bodech a fad splajnu k.
Kromé samotného grafu interpola¢niho splajnu s;_,(z) dostane uzivatel na vy-
stupu funkce také vektor B-splajnovych koeficienti, jimz je vysledny interpolac¢ni
splajn jednoznac¢né urcen.

Rozdil mezi funkcemi IS1 a IS2 je v tom, jakym zptisobem se ovéfuje regu-
larita koloka¢ni matice K a jak se vytvari rozsifend sit uzli (Ay) z puvodni
posloupnosti (Az). V ptipadé funkce IS1, kde (Ay) je tvofena pfidanim k — 1
ekvidistantnich uzli z obou stran (Ax), staci pro ovéfeni regularity matice Ky
splnéni nerovnosti y; < t; < y;1x, pro kazdé ¢ = 1,..., N. Nicméné¢, jak uvidime
na Prikladu 2.2, u funkce IS2 nam takové ovéreni regularity nemusi vzdy stacit.
Zde se totiz (Ay) vytvari pfidanim nasobnych uzlid a je tedy zfejmé, ze muze
nastat situace, kdy

1 =11 a ti = Yitk,

nebude tak splnéna nerovnost y; < t; < y;4 pro kazdé i = 1,..., N. V ptipadé
funkce IS2 budeme tedy pro ovéreni regularity kolokacni matice K, pozadovat,
aby funkc¢ni hodnota ¢-tého B-splajnu byla v bodé interpolace t; nenulova, tj.
BE(t;) # 0, pro Vi = 1,..., N, viz Véta 2.1. Pfed samotnym spusténim funkce je
nutné nacist ptislusnou knihovnu pfikazem library(splines). Algoritmus pro

vykresleni interpola¢niho splajnu s;_;(z) je néasledujici:

IS1 = function(x,t,f,k){
# VSTUP: x = sit uzlu,
#t

posloupnost bodu interpolace,

# f = funkcni hodnoty v bodech interpolace,

# k = rad splajnu.
# VYSTUP: vektor B-splajnovych koeficientu,
#

graf interpolacniho splajnu.

H
Il

length(x)

s
Il

matrix(f)

# Overeni podminek
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for (i in 1:length(t)){

if (t[i] < x[1] | t[i] > x[r]) stop (’body aproximace musi byt z
intervalu <x[1],x[r]>’)}

for (i in 1:(length(t)-1)){

if (t[i] >= t[i+1]) stop (’t musi byt rostouci posloupnost’)}
if (k != round(k)) stop (’rad k neni cele cislo’)

if (k <= 0) stop (’rad splajnu musi byt kladne cislo’)

for (i in 1:(r-1)){

if (x[i] >= x[i+1]) stop (’x musi byt rostouci posloupnost’)}
# Rozsirena sit uzlu

Celkova_Delka = 2*x(k-1) + r

krok = x[r]-x[r-1]

y =cO

for (i in 1:Celkova Delka){

if (1 < (k-1)){yl[i] = x[1]-krok*(k-i)}

if (1 == (k-1)){yl[il = x[1]-krok}

if (> (x-1)) & G <= (r+&-1)){yli] = x[i-(k-1)]1}

if (i > (r+&-1)){y[i] = x[r]l+krok*(i-r-(k-1))}}

# Kolokacni matice K

K = splineDesign(y, t, k, outer.ok = TRUE)

# Kolokacni matice C - pro rozdeleny interval

seq(min(y), max(y), by = 0.001)
c(0:(r-1))
g = lambda[length(lambda) - 1]

deleni

lambda

# Dimenze prostoru

N = g+(k-1)+1
C = array(0, c(length(deleni),N))
1 =cQ

for(i in (1:N)){
for (j in 1:(k+1)){
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101 = y[i+j-11}

C[ ,i] = splineDesign(l, deleni, k, outer.ok = TRUE)}

# Overeni regularity kolokacni matice K

if (length(t) != N) stop (’pocet bodu interpolace se musi
rovnat dimenzi prostoru splajnu’)

podminka = 0

for (i in 1:N){

podminka[i] = 0

if (ylil<t[i] & tlil<yl[i+k]){

podminka[i] = 1}}

for (j in 1:N){

if (podminka[j] == 0) stop (’kolokacni matice neni regularni’)}
# Vypocet B-splajnovych koeficientu

B = (solve(K,F))

# Interpolacni splajn

S = Clhx)kB

matplot(deleni, S, type="1", xlab="x", ylab = "f")
points(t,f)

B}

Piiklad 2.1. Najdéte kvadraticky splajn s uzly (Az) = {0,2,7,9}, ktery in-
terpoluje body (At) = {1,3,4,7,8}. Funk¢ni hodnoty v bodech interpolace jsou
f=102,1,2,2.5 1}

Resend: Na tomto piikladu si ukdZzeme pouziti obou funkci, které jsem pro vy-
kresleni interpolac¢niho splajnu naprogramovala. Pouzijeme tedy obé funkce IS a

prikazy v R budou vypadat néasledovné:
151(c(0,2,7,9),c(1,3,4,7,8),c(0.2,1,2,2.5,1),3),
1s2(c(0,2,7,9),c(1,3,4,7,8),c(0.2,1,2,2.5,1),3).

Kromé vysledného grafu je vystupem téchto funkci také vektor B-splajnovych

koeficientti, ktery jednoznacné urcuje interpola¢ni splajn.
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Nejprve se zaméfime na funkci IS1. Z algoritmu je patrné, Ze rozsifend sit uzlt

(Ay) je tvofena pridanim k — 1 uzli z obou stran sité (Az). Vysledna posloupnost

v nasem pfipadeé je ve tvaru:

>y

[1] -4 -2 027 9 11 13

Pro zajimavost se muzeme podivat, jak vypada koloka¢ni matice K v bodech

interpolace a také grafy ptislusnych B-splajnit B}(x), ..., B2(x), viz Obr. 10.

> K
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 0.125 0.8035714 0.07142857 0.00000000 0.000
[2,] 0.000 0.4571429 0.51428571 0.02857143 0.000
[3,] 0.000 0.2571429 0.62857143 0.11428571 0.000
[4,] 0.000 0.0000000 0.28571429 0.71428571 0.000
(5,1 0.000 0.0000000 0.07142857 0.80357143 0.125

Obréazek 10: B-splajny B3(x),..., B(z)

Plati, ze pocet bodii interpolace je roven N, tj. péti a zaroven je splnéna nerovnost
Yi < t;i < Yirk, pro kazdé i = 1,... 5. Z grafu bazovych funkci je patrné, ze i-
ty bod interpolace lezi v nosi¢i B-splajnu B}(zr), pro kazdé i = 1,...,5. Pro
takto zvolené uzly a body interpolace je tedy kolokac¢ni matice K regularni a
funkce IS1 vygeneruje prislusny graf interpola¢niho splajnu a vypise vektor B-

splajnovych koeficient.
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[,1]
[1,] 12.641667
[2,] -2.041667
[3,] 3.645833
[4,] 2.041667
[5,] -7.208333

Vysledny graf interpola¢niho splajnu vidime na nésledujicim obrazku.

Obrazek 11: Vystup IS1 - interpolacni splajn s5(x)

Ve funkci IS1 je tedy nastavena volba rozsifujicich uzlt (Ay) ekvidistantné. Na-
bizi se samoziejmé také moznost, vytvorit tuto sif za pomoci ndsobnych uzla s
pouzitim funkce IS2. V takovém piipadé by vysledna posloupnost (Ay) byla ve
tvaru:

>y

[1] 00027999

Také v tomto pripadé jsou splnény podminky pro regularitu koloka¢ni matice.
Vime, Ze sloupce matice K, piedstavuji B-splajny B3(x),..., B3(z) a jeji fadky
odpovidaji bodiim interpolace t1,...,t5. Z koloka¢ni matice je tedy ziejmé, ze
funkéni hodnota i-tého B-splajnu je v bodé ¢; nenulova, pro kazdé ¢ = 1,..., V.
Mizeme tedy Tict, ze pro zadané uzly splajnu a body interpolace je matice Ky

regularni.

33



[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] .26 0.6785714 0.07142857 0.00000000 .00

[2,] 0.00 0.4571429 0.51428571 0.02857143 0.00

[3,] 0.00 0.2571429 0.62857143 0.11428571 0.00

[4,] 0.00 0.0000000 0.28571429 0.71428571 0.00

[5,] 0.00 0.0000000 0.07142857 0.67857143 0.25
0 2 4 6 8

Obrazek 12: Vystup IS2 - interpola¢ni splajn s3(z)

Graf takto vytvoreného interpolacniho splajnu je zobrazen na Obr. 12 a vektor

B-splajnovych koeficientt bude nyni ve tvaru:

> B

[,1]

1  5.300000

1 -2.041667
[3,] 3.645833
1 2.041667

] -2.583333

Srovname-li Obr. 11 a 12 vSimneme si, ze kdybychom se na Obr. 11 omezili pouze
na interval (0,9), tj. nechali bychom tento graf vykreslit pouze na siti uzlt (Azx),
oba vysledné grafy by byly totozné. Je to dano tim, ze za pfedpokladu splnéni
podminek regularity mé soustava rovnic pravé jedno feSeni b* a tedy existuje

také pravé jeden interpola¢ni splajn s;(x).

34



Nyni si ukdzeme, jak se graf interpola¢niho splajnu zméni, budeme-li uvazovat

krajni uzly sité (Az) totozné s krajnimi body interpolace (At), tj.
To = tl, Ln+1 = tm.

Priklad 2.2. Najdéte kvadraticky splajn s uzly (Az) = {0,2,7,9}, ktery in-
terpoluje body (At) = {0, 3,4,7,9}. Funkéni hodnoty v bodech interpolace jsou
f=102,1,2,2.5 1}

Reseni: Pro vykresleni grafu interpola¢niho splajnu opét pouZijeme obé funkce

IS1i IS2. Prikazy v R budou vypadat néasledovneé:

151(c(0,2,7,9),c(0,3,4,7,9),c(0.2,1,2,2.5,1),3),
152(c(0,2,7,9),c(0,3,4,7,9),c(0.2,1,2,2.5,1),3).

Nejprve ovérime, zda zadané uzly a body interpolace spliuji podminky pro re-
gularitu kolokacni matice K. Plati, Ze pocet bodu interpolace je roven N, tj.
péti. Dale pro kazdé i = 1,...,5 plati, Ze funkéni hodnota B-splajnu B?(x) je
v bodé interpolace t; nenulova, tedy B(t;) # 0 pro Vi = 1,...,5. MZeme tak
tvrdit, ze pro takto zadané uzly splajnu a body interpolace je koloka¢ni matice

K. regularni.

Vystup funkce IS1:

> B

[,1]
[1,] 2.44166667
[2,] -2.04166667
[3,] 3.64583333
(4,] 2.04166667
[5,]1 -0.04166667
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Obrazek 13: Vystup IS1 - interpola¢ni splajn s3(z)

Jak jiz bylo naznaceno, u tohoto pfikladu, kdy uvazujeme krajni uzly (Az) to-
tozné s krajnimi body interpolace (At), si u funkce IS2 nevystacime pii ovétro-
vani regularity koloka¢ni matice pouze se splnénim nerovnosti y; < t; < yii«,
pro i = 1,...,5. Roz8ifenou sit uzli totiZ nyni uvazujeme ve tvaru (Ay) =

{0,0,0,2,7,9,9,9} a je tedy zfejmé, Ze dostaneme pro

i=1 - Y1:t1:0<2:y27
i=5 : V5 =7 <9 =t; =ys.

To je dano tim, ze volime nasobné rozsitujici uzly a zaroven, ze
Lo = tl a I3 = t5.

Pro ¢ = 1,5 tedy neni splnéna nerovnost y; < t; < y,., ale i pfesto je kolokac¢ni
matice K} regularni. V tomto ptipadé je pro nés stéZejni to, ze B} (t;) # 0, pro

kazdéi=1,...,5.
Vystup funkce IS2:

> B
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[,1]
[1,1] 0.200000
[2,] -2.041667
[3,] 3.645833
[4,] 2.041667
[5,] 1.000000

Obrézek 14: Vystup IS2 - interpolacni splajn s5(z)
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3. Metoda nejmensich ¢tverci

Necht je dana rozsifend sit uzlu splajnu (Ay) = {y1,...,ynsk}, pro kterou
plati nerovnost y; < y;yr, pro kazdé ¢ = 1,..., N a nechf k je pfirozené cislo

udévajici fad splajnu. Tato sif uzli je odvozena od ptvodni sité tzla (Az) =

{zo,..., 2,11} jednim ze zpusobi, které jsou popsané na str. 19 a 20. Déle necht
(At) = {t1,...,t,n} je rostouci posloupnost bodt a f; oznacuje funkéni hodnoty
v téchto bodech, pro j = 1...,m. Pro tuto aproximacni metodu je typické, ze

pocet bodi aproximace (t;, f;) vyrazné pfevysuje pocet uzli splajnu.

Metoda nejmensich ¢tvercu je jednou z nejznaméjsich aproximacénich me-
tod. Jejim cilem je nalézt takovy splajn s,_;(z) € S¥(Ay) pro ktery bude platit,
ze soucet druhych mocnin chyb aproximace v danych bodech je minimalni. Jinymi
slovy, Ze soucet Ctvercti odchylek je co nejmensi. Tento splajn budeme hledat na

intervalu (a, b), pro jehoz krajni body plati, ze

a =0 = Yk,

b=api1 = Ynt1-

Cilem metody nejmensich ¢tverct je tedy najit splajn si_1(z), ktery aproxi-

muje body (¢1, f1), ..., (tm, fm) tim zptisobem, Ze minimalizuje funkci
2
L(sk-1) = > w; [fy — sk (t;)]
j=1
kde w; > 0 jsou vahové koeficienty, které umoziiuji ,,ocenit® presnost hodnoty f;,

pro j = 1,...,m. Nemame-li o hodnotéach f; zaddné blizsi informace, volime vahy

w;=1,projg=1,...,m.

Nejprve si splajn s;_1(z) vyjadiime pomoci B-splajnovych koeficientu

Sp_1(z) = Z B (2)b; = K, (x)b.
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Je tedy ziejmé, Ze splajn vyjadreny v bodech aproximace ¢;, pro j = 1,...,m,
je ve tvaru

Sk_l(t) = Kkb,

kde K = (Bf(t;)7-.L, € R™" je kolokaéni matice vyjadfena v bodech ;.

Dostaneme tak vektor funkénich hodnot splajnu v m bodech aproximace

Sk_l(t) = (Sk_l(tl), ey Sk—l(tm))~

Funkci L(si_1) si prepiSeme jako funkci proménné b, protoze hledany splajn
je jednoznacéné ur¢eny vektorem svych B-splajnovych koeficientti. Funkce L(b)

bude tedy ve tvaru
L(b) = (Kb —f)"W(Kb—f),

tj. jedna se o kvadratickou funkci, kde b je vektor B-splajnovych koeficientu, f
je vektor zadanych funkénich hodnot a W predstavuje diagonalni matici vah, tj.

W = diag {w;} " . Rozndsobenim ziskdme nasledujici podobu funkce

Lb)=b"K]WKb - b"KIWf - fT WK b+ f' Wf.

Mame tedy funkci proménné b a nasim cilem je nalézt takovy vektor b =
(b1,...,bn)T v némz funkce L(b) nabyva svého minima. Pro ziskani tohoto mi-

nima je nutné vypocitat nasledujici parcialni derivaci a polozit ji rovnu nule

OL(b)

b7 = 0.

Musime si uvédomit, ze fesenim této soustavy je stacionarni bod, ktery je bo-
dem pouze podezielym z extrému. Aby tento stacionarni bod byl zaroven bodem
globalniho minima je nutné, aby funkce L(b) byla ryze konvexni. Kvadraticka
funkce L(b) je ryze konvexni pravé tehdy, kdyZ je matice K; WK pozitivné
definitni, viz [5] str. 36. Vzhledem k rozmérim matic W a K vime, Ze matice

K WK, je vizdy ¢tvercova. Navic B-splajny jsou na svém nosiéi kladné funkce
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a mimo né& nulové. Je tedy ziejmé, ze v matici K; WK, nebudou zadné zi-
porné hodnoty a prvky na diagonale budou vzdy kladné. Mizeme tedy o matici
K WK, fict, 7e je pozitivné definitni. V takovém piipadé je dle [5] zaruceno,
ze stacionarni bod je zaroven hledanym bodem globalniho minima a ze toto mi-

nimum je jediné.
Vypocitanim a tpravou predeslého vztahu ziskdme nasledujici rovnici
K] WK;b= K] Wf,
ve které matice K; WK, € RV je vizdy ¢tvercova.

Jednoznacnost feSeni této soustavy rovnic a tedy také jednoznac¢né urceni
hledaného aproximacniho splajnu je zavislé na tom, zda je matice K; WK, re-
gularni. Regularitu této matice ovliviiuje matice vah W. Pokud bude existovat
alespon jedna vdha w; = 0, pro j = 1, ..., m, tak v takovém pripadé bude matice
W singularni, coz porusi regularitu celé matice K; WK . Kromé matice vah
ovliviiuje regularitu matice K; WK, také koloka¢ni matice K, kterd musi byt
plné sloupcové hodnosti. To je zajisténo v pripadé, kdy existuje rostouci podpo-
sloupnost bodt aproximace (Au), tj. (Au) C (At), pro kterou plati nerovnost
yi < u; < Yirk, pro kazdé ¢ = 1,..., N a zaroven pocet bodii aproximace je vétsi
nez N. Pri splnéni téchto podminek ma matice K plnou sloupcovou hodnost,

ktera je rovna pravé N.

Za predpokladu, Ze funkce L(b) je ryze konvexni a matice K; WK, regularni,

existuje pravé jedno feseni ve tvaru
b= (K, WK;) 'K} Wf,

kde b* = (b%,...,b%)T je vektor B-splajnovych koeficienti a existuje pravé jeden

splajn

N
sioi(2) =) B ()b,
i=1
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ktery je nejlepsi aproximaci hodnot (¢;, f;), pro j = 1,...,m, ve smyslu metody

nejmensich ¢tverct.

Pro vykresleni splajnu s}_,(z) jsem v R naprogramovala dvé funkce - MNC1
a MNC2, které se lisi tim, jakym zptsobem se vytvaii rozsitend sif uzli (Ay) z
puvodni posloupnosti (Az). Uzivatel na vstupu obou funkci zada sit uzla (Azx),
posloupnost bodi aproximace (At), funkéni hodnoty v téchto bodech, vahové
koeficienty w; a fad splajnu k. Vystupem je kromé grafu samotného splajnu
si_1(x) také vektor B-splajnovych koeficientt, kterym je tento splajn jednoznaéné
urcen. Podminkou pro fungovani téchto funkci je nacteni v R knihovny splines.

Funkce pro vykresleni splajnu s;_;(z) vypada nésledovné:

MNC2 = function(x,t,f,w,k){

# VSTUP: x = sit uzlu splajnu,

# t = body aproximace,

# f = funkcni hodnoty v bodech aproximace,

# w = vahove koeficienty,

# k = rad splajnu.

# VYSTUP: graf splajnu aproximujici zadane body ve smyslu MNC,
# vektor B-splajnovych koeficientu.

H

= length(x)

# Overeni podminek

for (i in 1:length(t)){

if (tl[i] < x[1] | t[i] > x[r]) stop (’body aproximace musi byt
z intervalu <x[1],x[r]>’)}

for (i in 1:(length(t)-1)){

if (t[i] >= t[i+1]) stop (’t musi byt rostouci posloupnost’)}
if (k !'= round(k)) stop (’rad splajnu k neni cele cislo’)

if (k <= 0) stop (’rad splajnu musi byt kladne cislo’)

for (i in 1:(r-1)){
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if (x[i] >= x[i+1]) stop (’x musi byt rostouci posloupnost’)}
if (length(t) != length(f)) stop (°t,f musi byt stejne delky’)
if (length(t) != length(w)) stop (°t,w musi byt stejne delky’)
if (length(x) >= length(t)) stop (’pocet bodu aproximace neni
vyssi nez pocet uzlu splajnu’)

for (i in 1:length(w)){

if (w[i] <= 0) stop (’vahy w musi byt kladne’)}

# Rozsirena sit uzlu

y =cO

if (k==1){

for (i in 1:v){y[i] = x[il}}

if (k !'= 1){

Celkova_Delka = 2*x(k-1) + r

yl1:(k-1)] = x[1]

ylk: (k+r-1)]1 = x[1:r]

y[(k+r) :Celkova Delka] = x[r]}

# Kolokacni matice K

K = splineDesign(y, t, k, outer.ok = TRUE)

# Diagonalni matice vah

W = diag(w)

# Kolokacni matice C - pro rozdeleny interval

seq(min(y), max(y), by = 0.001)
c(0:(r-1))
g = lambda[length(lambda) - 1]

deleni

lambda

# Dimenze prostoru splajnu

N = g+(k-1)+1
C = array(0, c(length(deleni),N))
1 =cQ

for(i in (1:N)){
for (j in 1:(k+1)){
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101 = y[i+j-11}
cl ,il
C[1,1]
C[length(deleni),N] = 1

splineDesign(l, deleni, k, outer.ok = TRUE)}
1

# Overeni plne sloupcove hodnosti kolokacni matice

if (length(t) <= N) stop (’pocet bodu aproximace musi byt
vetsi nez dimenze prostoru splajnu’)

if (qr(K)$rank != N) stop (’kolokacni matice nema plnou
sloupcovou hodnost’)

Vypocet B-splajnovych koeficientu

£ (KD %xaW* oK

£ (K) ¥ Wt

(solve(L,P))

#
L
P
B
# Vysledny splajn

S = Cl*%B

matplot(deleni, S, type="1", xlab="x", ylab = "f",
ylim=c (min(B) ,max(B))

points(t,f)

B}

Poznamka 3.1. V kédu ovérujeme plnou sloupcovou hodnost matice K, tak,
ze porovname hodnost této kolokac¢ni matice s dimenzi prostoru splajni N. Po-
kud jsou si tyto dvé hodnoty rovny, pak méa koloka¢ni matice plnou sloupco-
vou hodnost. Pro ucely kédu nam takové zjednodusené ovéreni podminky 2,
Véty 2.1 staci. Kdybychom ale chtéli najit konkrétni podposloupnost (Au) =
{uy,...,un} C (At), pro kterou plati nerovnost y; < u; < Y, proi =1,..., N,
byla by nase prace o dost komplikovanéjsi. V takovém ptipadé bychom museli
nacist knihovnu combinat, jejiz piikaz combn vytvori z (At) vSechny mozné pod-
posloupnosti o N prvcich, ze kterych potom vybirame tu, ktera spliuje danou
podminku. Pro nalezeni této podposloupnosti (Au) jsem v R vytvofila nasledujici

cyklus. Pro jeho pouziti musime znat pocet bodd aproximace m, dimenzi pro-
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storu splajnu NV, rozsifenou sit uzli (Ay) a posloupnost bodu (At). Uzivateli R
nasledné vrati bud prvky podposloupnosti (Au) nebo v ptipadé, ze takova podpo-
sloupnost neexistuje, se objevi hlaska, ze koloka¢ni matice nema plnou sloupcovou

hodnost. Cyklus pro nalezeni podposloupnost (Au) vypada néasledovné:

podminka=0

pocet=0

if (mN){

# vytvori vsechny mozne kombinace
kombinace=combn (m, N)

# pocet kombinaci

pocet_sloupcu=ncol (kombinace)

j=1

while (podminka==0 & j<=pocet_sloupcu){

# cyklus, ktery najde N prvku podposloupnosti
for (i in 1:N){

if (y[i]<t[kombinace[i,jl] & t[kombinaceli,jll<y[i+k]){
pocet=pocet+1 }}

if (pocet==N){

podminka=1

# podposloupnost u

u=c()

for (i in 1:N){

ulil=t [kombinace[i, j]] }}

pocet=0

j=i+1 }}

if (podminka == 0) stop (’kolokacni matice nema plnou
sloupcovou hodnost’)

if (podminka == 1) { print(u) }

Priklad 3.1. Najdéte kvadraticky splajn s uzly (Az) = {0,5,10}, ktery ve
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smyslu metody nejmensich ¢tverct aproximuje body (At) = {1,2,3,6,6.5,7,7.6,
8.1,9}. Funkéni hodnoty v bodech aproximace jsou f = {3.8,1.5,1.9,1.6,1, 1.9,

2.2,1,2.7} a vdhové koeficienty w;, pro j =1,...,9, uvazujme rovny jedné.

Reseni: Na zadani tohoto piikladu si ukdzeme pouziti obou funkci MNC1 i MNC2,
které jsem k tomuto tGcelu v R vytvorila. Vzhledem k neptimétené délce prikazt

si je zde uvedeme pouze v symbolické podobé:

MNC1(x,t,f,w,k),
MNC2(x,t,f,w,k).

Vystupem je kromé vysledného splajnu také vektor B-splajnovych koeficient,

kterym je tento splajn jednoznac¢né urceny.

Nejprve se zaméiime na funkeci MNC1, ve které se rozsifena sif uzlt (Ay) vytvari
z puvodni sité (Ax) pfidanim & — 1 ekvidistantnich uzli z obou stran. Je zfejmé,

ze roz$irena sit uzli bude v nasledujicim tvaru:

>y
[1] -10 -5 0 5 10 15 20

i iva jak v A ¢ni mati k. Tento udaje sice neni
Nyni se podivame na to, jak ada kolokacni matice K. Tento tidaje sice nen
piimo vystupem funkce MNC1, nicméné je zajimavé vidét, z ¢eho pii sestavovani

hledaného splajnu vychéazime.

> K

(11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.32 0.6600 0.0200 0.0000
[2,] 0.18 0.7400 0.0800 0.0000
[3,] 0.08 0.7400 0.1800 0.0000
[4,] 0.00 0.3200 0.6600 0.0200
[5,] 0.00 0.2450 0.7100 0.0450
[6,] 0.00 0.1800 0.7400 0.0800
(7,1 0.00 0.1152 0.7496 0.1352
[8,] 0.00 0.0722 0.7356 0.1922
[9,] 0.00 0.0200 0.6600 0.3200
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Je vidét, Ze narozdil od tlohy interpolace jiz K neni ¢tvercova regularni. Poza-
dujeme po ni ale, aby méla plnou sloupcovou hodnost. Pro zadané uzly a body
aproximace plati, ze m = 9 > N = 4. Zéaroven je mozné z (At) vybrat tako-
vou podposloupnost (Au), pro jejiz prvky bude platit nerovnost y; < u; < Y1,
pro i = 1,...,4. Tato podposloupnost mize byt napiiklad ve tvaru (Au) =
{1,3,7,8.1} C (At). Pro tuto podposloupnost bodi aproximace plati, ze i-ty
bod (Au) lezi v nosi¢i B-splajnu BF(x). Mtizeme tedy ¥ict, Ze pro takto zvolené
uzly a body aproximace je koloka¢ni matice K plné sloupcové hodnosti, ktera

je rovna N, tj. ctyfem.

Pro tplnost si jests ukazeme, jak vypadaji grafy B-splajnt B} (), ..., Bi(x), jenz

jsou definované na rozsitené siti uzlia (Ay):

0.4

-10 -5 0 5 10 15 20

Obrazek 15: Grafy B-splajni B?(z), ..., Bi(z)

Vzhledem k tomu, Ze koloka¢ni matice K, ma plnou sloupcovou hodnost a
vSechny védhy w; > 0, pro j = 1,...,m, je matice K WK, regularni a exis-
tuje pravé jedno feSeni soustavy rovnic b*. Vektor B-splajnovych koeficientt je

ve tvaru:

> B
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[,1]

[1,] 9.5874270
[2,] 0.5681434
[3,] 1.5611537
[4,] 4.0411679
Tento vektor b* = (b7, ...,b;)" jednoznaéné uréuje vysledny splajn s3(z), viz Obr.

16, ktery je nejlepsi aproximaci zadanych hodnot ve smyslu metody nejmensich

Ctvercu.

Obrazek 16: Vystup MNC1 - splajn sj(z)

Jak jiz bylo FeCeno, ve funkci MNC1 se rozsitujici uzly (Ay) voli ekvidistantné. My
v8ak v této praci uvazujeme jesté jeden zptisob tvorby (Ay) a to pfiddnim nésob-
nych uzli. V takovém piipadé pouzijeme pro vygenerovani grafu si(z) druhou z

funkei, kterou je MNC2. Rozsifend sit uzlt bude nyni ve tvaru:

>y
[1] 0 0 0 5 10 10 10

Také v tomto pripadé ma kolokac¢ni matice K, plnou sloupcovou hodnost, protoze
existuje podposloupnost (Au) pro kterou plati nerovnost y; < u; < y; 1y, pro Vi =

1,...,4. Tuto podminku spliiuje opét podposloupnost (Au) = {1,3,7,8.1} C
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(At) a zaroven pocet bodu aproximace je vyssi nez N. Muzeme tedy Fict, ze pro

zadané uzly a body aproximace je K plné sloupcové hodnosti.

> K

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.64 0.3400 0.0200 0.0000
[2,] 0.36 0.5600 0.0800 0.0000
[3,] 0.16 0.6600 0.1800 0.0000
[4,] 0.00 0.3200 0.6400 0.0400
[5,] 0.00 0.2450 0.6650 0.0900
[6,] 0.00 0.1800 0.6600 0.1600
[7,] 0.00 0.1152 0.6144 0.2704
[8,] 0.00 0.0722 0.5434 0.3844
[9,] 0.00 0.0200 0.3400 0.6400

Vzhledem k tomu, Ze matice K je plné sloupcové hodnosti a vSechny vahové
koeficienty jsou kladné, je matice K] WK regularni a funkce MNC2 vygeneruje
pozadované vystupy. Vystupem funkce je graf splajnu s;(x) zobrazeny na Obr.

17 a vektor B-splajnovych koeficienttt b*, ktery tento splajn jednoznacné urcuje.

> B

[,1]
[1,] 5.0777852
[2,] 0.5681434
[3,] 1.5611537
[4,] 2.8011608

48



Obrazek 17: Vystup MNC2 - splajn s5(z)

V obou ptipadech, u funkce MNC1 i MNC2, nam vysla matice K ;‘f WK ;. regulérni.
Soustava rovnic ma tedy pravé jedno feSeni, kterym je vektor B-splajnovych
koeficientt b* a existuje pravé jeden splajn, jenz aproximuje zadané hodnoty
ve smyslu metody nejmensich c¢tvercti. Z toho vyplyva, ze pokud bychom se u
vyslednych grafa si(x), Obr. 16 a 17, omezili pouze na interval (0, 10), tj. na sit
uzli (Ax), byly by oba grafy totozné.
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4. Vyhlazujici splajny

Vyhlazujici (vyhlazovaci) splajny jsou jakymsi kompromisem mezi interpolac-

nim splajnem a aproximaci ve smyslu metody nejmensich ¢tvercti.

Opét budeme uvazovat sit uzla splajnu (Az) = {xg,...,%,, Tni1}, od které
je odvozena rozsitend sit uzla (Ay) = {y1,...,ynsx}. Pirozené ¢islo k udava

fad splajnu. Déle nechf (At) = {¢1,...,t,} je rostouci posloupnost bodi a f;
oznacuje funkéni hodnoty v téchto bodech, pro j = 1,...,m. Pro tuto metodu
je typické, ze pocet bodl aproximace (t;, f;) vyrazné pfevysuje dimenzi prostoru
splajnii, tj. m > N. I nadale budeme splajn s,_;(z) uvazovat na intervalu (a, b),

pro jehoz krajni body plati, ze

a =0 = Yk,

b=opi1 = Ynt1-

Nagim cilem je najit vyhlazujici splajn s,_i(z) € S*(Ay), ktery bude na

tomto intervalu (a, b) minimalizovat funkci

Ii(sp—1) = Ji(sk—1) + L(Sk-1),
kde
Ji(sk-1) :/ [s,(le(:)s)rda?, le{l,....k—2}

a s,g)_l(x) predstavuje derivace [-tého fadu splajnu s;_1(x) v bodé z. Pro zopa-
kovani si zde pfipomenme, jak vypada vztah pro vypocet [-té derivace splajnt:
. f:b.B.k(x) = f: b B (x)
da® £ T 2 BB

1= 1=1+4

Jak jiz vime

L(sg-1) = ij [f5 = sk ()]
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Tento ¢len L(sj_1) jsme uvazovali také v predchozi kapitole, vénované metodé
nejmensich ¢tvercti a vSechny jeho vlastnosti ztistavaji stejné i pro ucely vyhla-

zovani.

Nyni si vyjadiime [;(s;_1) maticové, jako funkci B-splajnovych koeficientt. Z

predchozi kapitoly jiz vime, Ze prepsanim L(sy_1) ziskdme funkci ve tvaru
L(b) = (Kb — )" W (Kb - f)
a Ji(sg—1) si dle [3] upravime timto zptsobem
Ji(b) = (8T NbY = b7 ST MS,b,
kde b je vektor B-splajnovych koeficient® jednoznac¢né urcujici splajn

sk—1(x) = Ki(z)b.

Jesté nam zbyva vyjadiit si matici N = §] M S, pficemz

(BY), BY) ... (BNL B
M = : ’
By, ByYH ... (BYLBY

kde [ € {1,...,k — 2} oznacuje derivaci I-tého fadu. Matice M € RM je tedy
vzdy Ctvercova. Jednotlivé prvky této matice jsou definovany jako integraly ze

souinu B-splajnt na intervalu (a, b), tj.

b

(BB = [ B @B @) d,
a

Dle [3] je M pozitivné definitni, nebot bazové funkce jsou na svém nosici kladné a

mimo n€j nulové. Navic z vlastnosti B-splajnt vyplyva, ze diagonalni prvky této

matice budou vzdy vétsi nez prvky nediagonalni. Je zfejmé, ze diagonalni prvky

(BF B;‘?_l), kde i = 7, se pocitaji jako skalarni soucin B-splajnu s tim samym

B-splajnem. Dostaneme tedy vzdy vyssi hodnotu, nez kdybychom skalarni soucin
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pocitali mezi dvéma rtznymi B-splajny. Nediagonalni prvky matice M jsou tedy

nizsi, nez prvky diagonalni. Zaroven pro takto definovanou matici M plati, ze
k=l pk—ly _ .
(Bz aBj )_0? pro (2_]) Zk>

coz je dano opét tim, Ze nosi¢ B-splajnu je omezeny a mimo sviij nosi¢ je dany
B-splajn nulovy. Takto tedy ziskame tzv. pasovou matici M. S rostoucim rfadem
derivace se $itka tohoto pasu snizuje. Pro nejvyssi mozny rad derivace | = k — 2,
dostaneme pés o Sifce (k — 1) 4+ 1. Nasledné se snizujicim [ se Sitka pasu zvySuje,
tedy napt. pro rad derivace | = k — 2 — 1 = k — 3 je Sirka pasu rovna hodnoté
(k—1)+1+1=(k—1)+2, apod. Je zfejmé, Ze maximalni §ifka pasu je rovna
N, tj. poctu tadkt v matici M. Zaroven plati, Ze tato matice nebude nikdy
nulova. Prvky této matice totiz pocitame jako integral ze dvou funkci, které jsou

na daném intervalu kladné a mimo néj nulové.

Poznamka 4.1. Z duvodu zjednoduseni vypoc¢tu prvki matice M, pouZijeme
pro jejich vypocet numerické integrovani. Jednotlivé integraly vycislime prostied-
nictvim jedné z nejuzivanéjsich kvadraturnich formuli, pomoci tzv. slozeného
lichobéznikového pravidla. K tomuto tcelu jsem v R vytvorila nésledujici

funkei:

SLP=function(krok,c) {
integral=krok*(0.5*%c[1]+sum(c[2: (length(c)-1)])+0.5%c[length(c)])

return(integral) }

Parametr krok udava posun po ose x. Druhy parametr ¢ predstavuje vektor
funkénich hodnot B-splajnu B¥(z) v nami zvolenych bodech. Vystupem SLP je
vysledna hodnota integralu. Uvazujme pro jednoduchost linearni B-splajn, de-
finovany na siti uzla (Az) = {0,1,2}. Aby bylo mozné sestavit kompletni bézi
prostoru splajni, musime od sité (Ax) ptejit k rozsifené siti uzli, kterou budeme

uvazovat napiiklad ve tvaru (Ay) = {-1,0, 1,2, 3}.
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Obrazek 18: Bazové funkce B?(x), ..., B:(x)

Jiz ze samotného grafu bazovych funkei je patrné, ze obsah plochy pod kiivkou
kazdého B-splajnu je roven jedné. Pro kontrolu pouzijeme funkci SLP, pomoci
které spocitame obsah plochy pod kiivkou prvniho B-splajnu B?(z). Vstup v R

bude ve tvaru
> SLP(0.2,c¢),

kde 0.2 udava, o jak velky krok se posunujeme po ose x a c je sloupec funkénich

hodnot z koloka¢ni matice, ktery odpovida funkénim hodnotdm B-splajnu B?(x).

>x =c¢(-1,0,1)

> t = seq(min(x) ,max(x),by=0.2)

> ¢ = splineDesign(x,t,2,outer.ok=TRUE)
> cC
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m

-
[ENY
—

[1,] 0.0
[2,] 0.2
[3,] 0.4
[4,] 0.6
[5,] 0.8
[6,] 1.0
[7,] 0.8
[8,] 0.6
[9,] 0.4
[10,] 0.2
[11,] 0.0

Jako vystup funkce SLP obdrzime hodnotu
> [1] 1,

ktera odpovidad nasemu predpokladu, Ze obsah plochy pod kiivkou B-splajnu

B?(x) je roven jedné.

Je vidét, Ze pro vypocet obsahu plochy jsme uvazovali pouze interval (—1, 1),
tj. pouze tu ¢ast intervalu (—1,3), na které je nosi¢ B-splajnu B?(z) nenulovy.
Je to z toho divodu, aby se pfi velkém mnozstvi dat zbytecné neprodluzoval
vypocet hodnoty integralu.

Jesté se podivame na to, jak pouzijeme funkci SLP pro vypocet prvki matice

M:
> M[i,j] = SLP(0.1,soucin)

Do funkce SLP dosazujeme hodnotu 0.1, kterda udava velikost posunu po ose x
a soucin, ktery predstavuje vektor hodnot, z nichz se pocita hodnota integralu.
Tento vektor vznikne vynésobenim i-tého a j-tého sloupce kolokac¢ni matice Ky
a navic z néj vybereme pouze ty prvky, které jsou nenulové. Jak jiz bylo feceno,
je to z toho dtvodu, aby se vypocet hodnoty integralu zbytecné neprodluzoval.
Takto vypocitana hodnota se nasledné dosadi do matice M na pozici prvku m;;,

pro kazdé i,5 =1,..., N.

Nyni jiz vime, jak vytvorit matici M. Pro zopakovani si jesté pripomenme,
jak vypada matice S;, kterou jsme si zavedli v ¢asti vénujici se derivovani splajnt.
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Jedna se tedy o horni trojuhelnikovou matici plné radkové hodnosti, ktera je dana

vztahem
SO - IN7

Sj = Dij e D1L1 c RN_j’N,
kde Iy € RV je jednotkova matice,

1 N
D, = (k — 1) diag {7} e RV-WNA
Yivk—l —Yi ) j=141

I = N c RN-LN+1-1
—11
7 vlastnosti matic §; a M vyplyva, Ze visledna matice N = 87 MS; € RVN je

symetricka s hodnosti N — [. Jedna se tedy o singularni matici.

Nyni jiz zname vse potiebné k tomu, abychom si mohli maticové vyjadrit

funkei I;(sk_1), jako funkci B-splajnovych koeficienti. Plati tedy, ze
I(b)=b"Nb+[f — K;b]" W[f — K\b],

tj. jedna se o kvadratickou funkci, kde b je vektor B-splajnovych koeficienti a
f je vektor zadanych funkénich hodnot. Matice K, predstavuje koloka¢ni matici
v bodech t;, N = STMS, a W je diagonalni matice vah w; > 0,t). W =
diag {w;}7",.

Roznasobenim I;(b) ziskdme nésledujici podobu funkce

I(b)=b"Nb+b" K. WK;b— b"K{ Wf — f' WK b+ f" Wf.

Mame tedy funkci proménné b a nasim cilem je nalézt takovy vektor b =
(by,...,bx)T, v némz funkce I;(b) nabjva svého minima. Musime tedy vypoéitat
parcialni derivaci dle b? a polozit ji rovnu nule

oI,(b)
ob”
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Je nutné si uvédomit, ze polozime-li vypocitanou parcidlni derivaci rovnu nule,
ziskdme tim rovnici, jejimz TeSenim je pouze stacionarni bod. Stacionarni bod
obecné neni bodem minima, je pouze bodem podezielym z extrému. Aby tento
stacionarni bod byl zaroven bodem globéalniho minima je nutné, aby funkce I,(b)

byla ryze konvexni.

Vypocitanim a tpravou predchoziho vztahu ziskdme nasledujici rovnici
[N+ K, WK;| b= K Wf.

Dle [5] str. 36, je kvadratickd funkce I;(b) ryze konvexni pravé tehdy, kdyz je
matice [N + K { WK k} pozitivné definitni. Jak jiz z kapitoly vénované metodé
nejmensich ¢tvercti vime, matice K{ WK, € R¥Y. Matice N mé shodné roz-
méry jako predchozi matice, tedy i zde plati, 7e N € RV Séitame tak dvé ctver-
cové matice stejného rozméru. Proto i vyslednd matice [N + K| WK | € RV
je vzdy ctvercova. Zaroven plati, ze rozméry této vysledné matice nejsou nijak
ovlivnéné tim, jakou hodnotu derivace si zvolime pro vypocet matice IN. Navic
z vlastnosti B-splajnt plyne, ze v matici [N + K ;;F WK k} nemohou byt zaporné
hodnoty a zZe jeji diagonala bude vzdy kladna. Mizeme o ni tedy Tict, ze je po-
zitivné definitni. V takovém piipadé je dle [5] zaruceno, ze stacionarni bod je

zaroven bodem globalniho minima a ze toto minimum je jediné.

Jednoznacnost feseni této soustavy rovnic a tedy také jednoznacné urceni hle-
daného vyhlazujiciho splajnu je zavislé na tom, zda je matice [N + K { WK k}
regularni. Dle [3] je tato matice regularni pravé tehdy, kdyz je alespon jedna z
matic N a K g WK, regularni. Matice N regularni neni, protoze N € RV, ale
jeji hodnost je pouze N —I. Jedn4 se tedy o singularni matici. Matice K; WK, je
regularni tehdy, spliuje-li podminky regularity popsané v rdamci predchozi kapi-
toly, viz str. 40. Plati, ze pokud k reguldrni matici K ;;F WK pricteme singularni

matici IV, zlistane ve vysledné matici [N + K{ WK k} regularita zachovana.

Za predpokladu, ze funkce I;(b) je ryze konvexni a matice [N + K| WK ]
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regularni, mé soustava rovnic pravé jedno feSeni ve tvaru
T -1 g1
b*:[N—i-KkWKk} K, Wf,

kde b* = (b},...,b%)T je vektor B-splajnovych koeficientti, ktery jednoznaéné

urcuje hledany vyhlazujici splajn

N
sioa(z) =Y Bf(@)bj.
i=1

Pro vykresleni vyhlazujiciho splajnu s;_;(z) jsem v R vytvorila dvé funkce
VS1 a VS2. Rozdil mezi nimi je v tom, jakym zptsobem se vytvari rozsifena
sit uzli (Ay) z puvodni sité (Az). Pro prvni funkci VS1 plati, ze (Ay) se vy-
tvoii z pavodni sité pfidanim k£ — 1 ekvidistantnich uzli z obou stran (Ax). V
pripadé funkce VS2 jsou tyto rozsifujici uzly zvoleny jako nasobné. Na vstupu
obou funkci uzivatel zadava sit uzli splajnu (Az), rostouci posloupnost bodi
aproximace (At), funkéni hodnoty v téchto bodech a vahové koeficienty w;, pro
7 =1,...,m, kde m je pocet bodi aproximace. Dale uzivatel zadava rad splajnu
k a derivaci der. Stejné jako u ostatnich funkci, tak také zde je zapotiebi nacist
knihovnu splines, jejiz piikaz splineDesign pouzivame pro vytvoreni kolokac¢ni
matice K. Vystupem funkei je graf hledaného vyhlazujiciho splajnu s;_;(x) a
také vektor B-splajnovych koeficientt1, kterym je tento splajn jednoznacné urcen.

Vysledna funkce vypada néasledovné:

VS1 = function(x,t,f,w,k,der){

# VSTUP: x = sit uzlu splajnu,

# t = body aproximace,

# f = funkcni hodnoty v bodech aproximace,
# w = vahove koeficienty,

# k = rad splajnu,

# der = derivace.
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# VYSTUP: graf splajnu aproximujici zadane body ve smyslu MNC,
# vektor B-splajnovych koeficientu.

r = length(x)

# Overeni podminek

for (i in 1:length(t)){

if (t[i] < x[1] | t[i] > x[r]) stop (’body aproximace musi byt
z intervalu <x[1],x[r]>’)}

for (i in 1:(length(t)-1)){

if (t[i] >= t[i+1]) stop (’t musi byt rostouci posloupnost’)}
if (k != round(k)) stop (’rad splajnu k neni cele cislo’)

if (k <= 0) stop (’rad splajnu musi byt kladne cislo’)

for (i in 1:(r-1)){

if (x[i] >= x[i+1]) stop (’x musi byt rostouci posloupnost’)}
if (length(t) != length(f)) stop (°t,f musi byt stejne delky’)
if (length(t) != length(w)) stop (’t,w musi byt stejne delky’)
if (length(x) >= length(t)) stop (’pocet bodu aproximace neni
vyssi nez pocet uzlu splajnu’)

for (i in 1:length(w)){

if (w[i] <= 0) stop (’vahy w musi byt kladne’)}

if (der >= (k-1)) stop (’derivace musi byt mnoziny {1,...,k-2}’)
# Rozsirena sit uzlu

Celkova_Delka = 2*x(k-1) + r

krok = x[r]-x[r-1]

y =cO

for (i in 1:Celkova Delka){

if (1 < (k-1)){yl[i] = x[1]-krok*(k-i)}

if (i == (k-1)){yl[i] = x[1]-krok}

if (> (x-1)) & G <= (r+&-1))){yli] = x[i-(k-1)]1}

if (1 > (r+(&k-1))){y[i] = x[rl+krok*(i-r-(k-1))}}

# Kolokacni matice K
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K = splineDesign(y, t, k, outer.ok = TRUE)
# Diagonalni matice vah
W = diag(w)

# Kolokacni matice C - pro rozdeleny interval

deleni = seq(min(y), max(y), by = 0.001)
c(0:(r-1))

g = lambda[length(lambda) - 1]

lambda

# Dimenze prostoru splajnu
N = g+(k-1)+1

C
1=2c0O

for(i in (1:N)){

for (j in 1:(k+1)){

101 = y[i+j-11}

C[ ,i] = splineDesign(l, deleni, k, outer.ok = TRUE)}

array(0, c(length(deleni),N))

# Overeni plne sloupcove hodnosti kolokacni matice K

if (length(t) <= N) stop (’pocet bodu aproximace musi byt
vetsi nez dimenze prostoru splajnu’)

if (qr(K)$rank != N) stop (’kolokacni matice nema plnou
sloupcovou hodnost’)

# Matice S

S = array(0)

if (der == 0){

S = diag(1l, c(N,N))}

if (der > 0){

i=der

while (i>0){

D = array(0)

rozdil = y[(1+k): (N+k-i)] - y[(1+i): (D]

D = (k-i)*diag(1/rozdil)
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L = array(0, c(N-i,N-i+1))
for (j in (1:(N-i))){

L[j,31 = (-1
L[j,j+1] = 1}
if (i==der){

S = DYxAiL
}else{

S = SUxUD%*AL}
i=i-1}}

# Matice M - snizeni radu splajnu na k-der

kk = k-der

# Matice M - rozsirena sit uzlu

celkova_ delka = 2x(kk-1) + r

Y =:cO

for (i in 1:celkova_delka){

if (i < (kk-1)){Y[i] = x[1]-krokx(kk-1)-1+i}

if (1 == (kk-1)){Y[i] = x[1]-krok}

if (@ > (kk-1)) & (1 <= (r+(kk-1)))){Y[i] = x[i-(kk-1)1}
if (1 > (r+(kk-1))){Y[i] = x[rl+krok*(i-r-(kk-1))}}
Deleni = seq(min(Y), max(Y), by = 0.1)

Lambda = c(0:(r-1))

G = Lambda[length(Lambda) - 1]

# Matice M - dimenze prostoru splajnu

NN = G+(kk-1)+1

# Matice M - kolokacni matice KK

KK = splineDesign(Y, Deleni, kk, outer.ok=TRUE)

# Matice M - funkce pro Vypocet integralu
SLP=function(krok, c){

integral = krok*(0.5%c[1]+sum(c[2: (length(c)-1)])+0.5xc[length(c)])

return (integral)}
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#Matice M

M=array (0, c(NN,NN))

for (i in 1:NN){

for (j in 1:NN){

nenulove = c()

soucin = KK[,i]*KK[, j]

for (m in 1:length(Deleni)){

if (soucin[m] !'= 0) {nenulove[m] = soucin[m]}}
M[i,j]=SLP(0.1, soucin)}}
# Matice N

N_matice = t(S)%*%M*x%S

Vypocet B-splajnovych koeficientu

N_matice + t(K)%*%W/*%K
t (K) %x%Wh*hE
(solve(L,P))

#
L
P
B
# Vysledny splajn

SS = C%*%B

matplot(deleni, SS, type="1", xlab="x", ylab = "f" ,xlim=c(min(x),
max(x)),ylim=c(min(f)-1,max(£f)+1))

points(t,f)

B}

Z kédu je patrné, ze narozdil od predeslych dvou metod aproximace bu-
deme nyni vysledny splajn s;_;(z) vykreslovat pouze na intervalu (a,b), kde
a=xy<...<x, <Tpy =b. Jetoztoho divodu, Ze hodnotu funkce Jy(sp_1)
minimalizujeme pravé na tomto intervalu. Nemélo by tedy vyznam vykreslovat

vysledny splajn na celé rozsitené siti uzlu (Ay).

Piiklad 4.1. Najdéte kubicky vyhlazujici splajn s uzly (Az) = {—5,15,35} a s
body aproximace (At) = {—3,—1,0,5,7,12, 18,20, 22, 26, 29, 30, 31, 33, 34}. Fun-
kéni hodnoty v téchto bodech jsou f = {3.2,2.8,4.7,7,5.3,5.4,3.4,4,2.3,1.1, 1.9,
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2,4.5,5,4}, vdhové koeficienty w;, pro j = 1,...,15 uvazujte rovny jedné a deri-

vaci zvolte druhého radu.

Resenid: Vyhlazujici splajn sestavime s pouzitim obou funkci VS1 i VS2, které jsem
k tomuto ucelu v softwaru R vytvotila. Vzhledem k tomu, ze zadavané piikazy

jsou nepiimétrené dlouhé, uvedeme zde pouze jejich symbolickou podobu:

VSi(x,t,f,w,k,der),
VS2(x,t,f,w,k,der).

Vystupem téchto funkci je graf hledaného vyhlazujiciho splajnu a vektor B-

splajnovych koeficientt1, kterym je tento vyhlazujici splajn jednoznac¢né urcen.

Za¢neme prvni funkci VS1, ve které se rozsifend sit vytvaii z (Azx) pfidanim k& — 1

ekvidistantnich uzlt. Nova sit uzli (Ay) bude tedy vypadat nasledovné:

>y
[1] -65 -45 -25 -5 15 35 55 75 95

Nejprve se podivame na to, jestli je matice [N + K} WK ] regularni. To bude
splnéno pravé tehdy, kdyZ alespoi jedna z matic N a K; WK, bude regularni.
Vzhledem k tomu, ze matice N je vzdy singularni, pozadujeme splnéni podminky
regularity po matici K; WK . Tato matice je regulérni v piipadé, kdy koloka-
¢ni matice ma plnou sloupcovou hodnost. V praxi to znamend, ze musi platit
nerovnost m > N a soucasné existovat takova podposloupnost (Au) C (At), pro

kterou plati nerovnost y; < u; < Y4, pro Vi =1,..., N.

V nasem ptipadé je pocet bodi aproximace m = 15 a dimenze prostoru splajnt
N =1+ (4—-1)+1=5. Je tedy evidentni, ze plati nerovnost m > N. Co se
podposloupnosti (Au) tyce, tak téch mizeme nalézt rovnou nékolik. Jednou z nich
je napf. podposloupnost (Au) = {—3,—1,0, 5, 18}, pro jejiz prvky plati nerovnost
i < u; < Yirg, pro Vi = 1,...,5. Mlizeme tedy Tict, Zze pro takto zvolené uzly
splajnu a body aproximace je koloka¢ni matice K regularni. Vzhledem k tomu,

ze nemame zadané zadné w; = 0, pro j = 1, ..., 15, je matice K WK regularni.
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7 toho plyne, Ze je regularni také matice [N + K} WK ] a funkce VS1 vygeneruje

prislusné vystupy.

> B

[,1]

1 -29.730421

] 7.488886
[3,] 6.262613
] -4.511588

1 47.420308

Obr. 19 odpovida grafu vyhlazujicitho splajnu si(x), ktery je vykresleny na siti
uzlt (Ax).

Obréazek 19: Vystup VS1 - vyhlazujici splajn si(x)

Poznamka 4.2. Pro zajimavost se podivame na to, jak se zméni graf hledaného
vyhlazujictho splajnu, budeme-li uvazovat derivaci pouze prvniho fadu. Misto

der = 2 tedy zadame na vstupu funkce hodnotu der = 1.
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Obrazek 20: Vystup VS1 - vyhlazujici splajn si(z)

Porovname-li Obr. 19 a 20 je zfejmé, ze zména Fadu derivace ovlivnila graf vyhla-
zujiciho splajnu. Matice N, pro jejiz vypocet se hodnota derivace pouziva, totiz
jasné stanovuje, jak bude graf vysledného splajnu vypadat. Volbou fadu derivace
tedy ovliviiujeme to, jestli chceme minimalizovat napiiklad strmost splajnu ¢i

konvexitu konkavit.

Vratme se zpét k nasemu Prikladu 4.1., ve kterém uvazujeme derivaci druhého
fadu. Nyni nas bude zajimat vystup funkce VS2. V ni je rozsifena sit uzla (Ay)
tvofena pridanim k—1 nasobnych uzli z obou stran ptuvodni sité (Ax). Rozsifenou

sit tedy uvazujeme ve tvaru:

>y
[1] -5 -5 -5 -5 15 35 35 35 35

I nadale plati, Ze pocet bodi aproximace je vyssi nez dimenze prostoru splajni,
tj. 15 > 5. Podposloupnost bodii aproximace miizeme nadale uvazovat ve stejném
tvaru (Au) = {—3,—1,0,5, 18}, protoze i zde plati nerovnost y; < u; < y;1x, pro
kazdé + = 1,...,5. Pro takto zvolené uzly splajnu a body aproximace je tedy
kolokac¢ni matice K plné sloupcové hodnosti. Vzhledem k tomu, Ze vSechny
vahové koeficienty jsou kladné, matice Ki WK, je regularni. Regularni je tedy

také matice [N + Ki WK ], protoze piicteme-li k regularni matici K; WK
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signularni matici IN, zlistane regularita ve vysledné matici zachovana. Funkce
VS2 tedy vygeneruje prislusné vystupy. Vypise vektor B-splajnovych koeficientt

a vykresli graf vyhlazujiciho splajnu.

> B

[,1]
[1,] 1.0598634
[2,] 7.0891654
[3,] 6.3088392
[4,] -0.9785551
[5,] 5.9766922

Obrazek 21: Vystup VS2 - vyhlazujici splajn s5(x)

Poznamka 4.3. Opét se podivejme na to, jak se zméni graf vyhlazujiciho splajnu
si(x), pokud snizime hodnotu derivace. Na vstupu funkce tedy misto pivodni
hodnoty der = 2 zadame derivaci pouze prvniho fadu, tj. der = 1. Zménou fadu
derivace se zméni také hodnoty v matici IN, ktera ovliviiuje praveé vzhled vyhla-

zujiciho splajnu si(x), viz Obr. 22.
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Obrazek 22: Vystup VS2 - vyhlazujici splajn si(z)
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5. Splajny v R

Software R se specializuje predevsim na statistické vypocty. Jedna se o volné
sifitelny software, ktery nam nabizi Sirokou skalu metod a nastroju, a to od
testovani hypotéz az po analyzu casovych fad. Mimo to je vhodny také pro zpra-
covani velkého poctu dat a pii tvorbé grafickych vystupt. Software R mitizeme
také libovolné rozsifovat o dalsi funkce pomoci balickt, tzv. packages. Tento
software si mizeme stahnout z webové stranky http://www.R-project.org, kde
najdeme také manudly v angli¢tiné a online napovédu. Na této strance jsou k dis-
pozici také zminované packages, které do R doinstalujeme napt. pomoci piikazu

install.packages (" jméno_balicku").

5.1. Package splines

Pro préci se splajny R nabizi balicek prikazii s ndzvem splines. Tento balicek
obsahuje pfikazy, které nam poskytnou jak zakladni informace o splajnu, tak
pomoci nich mizeme urcit napriklad jeho fad ¢i uzly. Abychom tyto pfikazy mohli
pouzit, je nejprve nutné balicek nacist piikazem library(splines). Samotny

balicek obsahuje tyto nasledujici prikazy:

o splineDesign o interpSpline
o bs o periodicSpline
o ns o splineOrder

o polySpline o splineKnots

o backSpline o xyVector

Ve funkcich, které jsem v ramci této prace naprogramovala, se pouziva zejména
piikaz splineDesign, ktery slouzi k vytvofeni kolokac¢ni matice splajnu. Moji
snahou ovsem bylo priblizit ctenari cely tento balicek splines. Bohuzel musim

fict, Ze se mi to ne zcela povedlo. Tento balicek byl vytvoren statistiky, primarné
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pro jejich potteby. Napovéda, ktera je k balicku nabizena, je nedostacujici a velmi
¢asto bylo takika nemozné vystupy jednotlivych piikazi rozklicovat. Také z toho
dtvodu jsem vytvorila své vlastni funkce, které ctenai muize vyuzit k interpo-
laci, metodé nejmensich ¢tverct a také k vyhlazovani splajnii. Navic, narozdil od
balicku splines, mé funkce neobsahuji zadnéa vyrazna omezeni a jsou v nich od-
déleny uzly splajnu od bodti aproximace. Pro tplnost se tedy nyni blize podivejme

na jednotlivé prikazy z tohoto balicku.

5.1.1. splineDesign

Prikaz splineDesign slouzi k vytvoreni koloka¢ni matice splajnu. Jak jiz bylo
feceno, kolokacni matice
k N
K = (Bi (tj))?zl,izl

je matice funk¢nich hodnot B-splajnit B¥(x) v danych bodech ¢;, proi =1,..., N

aj=1,...,m.

Syntaxe tohoto ptikazu je splineDesign(knots,t,ord). Za knots dosazu-
jeme rozsifenou sif uzlt (Ay). Zptisob vytvoreni této posloupnosti (Ay) je po-
psany na str. 19 a 20. Déale t je posloupnost bodi, v nichz pocitame funkéni hod-

noty jednotlivych B-splajnti a ord udava fad B-splajnu Bf(z), proi=1,..., N.

> x=c¢(0,1,2)
> t=c(0.5,1.5,2)
> K=splineDesign(knots=c(-1,0,1,2,3),t,2)

> K
(.11 [,21 [,3]
[1,J 0.5 0.5 0.0
,] 0.0 0.5 0.5
0.0 0.0 1.0

)

Radky vysledné matice odpovidaji bodém posloupnosti (At) = {0.5,1.5,2}
a sloupce B-splajnim B?(z), Bi(x) a B3(x). Prvky uvniti matice jsou rovny

prislusnym funkénim hodnotam jednotlivych B-splajni v bodech posloupnosti
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(At). Vidime tedy, 7ze napiiklad B-splajn B?(z) ma v bodé t; = 0.5 funkéni
hodnotu rovnu 0.5, B2(x) mé funkéni hodnotu v bodé t3 = 2 rovnu jedné apod.
Vykreslime-li si grafy bazovych funkci, mtzeme se presvédcit o tom, ze funkéni

hodnoty uvadéné v koloka¢ni matici jsou opravdu spravné.

1.0

0.6

0.4

0.2

Obrazek 23: Grafy bazovych funkei B?(x), Bi(z) a B2(x)

5.1.2. interpSpline

Piikaz interpSpline slouzi k sestaveni kubického interpolacniho splajnu.
Syntaxe prikazu je interpSpline(t,f,bSpline=TRUE). Za t dosazujeme po-
sloupnost bodi interpolace (At) = {t1,...,t,,} a £ jsou pfislusné funkéni hod-
noty f;, pro j = 1,...,m. Za uzly splajnu piikaz bere zadané body interpolace,
tj. (Az) = (At). V ptipadé, Ze by parametr bSpline byl nastaven na hodnotu
FALSE, prikaz by vratil polynomickou reprezentaci interpola¢niho splajnu namisto

B-splajnové reprezentace.

Uvazujme posloupnost bodt interpolace (At) = {—3,—1,0,2,4}. Ptikaz na se-

staveni interpola¢niho splajnu bude nésledujici:

> interpSpline(c(-3,-1,0,2,4),c(4,6.8,5,7,6.3),bSpline=TRUE)

Vystup dostaneme v podobé tabulky:
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bSpline representation of spline for c(4,6.8,5,7,6.3) ~
c(-3,-1,0,2,4)

-8 -6 -5 -3 -1 0 2
NA NA NA NA -0.4934896 4.0000000 8.4934896

4 5 7 9
3.2662760 8.3632812 6.6438802 4.9244792

Horni fadek vystupu predstavuje sit uzla (Ay), kterd vznikla rozsifenim pu-

vodni sité (Az) z obou stran o k — 1 uzla.
Vysledny interpolacni splajn, véetné zadanych bodi interpolace, vykreslime
pomoci nasledujici dvojice prikazii:

> plot(interpSpline(c(-3,-1,0,2,4),c(4,6.8,5,7,6.3),bSpline=TRUE))
> points(c(-3,-1,0,2,4),c(4,6.8,5,7,6.3))

1 1

1

y
40 45 50 55 6.0 65 7.0
| |

1

1

Obrazek 24: Interpolac¢ni splajn

Poznamka 5.1. Vidime tedy, Ze v R sice je mozné sestavit interpolacni splajn, ale
uzivatel musi prijmou urcitd omezeni. Piikaz interpSpline voli za uzly splajnu
primo zadané body interpolace. Navic je evidentni, Ze tento prikaz uvazuje okra-
jové podminky splajnu. V opacném ptipadé by totiz koloka¢ni matice K nemohla

vyjit ¢tvercova a nebylo by tedy mozné vypocitat jeji inverzi a nasledné vektor
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B-splajnovych koeficientti. Z dostupné napovédy také neni zcela zfejmé, jak in-
terpretovat druhy radek vystupu. Z toho divodu jsem v R vytvorila své vlastni
funkce pro vykresleni grafu interpola¢niho splajnu IS1 a IS2, ve kterych zadna
omezeni nejsou. Staci pouze, aby byly splnény podminky na regularitu koloka-
¢ni matice a funkce vygeneruje graf interpolacniho splajnu a vypise vektor jeho
B-splajnovych koeficient. Mé funkce tedy predstavuji univerzalnéjsi nastroj, jak

nalézt pozadovany interpolacni splajn.

5.1.3. polySpline

Prikaz vytvori po ¢astech polynomickou reprezentaci zadaného splajnu. Syn-

taxe prikazu je ve tvaru polySpline(object).

Za object dosadime kubicky interpolacni splajn, ktery jsme si zavedli v podka-

pitole 5.1.2. Prikaz pro vytvoreni pp-reprezentace bude vypadat nasledovneé:

> object=interpSpline(c(-3,-1,0,2,4),c(4,6.8,5,7,6.3))
> polySpline(object)

Vystup je opét v podobé tabulky:

polynomial representation of spline for c(4,6.8,5,7,6.3) ~
c(-3,-1,0,2,4)

constant linear quadratic cubic
-3 4.0 2.696094 0.000000 -0.3240234
-1 6.8 -1.192187 -1.944141 1.3363281
0 5.0 -1.071484 2.064844 -0.5145508
2 7.0 1.013281 -1.022461 0.1704102
4 6.3 -1.031641 0.000000  0.0000000

Jak jiz bylo feceno, vystupem piikazu by méla byt po c¢astech polynomicka

reprezentace splajnu. Nicméné, jak vime z Gvodu této prace o pp-reprezentaci,
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splajn je na siti uzla (Az) = {-3,—1,0,2,4} urCeny ¢tyfmi polynomy:

Vidime ale, ze ptikaz v R nam vratil polynomu pét. Vzhledem k nedostatecné
napovédé se mi nepodarilo zjistit, jak vystupy tohoto ptikazu spravné interpre-

tovat.

Poznamka 5.2. Pokud nedefinujeme jinak, standardné je v piikazu interpSpline
uvazovan atribut bSpline roven hodnoté FALSE. Pro zajimavost se jesté podi-
vame na to, jestli se néjakym zpisobem ovlivni vystup piikazu, zménime-li atribut

bSpline na hodnotu TRUE. Pouzijeme tedy syntaxi ve tvaru:

> object=interpSpline(c(-3,-1,0,2,4),c(4,6.8,5,7,6.3),bSpline=TRUE))

> polySpline(object)
Vystup bude mit néasledujici podobu:

polynomial representation of spline for c(4,6.8,5,7,6.3) ~
c(-3,-1,0,2,4)

constant linear quadratic cubic
-3 4.0 2.696094  2.220446e-16 -0.3240234
-1 6.8 -1.192187 -1.944141e+00 1.3363281
0 5.0 -1.071484  2.064844e+00 -0.5145508
2 7.0 1.013281 -1.022461e+00 0.1704102
4 6.3 -1.031641 5.181041e-16  0.0000000

Je tedy vidét, ze vystupy jsou pro parametry bSpline=TRUE a bSpline=FALSE
totozné. Pouze ve sloupci quadratic doslo ke zméné hodnoty prvniho a posled-
niho prvku. To je ovSem zpiisobeno pouze jinym zaokrouhlenim prili§ malych

hodnot.
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5.1.4. backSpline

Prikaz backSpline slouzi k vytvoreni inverze monoténniho splajnu. Syntaxe
prikazu je ve tvaru backSpline(object), kde object definuje splajn, k némuz

chceme tuto inverzi vytvorit.
Vstup miize byt ve tvaru:

> t=c(1,2,3,4,5)

> f=c(3,7,10,12,13)

> Int_splajn=interpSpline(t,f,bSpline=FALSE)
> Back_splajn=backSpline(Int_splajn)

Jedné se tedy o inverzi kubického interpolac¢niho splajnu. Vystup dostaneme v

podobé tabulky:
> Back_splajn

polynomial representation of spline for t ~ f

constant Ilinear quadratic cubic
3 1 0.25 0.000000e+00 0.000000000
7 2 0.28 1.333333e-02 0.001481481
10 3 0.40 -4.440892e-16 0.025000000
12 4 0.70  3.000000e-01 0.000000000
13 5 NA NA NA

Porovname-li tuto inverzi s vystupem Int_splajn ptvodniho interpolac¢niho
splajnu je patrné, Ze doslo k zaméné souradnicovych os x a y. To znamena, Ze v in-
verzi interpola¢niho splajnu budeme uvazovat uzly splajnu (Az) = {3,7,10,12,13}
a k nim funkéni hodnoty f = {1,2,3,4,5}. V praxi se to projevi tak, ze u vystupu
prikazu backSpline dojde oproti prikazu interpSpline k zdméné prvnich dvou

sloupcii. Vystup pro piivodni interpolacni splajn by byl tedy ve tvaru:
> Int_splajn

polynomial representation of spline for t ~ f
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constant linear quadratic cubic
1 3 4.2142857 0.0000000 -0.21428571
2 7 3.5714286 -0.6428571  0.07142857
3 10 2.5000000 -0.4285714 -0.07142857
4 12 1.4285714 -0.6428571  0.21428571
5 13 0.7857143  0.0000000  0.00000000

Pro vykresleni grafu pouzijeme v R nésledujici syntaxi:

> plot(Int_splajn,col=’blue’)

> points(t,f)

> par (new=TRUE)

> plot(Back_splajn,col=’red’,axes=FALSE)

Modra barva na Obr. 25 predstavuje interpolacni splajn, ze kterého jsme vychazeli

a Cervenou je zobrazena vysledna inverze daného interpola¢niho splajnu.

Obrazek 25: Inverzni splajn

5.1.5. periodicSpline

Prikaz periodicSpline vytvoii periodicky interpolac¢ni splajn. Syntaxe pri-
kazu je periodicSpline(t,f,period). Kde t je Ciselny vektor bodti, které chceme
interpolovat, £ udava funkéni hodnoty v téchto bodech a period definuje peri-
odu vysledného splajnu, kterou si miizeme libovolné zvolit. Také u tohoto prikazu

plati, Ze uzly splajnu jsou totozné se zadanymi body interpolace, tj. (Ax) = (At).
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Vstup muze mit nasledujici podobu:
> t = seq(-pi,pi)
> f = cos(t)

> periodicSpline(t,f,period=2*pi)

Mame tedy zadané body interpolace:

>t

[1] -3.1415927 -2.1415927 -1.1415927 -0.1415927 0.8584073 1.8584073
2.8584073

A v nich tyto funkéni hodnoty:

> f

[1] -1.0000000 -0.5403023 0.4161468 0.9899925 0.6536436 -0.2836622
0.9601703

Vystup dostaneme ve tvaru:

bSpline representation of spline for f ~ t

-5.42478  -4.42478 -3.42478 -3.14159 -2.14159
NA NA NA NA -0.9395573
0.85841 1.85841 2.85841 3.14159 4.14159

0.4917803 1.1689668 0.7723074 -0.3363348 -0.9395573

-1.14159 -0.14159
-1.0483230 -0.6392069
5.14159 6.14159

-1.0483230 -0.6392069

Prvni a tfeti fadek vystupu predstavuje uzly vysledného splajnu. To si mtzeme
ovétit pomoci piikazu splineKnots, ktery vrati uzly splajnu (tento ptikaz si blize
popiseme v podkapitole 5.1.7.):

> splineKnots(periodicSpline(t,f,period = 2*pi))
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-5.4247780 -4.4247780 -3.4247780 -3.1415927 -2.1415927
-1.1415927 -0.1415927 0.8584073 1.8584073 2.8584073
3.1415927  4.1415927  5.1415927  6.1415927

Vyznam hodnot ve druhém a c¢tvrtém tadku vystupu, se mi kvili Spatné

popsané napoveédé bohuzel nepodarilo rozklicovat.

Graf periodického splajnu, véetné aproximovanych bodti, ziskame v R pomoci
dvojice prikazii:
> plot(periodicSpline(t,f, period = 2%pi))

> points(t,f)

1.0

0.5

f
0.0
!

-0.5
!

-1.0

Obrazek 26: Periodicky splajn

Nyni jiz tedy vime, jak v R vytvorit koloka¢ni matici a nadefinovat interpo-
lacni splajn, periodicky splajn, inverzni splajn aj. Néasledujici prikazy uvadeéné v
podkapitolach 5.1.6. - 5.1.10. slouzi pro ziskani informaci pravé o téchto splaj-
nech. Tyto prikazy je tedy mozné pouzit pouze ve spojitosti s prikazy z balicku

splines.

5.1.6. splineOrder

Piikaz splineOrder udéava, kolika neznamymi koeficienty je polynom, v pfi-

padé pp-reprezentace splajnii, definovany. Syntaxe tohoto pfikazu je ve tvaru
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splineQOrder(object), kde object udava splajn, u jehoz polynomii chceme pocet
neznamych koeficientti zjistit. Za object nasledné dosazujeme néktery z prikazt

interpSpline, polySpline, periodicSpline nebo backSpline.

My budeme uvazovat interpola¢ni splajn. Posloupnost bodi interpolace méjme ve
tvaru (At) = {0,2,4,6} a funkéni hodnoty v téchto bodech jsou f = {4,6.8,5, 2}.
Vstup bude vypadat nasledovneé:

> object=interpSpline(c(0,2,4,6),c(4,6.8,5,2))

> splineOrder(object)

V tomto pfipadé nam R vrati hodnotu
[1] 4,

jedna se tedy o kubicky interpolacni splajn, jak jsme si uvedli v podkapitole 5.1.2.
Tento splajn by byl v pfipadé pp-reprezentace vyjadieny polynomy se ¢tyfmi

neznamymi koeficienty a, b, c a d, tj.

P(z) = az® 4 ba* + cx + d.

5.1.7. splineKnots

Piikaz splineKnots vrati uzly zadaného splajnu. Syntaxe pfikazu je opét
ve tvaru splineKnots(object), kde object definuje splajn, jehoz uzly chceme

zjistit.

Vyjdeme z B-splajnové reprezentace interpolac¢niho splajnu, tj. syntaxe bude ve
tvaru:
> object=interpSpline(c(0,2,4,6),c(4,6.8,5,2),bSpline=TRUE)

> splineKnots(object)

Jako vystup ziskdme vektor predstavujici rozsitenou sit uzli splajnu (Ay), kterd
je vytvorend z ptuvodni sité (Az). Nezaddme-li jinak, bude R uvazovat kubicky
splajn, tj. splajn fadu & = 4 a ptidavat tak k£ — 1 uzli z obou stran pivodni
posloupnosti (Ax).
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[1] -6 -4 -2 02 4 6 8 10 12

Poznamka 5.3. V pripadé, Ze nebudeme uvazovat B-splajnovou reprezentaci,
nam prikaz vrati primo uzly splajnu. Méjme tedy syntaxi v nasledujicim tvaru,
ve kterém jsme parametr bSpline zmeénili na hodnotu FALSE:

> object=interpSpline(c(0,2,4,6),c(4,6.8,5,2),bSpline=FALSE)

> splineKnots(object)

Vzhledem k tomu, Ze u po ¢astech polynomické reprezentace se zadna rozsitena
sit (Ay) nevytvaii, obdrzime na vystupu pfimo uzly splajnu, tj. pivodni sit uzla
(Az):

[1] 024 6

5.1.8. bs

Prikaz bs vrati zakladni informace o polynomickém splajnu. Obecné syntaxe
prikazu je bs(t,df), kde t je ¢iselny vektor bodi, v nichz chceme uréit funkéni
hodnoty a df udava stupné volnosti. Tyto stupné volnosti jsou dle napoveédy v R

doporuceny volit timto zptsobem
df = length(t) + (k-1),
neboli jako pocet uzll splajnu + jeho stupen.

Uvazujme kubicky splajn definovany na siti uzla (Az) = {0, 1,2}, kde body
aproximace jsou totozné s uzly splajnu. Pocet stupnti volnosti urc¢ime ze vztahu

34 (4 —1) =6. Vysledna syntaxe bude tedy mit nasledujici podobu:

> bs(c(0,1,2),6)
Vystupem je vycet vlastnosti:

1 2 3 4
0 0.0000000 0.0000000 0.0000000
[2,] 0 0.1666667 0.6666667 0.1666667
0 0.0000000 0.0000000 0.0000000

SO O O O,
= O O O
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attr(,"degree")

[1] 3

attr(,"knots")

25% 50% 75%

0.51.0 1.5
attr(,"Boundary.knots")
[1] 0 2
attr(,"intercept")

[1] FALSE
attr(,"class")

[1] "bs" "basis" "matrix"

Z vystupu piikazu bs vidime, Zze degree je rovno tfem, coz odpovida stupni
kubického splajnu s vnitfnimi uzly knots 0.5, 1.0 a 1.5. Krajni uzly splajnu
Boundary.knots jsou potom 0 a 2. Bohuzel, ostatni hodnoty vystupu jsou v
dostupné napoveéde Spatné popsané a z toho diivodu se mi nepodarilo zjistit, jak

je spravné interpretovat.

Poznamka 5.4. Piikaz bs je velmi podobny prikazu ns. Syntaxe i vystup téchto
dvou piikazti jsou totozné. Rozdil mezi nimi je v tom, Ze ns vraci informace o
prirozeném splajnu. Pro prirozeny splajn je typické, ze druhé derivace v krajnich

bodech intervalu, na kterém je definovany, jsou nulové.

5.1.9. xyVector

Prikaz xyVector vytvari objekt, ktery je reprezentovany dvojicemi hodnot x
a y, pficemz x, y jsou Ciselné vektory stejné délky. S vyslednym objektem miize

byt zachazeno jako s matici, datovou tabulkou nebo jako s vektorem.

Na vstupu si nadefinujeme dva vektory a zadame je do syntaxe piikazu:
c(2,7,4,-1)
c(1,3,5,9)

> X

>y
> xyVector(x,y)
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Vystup dostaneme v nasledujici podobé:
$ x

[11 27 4 -1

$y

[1] 13509

attr(,"class")

[1] "xyVector"

5.2. Vykresleni bazovych funkci v R

Jak jsme si mohli v§imnout, v balicku splines tplné chybi jakykoliv piikaz
pro vykresleni grafu B-splajnu B¥(x). Z toho diivodu jsem v R vytvoiila svoji
vlastni funkci, kterda pro vykresleni pouziva piikaz splineDesign. Uzivatel do
funkce zada tad B-splajnu k a sit uzli (Ax), na které ma byt dany B-splajn
definovany. Z téchto vstupnich tudaji funkce vytvori kolokac¢ni matici, tj. ma-
tici funkénich hodnot B-splajntt v danych bodech, ktera se nasledné pouzije pro

vykresleni grafu splajnu. Cela funkce vypada nasledovneé:

BSpline = function(k,x) {
# VSTUP:

X sit uzlu,

#

# k = rad B-splajnu.

# VYSTUP: graf prislusneho B-splajnu.

r = length(x)

# Overeni podminek

if (k !'= round(k)) stop (’rad B-splajnu musi byt cele cislo’)
if (k <= 0) stop (’rad B-splajnu musi byt kladne cislo’)

for (i in 1:(r-1)){

if (x[i] >= x[i+1]) stop (’x musi byt rostouci posloupnost’)}
if (r !'= (k+1)) stop (’pocet uzlu musi byt k+1’)

# Kolokacni matice

deleni = seq(min(x)-1, max(x)+1, by = 0.001)
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K = splineDesign(x,deleni,k, outer.ok = TRUE)
plot(deleni, K, type = "1", xlab = "x", ylab = "y")}

7 kédu je patrné, ze graf B-splajnu BF(x) neni vykreslovan pouze na siti uzli
(Az), ale ze tato sif je z obou stran rozsifena. Je to z toho divodu, aby bylo na
prvni pohled zfejmé, ze B-splajn je kladny pouze na svém nosi¢i a mimo néj je

nulovy.

Pro vykresleni grafu kubického B-splajnu, ktery je definovany na siti uzld

(Az) ={-2,0,3,5,6}, staci v R zadat nasledujici ptikaz:

> BSpline(4,c(-2,0,3,5,6))

y
00 01 02 03 04 05 06
|

Obrazek 27: Vystup funkce BSpline

Z kapitoly 1.2 vime, Ze posloupnost B-splajnii {Bf(m)} tvori bazi. Pro vy-
kresleni této baze jsem vytvorila nasledujici dvé funkce - Bazel a Baze2. Rozdil
mezi nimi je v tom, jak se vytvaii rozsifena sit uzli splajnu (Ay) z ptvodni sité
(Az). U funkce Bazel se rozsifend sit uzlt vytvari pfidanim k£ — 1 ekvidistant-
nich uzli z obou stran sité (Az). V druhém piipadé, u funkce Baze2, se (Ay)
vytvari pridanim k£ — 1 nasobnych uzli. Na vstupu obou funkci uzivatel zadava
fad splajnu k a sif uzlt (Az). Vystupem funkei jsou grafy pfislusnych bazovych

funkei BF(z),..., B% (x). Tyto bazové funkce jsou vykresleny na zakladé hodnot
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z koloka¢ni matice, kterd je vytvorena piikazem splineDesign. Na ukazku si zde

predstavime pouze jednu z funkci, kterou je Baze2.

Baze2 = function(k,x){
# VSTUP:
k

rad B-splajnu,

#
# x = sit uzlu.
# VYSTUP: graf bazovych funkci definovanych na x.
r = length(x)
# Overeni podminek:
if (k != round(k)) stop (’rad k neni cele cislo’)
if (k <= 0) stop (’rad splajnu musi byt kladne cislo’)
for (i in 1:(r-1)){
if (x[i] >= x[i+1]) stop (’x musi byt rostouci posloupnost’)}
# Rozsirena sit uzlu
y =cO
if (k==1){
for (i in 1:r){y[i] = x[il}}
if (k '= 1){
Celkova_Delka = 2*x(k-1) + r
yl1:(k-1)]1 = x[1]
ylk: (k+r-1)] = x[1:r]
y[(k+r) :Celkova Delkal] = x[r]}
deleni = seq(min(y), max(y), by = 0.001)
lambda = c(0:(r-1))
g = lambda[lambda delka - 1]
Dimenze prostoru

= g+(k-1)+1

array(0, c(length(deleni),N))
c(O)

#
N
# Kolokacni matice
C
1
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for(i in (1:N)){

for (j in 1:(k+1)){

101 = y[i+j-11}

C[ ,i] = splineDesign(l, deleni, k, outer.ok = TRUE)}
C[1,1] =1

C[length(deleni),N] = 1

matplot(deleni, C, type = "1", xlab = "x", ylab = "y")}

Uvazujme napiiklad fad splajnu & = 2 a sit uzla (Az) = {-5,0,3,5}. U
funkce Baze2 se rozsifend sit uzli tvorl z (Az) piidanim nasobnych uzlia. V
nasem piipadé tedy bude ve tvaru (Ay) = {—5,-5,0,3,5,5}. Pro vykresleni

grafu bazovych funkci Bi(z),..., B3(z) sta¢i v R zadat nasledujici prikaz:

> Baze2(2,c(-5,0,3,5))

1.0

04 06 08

0.2

0.0
1

Obrazek 28: Vystup funkce Baze?2
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Zavér

Jesté pred rokem byl pro mé pojem ,bazovy splajn“ velkou nezndmou. Ne-
védéla jsem, ze se jedna pouze o jednu cast rozsahlé teorie splajnti a uz vibec
jsem nevédéla, ze lze bazové splajny vyuzit také k aproximaci, ¢imz si mtzeme
znacné ulehcit nas ,matematicky zivot“.

Vzhledem k tomu, Ze na pocatku mého snazeni byla mé znalost bazovych
splajnti nulova, nejprve jsem si musela nastudovat potfebnou teorii. Tato teorie
byla obsahem prvni kapitoly, ve které jsme si zavedli pojem bazovy splajn, ukazali
si, jak tento B-splajn vypada a jaké jsou jeho vlastnosti. Jednou z téchto vlastnosti
byl také fakt, ze B-splajny tvoii bazi, s ¢imz souvisely pojmy jako rozsifena
sit uzli ¢i koloka¢ni matice. Veskerou tuto teorii jsem se snazila ¢tenafi podat
srozumitelnou formou. Cimz se dostavam k prvnimu problému, na ktery jsem pii
psani mé diplomové prace narazila a tim byla literatura. Skripta ,,Splajny“ od J.
Kobzy [2] sice veskerou potiebnou teorii obsahuji, nicméné abych byla upfimna,
casto mé tato skripta v dané problematice vice dezorientovala, nez aby mi ji
pomohla objasnit. I proto jsem se snazila o to, aby kapitola vénovana teorii byla
snadno pochopitelnd a pomohla tak pripadnym budoucim studenttim v jejich
snaze o nastudovani B-splajni.

Cilem této diplomové prace bylo vytvorit vyhlazujici splajny v R. K tomuto
cili jsme zacali pomalu smérovat od druhé a treti kapitoly, ve kterych jsme se se-
znamili s interpolaci a metodou nejmensich ¢tvercii. Teorie téchto aproximacnich
metod byla doplnéna o mé vlastni funkce vytvorené v softwaru R, které ctenari
priblizily pouziti téchto metod na konkrétnich hodnotach. Nésledujici pata ka-
pitola se jiz vénovala samotnym vyhlazujicim splajnim. V teorii jsme vyuzili
znalosti, které jsme ziskali v pfedchozich dvou kapitolach vénovanych interpolaci
a metodé nejmensich ¢tverct. Tato teorie byla opét vhodné doplnéna o funkei,
na které si ¢tenar mohl vyzkouset vyhlazovani splajnii v praxi.

Vétsina funkci, které jsem v ramci této prace v softwaru R vytvorila, vy-
chézela z balicku ptikazii splines. Pro moji praci byl stézejni zejména piikaz

splineDesign, ktery jsem pouzivala k vytvoreni kolokac¢ni matice splajnu. Jak
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nam ale kapitola 5.1 ukazala, vyuziti tohoto balicku je dosti omezené. I z toho dii-
vodu jsem se snazila o vytvoreni univerzalnéjsiho nastroje, ktery by mohl ¢tenar
pro praci se splajny pouzit.

Obecné si samoziejmé miizeme pro praci se splajny vybrat libovolny matema-
ticky software. Jak jiz bylo naznaceno, v této praci padla volba na R, ve kterém
neni problematika splajnii az tak rozsifena. Také pro mé samotnou byla prace s
timto softwareme urcitou vyzvou, nikdy diiv jsem jej totiz aktivné nevyuzivala.
Bohuzel musim fict, Ze ani po roce vzadjemného seznamovani mi tento mate-
maticky software k srdci neprirostl. Byl pro mé uzivatelsky neprivétivy a také
vizualni podoba nékterych jeho vystupt nebyla z mého pohledu vzdy optimalni.
Napriklad z jakého divodu nejsou vSechny sloupce matice zaokrouhleny na stejny
pocet desetinnych mist, bylo pro mé velkou zahadou. Nicméné si myslim, Ze na-
konec jsem nad timto softwarem zvitézila, coz doklada také fakt, ze v opacném

pripadé byste pravé necetli zavér mé diplomové prace.
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