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Abstrakt
Tato bakaláøská práce se vìnuje historii a vývoji pravdìpodobnosti a její teorie pøed
zavedením Kolmogorovy axiomatické de�nice ve 20. století. Zabývá se úlohou o rozdìlení
sázky a jejími øe¹iteli: Luca Pacioli, Niccola Fontana Tartaglia, Blaise Pascal a Pierre de
Fermat. Soustøedí se na spisy De Ratiociniis in Ludo Aleae Christiaana Huygense a Ars
Conjectandi Jacoba Bernoulliho. Dále se zabývá rùznými de�nicemi pravdìpodobnosti:
klasickou (Laplacovou), statistickou, geometrickou a Kolmogorovou axiomatickou. Také
pokrývá podmínìnou pravdìpodobnost a Bayesovu vìtu.

Summary
This bachelor thesis deals with the history and development of probability and its theory
before the introduction of Kolmogorov's axiomatic de�nition in the 20th century. It follows
the Problem of points and its solvers: Luca Pacioli, Niccola Fontana Tartaglia, Blaise Pas-
cal and Pierre de Fermat. It focuses on the works De Ratiociniis in Ludo Aleae by Chris-
tiaan Huygens and Ars Conjectandi by Jacob Bernoulli. It also deals with various de�ni-
tions of probability: classical (Laplac), statistical, geometric and Kolmogorov's axiomatic
de�nition. It also covers conditional probability and Bayes's Theorem.
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1 Úvod
Teorie pravdìpodobnosti je v dne¹ní dobì spolu se statistikou hojnì vyu¾ívána pøi zpra-
covávání nasbíraných dat. Od poji¹»ovnictví pøes veøejné prùzkumy a statistiky a¾ po
lékaøské testy, pravdìpodobnost je souèástí ka¾dodenního ¾ivota. Slova

”
pravdìpodobnì\

a
”
je to jisté\ pou¾íváme v¹ichni. Jak èasto se ale zamyslíme nad tím, jak a kdy vznikla?
O tomto tématu samozøejmì existuje spousta knih. Vìt¹inou se ale øadí na do dvou

skupin. První z nich jsou matematické texty popisující suchá fakta, která laikovi mnohdy
pøijdou nepochopitelná a nezapamatovatelná. Pokud se tyto knihy zmiòují o ¾ivotech
matematikù, bývají to vìt¹inou okrajové zmínky. Druhou skupinou jsou pak knihy, které
byly napsané s úmyslem ètenáøe zaujmout a vtáhnout do dìje. Jsou plné zajímavých
pøíbìhù a anekdot a matematika je v nich vysvìtlena pouze zbì¾nì, pokud vùbec.

Cílem této práce bylo popsat historický vývoj pravdìpodobnosti pøed zavedením Kol-
mogorovy axiomatické výstavby ve 20. století a pøiblí¾it okolnosti, které vedly ke vzniku
teorií a postupù, které jsou dnes pou¾ívány. Jsou v ní uvedeny základní de�nice z oblasti
pravdìpodobnosti spolu s historickými fakty ze ¾ivota matematikù, které vedly k jejich
vzniku. Jeliko¾ je statistika èastìji v centru pozornosti, díky svému hojnému vyu¾ití pøi
analýze dat, v této práci je zmínìna pouze okrajovì.

Struktura práce je následující. Události a de�nice byly, pokud to bylo mo¾né, øazeny
chronologicky podle svého vzniku a podle návaznosti na ji¾ pokrytá témata. Nejdøív se
práce vìnuje náhodì a pohledùm na ni v rùzných obdobích a èástech svìta. Dále se zamìøí
na úlohu o rozdìlení sázky, její vznik, øe¹itele a jejich postupy a øe¹ení. Následnì projdeme
první spisy napsané o pravdìpodobnostním poètu De Ratiociniis in Ludo Aleae Christia-
ana Huygense a Ars Conjectandi Jacoba Bernoulliho a matematiky, kteøí na nì navázali.
Èást této práce je také vìnovaná statistickému a geometrickému pohledu na pravdìpo-
dobnosti a jejich vzniku. Jedna z kapitol se vìnuje také podmínìné pravdìpodobnosti a
Bayesovì vìtì. V poslední èásti je pak Kolmogorovì axiomatické de�nici pravdìpodob-
nosti, která je pou¾ívána do dnes.

Historické údaje o osobách a událostech byly èerpány hlavnì ze zdrojù [1], [2], [6] a [9].
Informace o úloze o rozdìlení sázky jsou pak z [3], [4] a [10]. Pokud není v textu uvedeno
jinak, de�nice a vìty byly pøevzaty z [5].
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2. NE® SE PRAVDÌPODOBNOST STALA PRAVDÌPODOBNOSTÍ

2 Ne¾ se pravdìpodobnost stala
pravdìpodobností

Pravdìpodobnost sama o sobì je v porovnání s jinými oblastmi matematiky pomìrnì
mladá disciplína. Dalo by se pøitom øíct, ¾e její poèátky sahají daleko do starovìku. I.
Saxl ([9], str. 87) øíká, ¾e je

”
spí¹e hledáme ne¾ nalézáme v hrách\. Mezi matematiky

i archeology existuje nìkolik teorií. Ty jsou zalo¾ené na pøekvapivì vysokém poètu kùstek
kopytnatcù (astragalus, obrázek 2.1) nalezených v pozùstatcích lidských sídli¹» star¹ích
více ne¾ 40 000 let. Jeliko¾ se svým tvarem podobají novodobým kostkám, dalo by se øíct,
¾e kostky jsou nejstar¹í z her, které by v dne¹ní dobì bylo mo¾né nazvat hazardní. Nic
ale není tak jednoznaèné. F.N. David ve své knize [2] poukazuje na to, ¾e teorií, proè bylo
astragalù nalezeno tolik je hned nìkolik. Mohly být tøeba pou¾ívány jako hraèky pro dìti
nebo jako ranný pøedchùdce poèitadla. Na rozdíl od vìt¹iny kostí neobsahují morek, a
proto nedocházelo k jejich zu¾itkování.

2.1 Hra v kostky

Jak pøesnì si s hlezenními kùstkami hráli pravìcí lidé mù¾eme pouze spekulovat. Chceme-li
mluvit o pou¾ití kostek, které je nám v dne¹ní dobì povìdomé, je nutné na dùkaz nìjaký
èas poèkat. Dùkaz, ¾e kostky byly pou¾ívány jako nástroj k posouvání �gurek v deskových
hrách mù¾eme najít v Egyptì na nástìnných malbách z období první dynastie (3500 let
pø. Kr.). Pro hry Senet a Psi a ¹akali archeologové objevili dochované herní soupravy. Tyto
hry by se dali nazvat pøedchùdci novodobé hry vrhcáby. K urèení poètu krokù, o které
�gurky posunout, slou¾ily kromì kostek také

”
tyèinky s jednou oznaèenou stranou\ ([9],

str. 88).
Zmínku o høe v kostky najdeme i v Homérovì Iliadì, kde slou¾ili k zabavení vojákù

nudících se pøed Trojou. Soutì¾ivý Patroklos jako chlapec údajnì málem svého soupeøe
v kostkách zabil. Je nutné podotknout, ¾e se nejednalo o hru s cílem získat hod o vy¹¹í
hodnotì ne¾ soupeø, ale o chytání hozených kostek na høbet jedné ruky. O kom v Iliadì u¾
zmínku nenajdeme je Palomédés, který byl Øeky pova¾ována za vynálezce nejen kostek,
ale i majáku, mìr a vah, stavìní stanù a skoro celé alfabety.

V dobì vzniku Øímské øí¹e byla hra o peníze (podle dne¹ní de�nice hazard) roz¹íøena
mezi v¹emi vrstvami obyvatelstva. O tomto roz¹íøení se mù¾eme pøesvìdèit z nástìnných
mozaik hráèù, nalezených na stìnách domù v Pompejích (obrázek 2.2). Dobrým zdrojem
informací nejen o høe v kostky, ale i o pøístupu lidí k nim je také øímský historik Gaius
Suetonius Tranquillus (69{140). Ve svých svazcích ®ivotopisy dvanácti císaøù pí¹e, ¾e
Bo¾ský Augustus (63 pø.n.l.{14 n.l.) hrál kostky pro rozptýlení po celý rok, nikoliv pouze
v období Saturnálií nebo jiných svátkù. Bo¾ský Claudius (10 pø.n.l.{54 n.l.) mìl zase
upravený vùz i hrací desku tak, aby se dalo hrát za jízdy. Je tedy vidìt, ¾e obèané Øíma
hazardu holdovali smìle a bez ostychu.

Hra v kostky byla také silnì roz¹íøená ve starovìké Indii. Na rozdíl od hlezenních
kùstek se hrálo s oøí¹ky vibhidaka, plody vrcholáku myrobalánového. Písemné zmínky
o hazardních hrách v Indii najdeme napøíklad v eposu Mahábhárata, kde se dìjová linie
odvíjí od prohry ve høe v kostky, a ve vedlej¹ím pøíbìhu o králi Nálovi. Somadévùv Oceán
pøíbìhù je dùkazem jak oblíbenosti hry v kostky, tak i roz¹íøení veøejných heren. Nikde
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2.1. HRA V KOSTKY

se ale nemluví o relativní èetnosti vrhù èísel nebo jejich kombinací, pøesto¾e je herní um
pova¾ován za poèetní znalost. Stejnì tak není nikde zmínka o tom, ¾e by u krychlové
kostky pøedpokládali stejnou èetnost jednotlivých vrhù.

Stejnì jako se vyvíjela civilizace, mìnila se i podoba kostek a hlezenních kùstek. Ka¾dá
strana hlezenních kùstek mìla svou bodovou hodnotu 1, 3, 4 a 6 (dal¹í dvì strany jsou
zaoblené a kùstky se na nich nezastaví). Jednièce s nejni¾¹í hodnotou (a nejni¾¹í pravdìpo-
dobností) se øíkalo

”
pes\. Nejvy¹¹í hodnotu pøi hodu ètyømi kostkami pak mìla kombinace

1, 3, 4, 6 tzv. Venu¹e nebo Venu¹in Vrh. Objevily se i zbrou¹ené hlezenní kùstky, ty se ale
rychle obehrály a ztrácely svou ¾ivostnost. V Øímì i v Egyptì byly nalezeny krychlové
kostky kamenné, v Indii pak keramické.

Nalezené kostky nemìly jednotnou podobu, kolem roku 1400 pø.n.l. se v¹ak ustálila
dne¹ní podoba, tj. souèet 7 na protìj¹ích stranách. Lidé ov¹em nezùstávali pouze u ¹esti-
stìnù. Mezi nalezené kostky patøí i pravidelné ètrnáctistìny, osmnáctistìny, devatenácti-
stìny èi dvacetistìn. V Egyptì byly nalezeny i kostky, jejich¾ strany byly zdobeny reliéfy
bohù. Dá se tedy pøedpokládat, ¾e tyto kostky slou¾ily pøi nábo¾enských rituálech nebo
k vì¹tìní, a tedy pomáhaly rozlu¹tit vùli bohù, o kterých se lidé domnívali, ¾e øídí jejich
kroky a osud.

Obrázek 2.1: Hlezenní kùstky turu [8].

Obrázek 2.2: Freska ze zdi v Pompejích [9].
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2. NE® SE PRAVDÌPODOBNOST STALA PRAVDÌPODOBNOSTÍ

2.2 Církevní a státní zákazy

Pøesto¾e se hra v kostky v Evropì udr¾ela ve vysoké oblibì od dob Øímské øí¹e a¾ do
období renesance, kdy byla èásteènì nahrazena kartami, potýkala se s èastou kritikou ze
strany nejen církve, ale pøekvapivì i ze strany státu. Napøíklad v Bibli samotné, mo¾ná
nejznámìj¹í knize té doby, se kritiky hráèù a jejich sklonù k hazardu nedoèkáme. Hazardní
hry v ní byly toti¾ výslovnì zakázány s odùvodnìním, ¾e náhoda neexistovala a v¹echno,
co se dìlo na zemi øídil Bùh.

Øímská republika omezila hazardní hry pouze na období Saturnálií, tj. okolo Vánoc,
kdy se dávaly dárky a otroci nepracovali. Opakované vydávání tìchto zákonù ale na-
znaèuje, ¾e se obèané jejich dodr¾ováním moc netrápili. V prùbìhu let proná¹í duchovní
nìkolik slavných kázání smìrovaných proti høe v kostky a hazardu vùbec. Mezi odpùrce
hazardu ze stran státu mù¾eme zaøadit napø. francouzského krále Ludvíka IX., který neza-
kázal svým úøedníkùm pouze hru v kostky, ale i ¹achy, dámu, náv¹tìvu hostincù a smilstvo.
Navíc se v celém jeho království kostky nesmìly ani vyrábìt. Trevírský koncil i koncil ve
Worcesteru, ne v¹ak jako jediní, zakázaly hraní kostek dokonce i duchovním.

Zajímavé ale je, ¾e v¹echny tyto zákazy platili pouze, pokud se hrálo o peníze. V be-
sedì Króna se svým knìzem, kterou napsal Lúkian ze Samosaty (120{180 n.l.), je jako
jeden ze zákonù uvedeno

”
V¹ichni a» hrají o oøechy; bude-li nìkdo hrát o peníze, a» je

druhý den bez jídla\ ([9], str. 90). Jejich dùvodem nebylo pokou¹ení náhody ani jiné
dùvody nábo¾enského charakteru, nýbr¾ snaha potlaèit jevy s hazardem spojené. Mezi
nì patøí napøíklad hádky, kráde¾e, souboje nebo vra¾dy právì pro peníze. ®e byla hra
v kostky èastým a mnohdy vítaným rozptýlením, mù¾eme potvrdit v Canterburských
povídkách Geo�reyho Chaucera nebo v Pastonských dopisech (korespondenci norfolkské
rodiny z období 1420{1503).

Uvìdomujíce si zbyteènost odepírání lidem zpùsobù, jakými se zabavit, vymyslel ko-
lem roku 960 n.l. biskup Vimbold z Cambrai hru urèenou pøímo duchovním. Mohli tak

”
vyhrát\ ctnost, kterou pak museli praktikovat 24 hodin. Pøesná pravidla pro hraní kostek
mìli pøi hledání rozptýlení i úèastníci Tøetí køí¾ové výpravy. Vojáci, kteøí mìli postavení
ni¾¹í ne¾ rytíø, mìli hru o peníze zakázanou. Duchovní a rytíøi pak nesmìli bìhem 24
hodin prohrát více ne¾ 20 ¹ilinkù.

Ne v¹echny zákazy byly zavedeny za úèelem udr¾ení pokoje, èemu¾ dosvìdèí série zá-
konù sepsaná Eduardem III. (1312{1377) a Jindøichem VIII. (1491{1547), je¾ zakazovaly
hry jako ku¾elky, biliár nebo kostky. Pozornost mìla potom smìøovat k

”
mu¾ným\ spor-

tùm bojového charakteru, jako lukostøelba, které král preferoval. Je ale tì¾ké posoudit,
jak úèinné tyto zákazy byly.

2.3 Poèátky kombinatoriky

Pøesto¾e pravdìpodobnost, jak ji známe my, se zaèala vyvíjet v 15. a 16. století, její
základní kameny, výpoèty kombinatoriky, byly polo¾eny ji¾ nìkolik století pøed Kristem.
Indické sútry (krátká pravidla nebo teologické poznatky urèené k rychlému zapamatování)
jsou jejich nejstar¹ími dochovanými prameny, které se pova¾ují za spolehlivé.

Objevují se v nich poèty kombinací i permutací k prvkù z n pro k = 1, 2, 3. Pou¾í-
vají se napøíklad k øe¹ení úloh typu

”
jaké skupiny mù¾eme vytvoøit ze zvoleného poètu
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2.3. POÈÁTKY KOMBINATORIKY

mu¾ù a ¾en\. Je zde také pøesnì popsána tvorba meruprastary (Pascalova trojúhelníku).
Kombinaèní èísla byla tedy natolik známá, ¾e u¾ v 10. století umìli vypoèítat jejich souèet.

Indie ov¹em nebyla jediná oblast, ve které lidé pracovali s kombinaèními èísly. V èínské
knize Jaspisové zrcadlo ètyø prvkù z roku 1303 n.l. mù¾eme najít Pascalùv trojúhelník
kombinaèních èísel do n = 8 cca o 350 let døíve, ne¾ jej zformuloval sám Pascal. I arab¹tí
matematici 12. a 13. století znali a pou¾ívali vìt¹inu kombinatorických pravidel.

Co se Evropy týèe, první podrobnou zmínku o systematickém kombinatorickém vý-
poètu nalezneme u ji¾ zmiòovaného Wibolda z Cambrai a jeho hry se tøemi kostkami.
Wibold vypoèítal a oèísloval v¹ech 56 kombinací s opakováním, které mohou nastat, a ka-
¾dé pøiøadil ctnost. Mnich poté musel tuto ctnost dodr¾ovat po zbytek dne.

Pro nás je to základní ukázka kombinace s opakováním C ′3(6) =
(

8
3

)
= 56. Wibold

a matematici øe¹ící stejný problém ale nejspí¹ ke správnému poètu kombinací do¹li je-
jich vypsáním a seètením. Jako pøíklad mù¾eme uvézt báseò O staøence (

”
De Vetula\

Richarda de Fournival (1190{1260)), kde je rozepsán výpoèet v¹ech mo¾ností tøí hodù
kostkou (popø. hodu tøemi kostkami). Je zde uvedená i tabulka èetností1 jednotlivých tro-
jic dávajících stejné souèty, kterou je vidìt na obrázku 2.3 Pøesto nikdo nepodnikl onen
dal¹í krok nutný k výpoètu pravdìpodobnosti výskytu jednotlivých souètù.

Obrázek 2.3: Tabulka èetností souètù pro hod tøemi kostkami z básnì O staøence [2].

Není se ov¹em èemu divit. ©íøení vìdomostí nebylo ve støedovìku nic jednoduchého.
Knihy byly drahé a nedostupné a vìt¹ina lidí negramotná. Vzdìlaní lidé se tedy shroma¾-
ïovali buï pod zá¹titou vlivných mecená¹ù nebo v klá¹terech. Proto musel je¹tì Galileo
Galilei ve svém traktátu Sopra le Scoperte dei Dadi (1613{1623) na ¾ádost neznámého
hráèe vysvìtlovat výpoèet èetnosti hodù tøemi kostkami. Hráè se ptal, jak je mo¾né, ¾e
èíslo 10 padá èastìji ne¾ èíslo 9, pøesto¾e mají stejný poèet skupin, které v souètu dávají
¾ádané èíslo. Galileo vysvìtluje, ¾e souèet 10 se vyskytuje èastìji. Existuje toti¾ více
permutací, ve kterých se vyskytuje. Tabulka na obrázku 2.3 ukazuje pravdìpodobnost
desítky je 27/216 = 0, 125 a devítky je 25/216 = 0, 1157 ([9], str. 98). Jak poukazuje I.
Saxl ([9], str. 99)

”
Hráèská praxe tazatele musela být znaèná, kdy¾ si tak malého rozdílu

v¹iml.\
1Punctaturae znaèí 56 kon�gurací a Cadentiae pak 216 mo¾ností hodu.
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2. NE® SE PRAVDÌPODOBNOST STALA PRAVDÌPODOBNOSTÍ

Zùstává ale otázkou, odkud se o postupu øe¹ení dozvìdìl Galileo. Historikùm se ne-
podaøilo najít ¾ádný spis z této doby, který by se této problematice vìnoval, ani jinou
zmínku o tom, jak se tyto vìdomosti ¹íøily. Je sice mo¾né, ¾e øe¹ení vymyslel Galileo sám,
F.N. David ([2], str. 62) to ale pova¾uje za nepravdìpodobné, vzhledem k tomu, jak málo
ho tato problematika zajímala.

Kombinatorické metody tedy ji¾ byly pochopeny a vymy¹leny. Lidé u¾ vìdìli, ¾e poèet
zpùsobù, kterými lze hodu dosáhnout udává, jestli je hod snadný nebo slo¾itý. Je ov¹em
nutné si uvìdomit, ¾e tyto postupy nebyly ani zdaleka veøejnì roz¹íøeny a pøístupné.

2.4 Tóra a Talmud

Talmud je nejen soubor ¾idovských nábo¾enských pøedpisù, ale obsahuje i výklad a dis-
kuse týkající se písma svatého spolu s celým trestním a obèanským právem. Pøesto¾e zde
nenajdeme matematické vzorce, v celém textu se prolíná my¹lenka, ¾e se dá náhoda pou¾ít
jako nestranný soudce ve v¹ech oblastech ¾ivota. Mezi obzvlá¹» oblíbené patøilo losování
z urny. Pou¾ívalo se nalezení práva v soudních sporech, v nábo¾enských obøadech, k vy-
jádøení Bo¾í vùle nebo k dìlení majetku a dìdictví. Poslední pøípad má precedent v knize
Jozue, kde se takto dìlila území mezi izraelské kmeny.

Talmud obsahuje také vzorová øe¹ení nìkterých situací, které by rabíni mohli øe¹it.
Tohle konkrétní je pøevzato z èlánku I. Saxla ([9], str. 101):

”
Ve mìstì je devìt øeznictví

s ko¹er masem, jedno s masem neèistým. Na ulici je nalezen kus masa neznámého pùvodu.
Lze je pova¾ovat za ko¹er podle

”
zákona vìt¹iny\, nebo» je ko¹er s pravdìpodobností

9:1 (pravidlo øíká, ¾e oddìlení je oddìlení z vìt¹iny). Jiná situace v¹ak vznikne, kdy¾
si nìkdo donese maso domù a nepamatuje se, zda je koupil v ko¹er øeznictví pro sebe
nebo v neèistém pro svého psa. Pravdìpodobnost je pak 1:1, a maso je nutno pova¾ovat
za neèisté.\ Vidíme jasný dùkaz toho, ¾e ®idé porovnávali ¹anci události podle poètu
pøípadù, ve kterých se mohla stát. Ve srovnání s evropskými matematiky je to výrazný
rozdíl, vezmeme-li v potaz, ¾e babylonský talmud (mlad¹í ze dvou verzí) byl dokonèen
v 6. století na¹eho letopoètu.
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3 Úloha o rozdìlení sázky
V 17. století existovaly dva ustálené druhy problémù, které bychom dnes øe¹ili pomocí
pravdìpodobnosti. Prvním z nich byly klasické kombinatorické úlohy, tázající se

”
kolika

zpùsoby mù¾e padnout jistý poèet ok pøi házení dvìma, tøemi a více kostkami?\ ([3],
str. 9). Takovéto úlohy øe¹í studenti dodnes. Druhý typ problémù stojí za znovuobjevením
zájmu o náhodu a s ní spjatou pravdìpodobnost. Jedná se o modi�kaci problému dnes
známého jako úloha o rozdìlení sázky, kterou najdeme u¾ v italských rukopisech 15. století.

Úloha 3.1. (pøesné znìní je pøevzato z [3], str. 9).
”
Dva hráèi hrají sérii her o nìjakou

èástku C; tuto èástku získá ten hráè, který jako první vyhraje k her (. . . ). Pravdìpodob-
nost výhry v ka¾dé jednotlivé høe je pro oba hráèe stejná (oba hráèi jsou

”
stejnì dobøí\).

Série her je pøedèasnì ukonèena ve chvíli, kdy jednomu hráèi chybí do výhry m her, dru-
hému hráèi chybí do výhry n her. Jak má být spravedlivì rozdìlena èástka C mezi hráèe?\
Prvního hráèe oznaèíme A, druhého B.

Za autora této úlohy byl v¹eobecnì pova¾ován franti¹kánský mnich italského pùvodu,
Luca Pacioli (1447{1517). Objevila se toti¾ i s øe¹ením v jeho ¹iroce známé, rozsáhle en-
cyklopedii matematiky Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita.
Pomocí pozdìj¹ích objevù a následovného zkoumání ov¹em historikové zjistili, ¾e tøeba¾e
byl Pacioli za svého ¾ivota dobrým uèitelem, nebyl tak výborným matematikem, jak znaèí
jeho vìhlas. Velká èást jeho prací byla toti¾ hrubì opsána z prací star¹ích matematikù
nebo Pacioliho ménì známých souèasníkù, mnohdy i s chybami.

Za zmínku stojí, ¾e navzdory (nebo mo¾ná právì kvùli) svému nestoudnému plagiátor-
ství, pou¾il Pacioli svých dobrých vztahù s pape¾em a na nìkolik svých dìl získal, alespoò
na èas, nìco, co bychom v dne¹ní dobì nazvali autorským právem. Spor o morálnost jeho
èinù nechme stranou. Nepopiratelným faktem je, ¾e díky jeho spisùm do¹lo k propagaci
mnoha dìl a my¹lenek, která by jinak byla zapomenuta i spolu se svými autory.

Navzdory chronologickému øazení této práce si je¹tì pøed uvedením jakýchkoliv snah
o øe¹ení, pøedstavíme nìkolik pojmù potøebných k zavedení pojmu klasická pravdìpo-
dobnost v dne¹ním podání. Jak uvádí Marcinèín ([5], str. 5), pozdìj¹í úspì¹ní øe¹itelé
tuto de�nici intuitivnì tu¹ili, ale první, kdo ji zformuloval byl francouzský matematik
Pierre-Simon Laplace (1749{1827). Zveøejnil ji ve své práci Essai philosophique sur les
probabilités, vydané v roce 1814.

Náhodný pokus znaèíme ka¾dou událost ovlivnìnou náhodou. V návaznosti na
hlavní téma této kapitoly mù¾eme uvést tøeba hod kostkou nebo tahání losù. Mno¾inu
v¹ech mo¾ných výsledkù (nìkdy se jim øíká také elementární jevy) náhodného pokusu
znaèíme symbolem Ω. Pou¾ijeme-li analogii hodu kostkou, dostáváme Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Náhodným jevem se pak rozumí libovolná mno¾ina elementárních jevù (mo¾ných výsled-
kù). Za jev jistý pova¾ujeme celou mno¾inu Ω, naopak prázdné mno¾inì elementárních
jevù øíkáme jev nemo¾ný.

Vezmeme-li dva jevy A a B, které nemohou nastat zároveò (platí A∩B = ∅), mluvíme
o jevech, které se navzájem vyluèují. U hodu jednou kostkou mù¾eme vzít A=padne èíslo
1 a B= padne èíslo 6.

De�nice 3.1 (Klasická Laplaceova de�nice pravdìpodobnosti).
Mìjme náhodný pokus splòující následující podmínky:
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3. ÚLOHA O ROZDÌLENÍ SÁZKY

1. Mo¾ných výsledkù (elementárních jevù) je koneèný poèet. Jejich mno¾inu budeme
znaèit Ω.

2. V¹echny výsledky jsou stejnì mo¾né.
3. Výsledky se navzájem vyluèují.
Pak pravdìpodobností jevu A nazveme èíslo

P (A) =
poèet pøíznivých výsledkù

poèet mo¾ných výsledkù
.

Z toho tedy plyne, ¾e házíme-li dokonalou kostkou (tzn. kostkou, která nebyla upra-
vená, aby nìkterá ze stran padala èastìji ne¾ ostatní), pravdìpodobnost jednotlivých
hodù je 1/6. Kdy¾ pøedpokládáme stejnou pravdìpodobnost ka¾dému výsledku, mluvíme
o rovnomìrném rozdìlení.

První zájemci o teorii pravdìpodobnosti ale místo dne¹ního vyjádøení ve zlomku vy-
u¾ívali tzv. pomìru ¹ancí. Tyto dva tvary jsou spolu v¹ak úzce spjaty: máme-li pravdìpo-
dobnost p/q, pomìr ¹ancí vyjádøíme jako p : (q−p) a naopak z pomìru ¹ancí a : b snadno
dostaneme hodnotu pravdìpodobnosti a/(a+ b).

Dále je¹tì uvedeme de�nici doplòkového jevu. Pascal jej zavedl a pou¾il k øe¹ení nìkte-
rých kombinatorických pøíkladù se kterými ho seznámil rytíø de Mére. O Pascalovi a rytíøi
de Mére bude øeè pozdìji.

De�nice 3.2 (Doplòkový jev).
Pro daný náhodný jev A nazveme jev B = AC = Ω\A (nenastává jev A) doplòkovým

jevem.

Vìta 3.1 (Pravdìpodobnost doplòku náhodného jevu).
Mìjme náhodný jev A. Potom pravdìpodobnost jeho doplòku je

P (AC) = 1− P (A).

3.1 Prvotní snahy o øe¹ení

Jeliko¾ zobecòování úloh a jejích øe¹ení se dostalo do popøedí a¾ v 19. století, první
matematici, kteøí se sna¾ili nalézt øe¹ení, poèítali zvlá¹» jednotlivé pøípady. V Pacioliho
spise je tedy uveden pøíklad s konkrétními hodnotami v zadání.

Úloha 3.2. Dva hráèi hrají na ¹est vítìzných her (k = 6). Hráè A vyhrál 5 her (m = 1)
a hráè B vyhrál 3 hry (n = 3). Pøedpokládáme, ¾e oba hráèi jsou stejnì dobøí. Za tohoto
stavu se rozhodli ukonèit hru a sázku si spravedlivì rozdìlit. V jakém pomìru mezi sebe
oba hráèi sázku C rozdìlí?

Pacioli navrhoval rozdìlit sázku v pomìru vyhraných her, tedy 5 : 3. Toto øe¹ení je
ov¹em nesprávné, na co¾ v roce 1556 poukázal Ital Niccolo Fontana (1499{1557), pøezdí-
vaný Tartaglia. Argumentuje tím, ¾e pøeru¹íme-li hru za stavu 1 : 0, hráè A by dostal celou
sázku, pøesto¾e ¹ance na výhru jsou v oné chvíli podobné. Sám navrhl øe¹ení zalo¾ené na
rozdílu poètu vyhraných her v pomìru (k + (a − b)) : (k − (a − b)) (viz [9], str. 104). Za
pou¾ití tohoto øe¹ení tedy získáváme pomìr 8 : 4, po úpravì 2 : 1. I tento výsledek je
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3.2. SPRÁVNÁ ØE©ENÍ A JEJICH AUTOØI

ale ¹patný a nìkteré zdroje1 uvádí, ¾e ani samotný autor si nebyl jistý pøesností tohoto
øe¹ení.

Ke stejnì ¹patnému výsledku se dostal Girolamo Cardano (1501{1576), pøesto¾e správnì
pøedpokládal, ¾e

”
vyhraná sázka má být úmìrná poètu zpùsobù, kterými lze vyhrát\ ([9],

str. 104). Nejspí¹ u¾ tedy tu¹il my¹lenku, která umo¾ní úspì¹né øe¹ení, tj. ¾e na rozdìlení
sázky nemají vliv ji¾ odehrané hry, nýbr¾ zále¾í pouze na hrách, které by se teprve hrály.
Tím tedy formuloval tzv. princip úmìrnosti, který k øe¹ení pou¾ili Pascal a Fermat. Dnes
bychom ho formulovali jako o/l, kde o je poèet pøíznivých výsledkù a l je poèet výsledkù
mo¾ných. Zde mù¾eme vidìt ji¾ zmínìné intuitivní tu¹ení de�nice klasické pravdìpodob-
nosti, nikoliv ale snahu ji pøesnìji de�novat.

Cardano zapsal své rozdìlení (viz [1], str. 642) jako [1 + 2 + 3 + +(k− b)] : [1 + 2 + 3 +
+(k − a)], èím¾ získáme pomìr 6 : 1. Cardano také jako jeden z prvních, klade dùraz na
to, aby mìly v¹echny uva¾ované výsledky stejnou pravdìpodobnost. V praxi to znamená,
¾e je nutné do øe¹ení zapoèítat také v¹echny mo¾né permutace.

Mezi dal¹í øe¹itele úlohy o rozdìlení sázky se øadí také Giovanni Fracesco Peverone
(1509{1559). Ten dospìl ke stejnému (a stejnì chybnému) dìlení sázky 2 : 12 (tj. 6 : 1).
Jeho postup se v¹ak od toho Cardanova podstatnì li¹í. Je zalo¾en na výpoètu èástek,
které odpovídají jednotlivým hrám, pokud by si hráèi chtìli èástky vyplácet prùbì¾nì.

Úloha 3.3. Hraje se na deset vítìzných her. Hráè A vyhrál 7 her a B vyhrál 9. Kolik ze
14 mincí by si mìl ka¾dý hráèi vzít?

Pøi øe¹ení úlohy C = 14, k = 10, m = 3 a n = 1, poèítal sázku jednotlivých her,
které by bylo nutné dohrát. Tvrdil, ¾e chybí-li obìma hráèùm jedna hra, sázka je 2 mince.
Chybí-li hráèi A dvì hry proti jedné høe hráèe B, sázka je 6 mincí, proto¾e by ve dvou
po sobì jdoucích hrách mohl vyhrát 4 mince, ale také 2 mince prohrát a riziko se tedy
dvojnásobí. Chybí-li hráèi A k vítìzství tøi hry sázku tvoøí 12 mincí, proto¾e obtí¾nost
a riziko se opìt zdvojnásobí.

Britský matematik Maurice George Kendall ([2], str. 64) podotýká, ¾e jeliko¾ se Peve-
rone neøídil vlastními pravidly (nebo pøesnì nechápal, teorii s její¾ pomocí se sna¾il pøíklad
øe¹it), seèetl pro tøi hry pouze sázky 4 + 8 = 12 namísto správného øe¹ení 2 + 4 + 8 = 14.
Idea jeho postupu byla pøitom pøesná.

3.2 Správná øe¹ení a jejich autoøi

Na pøelomu 16. a 17. století se o úloze rozdìlení sázky dozvìdìli i francouz¹tí matematikové
a snaha o její øe¹ení se pøesunula tam. Prvními úspì¹nými a ¹iroce známými øe¹iteli úlohy
o rozdìlení sázky jsou Blaise Pascal (1623{1662) a Pierre de Fermat (1601{1665). Pascala
na tento problém (a nìkolik dal¹ích) v roce 1653 upozornil Antoine Gombaud de Méré,
rytíø na dvoøe Ludvíka XIV., mimo jiné to byl také vá¹nivý hazardní hráè. Pascala tento
problém zaujal a jal se ho øe¹it. Z této doby (r. 1654) se dochovala èást korespondence
mezi ním a Fermatem, kde øe¹ili nìkteré speciální pøípady úlohy 3.1 (vèetnì Pacioliho).
Vycházeli pøitom z Cardanova pøedpokladu úmìrnosti (výsledek závisí pouze na poètu
her, které se je¹tì nedohrály).

Podle K. Maèáka ([3], str. 13) øe¹il Pascal v dopise z 29. VII. 1654 nejprve úlohu
C = 64, m = 1, n = 2. Uva¾oval, ¾e první hráè získá polovinu banku, a» vyhraje nebo

1viz [1], [9]
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3. ÚLOHA O ROZDÌLENÍ SÁZKY

prohraje první hru. Prohraje-li v¹ak první hru, bude obìma hráèùm chybìt po jedné høe,
a tudí¾ budou mít stejné ¹ance na výhru. Druhou polovinu banku si tedy hráèi rozdìlí na
polovinu. Získáváme tak pomìr 3 : 1 a pravdìpodobnost, ¾e vyhraje hráè A je rovna 3/4.
Hráèi A tedy nále¾í 48 mincí a hráèi B 16.

Pomocí tohoto výsledku pak Pascal øe¹í úlohu C = 64, m = 1, n = 3. K výsledku
se tedy dopracoval rekurzivní metodou. Jestli¾e hráè A vyhraje první hru (po pøeru¹ení),
získává celou sázku. Prohraje-li, nále¾í mu 48 mincí (jak jsme vyøe¹ili v pøípadì o odstavec
vý¹e) a zbylých 16 mincí si hráèi rozdìlí na polovinu. Bank tedy rozdìlíme na 56 : 8,
tj. v pomìru 7 : 1.

To ov¹em není jediný zpùsob, kterým se Pascal dopracoval výsledku. 24. VIII. 1654
posílá Pascal Fermatovi dopis [3], ve kterém úlohu øe¹í pomocí vypsání v¹ech stejnì mo¾-
ných a stejnì pravdìpodobných pokraèování hry. Pro ná¹ pøíkladm = 1, n = 3 by vypadal
výpis her takto (stejnì jako ve [3] písmeno znaèí hráèe, který danou hru vyhrál):

AAA AAB ABA BAA BBA BAB ABB BBB

Hry jsou vypsány ve trojici, abychom zachovali my¹lenku, ¾e v¹echny mo¾nosti mají
stejnou ¹anci (tj. jsou stejnì pravdìpodobné), pøesto¾e nìkteré kombinace nejsou realis-
ticky mo¾né. Je vidìl, ¾e ze v¹ech osmi výsledkù existuje jediný, ve kterém získá hráè B
celou sázku. Pomocí doplòkového jevu pak dopoèítáme, ¾e hráè A vyhraje v dal¹ích sedmi
pøípadech. Opìt dostáváme správný pomìr 7 : 1. Je ov¹em nutné podotknout, ¾e Pascal
pova¾oval tento zpùsob øe¹ení pro velké úlohy jako pøíli¹ pracný a nároèný.

Pravdìpodobností se zabýval dále a ten samý rok sepsal spis Traité du triangle arith-
métique, ve kterém mù¾eme najít jeho úvahy nad øe¹ením úloh a také obecné øe¹ení.
Shrnutí poznatkù tohoto spisu pøejímáme z [3], str. 12:

”
I. Do dokonèení celé série chybí nejvý¹e m+ n− 1 her.
II. První hráè vyhraje celou sázku, jestli¾e druhý hráè vyhraje nejvý¹e n− 1 her.
III. Druhý hráè vyhraje celou sázku, jestli¾e první hráè vyhraje nejvý¹e m− 1 her.
IV. Z celkového poètu m + n − 1 her lze vyhrát (tj. vybrat) k her celkem

(
m+n−1

k

)
zpùsoby.

V. Pomìr ¹ancí obou hráèù na výhru celé sázky tedy je

n−1∑
i=0

(
m+ n− 1

i

)
:
m−1∑
j=0

(
m+ n− 1

j

)
a ve stejném pomìru musí být rozdìlena i èástka C mezi oba hráèe.\

Pou¾ijeme-li tento vzorec k øe¹ení úlohy 3.2 získáváme pomìr[(
3

0

)
+

(
3

1

)
+

(
3

2

)]
:

(
3

0

)
= 7 : 1

ve kterém pak opìt rozdìlíme sázku C.
V roce 1985 ale Laura Toti Rigatelli vyvrátila Pascalovo a Fermatovo prvenství. V Bib-

lioteca Nazionale de Florence na¹la rukopis Codice Magliabechiano CL.XI.120 neznámého
autora, který byl datován kolem pøelomu 14. a 15. století2. Francouzský matematik Nor-
bert Meusnier autora nazval Ohri3. V tomto rukopisu na¹la øe¹ení úlohy k = 3, m = 1,
n = 3 shodné s tím Pascalovým a Fermatovým.

2M. Hyk¹ová [1] uvádí, ¾e je spis z konce 14. století a I. Saxl [10], ¾e byl datován kolem roku 1420
3Object historique relativement incertain = Relativnì nejistý historický objekt
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Úloha 3.4. (pøevzato z [10], str. 6)
”
Dva mu¾i hrají ¹achy a ka¾dý vsadí jeden dukát na

toho, kdo první vyhraje tøi hry. První mu¾ pak vyhraje dvì hry za sebou. Ptám se: kdy¾
hra nebude pokraèovat dál, jakou èást dukátu druhého mu¾e ten první vyhrál?\

Øe¹ení bylo stejnì jako u Peveroneho zalo¾eno na my¹lence prùbì¾ného placení jednot-
livých her. Hned na zaèátku je nutné si uvìdomit, ¾e bìhem ka¾dé hry získají hráèi jinou
èástku. Na to mimo jiné upozoròuje ve svých rozborech i Pascal. Pøedvedeme øe¹ení pro
tento konkrétní pøípad. Pøed zaèátkem hry je situace obou hráèù toto¾ná a sázka bude
rozdìlena v pomìru 1 : 1. Po prvním kole se pomìr zmìní na[(

4

0

)
+

(
4

1

)
+

(
4

2

)]
:

[(
4

0

)
+

(
4

0

)]
= 11 : 5

co¾ znamená, ¾e v první høe získal vítìzný hráè od svého soupeøe 3/8 dukátu. Ve druhé
høe by obecnì mohl první hráè vyhrát, ale také prohrát a pomìr by se vrátil na 1 : 1.
Z toho plyne, ¾e prohra (i výhra) ve druhé høe stojí stejnou èástku, jako ve høe první,
tj. 3/8 dukátu. Dostali jsme se na zadanou úlohu m = 1, n = 3 a z pøedchozích øe¹ení
víme, ¾e bank rozdìlíme v pomìru 7 : 1. Staèí u¾ jen seèíst výhry, které získal první hráè
ve dvou ji¾ odehraných kolech 3

8
+ 3

8
= 3

4
. Odpovìï na úlohu 3.4 tedy zní: První mu¾ získal

3/4 dukátu druhého mu¾e.

3.3 Úloha o rozdìlení sázky øe¹ená dnes

3.3.1 Vypsání øe¹ení

Existují dva zpùsoby, kterými lze vypsat v¹echna øe¹ení úlohy 3.2. První pøípad, kdy jsou
v¹echny kombinace stejnì pravdìpodobné, pøedvedl Pascal ve své korespondenci s Ferma-
tem. V druhém pøípadì vypí¹eme pouze výsledky her, které se skuteènì mohly odehrát
a urèíme pravdìpodobnosti ka¾dé z nich. K tomu je nejprve nutné zavést nìkolik pojmù,
které výpoèet umo¾ní.

De�nice 3.3 (Nezávislé jevy).
Jevy A, B se nazývají nezávislé, jestli¾e P (A∩B) = P (A)P (B). Nech» C = {Bλ, λ ∈

Λ} je nìjaká mno¾ina jevù. Jevy této mno¾iny se nazývají nezávislé, jestli¾e pro ka¾dé
n pøirozené a ka¾dou podmno¾inu {λ1, . . . , λn} ⊆ Λ platí

P (
n⋂
i=1

Bλi = P (Bλ1)P (Bλ2) · · ·P (BλN ).

Pro pøípady, kdy se pravdìpodobnost jednotlivých elementárních jevù li¹í je nutné
zavést roz¹íøenou de�nici Laplaceovy pravdìpodobnosti.

De�nice 3.4 (Roz¹íøená Laplaceova de�nice pravdìpodobnosti).
Uva¾ujeme náhodný pokus, nech» Ω je mno¾ina mo¾ných výsledkù. Pokud
1. mo¾ných výsledkù je nejvý¹e spoèetnì, tj. Ω je buïto koneèná, nebo spoèetnì neko-

neèná,
2. pro ka¾dý mo¾ný výsledek je P (ω) ≥ 0 a platí∑

ω∈Ω

P (ω) = 1,

12
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3. ¾ádné dva elementární jevy nenastávají zároveò
a platí

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω),

pak øekneme, ¾e P(A) je pravdìpodobnost jevu A.

Jako poslední zbývá upøesnit, jak pracovat s nìkolika náhodnými jevy4.

Vìta 3.2 (Pravdìpodobnost sjednocení dvou jevù).
Mìjme jevy A a B, které se navzájem vyluèují. Potom pravdìpodobnost jejích sjed-

nocení je souèet jejich pravdìpodobností, tedy

P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Vypí¹eme tabulku mo¾ností, které mohou nastat:

A p1 = 1
2

BA p2 = 1
4

BBA p3 = 1
8

BBA p2 = 1
8

Abychom získali pravdìpodobnost, se kterou hráè A vyhraje celý bank, staèí u¾ pouze
pomocí vìty 3.2 seèíst pravdìpodobnosti v¹ech pøíznivých sérií, tj. p1 +p2 +p3 = 7

8
. Stejnì

jako v Pascalovì podání existuje pouze jediná série her, ve které sázku získá hráè B. Bank
tedy rozdìlíme v pomìru 7 : 1.

K obecnému øe¹ení úlohy 3.1 se dostaneme následující my¹lenkou: Aby hráè A získal
celou sázku, musí vyhrát m her, které mu chybí a hráè B mù¾e vyhrát maximálnì i her,
pøièem¾ pro platí i = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Poøadí tìchto her mù¾e být jakékoliv, ale poslední
hru musí vyhrát hráè A. Pravdìpodobnost, ¾e vyhraje hráè A je v¾dy 1

2
. Poèet kombinací

herm+i−1 zjistíme pomocí
(
m+i−1
m−1

)
. Obecné øe¹ení je tedy postaveno na vìtì 3.2 o sèítání

pravdìpodobností. Vzorec pro jeho výpoèet tedy vypadá

(
m− 1

0

)(
1

2

)m
+

(
m

1

)(
1

2

)m+1

+

(
m+ 1

2

)(
1

2

)m+2

+ · · ·+
(
m+ n− 2

n− 1

)(
1

2

)m+n−1

=

n−1∑
i=0

(
m+ i− 1

i

)(
1

2

)m+i

=
n−1∑
i=0

(
m+ i− 1

i

)(
1

2

)m+i

.

Pravdìpodobnost, ¾e vyhraje hráè B dopoèítáme pomocí doplòkového jevu.

3.3.2 Pascalùv trojúhelník

Dal¹í zpùsob øe¹ení je s pomocí Pascalova trojúhelníku. Ten vytvoøíme tím, ¾e si na vrchol
stránky napí¹eme èíslo jedna (generátor). Ka¾dý dal¹í øádek je o jedno èíslo del¹í. Èísla
samotná získáme tak, ¾e seèteme dvì èísla, která jsou pøímo nad pozicí èísla hledaného.
V dne¹ní dobì zapisujeme tento pravoúhlý trojúhelník s vodorovnou pøeponou. Pascal
samotný popisoval trojúhelník s jednou pøeponou vertikální a druhou horizontální. Také
uvádìl, ¾e se dá pou¾ít jakýkoliv generátor (poèáteèní prvek), trojúhelník tedy nebyl urèen

4Tato vìta platí i pro libovolné mno¾ství jevù. Dùkazy obou tìchto vìt viz [5], str. 13.
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jednoznaènì. Dnes mù¾eme pomocí jednoduchého vytýkání potvrdit, ¾e volba generátoru
na správnost výsledku nemá vliv.

K dokonèení hry chybí hráèùm odehrát maximálnì m + n − 1 her. V Pascalovì troj-
úhelníku tedy najdeme øádek s m + n prvky. Souèet prvních m prvkù nám dá poèet
mo¾ností, které jsou pøíznivé pro hráèe A. Souètem prvních (nebo posledních) n prvkù
získáme poèet jevù, které pøejí hráèi B.

Abychom získali obecné øe¹ení a nemuseli pro ka¾dý pøípad sestavovat Pascalùv trojú-
helník, potøebujeme si Pascalùv trojúhelník zapsat pomocí kombinaèních èísel. Opìt seè-
teme prvních n kombinaèních èísel a tím získáme poèet pøíznivých výsledkù. Ten vydìlíme
poètem v¹ech mo¾ných výsledkù. To ale neznamená, ¾e musíme sèítat celou kombinaèní
øadu. Místo toho pou¾ijeme vzorec 2m+n−1. Obecné øe¹ení je tedy postaveno na de�nici
3.1 klasické pravdìpodobnosti a získáváme je ve tvaru

n−1∑
i=0

(
m+n
i

)
(1

2
)m+n−1

Obrázek 3.1: Pascalùv nákres binomického trojúhelníku [3].
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Obrázek 3.2: Dne¹ní podoba Pascalova trojúhelníku [10].
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4 První spisy pojednávající o
pravdìpodobnosti

4.1 De Ratiociniis in Ludo Aleae

Christiaan Huygens (1629{1695) byl Nizozemský fyzik, matematik a astronom, mezi jeho¾
úspìchy patøí napøíklad i sestrojení prvních kyvadlových hodin. O Huygensovì ¾ivotì
a úspì¹ích bychom mohli øíci mnoho. Pro mapování vývoje poètu pravdìpodobnosti nás
zajímá, ¾e v r. 1655 pøijel do Paøí¾e, aby získal svùj doktorát práv. Zajímal se ale i o mate-
matiku a pøírodní vìdy, a pøi této cestì se setkal s francouzskými matematiky od kterých
se dozvìdìl o problémech, které øe¹ili Pascala a Fermat. Ona problematika ho natolik
zaujala, ¾e po návratu domù sám zaèal holandsky psát pojednání De Ratiociniis in Ludo
Aleae1. To vy¹lo v r. 1657 pøelo¾eno do latiny jako pøíloha spisu Huygensova uèitele2.

Podstatnou zmìnou bylo, ¾e na rozdíl od Pacioliho, který svou encyklopedii psal i jako
uèebnici, francouz¹tí matematikové vìt¹inou sdíleli s ¹irokou veøejností pouze své výsledky,
nikoliv postupy a návody øe¹ení. Huygens tedy musel na teorii pravdìpodobnosti a øe¹ení
pøijít sám a s francouzskými matematiky v dopisech pouze porovnával výsledky.

Huygensùv spis je celkem krátký a tematicky je rozdìlen do tøí èástí. V první èásti
dochází Huygens od formulace oèekávané èástky k pøedpokládané výhøe. Dnes bychom
øekli, ¾e z výpoètu aritmetického prùmìru odvodil vzorec pro výpoèet støední hodnoty
diskrétní náhodné velièiny3. Pro pøiblí¾ení uvedeme dne¹ní de�nice tìchto pojmù.

De�nice 4.1 (Náhodná velièina).
Náhodnou velièinou budeme nazývat funkci X, která jednotlivým výsledkùm ná-

hodného pokusu pøiøadí nìjaké reálné èíslo.

Jako náhodnou velièinu mù¾eme brát napøíklad výsledek hodu mincí, poèet stromù
rostoucích pod oknem nebo tøeba délku ¾ivota, o které budeme mluvit v dal¹í kapitole.

Huygens stále je¹tì pøedpokládá, ¾e elementárních jevù existuje pouze koneèný poèet.
Pøi hodu kostkou mù¾e padnout ¹est èísel, mince má dvì strany apod. Takovou náhodnou
velièinu pak nazýváme diskrétní.

De�nice 4.2 (Diskrétní náhodné velièiny).
Diskrétní náhodná velièina má nejvý¹e spoèetnì stavù, tedy nabývá nejvý¹e spoèetnì

hodnot z nìjaké mno¾iny I.
Mìjme náhodný pokus s mno¾inou stavù Ω a diskrétní náhodnou velièinu X, X(ω) = i

pro ω ∈ Ω a i ∈ I. Pro jednotlivé pravdìpodobnosti P (X = i) = P (ω ∈ Ω: X(ω) = i)
budeme pou¾ívat zkrácený zápis P (X = i) = p(i) pro i ∈ I.

Huygens ve svém spisu formuluje a dokazuje následující my¹lenku
Propositio I. (Tvrzení 1., pøejato z Maèákova pøekladu [3])

”
Jestli¾e oèekávám èástku

a nebo b, které získám stejnì snadno, pak má mé oèekávání hodnotu

1Pøeklad s komentáøi naleznete v [3], str. 41{65
2Francius (nìkdy Frans) van Schooten (1615{1660): Exercitationum mathematicarum libri quinque,

vydán r. 1657
3De�nice náhodné velièiny je uvedena pouze velmi zjednodu¹enì. Souèasná verze (zobrazení

X : Ω→ R) je zalo¾ena na teorii mno¾in, která byla do poètu pravdìpodobnosti zavedena a¾ ve 20.
století.
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a+ b

2
.”

Tento proces pak opakuje i pro tøi èástky a, b, c. Co nás z hlediska vývoje pravdìpo-
dobnosti zajímá nejvíce je tvrzení tøetí, výpoèet pøedpokládané výhry.

Propositio III. (Tvrzení III.)
”
Je-li poèet pøípadù, v nich¾ obdr¾ím èástku a, roven p,

a poèet pøípadù, v nich¾ obdr¾ím èástku b, roven q, a pøedpokládám-li, ¾e v¹echny pøípady
se mohou vyskytnout stejnì snadno, pak mé oèekávání bude mít hodnotu

pa+ qb

p+ q
.”

Tomuto pojmu dnes øíkáme støední hodnota náhodné velièiny, pøesto¾e její de�nice
je ponìkud zobecnìna. Dá se také chápat jako prùmìrná hodnota výsledkù náhodného
pokusu pøi vysokém poètu opakování.

De�nice 4.3 (Støední hodnota pro diskrétní náhodné velièiny).
Støední hodnotou diskrétní náhodné velièiny X s oborem hodnot I rozumíme èíslo

EX =
∑
i∈I
iP (X = i) =

∑
i∈I
ip(i)

Huygensovo tvrzení sice pøedpokládá, ¾e v¹echny jevy mají stejnou pravdìpodobnost.
Dá se ov¹em pou¾ít i v pøípadì, kdy tomu tak není. K tomu nás vede i rozdìlení vzniklé
pozorováním opakovaného hodu mincí. Alternativní rozdìlení náhodné velièiny pou¾íváme
ve chvíli, kdy se zabýváme pouze dvìma výsledky náhodného pokusu. Jak nám pøipomíná
podobnost s výpoètem vá¾eného prùmìru, jevy nemusí mít stejnou pravdìpodobnost. Toto
zji¹tìní pak vedlo ke vzniku roz¹íøené Laplaceovy de�nice pravdìpodobnosti (de�nice 3.4).

Jeliko¾ v této práci budeme uvádìt i jiná rozdìlení náhodné velièiny, bylo by vhodné
si pro úplnost øíct, co to rozdìlení vùbec je.

De�nice 4.4 (Rozdìlení náhodné velièiny).
Pro náhodnou velièinu X de�nujeme následující indukovanou pravdìpodobnost

(rozlo¾ení náhodné velièiny) na podmno¾inách reálných èísel:

PX(A) = P (ω : X(ω) ∈ A) = P (X−1(A)), A ⊂ R.

Pravdìpodobnost mno¾iny A je tedy pùvodní pravdìpodobností jejího vzoru.
Distribuèní funkcí náhodné velièiny X pak myslíme funkci

FX(x) = PX((−∞, x]).

V druhé èásti spisu se Huygens sna¾í vymyslet obecný postup øe¹ení úlohy o rozlo¾ení
sázky. Tomuto tématu se vìnovala Kapitola 3, proto ho tu pouze ve zkratce shrneme.
Stejnì jako Pascal zaèíná øe¹ením hry m = 1, n = 2 a k øe¹ení dal¹ích pøípadù po-
u¾ívá rekurzivní metodu. Pøi výpoètech nehledá kombinatorická øe¹ení, ale pou¾ívá tvrzení
zavedena v první èásti jeho spisu.

Tøetí èást pak obsahuje úlohy s kostkami typu
”
kolikrát musím hodit jednou (dvìma)

kostkami, aby padla alespoò jedna ¹estka (alespoò dvì ¹estky)\, které øe¹ili u¾ Pascal
s Fermatem. K nim se vrátíme pozdìji. Na závìr vlo¾il Huygens pìt úloh, o jejich¾ øe¹ení
se mìl pøípadnì pokusit ètenáø. U tøí z nich uvedl i øe¹ení.
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4.2 Ars Conjectandi

Jak u¾ to bývá, ani v této oblasti matematiky nemù¾e chybìt pøítomnost rodiny Bernou-
lliù. Jejich nejspí¹ nejdùle¾itìj¹ím pøínosem je rozsáhlý spis Jacoba Bernoulliho (1654{
1705), Ars Conjectandi, který jako první obsahuje pojem

”
pravdìpodobnost\. V roce

1713 jej vydal Jacobùv synovec Niclaus. Spis je rozdìlený do ètyø èástí, pøièem¾ poslední
zùstala nedokonèená.

V první èásti spisu najdeme celý text Huygensova De Ratiociniis in Ludo Aleae s Ber-
noulliho rozsáhlými poznámkami, komentáøi a doplòky. Uvedeme si nìkolik úloh z tøetí
èásti Huygensova spisu a porovnáme jejich øe¹ení.

Úloha 4.1. (Propositio X.) Kolikrát musíme hodit jednou kostkou, aby nám padla alespoò
jedna ¹estka?

Huygens si vsazenou èástku oznaèil a (my ji budeme znaèit c), a úlohu øe¹il tím, ¾e
postupnì poèítal pomìry ¹ancí pro jeden a¾ ¹est hodù. ©ance, ¾e ¹estka padne v prvním
hodu získáme snadno 1 : 5. U dvou hodù uva¾oval, ¾e padne-li ¹estka v prvním hodu,
dostane celou èástku c. Padne-li naopak v prvním hodu jiné èíslo, druhý hod má podle
pøedchozího výpoètu hodnotu 1

6
c. Existuje tedy jeden pøípad, kdy získá èástku c a pìt

pøípadù, kdy získá 1
6
c. Pak pou¾il Propositio III. a získal

1 · c+ 5 · 1
6
c

1 + 6
=

11

36
.

Takto pokraèoval a¾ k ¹esti hodùm. Stejnou øadu výpoètù provedl i pro souèet 12 pøi
hodu dvìma kostkami.

Úloha 4.2. (Propositio XII.) Kolika kostkami musím hodit, aby byla pravdìpodobnost,
¾e padnou dvì ¹estky vìt¹í ne¾ 1/2?

Huygens hned na zaèátku podotýká, ¾e bychom mohli uva¾ovat i nìkolik hodù jednou
kostkou. Nejdøív poèítá pravdìpodobnost pøi dvou hodech a získává 1

36
. Potom pokraèuje

výpoètem pro tøi hody a stejným postupem jako v úloze 4.1 se dostává k pravdìpodobnosti
16
216

= 2
27
. Tìmito výpoèty nakonec dojde k závìru, ¾e je potøeba hodit desetkrát (nebo

deseti kostkami) a by byla pravdìpodobnost vy¹¹í ne¾ jedna polovina.
Tento postup pøi¹el Bernoullimu pro zdlouhavý a nároèný. Hledal proto obecnìj¹í

zpùsob, jak dojít k øe¹ení. Zavedl tak binomický zákon rozdìlení pravdìpodobnosti. Pøed-
pokládáme jev A (padne ¹estka) se stále stejnou pravdìpodobností p = 1

6
a n nezávis-

lých pokusù (kolikrát musíme hodit kostkou). Doplòkovou pravdìpodobnost oznaèíme
q = 1− p. Pomocí vzorce

p(k) = p(k, n, p) =

(
n

k

)
pkqn−k

binomické rozdìlení popisuje, s jakou pravdìpodobností nastane jev A právì k-krát.
Bernoulli pak øe¹í Huygensovu úlohu pomocí doplòkové pravdìpodobnosti (padne

maximálnì jedna ¹estka) rovnicí
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p(0) + p(1) < 1
2(

n
0

) (
1
6

)0 (5
6

)n
+
(
n
1

) (
1
6

)1 (5
6

)n−1
< 1

2(
5
6

)n
(1 + n

5
) < 1

2

10 + 2n > 5
(

6
5

)n
.

Tuto nerovnici pak Bernoulli øe¹il gra�cky i postupným dosazováním.
Druhá èást spisu Ars Conjectandi se dá chápat jako uèebnice kombinatoriky, èím¾

Bernoulli podle K. Maèáka ([3], str. 19) zavr¹il období jejího rozvoje. Tøetí èást má pak
formát sbírky pøíkladù na procvièení. To usuzujeme z poznámek, kterými autor upo-
zoròuje na nìkteré èasto dìlané chyby v logickém uva¾ování, které by znemo¾nili dosáh-
nout správného øe¹ení (napø. v¹echny jevy musí mít stejnou pravdìpodobnost). K. Maèák
také poukazuje na fakt, ¾e Bernoulli v tomto spise mezi svými pøedchùdci uvádí napø.
van Schootena nebo Leibnize, v jeho¾ práci se aritmetický trojúhelník objevuje nezávisle
na Pascalovi. Pascala ale nikoliv. Pøedpokládá se tedy, ¾e o Pascalovu práci o aritmetickém
trojúhelníku nevìdìl.

Nejdùle¾itìj¹í je ale poslední ètvrtá èást, ve které Bernoulli zveøejnil svou formulaci
a dùkaz zákona velkých èísel. Pøeklad odvození, formulace a dùkazu Bernoulliho vìty
najdeme v [3] na str. 83-91. My zde uvedeme pouze znìní této vìty. Bernoulli o ní mluvil
jako o Zlaté vìtì. Oznaèení Zákon velkých èísel vymyslel a¾ Denis Poisson.

Vìta 4.1 (Bernoulliho Zákon velkých èísel, K. Maèák [3], str. 89).
Nech» je tedy poèet pøípadù pøíznivých ku poètu pøípadù nepøíznivých v pomìru

s
r
, tedy ku poètu v¹ech pøípadù v pomìru s

r+s
, èili s

t
, který¾to pomìr ohranièují meze

s+1
t

& s−1
t
. Má být dokázáno, ¾e je mo¾né uèinit tolik pokusù, aby vy¹lo libovolnìkrát

pravdìpodobnìji (kupøíkladu c-krát, kde c je dáno), ¾e poèet pøíznivých pozorování padne
mezi tyto hranice ne¾ mimo nì, tj. poèet pozorování pøíznivých ku poètu v¹ech pozorování
nebude v pomìru ani vìt¹ím ne¾ s+1

t
, ani men¹ím ne¾ s−1

t
.

K. Maèák ([3], str. 90) tuto vìtu pøevádí do dne¹ní podoby takto

Vìta 4.2 (Zákon velkých èísel).
Nech» M je poèet výskytù jevu A v sérii n nezávislých pokusù, z nich¾ v ka¾dém mù¾e

jev A nastat s pravdìpodobností p = s
t
. Pak pro jakékoliv c >0 lze najít Nc takové, ¾e pro

v¹echna n > Nc platí

P

(
s− 1

t
≤ M

n
≤ s+ 1

t

)
> c

[
P

(
M

n
<
s− 1

t

)
+ P

(
M

n
>
s+ 1

t

)]
.

Toto tvrzení je pak mo¾né pøevést do tvaru

P

(∣∣∣∣Mn − p
∣∣∣∣ ≤ 1

t

)
>

c

c+ 1
.

Jedná se o verzi slabého4 zákona velkých èísel (pravdìpodobnost konverguje). Bernou-
lliho zákon aplikovaný na hod kostkou tedy øíká, ¾e s rostoucím poètem pokusù n, se
pomìr k/n, kde k je poèet hodù, pøi kterých padlo námi zvolené èíslo, blí¾í reálné prav-
dìpodobnosti 1/6.

4Existuje i Silný zákon velkých èísel (konverguje skoro jistì), který formuloval Kolmogorov
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4.2. ARS CONJECTANDI

Podle K. Maèáka ([3], str. 91) chtìl ale Bernoulli pokraèovat dál, a¾ k tomu, èemu
dnes øíkáme matematická statistika. Ve ètvrté èásti spisu mù¾eme toti¾ najít následující
pøíklad:

”
V urnì je umístìno 3000 bílých a 2000 èerných kamenù. Experimentátor tyto

údaje nezná a chce tento pomìr stanovit na základì pokusu. Postupnì bude po jednom
vytahovat z urny kameny a sledovat, jak èasto vytáhne bílý a jak èasto èerný. Ka¾dý
vyta¾ený kámen vrátí do urny døív, ne¾ vytáhne dal¹í.\
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5. JINÉ POHLEDY NA PRAVDÌPODOBNOST

5 Jiné pohledy na pravdìpodobnost
5.1 Statistická de�nice

Teï se vrátíme v èase o kousek zpátky. Zatímco se v Evropì zájem o pravdìpodobnost
pøesouvá z Itálie do Francie a dál, v Anglii vládla mìøitelná fakta. Rozsáhlá sèítání oby-
vatel a majetku zavedl u¾ Vilém Dobyvatel v 11. století. V první polovinì 15. století se
k nim pøidaly je¹tì tzv. soupisy mrtvých. Ka¾dá farnost si mìla podle zákona vést peèlivé
záznamy o v¹ech køtech, svatbách a pohøbech. Ty postupem èasu získávaly renomé a¾ vy-
cházely soupisy nejen roèní, ale i týdenní. Ukázka roèní soupis narození a úmrtí obyvatel
za rok 1665 viz [2], str. 101.

Vìk 0 6 16 26 36 46 56 66 76 86
Poèet ¾ijících 100 64 40 25 16 10 6 3 1 0

Tabulka 5.1: Grauntovy odhady poètu ¾ijících lidí [5]

První, kdo zaèal pracovat se v¹emi tìmito údaji, byl anglický statistik John Graunt
(1620{1674). Jeho kniha Natural and Political Observations on the Bills of Mortality1,
vydaná v roce 1662, vzbudila velký zájem i mnoho kontroverzí. Zabýval se v ní vymíráním
populace podle vìkových skupin a obsahovala tabulky úmrtnosti, ve kterých byly vypsané
Grauntovy odhady. Na to, abychom získali správné výsledky nebyly údaje ani zdaleka
pøesné. Pro vzbuzení zájmu o toto téma mezi dal¹ími ale bohatì staèily. Vznikl tak nový
pohled na pravdìpodobnost.

De�nice 5.1 (Statistická de�nice pravdìpodobnosti).
Mìjme náhodný pokus, který mù¾eme opakovat za stejných podmínek stále dokola.

Relativní èetností jevu A nazveme pomìr úspì¹ných výsledkù pokusu v daném poètu
opakování, tedy

pn(A) =
m

n
,

kde n je poèet opakování pokusu a m poèet pøíznivých výsledkù.
Pravdìpodobností jevu A pak nazveme limitu tìchto relativních èetností, tedy

P (A) = lim
n→∞

pn(A).

M. Marcinèín ([5], str. 30) o limitì v tomto vzorci uvádí
”
Ji¾ v sedmnáctém století v¹ak

matematici tu¹ili, ¾e èím poèetnìj¹í data z minulosti mají, tím pøesnìj¹í budou jimi odvo-
zené pravdìpodobnosti.\ Tyto dva pohledy na pravdìpodobnost (klasický a statistický)
existovali oddìlenì a propojil je a¾ Bernoulliho zákon velkých èísel.

Demogra�cké tabulky Johna Graunta studoval také bratr Christiaana Huygense, Lo-
dewijk Huygens (1631{1699). Podle nich pak rozvíjel dal¹í vlastnosti náhodné velièiny.
Ta v té dobì je¹tì nebyla de�novaná a pouze se tu¹ila její existence. Jeho pøínosem jsou
napøíklad medián nebo jeho vlastní charakteristika náhodné velièiny.

L. Huygens podle Marcinèína ([5], str. 36) pøedpokládal, ¾e pokud jsou úmrtí pøes
jednotlivé intervaly rozlo¾ena rovnomìrnì, celý tento interval se dá nahradit jeho støedem.

1Pøírodovìdná a politická pozorování uèinìná nad pøehledy úmrtnosti [6]
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5.2. GEOMETRICKÁ DEFINICE

Hodnotì, kterou vypoèítal dnes øíkáme støední délka ¾ivota. Své výsledky zapisoval do
tabulek, ze kterých pak èerpali dal¹í statistici. Pøi zmen¹ování intervalù pro tyto výpoèty
si také uvìdomil, ¾e náhodná velièina nemusí být pouze diskrétní, a tak ve své práci jako
první prolo¾il data získaná z Grauntových tabulek spojitou funkcí.

De�nice 5.2 (Hustota).
Distribuèní funkce F se nazývá absolutnì spojitá, existuje-li nezáporná borelovsky

mìøitelná funkce f taková, ¾e

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt,∀x ∈ R.

Funkce f se nazývá hustota pravdìpodobnosti.

De�nice 5.3 (Spojitá náhodná velièina).
Má-li náhodná velièina X absolutnì spojitou distribuèní funkci, øíkáme, ¾e má abso-

lutnì spojité rozdìlení nebo ¾e X je absolutnì spojitá náhodná velièina.

Spojitá velièina ale nesplòuje podmínky klasické, ani statistické pravdìpodobnosti.
Pøesto na ni následnì navázal Bayes a dále se zabýval spojitým rozdìlením. O nìm ale
bude øeè a¾ pozdìji.

Pro úplnost doplníme je¹tì de�nici støední hodnoty spojité velièiny.

De�nice 5.4 (Støední hodnota pro spojité náhodné velièiny).
Støední hodnotou spojité náhodné velièiny X s hustotou fX rozumíme èíslo

EX =

∞∫
−∞

xfX(x)dx.

5.2 Geometrická de�nice

Existuje je¹tì tøetí zpùsob, jak de�novat pravdìpodobnost, a to pomocí geometrie. Jed-
notlivé jevy pak pøedstavíme jako geometrické obrazce a jejich rozmìrùm pak øíkáme
pravdìpodobnost. Zde je de�nice pro rovinný obrazec, ta se ale dá snadno upravit pro
libovolný poèet rozmìrù.

De�nice 5.5 (Geometrická de�nice pravdìpodobnosti).
Mìjme rovinný obrazec s obsahem S, který pøedstavuje celý pravdìpodobnostní pro-

stor. Pravdìpodobnost, ¾e nastane jev reprezentovaný èástí obrazce s obsahem T pak
urèíme jako T/S.

Podle K. Maèáka ([3], str. 20) jako první pou¾il tuto de�nici známý anglický astronom
Edmund Halley (1656{1742) ve svém èlánku An Estimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind, drawn from curious Tables of the Births and Funerals at the City of Bres-
law2; with an Attempt to ascertain the Price of Annuities upon Lives. Zabýval se v nìm
problémem do¾ivotních dùchodù, a právì kvùli nim zkoumal i tabulky úmrtnosti.

2Dnes polská Vratislav
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5. JINÉ POHLEDY NA PRAVDÌPODOBNOST

Úloha 5.1 (Pøeklad úlohy pøebrán z [3], str. 20).
”
Z úmrtnostních tabulek je známo,

kolik lidí z 1000 narozených se do¾ije vìku 1, 2, 3, . . . let. Uva¾ujeme dva lidi, jednoho
ve vìku v1, druhého ve vìku v2, v1 < v2, a ptejme se, jaká je pravdìpodobnost, ¾e za
k let budou ¾ít oba (resp. bude ¾ít jen mlad¹í, bude ¾ít jen star¹í, nebude ¾ít ani jeden).
Z úmrtnostních tabulek víme, ¾e ve vìku v1 ¾ije N lidí, ve vìku v1 +k ¾ije R lidí; oznaèíme
Y = N−R. Pro v2 mají analogický význam èísla n, r, y. Vynásobením rovnic N = R+Y ,
n = r+y dostaneme rovnici Nn = Rr+Y r+Ry+Y y, kde ka¾dý sèítanec je roven poètu
v¹ech mo¾ných dvojic s nìkterou shora uvedenou vlastností (napø. Y r je poèet v¹ech
dvojic, v nich¾ star¹í pøe¾ije mlad¹ího). Dìlíme-li tuto rovnici èíslem Nn, dostaneme
hledané pravdìpodobnosti. Halley tyto úvahy ilustruje obrázkem 5.1, kde |BA| = N ,
|BD| = n, |BH| = R, |BI| = r, |HA| = Y , |ID| = y; pomìr obsahù pøíslu¹ných

”
malých\ pravoúhelníkù k obsahu celého obdélníku udává hledané pravdìpodobnosti.\

Obrázek 5.1: Halleyùv nákres geometrické pravdìpodobnosti [3].

Pøíklad, který dnes pou¾íváme nejèastìji je støelba na terè.
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6 Objevy osmnáctého a
devatenáctého století

6.1 Abraham de Moivre

O ¾ivotì Abrahama de Moivreho (1667{1754) by se toho dalo øíct opravdu mnoho. Narodil
se ve Francii do protestantské rodiny a v jedenácti letech zaèal studovat na vysoké ¹kole.
V roce 1685 byl ve Francii ale zru¹en edikt nantský a de Moivre byl na dva roky uvìznìn.
Po tom, co byl propu¹tìn okam¾itì opustil Francii a nikdy se nevrátil. V Anglii se pak
pokou¹el u¾ivit vyuèováním matematiky. Hnán snahou zaopatøit se získal èlenství v britské
Royal Society1 a vydal nìkolik matematických dìl.

Nejrozsáhlej¹ím z nich byla jeho kniha Doctrine of Chances poprvé vydaná r. 1718.
Byla psaná formátem uèebnice, tj. nejprve byly vysvìtleny základy, na kterých se následnì
stavìlo doplnìno pøíklady, a v prùbìhu let mìla i druhé (1738) a tøetí (1756) upravené
vydání. De Moivre tak pokraèoval v práci Christiaana Huygense a Jacoba Bernoulliho
a na jejich¾ my¹lenky aplikoval nové postupy a teorie, které v té dobì vznikaly. Zavedl
napøíklad souèet dvou pravdìpodobností, které se navzájem nevyluèují.

Vìta 6.1 (Princip inkluze a exkluze pro dva jevy).
Mìjme libovolné náhodné jevy A a B. Potom platí

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Dùkaz viz [5], str. 64.
Pøi zkoumání binomického rozdìlení náhodné velièiny objevil de Moivre rozdìlení nor-

mální. K nìmu do¹el tak, ¾e u binomického rozdìlená urèil konstantní hodnotu relativní
èetnosti x = r/N , kde N je poèet pokusù. Funkci f(x) de�nujeme jako limitu pravdìpo-
dobností p(r,N, p), pro N →∞.

Na tomto rozlo¾ení jsou zalo¾ena dal¹í rozdìlení a øada testù (napø. Studentùv t-test).
De Moivre dále jako první uvádí charakteristiku rozptylu náhodné velièiny.

De�nice 6.1 (Rozptyl spojité náhodné velièiny).
Spojitá náhodná velièina X s hustotou fX má rozptyl

varX =

∞∫
−∞

(x− EX)2fX(x)dx =

∞∫
−∞

x2fX(x)dx− (EX)2.

Ten udává druhou mocninu vzdálenosti jednotlivých pozorování od støední hodnoty
EX (de�nice 4.3). Na tomto de Moivreho poznatku je pak zalo¾ena Laplaceova centrální
limitní vìta.

6.2 Pierre-Simon Laplace

Pierre-Simon Laplace (1749{1827) francouzský matematik, který se za svùj ¾ivot pøispìl
novými poznatky do mnoha vìdních oblastí, od astronomie a¾ po první náznaky metody

1M. Mare¹ ([6], str. 188) ji pøekládá jako Královská spoleènost
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6. OBJEVY OSMNÁCTÉHO A DEVATENÁCTÉHO STOLETÍ

nejmen¹ích ètvercù. Ani jeho pøínos do teorie pravdìpodobnosti se nedá zanedbat. Po
témìø tøí stech letech zkoumání jako první zformuloval klasickou de�nici pravdìpodobnosti
a její roz¹íøenou verzi (de�nice 3.1 a 3.4).

Jeho nejvìt¹ím pøínosem do oblasti pravdìpodobnosti a statistiky byla ale centrální
limitní vìta. Ta podle M. Marcinèína ([5], str. 62) øíká, ¾e pøi dostateènì velkém poètu
opakování, se

”
rozlo¾ení prùmìrù výsledkù blí¾í normálnímu rozdìlení\. Laplace ji formu-

loval v práci z roku 1810.

Vìta 6.2 (Laplaceova Centrální limitní vìta).
Mìjme nezávislé stejnì rozdìlené diskrétní velièiny Xi, které mohou nabývat hodnost

−m,−m+1,. . . ,m−1,m s pravdìpodobností p(−m),. . . ,p(m),
∑m

i=−m p(i) = 1 a se støední
hodnotou µX . Potom rozlo¾ení prùmìru Sn = (X1 + · · · + Xn)/n se blí¾í normálnímu
rozdìlení se støední hodnotou µX a rozptylem rovným σ2/n, kde σ2 je rozptyl náhodných
velièin Xi.

Laplace svou vìtu dokazuje pomocí metody vytvoøujících funkcí náhodné velièiny,
kterou sám vynalezl. Mezi matematiky, kteøí tuto vìtu upravovali a vylep¹ovali její dùkaz
patøí Siméon Denis Poisson nebo Augustin Louis Cauchy. M. Marcinèín ([5], str. 62) øíká,
¾e i pøes to mìla formulace centrální limitní vìty stále své nedostatky. Hlavnì nebyly
stanoveny podmínky, za kterých konvergence k normálnímu rozdìlení platila.

Dal¹ími vlnou matematikù, kteøí se pokou¹ejí o odstranìní nedostatkù centrální li-
mitní vìty byli Andrei Markov (1854{1922), Aleksandr Michajloviè Ljapunov (1857{1918)
a Pafnutij Lvoviè Èeby¹ev2 (1821{1894). Ti nakonec formulují dùkaz a zavádí dostaèující
podmínky pro konvergenci. Následovné zobecòování pak pøebrali dal¹í3.

2Spolu s Viktorem Jakovlevièem Bunjakovskim (1804{1889) v 19. století patøili k Petrohradské ma-
tematické ¹kole.

3Dal¹í informace napø. viz M. Marcinèín (2004) Tøi dùkazy centrální limitní vìty.

25



7 Thomas Bayes
Thomas Bayes (1702{1761) se narodil do anglické puritánské rodiny v dobì, která mìla
k nábo¾enské sná¹enlivosti opravdu hodnì daleko. Pøes to se rozhodl stát se duchovním,
a tak na univerzitì v Edinburghu vystudoval teologii a logiku, které úspì¹nì dokonèil.
Nebylo ale volné místo, na které by mohl nastoupit, a tak se zapsal k dal¹ímu studiu,
tentokrát matematiky. Ta se mu zalíbila natolik, ¾e ve svém volném èase psal matematické
práce i po tom, co mu byla pøiøazena jeho vlastní fara nedaleko Londýna.

Za svého ¾ivota vydal pouze dvì kázání a dopis adresovaný Georgi Berkleymu, ve kte-
rém obhajuje základy diferenciálního poètu, a pøedev¹ím Newtonovy 
uxe (dnes diference
a diferenciály). Ten ale staèil na to, aby byl zvolen èlenem Royal Society. Podle M. Mare¹e
([6], str. 187)

”
Mìl [Bayes] výhodu v dùkladném logickém a �lozo�ckém vzdìlání a díky

tomu si umìl klást nezvyklé otázky a dívat se na problémy z neèekaných stran.\ Bayesovy
práce pak po jeho smrti vydal Bayesùv pøítel Richard Price.

Tøi roky po Bayesovì smrti zveøejnil Price ve sborníku Royal Society An Essay towards
solving a Problem in the Doctrine of Chances, ve které navrhl my¹lenku, ¾e pokud o po-
zorované náhodné velièinì nic nevíme, v¹echny zaznamenané výsledky jsou stejnì prav-
dìpodobné.

Podle M. Mare¹e ([6], str. 187) prý Bayese
”
lákala (. . . ) podivná jistota v nejistých

jevech\. Mo¾ná proto se zabýval hlavnì studiem podmínìné pravdìpodobnosti.

De�nice 7.1 (Podmínìná pravdìpodobnost).
Uva¾ujme dva náhodné jevy A a B, kde pravdìpodobnost P (B) není nulová. Potom

podmínìnou pravdìpodobností jevu A za podmínky B myslíme èíslo

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Po¾ijeme-li analogii s úmrtnostními tabulkami, podmínìná pravdìpodobnost nám tedy
urèí, s jakou pravdìpodobností pøe¾ije èlovìk dal¹ích deset let za pøedpokladu, ¾e u¾ se
do¾il 36 let. Dodnes se pou¾ívá v rùzných odvìtvích vìdy, zejména pak v poji¹»ovnictví.
Náznaky tohoto pøístupu mù¾eme najít i v díle Christiaana Huygense.

Bayes ale otázku obrátil a zeptal se, jak bychom vypoèítali pravdìpodobnosti vstup-
ních podmínek, známe-li dostateènì výsledky náhodných jevù. Tato vìta dodnes nese
jeho název. Jeliko¾ ji ale Bayes nikdy formálnì nevydal, èásteènì se za jejího objevitele
pova¾uje také Laplace, který ji formuloval nezávisle na Bayesovi.

Vìta 7.1 (Bayesova vìta).
Nech» A a B jsou náhodné jevy s pravdìpodobnostmi P (A) > 0 a P (B) > 0. Potom

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
a tedy P (B|A) =

P (A|B)P (B)

P (A)
.

Pokud jsou tedy B0, B1,. . . navzájem se vyluèující náhodné jevy s kladnou pravdìpo-
dobností a alespoò jeden z nich nastane s pravdìpodobností 1, potom

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)

P (A|B0)P (B0) + P (A|B1)P (B1) + · · ·
.
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7. THOMAS BAYES

Ve své dobì se setkala s celou øadou zastáncù i odpùrcù. Bìhem Druhé svìtové války
ho napøíklad Alan Turing pou¾il k sestrojení de¹ifrovacího stroje Bomba. Do dnes má
celou øadu vyu¾ití v programování umìlé inteligence a uèících se strojù, v poèítaèové
diagnostice nebo pøi vyhodnocování lékaøských testù na nejrùznìj¹í nemoci. Podrobnìji
si o ní a jejích dal¹ích praktických vyu¾itích mù¾eme pøeèíst v [7].
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8 Andrej Kolmogorov a
axiomatická výstavba

V 19. letí se mezi matematiky ¹íøila snaha o zobecòování a celkové propojení s jinými
oblastmi matematiky pomocí axiomatické výstavby. Tomu Laplaceovy de�nice nevyhovo-
valy. Øe¹ily sice situaci, kdy si pravdìpodobnosti rùzných jevù nebyly rovny, nedokázaly
si ale poradit s ji¾ pou¾ívanou spojitou náhodnou funkcí. Vyøe¹ením tohoto problému
si Andrej Nikolajeviè Kolmogorov (1903{1987) potvrdil své místo mezi jmény Pascal,
Fermat, Bernoulli, Huygens, Bayes a Laplace. Patøil tak k nejuznávanìj¹ím evropským
matematikùm 20. století.

Kolmogorovým uèitelem byl Nikolaj Nikolajeviè Luzin (1883{1950). Ten byl krátce po
revoluci a obèanské válce výraznou osobností na moskevské matematické scénì. Jeliko¾
pøed První svìtovou válkou studoval v Nìmìcku vyznal se také v

”
moderních\ matema-

tických trendech. Podle M. Mare¹e ([6], str. 251)
”
[se Luzin zabýval] hlavnì deskriptivní

teorií mno¾in a bodovou topologií\.
Nejspí¹ právì Luzin inspiroval Kolmogorova k tomu, aby teorii pravdìpodobnosti po-

sunul je¹tì víc k abstrakci, tím ¾e svou axiomatickou výstavbu zalo¾il na teorii mno¾in.
M. Marcinèín ([5], str.73) øíká, ¾e

”
De�nice posouvá i významy nìkterých pojmù jako

náhodný jev. Jde ale pouze o teoretický posun, který v jednoduchých aplikacích nemá
vliv(. . . )\. Na závìr této práce si tuto de�nici uvedeme.

De�nice 8.1 (Kolmogorova Pravdìpodobnost, upraveno).
Máme náhodný pokus s mno¾inou mo¾ných výsledkù Ω a systém jejích podmno¾in A

splòující

1. Ω ∈ A.

2. Pro ka¾dé A ∈ A je AC ∈ A, tj. A je uzavøená na doplòky.

3. Pokud A1, A2, A3, ... ∈ A, je také
⋃∞
i=1Ai ∈ A, tedy A je uzavøená na spoèetná

sjednocení.

Zobrazení P , které ka¾dému prvku A pøiøadí reálné èíslo tak, ¾e

1. pro ka¾dé A ∈ A je P (A) ≥ 0,

2. P (Ω) = 1,

3. pro A1, A2, A3... ∈ A takové, ¾e Ai ∩ Aj = ∅ pro ka¾dé i 6= j, je P (
⋃∞
i=1Ai) =∑∞

i=1 P (Ai),

nazveme pravdìpodobnost, pravdìpodobnostní míra na Ω.
Systém mno¾in splòující vý¹e uvedené podmínky se nazývá σ-algebra, trojici (Ω,A, P )

budeme øíkat pravdìpodobnostní prostor, prvky A ∈ A nazveme náhodné jevy.
Prvkùm ω ∈ Ω se èasto v této teorii øíká elementární jevy.

Tuto de�nici pou¾íváme dodnes. Kolmogorov ji v roce 1933 vydal ve své knize Základy
teorie pravdìpodobnosti. Tím zaøadil teorii pravdìpodobnosti do velkého jednolitého celku,
kterým je matematika.
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9. ZÁVÌR

9 Závìr
Cílem práce bylo popsat, kdy a jak se vyvíjela teorie pravdìpodobnosti.

K tomu bylo nejprve nutné ujasnit, co pøesnì k jejímu vzniku vedlo. Ve druhé kapitole
je proto sledován pojem náhoda a vývoj kombinatorického poètu, který se v základních
výpoètech pou¾íval. Souèástí toho byl také vznik hazardních her a jejich vliv na spoleè-
nost. Následoval popis úlohy o rozdìlení sázky, která vzbudila zájem o pravdìpodobnostní
poèet. Pozornost byla také vìnována prvním spisùm, které se pravdìpodobností zabývaly
a jejich pøínosu pro dal¹í øe¹itele. Druhá èást práce popisovala vznik statistické a geomet-
rické de�nici pravdìpodobnosti a práci s nasbíranými informacemi, dùvodu, kvùli kterému
vznikaly. Tøetí èást práce byla vìnována my¹lenkám, které do pravdìpodobnosti vnesli
Abrahám de Moivre, Pierre-Simon Laplace a Thomas Bayes. Nakonec bylo pro úplnost
uvedeno znìní Kolmogorovy de�nice pravdìpodobnosti.

Dal¹ím cílem této práce bylo více pøiblí¾it úlohu o rozdìlení sázky. Tomu se blí¾e
vìnuje kapitola tøetí. Popisuje vznik úlohy, seznam øe¹itelù a postupy, které k øe¹ení
pou¾ili v dané dobì. Jednalo se pøevá¾nì o vypsání v¹ech mo¾ných kombinací se stejnou
pravdìpodobností, nebo výpoèet váhy (ceny), kterou mají jednotlivé hry. Nakonec byly
uvedeny jednotlivé zpùsoby øe¹ení, které se pou¾ívají dnes. Byly øe¹eny konkrétní pøíklady
a odvozena jednotlivá obecná øe¹ení.

Na tuto práci by se dalo navázat nìkolika zpùsoby. ©lo by napøíklad o rozbory prací
zde zmínìných: Huygensovo De Ratiociniis in Ludo Aleae, Bernoulliho Ars Conjectandi,
de Moivreho Doctrine of Chances nebo Kolmogorovy Základy teorie pravdìpodobnosti.
Dále by mohlo jít o popis metod, které se v poètu pravdìpodobnosti pou¾ívají v dne¹ní
dobì.
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