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Abstrakt

Tato bakalarska prace se vénuje historii a vyvoji pravdépodobnosti a jeji teorie pred
zavedenim Kolmogorovy axiomatické definice ve 20. stoleti. Zabyva se tilohou o rozdéleni
sazky a jejimi TeSiteli: Luca Pacioli, Niccola Fontana Tartaglia, Blaise Pascal a Pierre de
Fermat. Sousttedi se na spisy De Ratiociniis in Ludo Aleae Christiaana Huygense a Ars
Conjectandi Jacoba Bernoulliho. Déle se zabyva riznymi definicemi pravdépodobnosti:
klasickou (Laplacovou), statistickou, geometrickou a Kolmogorovou axiomatickou. Také
pokryva podminénou pravdépodobnost a Bayesovu vétu.

Summary

This bachelor thesis deals with the history and development of probability and its theory
before the introduction of Kolmogorov’s axiomatic definition in the 20th century. It follows
the Problem of points and its solvers: Luca Pacioli, Niccola Fontana Tartaglia, Blaise Pas-
cal and Pierre de Fermat. It focuses on the works De Ratiociniis in Ludo Aleae by Chris-
tiaan Huygens and Ars Conjectandi by Jacob Bernoulli. It also deals with various defini-
tions of probability: classical (Laplac), statistical, geometric and Kolmogorov’s axiomatic
definition. It also covers conditional probability and Bayes’s Theorem.

Klicova slova
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sazky
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1 Uvod

Teorie pravdépodobnosti je v dnesni dobé spolu se statistikou hojné vyuzivana pri zpra-
covavani nasbiranych dat. Od pojistovnictvi pies verejné prizkumy a statistiky az po
l1ékaiské testy, pravdépodobnost je soucasti kazdodenniho zivota. Slova ,,pravdépodobné
a ,je to jisté“ pouzivame vSichni. Jak ¢asto se ale zamyslime nad tim, jak a kdy vznikla?

O tomto tématu samoziejmé existuje spousta knih. Vétsinou se ale fadi na do dvou
skupin. Prvni z nich jsou matematické texty popisujici suché fakta, ktera laikovi mnohdy
prijdou nepochopitelnd a nezapamatovatelna. Pokud se tyto knihy zminuji o Zivotech
matematikl, byvaji to vétsinou okrajové zminky. Druhou skupinou jsou pak knihy, které
byly napsané s timyslem ¢tenafe zaujmout a vtahnout do déje. Jsou plné zajimavych
pribéhii a anekdot a matematika je v nich vysvétlena pouze zbézné, pokud viibec.

Cilem této prace bylo popsat historicky vyvoj pravdépodobnosti pred zavedenim Kol-
mogorovy axiomatické vystavby ve 20. stoleti a priblizit okolnosti, které vedly ke vzniku
teorii a postupi, které jsou dnes pouzivany. Jsou v ni uvedeny zakladni definice z oblasti
pravdépodobnosti spolu s historickymi fakty ze zivota matematiki, které vedly k jejich
vzniku. Jelikoz je statistika Castéji v centru pozornosti, diky svému hojnému vyuziti pii
analyze dat, v této praci je zminéna pouze okrajove.

Struktura prace je nasledujici. Uddlosti a definice byly, pokud to bylo mozné, fazeny
chronologicky podle svého vzniku a podle navaznosti na jiz pokrytd témata. Nejdiiv se
prace vénuje ndhodé a pohlediim na ni v riznych obdobich a castech svéta. Déle se zaméri
na tlohu o rozdéleni sazky, jeji vznik, fesitele a jejich postupy a feseni. Nasledné projdeme
prvni spisy napsané o pravdépodobnostnim poc¢tu De Ratiociniis in Ludo Aleae Christia-
ana Huygense a Ars Conjectandi Jacoba Bernoulliho a matematiky, ktefi na né navézali.
Cést této prace je také vénovana statistickému a geometrickému pohledu na pravdépo-
dobnosti a jejich vzniku. Jedna z kapitol se vénuje také podminéné pravdépodobnosti a
Bayesové vété. V posledni ¢asti je pak Kolmogorové axiomatické definici pravdépodob-
nosti, kterd je pouzivana do dnes.

Historické udaje o osobach a udalostech byly ¢erpany hlavné ze zdrojt [1], [2], [6] a [9].
Informace o Woze o rozdéleni sézky jsou pak z [3], [4] a [10]. Pokud neni v textu uvedeno
jinak, definice a véty byly prevzaty z [5].
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2 Nez se pravdépodobnost stala
pravdépodobnosti

Pravdépodobnost sama o sobé je v porovnani s jinymi oblastmi matematiky pomérné
mlad4 disciplina. Dalo by se pritom fict, ze jeji pocatky sahaji daleko do starovéku. I.
Sax] ([9], str. 87) fika, 7e je ,spiSe hledame nez nalézame v hriach“. Mezi matematiky
i archeology existuje nékolik teorii. Ty jsou zalozené na prekvapivé vysokém poctu kiistek
kopytnatci (astragalus, obrazek nalezenych v pozustatcich lidskych sidlist starsich
vice nez 40 000 let. Jelikoz se svym tvarem podobaji novodobym kostkam, dalo by se Fict,
7e kostky jsou nejstarsi z her, které by v dnesni dobé bylo mozné nazvat hazardni. Nic
ale neni tak jednozna¢né. F.N. David ve své knize [2] poukazuje na to, Ze teorii, pro¢ bylo
astragalii nalezeno tolik je hned nékolik. Mohly byt tfeba pouzivany jako hracky pro déti
nebo jako ranny predchiidce pocitadla. Na rozdil od vétsiny kosti neobsahuji morek, a
proto nedochézelo k jejich zuzitkovani.

2.1 Hra v kostky

Jak pfesné si s hlezennimi kiistkami hrali pravéci lidé mtizeme pouze spekulovat. Chceme-li
mluvit o pouziti kostek, které je ndm v dnesni dobé povédomé, je nutné na diikaz néjaky
¢as pockat. Ditkaz, ze kostky byly pouzivany jako néastroj k posouvani figurek v deskovych
hrich mtizeme najit v Egypté na nasténnych malbéich z obdobi prvni dynastie (3500 let
pt. Kr.). Pro hry Senet a Psi a Sakali archeologové objevili dochované herni soupravy. Tyto
hry by se dali nazvat predchidci novodobé hry vrhecaby. K urceni poc¢tu kroki, o které
figurky posunout, slouzily kromé kostek také ,ty¢inky s jednou oznacenou stranou* (]9,
str. 88).

Zminku o hie v kostky najdeme i v Homérové Iliade, kde slouzili k zabaveni vojakt
nudicich se ptred Trojou. Soutézivy Patroklos jako chlapec idajné malem svého soupere
v kostkach zabil. Je nutné podotknout, Ze se nejednalo o hru s cilem ziskat hod o vyssi
hodnoté nez souper, ale o chytani hozenych kostek na hibet jedné ruky. O kom v Iliadé uz
zminku nenajdeme je Palomédés, ktery byl Reky povazovana za vynalezce nejen kostek,
ale i majaku, mér a vah, stavéni stanti a skoro celé alfabety.

V dobé vzniku Rimské ¥f$e byla hra o penize (podle dnegni definice hazard) rozsfiena
mezi vSemi vrstvami obyvatelstva. O tomto rozsiteni se mtizeme pfesvédcit z nasténnych
mozaik hraci, nalezenych na sténdch domt v Pompejich (obrazek . Dobrym zdrojem
informaci nejen o hie v kostky, ale i o pristupu lidi k nim je také fimsky historik Gaius
Suetonius Tranquillus (69-140). Ve svych svazcich Zivotopisy dvandcti cisari pise, 7e
Bozsky Augustus (63 pt.n.l.-14 n.l.) hral kostky pro rozptyleni po cely rok, nikoliv pouze
v obdobi Saturnélii nebo jinych svatki. Bozsky Claudius (10 pi.n.l.—54 n.l.) mél zase
upraveny viiz i hraci desku tak, aby se dalo hrat za jizdy. Je tedy vidét, Ze obéané Rima
hazardu holdovali sméle a bez ostychu.

Hra v kostky byla také silné rozsitena ve starovéké Indii. Na rozdil od hlezennich
kistek se hralo s ofisky vibhidaka, plody vrcholdku myrobalanového. Pisemné zminky
o hazardnich hrach v Indii najdeme napiiklad v eposu Mahabhdrata, kde se déjova linie
odviji od prohry ve hie v kostky, a ve vedlejsim p¥ibéhu o krali Nalovi. Somadéviv Ocean
pribehi je dikazem jak oblibenosti hry v kostky, tak i rozsiteni verejnych heren. Nikde
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se ale nemluvi o relativni ¢etnosti vrhii ¢isel nebo jejich kombinaci, prestoze je herni um
povazovan za pocetni znalost. Stejné tak neni nikde zminka o tom, Ze by u krychlové
kostky predpokladali stejnou cetnost jednotlivych vrhi.

Stejné jako se vyvijela civilizace, ménila se i podoba kostek a hlezennich kustek. Kazda
strana hlezennich kistek méla svou bodovou hodnotu 1, 3, 4 a 6 (dalsi dvé strany jsou
dobnosti) se fikalo , pes®. Nejvyssi hodnotu pii hodu ¢tyFmi kostkami pak méla kombinace
1, 3, 4, 6 tzv. Venuse nebo VenuSin Vrh. Objevily se i zbrousené hlezenni kiistky, ty se ale
rychle obehraly a ztracely svou Zivostnost. V Rimé i v Egypté byly nalezeny krychlové
kostky kamenné, v Indii pak keramické.

Nalezené kostky nemély jednotnou podobu, kolem roku 1400 pi.n.l. se vSak ustalila
dnesni podoba, tj. souc¢et 7 na protéjsich stranach. Lidé ovSem neziistavali pouze u Sesti-
sténli. Mezi nalezené kostky patii i pravidelné ¢trnactistény, osmnactistény, devatenacti-
stény ¢i dvacetistén. V Egypté byly nalezeny i kostky, jejichz strany byly zdobeny reliéfy
bohti. D4 se tedy predpokladat, ze tyto kostky slouzily pii nabozenskych ritualech nebo
k vésténi, a tedy poméahaly rozlustit vili bohi, o kterych se lidé domnivali, ze Tidi jejich
kroky a osud.

Py AT -..'L'. = ;
T e B L TRE R T o PR 5
Obréazek 2.2: Freska ze zdi v Pompejich [9].
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2.2 Cirkevni a statni zakazy

Pfrestoze se hra v kostky v Evropé udrzela ve vysoké oblibé od dob Rimské Fige az do
obdobi renesance, kdy byla ¢astecné nahrazena kartami, potykala se s ¢astou kritikou ze
strany nejen cirkve, ale prekvapivé i ze strany statu. Napiiklad v Bibli samotné, mozna
nejznameéjsi knize té doby, se kritiky hraci a jejich sklonu k hazardu nedockame. Hazardni
hry v ni byly totiz vyslovné zakdzany s odiivodnénim, ze ndhoda neexistovala a vSechno,
co se délo na zemi tidil Bih.

Rimsk4 republika omezila hazardni hry pouze na obdobi Saturnalii, tj. okolo Vanoc,
kdy se davaly darky a otroci nepracovali. Opakované vydavani téchto zdkoni ale na-
znacuje, ze se obc¢ané jejich dodrzovanim moc netrapili. V pribéhu let pronasi duchovni
nékolik slavnych kadzani smérovanych proti hie v kostky a hazardu vibec. Mezi odptirce
hazardu ze stran statu mizeme zafadit napt. francouzského krale Ludvika IX., ktery neza-
kazal svym urednikim pouze hru v kostky, ale i Sachy, damu, navstévu hostincti a smilstvo.
Navic se v celém jeho kralovstvi kostky nesmély ani vyrabét. Trevirsky koncil i koncil ve
Worcesteru, ne vsak jako jedini, zakdzaly hrani kostek dokonce i duchovnim.

Zajimavé ale je, ze vSechny tyto zdkazy platili pouze, pokud se hralo o penize. V be-
sedé Krona se svym knézem, kterou napsal Likian ze Samosaty (120-180 n.l.), je jako
jeden ze zakont uvedeno , VSichni at hraji o ofechy; bude-li nékdo hrat o penize, at je
druhy den bez jidla“ ([9], str. 90). Jejich divodem nebylo pokouSeni ndhody ani jiné
divody nabozenského charakteru, nybrz snaha potlacit jevy s hazardem spojené. Mezi
né patif napiiklad hadky, kradeZe, souboje nebo vrazdy pravé pro penize. Ze byla hra
v kostky castym a mnohdy vitanym rozptylenim, mzeme potvrdit v Canterburskych
povidkach Geoffreyho Chaucera nebo v Pastonskych dopisech (korespondenci norfolkské
rodiny z obdobi 1420-1503).

Uvédomujice si zbytecnost odepirani lidem zptisobi, jakymi se zabavit, vymyslel ko-
lem roku 960 n.l. biskup Vimbold z Cambrai hru ur¢enou pfimo duchovnim. Mohli tak
,vyhrat*“ ctnost, kterou pak museli praktikovat 24 hodin. Pfesna pravidla pro hrani kostek
méli pri hledani rozptyleni i Gcastnici Treti k¥izové vypravy. Vojaci, ktefi méli postaveni
nizsi nez rytir, meéli hru o penize zakdzanou. Duchovni a rytifi pak nesméli béhem 24
hodin prohrat vice nez 20 Silinkd.

Ne vSechny zdkazy byly zavedeny za tcelem udrzeni pokoje, cemuz dosvédci série za-
konti sepsand Eduardem III. (1312-1377) a Jindfichem VIIL. (1491-1547), jez zakazovaly
hry jako kuzelky, bilidr nebo kostky. Pozornost méla potom smérovat k ,,muznym“ spor-
tim bojového charakteru, jako lukostielba, které kral preferoval. Je ale tézké posoudit,
jak uc¢inné tyto zakazy byly.

2.3 Pocatky kombinatoriky

Prestoze pravdépodobnost, jak ji zndme my, se zacala vyvijet v 15. a 16. stoleti, jeji
zdkladni kameny, vypoc¢ty kombinatoriky, byly polozZeny jiz nékolik stoleti pred Kristem.
Indické sttry (kratkd pravidla nebo teologické poznatky uréené k rychlému zapamatovéni)
jsou jejich nejstarsimi dochovanymi prameny, které se povazuji za spolehlivé.

Objevuji se v nich poc¢ty kombinaci i permutaci k£ prvki z n pro k = 1,2, 3. Pouzi-
vaji se napriklad k feseni tloh typu ,jaké skupiny mizeme vytvorit ze zvoleného poctu
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muzi a Zen“. Je zde také pfesné popsana tvorba meruprastary (Pascalova trojihelniku).
Kombina¢ni ¢isla byla tedy natolik znama, ze uz v 10. stoleti uméli vypocitat jejich soucet.

Indie ovsem nebyla jedina oblast, ve které lidé pracovali s kombinac¢nimi ¢isly. V ¢inské
knize Jaspisové zrcadlo ctyr prvkid 7z roku 1303 n.l. mizeme najit Pascaltv trojuhelnik
kombinacnich ¢isel do n = 8 cca o 350 let drive, nez jej zformuloval sAm Pascal. I arabsti
matematici 12. a 13. stoleti znali a pouzivali vétsinu kombinatorickych pravidel.

Co se Evropy tyce, prvni podrobnou zminku o systematickém kombinatorickém vy-
poctu nalezneme u jiz zminovaného Wibolda z Cambrai a jeho hry se tfemi kostkami.
Wibold vypocital a oc¢isloval vsech 56 kombinaci s opakovanim, které mohou nastat, a ka-
zdé priradil ctnost. Mnich poté musel tuto ctnost dodrzovat po zbytek dne.

Pro nas je to zékladni ukdzka kombinace s opakovanim C5(6) = (2) = 56. Wibold
jich vypsanim a seftenim. Jako piiklad muzeme uvézt basen O stafence (,De Vetula“
Richarda de Fournival (1190-1260)), kde je rozepsan vypocet v8ech moznosti tii hodi
kostkou (popi. hodu tiemi kostkami). Je zde uvedend i tabulka etnost{] jednotlivych tro-
jic davajicich stejné soucty, kterou je vidét na obrazku Ptesto nikdo nepodnikl onen
dalsi krok nutny k vypoctu pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych soucti.

A8 Punélatura | X [Cadential
29 Pun@atura [ X|Cadentiz| 3
X6/ Panflaturz |2 Cadentiz| §
Punctaturze Cadentiz|to
Pun8ature Cadentiz 1§
Pun@atura | §|[Cadentiz|2y
Punétature | ¢ |Cadentiz |25
Pun&ature | (' |Cad entiz (27

Obrazek 2.3: Tabulka ¢etnosti sou¢t pro hod tfemi kostkami z basné O staience [2].

v [t 3

SN

B[] ®[~¢[o)t[sh [t

Neni se ovéem ¢emu divit. Sifeni védomosti nebylo ve stiedovéku nic jednoduchého.
Knihy byly drahé a nedostupné a vétsina lidi negramotnd. Vzdélani lidé se tedy shromaz-
dovali bud pod zastitou vlivnych mecendsu nebo v klasterech. Proto musel jesté Galileo
Galilei ve svém traktatu Sopra le Scoperte dei Dadi (1613-1623) na zadost neznamého
hrace vysvétlovat vypocet cetnosti hodl tfemi kostkami. Hrac se ptal, jak je mozné, ze
¢islo 10 padé castéji nez ¢islo 9, prestoze maji stejny pocet skupin, které v souctu davaji
zadané cislo. Galileo vysvétluje, ze soucet 10 se vyskytuje castéji. Existuje totiz vice
permutaci, ve kterych se vyskytuje. Tabulka na obrazku 2.3 ukazuje pravdépodobnost
desitky je 27/216 = 0,125 a devitky je 25/216 = 0, 1157 ([9], str. 98). Jak poukazuje I.
Saxl] ([9], str. 99) ,Hradska praxe tazatele musela byt znacnd, kdyz si tak malého rozdilu
vSiml. “

!Punctaturae znad¢i 56 konfiguraci a Cadentiae pak 216 moznosti hodu.
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Zustava ale otazkou, odkud se o postupu feseni dozvédél Galileo. Historikim se ne-
podarilo najit zadny spis z této doby, ktery by se této problematice vénoval, ani jinou
zminku o tom, jak se tyto védomosti §ifily. Je sice mozné, ze feSeni vymyslel Galileo sam,
F.N. David ([2], str. 62) to ale povazuje za nepravdépodobné, vzhledem k tomu, jak méalo
ho tato problematika zajimala.

Kombinatorické metody tedy jiz byly pochopeny a vymySleny. Lidé uz védéli, ze pocet
zpusobi, kterymi Ize hodu dosdhnout udava, jestli je hod snadny nebo slozity. Je ovsem
nutné si uvédomit, ze tyto postupy nebyly ani zdaleka verejné rozsireny a pristupné.

2.4 Tora a Talmud

Talmud je nejen soubor zidovskych nabozenskych predpisii, ale obsahuje i vyklad a dis-
kuse tykajici se pisma svatého spolu s celym trestnim a ob¢anskym pravem. Prestoze zde
nenajdeme matematické vzorce, v celém textu se prolind myslenka, 7e se da nahoda pouzit
jako nestranny soudce ve vSech oblastech zivota. Mezi obzvlast oblibené patrilo losovani
z urny. Pouzivalo se nalezeni prava v soudnich sporech, v nabozenskych obtadech, k vy-
jadreni Bozi vile nebo k déleni majetku a dédictvi. Posledni pfipad mé precedent v knize
Jozue, kde se takto délila izemi mezi izraelské kmeny.

Talmud obsahuje také vzorova teseni nékterych situaci, které by rabini mohli feSit.
Tohle konkrétni je pfevzato z ¢lanku I. Saxla ([9], str. 101): ,,Ve mésté je devét feznictvi
s koSer masem, jedno s masem necistym. Na ulici je nalezen kus masa neznadmého puvodu.
Lze je povazovat za koSer podle ,zdkona vétSiny“, nebot je koSer s pravdépodobnosti
9:1 (pravidlo fika, Ze oddéleni je oddéleni z vétSiny). Jina situace vSak vznikne, kdyz
si nékdo donese maso doml a nepamatuje se, zda je koupil v koSer feznictvi pro sebe
nebo v necistém pro svého psa. Pravdépodobnost je pak 1:1, a maso je nutno povazovat
za nefisté.“ Vidime jasny ditkaz toho, Ze Zidé porovnévali $anci udalosti podle poétu
pripadii, ve kterych se mohla stat. Ve srovnani s evropskymi matematiky je to vyrazny
rozdil, vezmeme-li v potaz, Ze babylonsky talmud (mladsi ze dvou verzi) byl dokoncen
v 6. stoleti naseho letopoctu.



3 Uloha o rozdéleni sazky

V 17. stoleti existovaly dva ustdlené druhy problémi, které bychom dnes resili pomoci
pravdépodobnosti. Prvnim z nich byly klasické kombinatorické tlohy, tazajici se , kolika
zpusoby miize padnout jisty pocet ok p¥i hazeni dvéma, tfemi a vice kostkami?“ ([3],
str. 9). Takovéto alohy Fesi studenti dodnes. Druhy typ problémi stoji za znovuobjevenim
zajmu o ndhodu a s ni spjatou pravdépodobnost. Jedna se o modifikaci problému dnes
znamého jako tloha o rozdéleni sazky, kterou najdeme uz v italskych rukopisech 15. stoleti.

Uloha 3.1. (piesné znéni je prevzato z [3], str. 9). ,Dva hraci hraji sérii her o n&akou
¢astku C; tuto ¢astku ziskd ten hrac, ktery jako prvni vyhraje &k her (...). Pravdépodob-
nost vyhry v kazdé jednotlivé hie je pro oba hrace stejnd (oba hraci jsou ,stejné dobii®).
Série her je predcasné ukoncena ve chvili, kdy jednomu hraci chybi do vyhry m her, dru-
hému hraci chybi do vyhry n her. Jak ma byt spravedlivé rozdélena ¢astka C' mezi hrace?
Prvniho hrace oznac¢ime A, druhého B.

Za autora této ulohy byl vseobecné povazovan frantiskansky mnich italského pivodu,
Luca Pacioli (1447-1517). Objevila se totiz i s FeSenim v jeho Siroce znamé, rozsahle en-
cyklopedii matematiky Summa de arithmetica, geometria, proportiont et proportionalita.
Pomoci pozdéjsich objevi a nasledovného zkoumani ovsem historikové zjistili, ze tiebaze
byl Pacioli za svého zivota dobrym ucitelem, nebyl tak vybornym matematikem, jak znaci
jeho véhlas. Velka ¢ast jeho praci byla totiz hrubé opsana z praci starsich matematiki
nebo Pacioliho méné zndmych soucasnikli, mnohdy i s chybami.

Za zminku stoji, Ze navzdory (nebo mozna pravé kvili) svému nestoudnému plagiator-
stvi, pouzil Pacioli svych dobrych vztahti s papezem a na nékolik svych dél ziskal, alespon
na ¢as, néco, co bychom v dnesni dobé nazvali autorskym pravem. Spor o moralnost jeho
¢inti nechme stranou. Nepopiratelnym faktem je, ze diky jeho spisim doslo k propagaci
mnoha dél a myslenek, ktera by jinak byla zapomenuta i spolu se svymi autory.

Navzdory chronologickému tazeni této prace si jesté pred uvedenim jakychkoliv snah
o TeSeni, predstavime nékolik pojmi potfebnych k zavedeni pojmu klasickd pravdépo-
dobnost v dnesnim podéni. Jak uvddi Marcin¢in ([5], str. 5), pozdé&jsi tspésni fesitelé
tuto definici intuitivné tusili, ale prvni, kdo ji zformuloval byl francouzsky matematik
Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Zvefejnil ji ve své praci Essai philosophique sur les
probabiliteés, vydané v roce 1814.

Nahodny pokus znac¢ime kazdou udalost ovlivnénou ndhodou. V néavaznosti na
hlavni téma této kapitoly mizeme uvést tfeba hod kostkou nebo tahani losi. MnoZinu
v8ech moznych vysledka (nékdy se jim 7k také elementarni jevy) ndhodného pokusu
zna¢ime symbolem (2. Pouzijeme-li analogii hodu kostkou, dostavame Q = {1,2,3,4,5,6}.
Néahodnym jevem se pak rozumi libovolnd mnozina elementéarnich jevi (moznych vysled-
ki). Za jev jisty povazujeme celou mnozinu €2, naopak prazdné mnoziné elementarnich
jevi fikdme jev nemozny.

Vezmeme-li dva jevy A a B, které nemohou nastat zarovei (plati AN B = (), mluvime
o jevech, které se navzajem vylucuji. U hodu jednou kostkou muzeme vzit A=padne ¢islo
1 a B= padne ¢islo 6.

Definice 3.1 (Klasicka Laplaceova definice pravdépodobnosti).
Méjme nahodny pokus spliujici nasledujici podminky:
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1. MoZnych vysledki (elementarnich jevil) je koneény pocet. Jejich mnoZinu budeme
znacit (2.

2. VSechny vysledky jsou stejné mozné.

3. Vysledky se navzajem vylucuji.

Pak pravdépodobnosti jevu A nazveme ¢islo

_ pocet priznivgch vysledki

P(4) pocet moZnych vysledki

Z toho tedy plyne, Ze hazime-li dokonalou kostkou (tzn. kostkou, ktera nebyla upra-
vend, aby nékterd ze stran padala Castéji nez ostatni), pravdépodobnost jednotlivych
hodi je 1/6. KdyZ predpokladdme stejnou pravdépodobnost kazdému vysledku, mluvime
o rovnomérném rozdéleni.

Prvni zajemci o teorii pravdépodobnosti ale misto dnesniho vyjadreni ve zlomku vy-
uzivali tzv. pomeéru Sanci. Tyto dva tvary jsou spolu vSak tzce spjaty: mame-li pravdépo-
dobnost p/q, pomér Sanci vyjadiime jako p : (¢ — p) a naopak z poméru Sanci a : b snadno
dostaneme hodnotu pravdépodobnosti a/(a + b).

Dale jesté uvedeme definici doplitkového jevu. Pascal jej zavedl a pouzil k feSeni nékte-
rych kombinatorickych piikladi se kterymi ho sezndmil rytit de Mére. O Pascalovi a rytiri
de Mére bude Te¢ pozdéji.

Definice 3.2 (Doplikovy jev).
Pro dany nahodny jev A nazveme jev B = A® = Q\ A (nenastava jev A) doplitkovym
jevem.

Véta 3.1 (Pravdépodobnost doplitku ndhodného jevu).
Méjme ndhodny jev A. Potom pravdépodobnost jeho dopliku je

P(A%) =1— P(A).

3.1 Prvotni snahy o reSeni

Jelikoz zobecnovani tloh a jejich feseni se dostalo do popfedi az v 19. stoleti, prvni
matematici, ktefi se snazili nalézt reSeni, pocitali zvIast jednotlivé pripady. V Pacioliho
spise je tedy uveden priklad s konkrétnimi hodnotami v zaddani.

Uloha 3.2. Dva hra¢i hraji na Sest vitéznych her (k = 6). Hra¢ A vyhral 5 her (m = 1)
a hra¢ B vyhrél 3 hry (n = 3). Predpoklddame, Ze oba hraci jsou stejné dobfi. Za tohoto
stavu se rozhodli ukoncit hru a sazku si spravedlivé rozdélit. V jakém pomeéru mezi sebe
oba hraci sazku C' rozdéli?

Pacioli navrhoval rozdélit sazku v poméru vyhranych her, tedy 5 : 3. Toto feSeni je
ovSem nespravné, na coz v roce 1556 poukazal Ttal Niccolo Fontana (1499-1557), piezdi-
vany Tartaglia. Argumentuje tim, ze prerusime-li hru za stavu 1 : 0, hra¢ A by dostal celou
sazku, prestoze Sance na vyhru jsou v oné chvili podobné. Sam navrhl feSeni zalozené na
rozdilu poc¢tu vyhranych her v poméru (k + (a —b)): (k — (a — b)) (viz [9], str. 104). Za
pouziti tohoto feseni tedy ziskavame pomér 8 : 4, po upravé 2 : 1. I tento vysledek je
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ale $patny a nékteré zdrojd'| uvadi, Ze ani samotny autor si nebyl jisty piesnosti tohoto
reSeni.

Ke stejné spatnému vysledku se dostal Girolamo Cardano (1501-1576), prestoZe spravné
predpoklddal, Zze ,,vyhrana sidzka ma byt imérnd poc¢tu zptsobi, kterymi lze vyhrat* ([9],
str. 104). Nejspis uz tedy tusil myslenku, kterd umozni tspésné feseni, tj. Ze na rozdéleni
sazky nemaji vliv jiz odehrané hry, nybrz zalezi pouze na hrach, které by se teprve hraly.
Tim tedy formuloval tzv. princip imérnosti, ktery k feseni pouzili Pascal a Fermat. Dnes
bychom ho formulovali jako o/l, kde o je pocet piiznivych vysledki a [ je pocet vysledki
moznych. Zde mtizeme vidét jiz zminéné intuitivni tuseni definice klasické pravdépodob-
nosti, nikoliv ale snahu ji presnéji definovat.

Cardano zapsal své rozdéleni (viz [1], str. 642) jako [1+2+3++(k—0)] : [1+2+3+
+(k — a)], ¢imz ziskdme pomér 6 : 1. Cardano také jako jeden z prvnich, klade diraz na
to, aby mély vSechny uvazované vysledky stejnou pravdépodobnost. V praxi to znamena,
7e je nutné do reSeni zapocitat také vSechny mozné permutace.

Mezi dalsi reSitele tlohy o rozdéleni sazky se fadi také Giovanni Fracesco Peverone
(1509-1559). Ten dospél ke stejnému (a stejné chybnému) déleni sazky 2 : 12 (tj. 6 : 1).
Jeho postup se vsak od toho Cardanova podstatné lisi. Je zaloZen na vypoctu c¢astek,
které odpovidaji jednotlivym hram, pokud by si hraci chtéli ¢castky vyplacet pribézné.

Uloha 3.3. Hraje se na deset vitéznych her. Hra¢ A vyhréal 7 her a B vyhral 9. Kolik ze
14 minci by si mél kazdy hraci vzit?

P1i teseni ulohy C' = 14, K = 10, m = 3 a n = 1, pocital sazku jednotlivych her,
které by bylo nutné dohrat. Tvrdil, ze chybi-li obéma hractim jedna hra, sazka je 2 mince.
Chybi-li hra¢i A dvé hry proti jedné hie hrace B, sazka je 6 minci, protoze by ve dvou
po sobé jdoucich hrach mohl vyhrat 4 mince, ale také 2 mince prohrat a riziko se tedy
dvojnéasobi. Chybi-li hra¢i A k vitézstvi t¥i hry sdzku tvori 12 minci, protoze obtiznost
a riziko se opét zdvojnasobi.

Britsky matematik Maurice George Kendall (2], str. 64) podotyka, Ze jelikoz se Peve-
rone nefidil vlastnimi pravidly (nebo pfesné nechépal, teorii s jejiz pomoci se snazil piiklad
feSit), seCetl pro tfi hry pouze sdzky 4 + 8 = 12 namisto spravného feseni 2 + 4 + 8 = 14.
Idea jeho postupu byla pfitom pfesna.

3.2 Spravna reSeni a jejich autori

Na prelomu 16. a 17. stoleti se o loze rozdéleni sazky dozvédéli i francouzsti matematikové
a snaha o jeji feSeni se presunula tam. Prvnimi GspéSnymi a Siroce zndmymi FeSiteli tlohy
o rozdéleni sazky jsou Blaise Pascal (1623-1662) a Pierre de Fermat (1601-1665). Pascala
na tento problém (a nékolik dalsich) v roce 1653 upozornil Antoine Gombaud de Méré,
rytif na dvofe Ludvika XIV., mimo jiné to byl také vaSnivy hazardni hrac¢. Pascala tento
problém zaujal a jal se ho Tesit. Z této doby (r. 1654) se dochovala ¢ast korespondence
mezi nim a Fermatem, kde feSili nékteré specialni pfipady tlohy (véetné Pacioliho).
Vychazeli pfitom z Cardanova piedpokladu tmérnosti (vysledek zavisi pouze na podtu
her, které se jesté nedohraly).

Podle K. Ma¢aka (]3], str. 13) Tesil Pascal v dopise z 29. VII. 1654 nejprve alohu
C =64, m = 1, n = 2. Uvazoval, ze prvni hra¢ ziska polovinu banku, at vyhraje nebo

Wiz [, [
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prohraje prvni hru. Prohraje-li v8ak prvni hru, bude obéma hrac¢im chybét po jedné hfe,
a tudiz budou mit stejné Sance na vyhru. Druhou polovinu banku si tedy hraci rozdéli na
polovinu. Ziskdvame tak pomér 3 : 1 a pravdépodobnost, Ze vyhraje hra¢ A je rovna 3/4.
Hraci A tedy nalezi 48 minci a hraci B 16.

Pomoci tohoto vysledku pak Pascal fesi tlohu C' = 64, m = 1, n = 3. K vysledku
se tedy dopracoval rekurzivni metodou. Jestlize hra¢ A vyhraje prvni hru (po preruSeni),
ziskava celou sdzku. Prohraje-li, nalezi mu 48 minci (jak jsme vyfesili v pfipadé o odstavec
vySe) a zbylych 16 minci si hraé rozdéli na polovinu. Bank tedy rozdélime na 56 : 8,
tj. v poméru 7 : 1.

To ovSem neni jediny zptisob, kterym se Pascal dopracoval vysledku. 24. VIII. 1654
posila Pascal Fermatovi dopis [3], ve kterém tlohu fesi pomoci vypséani viech stejné moz-
nych a stejné pravdépodobnych pokracovani hry. Pro nas priklad m = 1, n = 3 by vypadal
vypis her takto (stejné jako ve [3] pismeno znadi hrace, ktery danou hru vyhral):

AAA AAB ABA BAA BBA BAB ABB BBB

Hry jsou vypsany ve trojici, abychom zachovali myslenku, Ze vSechny moznosti maji
stejnou Sanci (tj. jsou stejné pravdépodobné), prestoze nékteré kombinace nejsou realis-
ticky mozné. Je vidél, ze ze vSech osmi vysledkl existuje jediny, ve kterém ziska hrac B
celou sazku. Pomoci dopliikového jevu pak dopocitame, ze hra¢ A vyhraje v dalsich sedmi
pripadech. Opét dostavame spravny pomér 7 : 1. Je ovSem nutné podotknout, zZe Pascal
povazoval tento zptsob feseni pro velké tlohy jako prilis pracny a narocny.

Pravdépodobnosti se zabyval dale a ten samy rok sepsal spis Traité du triangle arith-
métique, ve kterém mizeme najit jeho tivahy nad teSenim tloh a také obecné teSeni.
Shrnuti poznatki tohoto spisu prejimame z [3], str. 12:

,1. Do dokonceni celé série chybi nejvyse m 4+ n — 1 her.

I1. Prvni hrac¢ vyhraje celou sazku, jestlize druhy hra¢ vyhraje nejvyse n — 1 her.

III. Druhy hrac vyhraje celou sazku, jestlize prvni hra¢ vyhraje nejvyse m — 1 her.

IV. Z celkového po¢tu m + n — 1 her lze vyhrat (tj. vybrat) k her celkem (m+,:‘_1)
zplsoby.

V. Pomér Sanci obou hract na vyhru celé sazky tedy je

n—1 m—1
m+n-—1 Z m+n—1
=0 7=0

a ve stejném poméru musi byt rozdélena i ¢astka C' mezi oba hréace.
Pouzijeme-li tento vzorec k feseni tlohy ziskdvame pomér

00 (-

ve kterém pak opét rozdélime sazku C.

V roce 1985 ale Laura Toti Rigatelli vyvratila Pascalovo a Fermatovo prvenstvi. V Bib-
lioteca Nazionale de Florence nasla rukopis Codice Magliabechiano CL.XI. 120 neznamého
autora, ktery byl datovan kolem ptelomu 14. a 15. stoletiﬂ Francouzsky matematik Nor-
bert Meusnier autora nazval Ohriﬂ V tomto rukopisu nasla feSeni tlohy k£ = 3, m = 1,
n = 3 shodné s tim Pascalovym a Fermatovym.

2M. Hyksova [I] uvadi, Ze je spis z konce 14. stoleti a I. Saxl [10], Ze byl datovan kolem roku 1420
30bject historique relativement incertain = Relativné nejisty historicky objekt
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Uloha 3.4. (pievzato z [10], str. 6) ,Dva muZi hraji $achy a kazdy vsadi jeden dukat na
toho, kdo prvni vyhraje t¥i hry. Prvni muz pak vyhraje dvé hry za sebou. Ptam se: kdyz
hra nebude pokracovat dal, jakou ¢ast dukatu druhého muze ten prvni vyhral?“

Regeni bylo stejné jako u Peveroneho zaloZeno na myslence pribézného placeni jednot-
livych her. Hned na zacatku je nutné si uvédomit, ze béhem kazdé hry ziskaji hraci jinou
¢astku. Na to mimo jiné upozornuje ve svych rozborech i Pascal. Pfedvedeme feSeni pro
tento konkrétni pripad. Pred zac¢atkem hry je situace obou hractu totozna a sizka bude
rozdélena v poméru 1 : 1. Po prvnim kole se pomér zméni na

0 0)- Q) () -

coz znamend, ze v prvni hie ziskal vitézny hra¢ od svého soupete 3/8 dukitu. Ve druhé
hie by obecné mohl prvni hra¢ vyhrat, ale také prohrat a pomeér by se vratil na 1 : 1.
Z toho plyne, Ze prohra (i vyhra) ve druhé hie stoji stejnou ¢astku, jako ve hie prvni,
tj. 3/8 dukatu. Dostali jsme se na zadanou ulohu m = 1, n = 3 a z predchozich FeSeni
vime, ze bank rozdélime v pomeéru 7 : 1. Staci uz jen secist vyhry, které ziskal prvni hrac
ve dvou jiz odehranych kolech %—I—% = %. Odpovéd na tlohu tedy zni: Prvni muz ziskal
3/4 dukatu druhého muze.

3.3 Uloha o rozdéleni sazky feSena dnes

3.3.1 Vypsani reSeni

Existuji dva zpusoby, kterymi lze vypsat vSechna feSeni tlohy Prvni pripad, kdy jsou
vSechny kombinace stejné pravdépodobné, predvedl Pascal ve své korespondenci s Ferma-
tem. V druhém pripadé vypiseme pouze vysledky her, které se skute¢né mohly odehrat
a ur¢ime pravdépodobnosti kazdé z nich. K tomu je nejprve nutné zavést nékolik pojm,
které vypocet umozni.

Definice 3.3 (Nezavislé jevy).

Jevy A, B se nazyvaji nezavislé, jestlize P(ANB) = P(A)P(B). Necht C'= {B),\ €
A} je néjakd mnozina jevi. Jevy této mnoziny se nazyvaji nezavislé, jestlize pro kazdé
n prirozené a kazdou podmnozinu {\,..., A\, } C A plati

P(ﬁ By, = P(B\,)P(By,) -+ P(Byy).

Pro ptipady, kdy se pravdépodobnost jednotlivych elementarnich jevi lisi je nutné
zavést rozsirenou definici Laplaceovy pravdépodobnosti.

Definice 3.4 (Rozsifena Laplaceova definice pravdépodobnosti).

Uvazujeme nahodny pokus, necht 2 je mnozina moznych vysledkt. Pokud

1. moznych vysledki je nejvyse spocetné, tj. €2 je budto konecné, nebo spocetné neko-
necna,

2. pro kazdy mozny vysledek je P(w) > 0 a plati

> Pw) =1,

weN
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3. zaddné dva elementarni jevy nenastavaji zaroven
a plati

P(A) =7 Pw),

wEA

pak fekneme, 7e P(A) je pravdépodobnost jevu A.
Jako posledni zbyva uptesnit, jak pracovat s nékolika ndhodnymi jevyﬂ

Véta 3.2 (Pravdépodobnost sjednoceni dvou jevii).
Méjme jevy A a B, které se navzajem vylucuji. Potom pravdépodobnost jejich sjed-
noceni je soucet jejich pravdépodobnosti, tedy

P(AUB) = P(A) + P(B).
VypiSeme tabulku moznosti, které mohou nastat:

A n=
BBA P3s =

BA  py=
BBA P2 =

00|00 |
QO | ==

Abychom ziskali pravdépodobnost, se kterou hra¢ A vyhraje cely bank, sta¢i uz pouze
pomoci véty seCist pravdépodobnosti vSech priznivych sérii, tj. p; +ps+p3 = %. Stejné
jako v Pascalové podani existuje pouze jedind série her, ve které sazku ziska hra¢ B. Bank
tedy rozdélime v poméru 7 : 1.

K obecnému feseni ulohy se dostaneme nasledujici myslenkou: Aby hrac¢ A ziskal
celou sdzku, musi vyhrat m her, které mu chybi a hra¢ B miize vyhrat maximalné ¢ her,
pricemz pro plati © = 0,1,2,...,n — 1. Poradi téchto her mize byt jakékoliv, ale posledni
hru musi vyhrat hra¢ A. Pravdépodobnost, ze vyhraje hrac¢ A je vzdy % Pocet kombinaci
her m+17—1 zjistime pomoci (m“_l). Obecné feseni je tedy postaveno na vété o s¢itani

m—1

pravdépodobnosti. Vzorec pro jeho vypocet tedy vypada
m—1\ (1\" (m) (1 ’”+1+ m+1\ (1 m+2+ (A =2) (1 minet
0 2 1)\2 2 2 n—1 2 B
n—1 . m-1 n—1 . m+i
Z m+4+i—1 1 _ Z m-+1—1 1
— i 2 — 7 2 '

Pravdépodobnost, ze vyhraje hra¢ B dopocitdme pomoci doplikového jevu.

3.3.2 Pascaltav trojuhelnik

Dalsi zptisob teSeni je s pomoci Pascalova trojahelniku. Ten vytvorfime tim, ze si na vrchol
stranky napi$eme ¢islo jedna (generdtor). Kazdy dalsi fadek je o jedno ¢islo delsi. Cisla
samotnd ziskame tak, Ze sec¢teme dvé ¢isla, kterd jsou primo nad pozici ¢isla hledaného.
V dnesni dobé zapisujeme tento pravouhly trojihelnik s vodorovnou preponou. Pascal
samotny popisoval trojihelnik s jednou preponou vertikalni a druhou horizontalni. Také
uvadél, ze se da pouzit jakykoliv generdtor (poc¢atecni prvek), trojihelnik tedy nebyl uréen

4Tato véta plati i pro libovolné mnozstvi jevii. Diikazy obou téchto vét viz [5], str. 13.
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jednoznacné. Dnes miizeme pomoci jednoduchého vytykani potvrdit, Ze volba generatoru
na spravnost vysledku nema vliv.

K dokonceni hry chybi hracim odehrat maximalné m +n — 1 her. V Pascalové troj-
uhelniku tedy najdeme tadek s m + n prvky. Soucet prvnich m prvkid nam da pocet
moznosti, které jsou piiznivé pro hra¢e A. Souc¢tem prvnich (nebo poslednich) n prvki
ziskdme pocet jevi, které preji hraci B.

Abychom ziskali obecné feSeni a nemuseli pro kazdy pripad sestavovat Pascalav troju-
helnik, potiebujeme si Pascaliiv trojihelnik zapsat pomoci kombinacnich ¢éisel. Opét sec-
teme prvnich n kombinacnich ¢isel a tim ziskdme pocet ptiznivych vysledki. Ten vydélime
poctem vSech moznych vysledki. To ale neznamenad, ze musime scitat celou kombinac¢ni
fadu. Misto toho pouzijeme vzorec 2™ 1. Obecné feSeni je tedy postaveno na definici
klasické pravdépodobnosti a ziskdvame je ve tvaru

iy (1 1
m-Tn —
> (")
=0
21 |2 | 3| 4|5 |6 |7 |8|9 | 10
1 G o m A n é ¢
4 VSRV ESRPERYSEpS 11|
5 | ¥ ¥ 0 R S N
1 9 3 4 5 6 7 8 9
3 A B C w &
1 3 6 10 15 21 28 36
4 D E F p Y
1|4 |/ 10| /o 35| /56| / 84
5 H M K
1 5 15| /35| /75 12
6 5 Q
1 6 21 56 124
A%
¢ 1 7 28 84
T
8 1 8 36
2 1 9
10 1

Obrazek 3.1: Pascaliiv nakres binomického trojihelniku [3].
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Obrazek 3.2: Dnesni podoba Pascalova trojihelniku [10].
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4 Prvni spisy pojednavajici o
pravdépodobnosti

4.1 De Ratiociniis in Ludo Aleae

Christiaan Huygens (1629-1695) byl Nizozemsky fyzik, matematik a astronom, mezi jehoz
uspéchy patii napriklad i sestrojeni prvnich kyvadlovych hodin. O Huygensové zZivoté
a uspésich bychom mohli fici mnoho. Pro mapovani vyvoje poc¢tu pravdépodobnosti nas
zajima, ze v r. 1655 prijel do Pafrize, aby ziskal sviij doktorat prav. Zajimal se ale i o mate-
matiku a piirodni védy, a pfi této cesté se setkal s francouzskymi matematiky od kterych
se dozvédél o problémech, které fesili Pascala a Fermat. Ona problematika ho natolik
zaujala, ze po navratu domu sdm zacal holandsky psat pojednani De Ratiociniis in Ludo
Alead'] To vyslo v 1. 1657 pielozeno do latiny jako pifloha spisu Huygensova uciteld?]
Podstatnou zménou bylo, ze na rozdil od Pacioliho, ktery svou encyklopedii psal i jako
ucebnici, francouzsti matematikové vétsSinou sdileli s Sirokou vetejnosti pouze své vysledky,
nikoliv postupy a navody reseni. Huygens tedy musel na teorii pravdépodobnosti a feseni
prijit sam a s francouzskymi matematiky v dopisech pouze porovnaval vysledky.
Huygensiv spis je celkem kratky a tematicky je rozdélen do tii ¢asti. V prvni ¢asti
dochéazi Huygens od formulace ocekavané castky k predpokladané vyhte. Dnes bychom
rekli, ze z vypoctu aritmetického primeéru odvodil vzorec pro vypocet stiedni hodnoty
diskrétni ndhodné veliéinyﬂ Pro ptiblizeni uvedeme dnesni definice téchto pojmi.

Definice 4.1 (Nahodna veli¢ina).
Nahodnou veli¢inou budeme nazyvat funkci X, kterd jednotlivym vysledkiim néa-
hodného pokusu prifadi néjaké redlné cislo.

Jako nahodnou veli¢cinu miizeme brat napiiklad vysledek hodu minci, pocet stromu
rostoucich pod oknem nebo tieba délku zivota, o které budeme mluvit v dalsi kapitole.

Huygens stale jesté predpokladd, ze elementarnich jevi existuje pouze konec¢ny pocet.
Pti hodu kostkou miize padnout Sest ¢isel, mince ma dvé strany apod. Takovou ndhodnou
velicinu pak nazyvame diskrétni.

Definice 4.2 (Diskrétni ndhodné veli¢iny).

Diskrétni ndhodné veli¢ina mé nejvyse spocetné stavi, tedy nabyva nejvyse spocetné
hodnot z néjaké mnoziny I.

Méjme ndhodny pokus s mnozinou stavi €2 a diskrétni ndhodnou veli¢inu X, X (w) =i
pro w € Q a i € I. Pro jednotlivé pravdépodobnosti P(X = i) = P(w € Q: X(w) = 1)
budeme pouzivat zkraceny zapis P(X = i) = p(i) proi € I.

Huygens ve svém spisu formuluje a dokazuje nasledujici myslenku
Propositio I. (Tvrzeni 1., prejato z Ma¢akova prekladu [3]) ,, Jestlize o¢ekdvam ¢astku
a nebo b, které ziskam stejné snadno, pak ma mé ocekavani hodnotu

'Pieklad s komentéii naleznete v [3], str. 41-65

2Francius (n&kdy Frans) van Schooten (1615-1660): Ezercitationum mathematicarum libri quinque,
vydan r. 1657

3Definice ndhodné veli¢iny je uvedena pouze velmi zjednoduSené. Soufasnd verze (zobrazeni
X :Q — R) je zaloZena na teorii mnozin, kterd byla do po¢tu pravdépodobnosti zavedena aZz ve 20.
stoleti.

16



4. PRVNI SPISY POJEDNAVAJICT O PRAVDEPODOBNOSTI

a+b
2
Tento proces pak opakuje i pro tii ¢astky a, b, c. Co nas z hlediska vyvoje pravdépo-
dobnosti zajima nejvice je tvrzeni tieti, vypocet predpokladané vyhry.
Propositio III. (Tvrzeni IIL.) , Je-li pocet piipadi, v nichZ obdrzim ¢astku a, roven p,
a pocet pripadi, v nichz obdrzim ¢astku b, roven ¢, a predpokladam-li, Ze vSechny piipady
se mohou vyskytnout stejné snadno, pak mé ocekdvani bude mit hodnotu

29

pa+qb
ptaq
Tomuto pojmu dnes fikdme stfedni hodnota ndhodné veli¢iny, piestoze jeji definice
je ponékud zobecnéna. D& se také chapat jako primérnd hodnota vysledkti ndhodného
pokusu pfi vysokém poctu opakovani.

Definice 4.3 (St¥edni hodnota pro diskrétni ndhodné velic¢iny).
Stiredni hodnotou diskrétni nahodné veli¢iny X s oborem hodnot I rozumime ¢&islo

EX =>iP(X =1)=>ip(i)
i€l el

Huygensovo tvrzeni sice pfedpoklada, ze vSechny jevy maji stejnou pravdépodobnost.
D4 se ovSsem pouzit i v pripadé, kdy tomu tak neni. K tomu nas vede i rozdéleni vzniklé
pozorovanim opakovaného hodu minci. Alternativni rozdéleni ndhodné veli¢iny pouzivame
ve chvili, kdy se zabyvame pouze dvéma vysledky ndhodného pokusu. Jak ndm pripomina
podobnost s vypoc¢tem vazeného priiméru, jevy nemusi mit stejnou pravdépodobnost. Toto
zjisténi pak vedlo ke vzniku rozsitené Laplaceovy definice pravdépodobnosti (definice .

Jelikoz v této praci budeme uvadét i jind rozdéleni ndhodné veli¢iny, bylo by vhodné
si pro uplnost fict, co to rozdéleni vibec je.

Definice 4.4 (Rozdéleni nahodné veli¢iny).
Pro ndhodnou veli¢cinu X definujeme nasledujici indukovanou pravdépodobnost
(rozloZeni ndhodné veli¢iny) na podmnozinich redlnych ¢isel:

Px(A) = P(w: X(w) € A) = P(X"'(A)),ACR,.

Pravdépodobnost mnoziny A je tedy ptivodni pravdépodobnosti jejiho vzoru.
Distribuc¢ni funkci nahodné veliciny X pak myslime funkci

Fx(z) = Px((—o0, x]).

V druhé ¢asti spisu se Huygens snazi vymyslet obecny postup feSeni tlohy o rozlozeni
sazky. Tomuto tématu se vénovala Kapitola 3, proto ho tu pouze ve zkratce shrneme.
Stejné jako Pascal zac¢ina feSenim hry m = 1, n = 2 a k feSeni dalsich ptipadi po-
uziva rekurzivni metodu. Pti vypoctech nehleda kombinatoricka feSeni, ale pouziva tvrzeni
zavedena v prvni ¢asti jeho spisu.

Treti ¢ast pak obsahuje tlohy s kostkami typu , kolikrat musim hodit jednou (dvéma)
kostkami, aby padla alesponi jedna Sestka (alespon dvé Sestky)“, které fesili uz Pascal
s Fermatem. K nim se vratime pozdéji. Na zavér vlozil Huygens pét tloh, o jejichz feseni
se mél pripadné pokusit ¢tenar. U t¥i z nich uvedl i feSeni.
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4.2, ARS CONJECTANDI
4.2 Ars Conjectandi

Jak uz to byva, ani v této oblasti matematiky nemize chybét ptitomnost rodiny Bernou-
1705), Ars Conjectandi, ktery jako prvni obsahuje pojem ,pravdépodobnost®. V roce
1713 jej vydal Jacobtiv synovec Niclaus. Spis je rozdéleny do ¢tyt ¢asti, pricemz posledni
zlstala nedokoncend.

V prvni ¢asti spisu najdeme cely text Huygensova De Ratiociniis in Ludo Aleae s Ber-
noulliho rozsdhlymi poznamkami, komentaii a dopliikky. Uvedeme si nékolik tloh z treti
¢asti Huygensova spisu a porovname jejich feSeni.

Uloha 4.1. (Propositio X.) Kolikrat musime hodit jednou kostkou, aby ndm padla alespon
jedna Sestka?

Huygens si vsazenou ¢astku oznadil a (my ji budeme znacit c), a tlohu fesil tim, Ze
postupné poéital poméry Sanci pro jeden a7 Sest hodf. Sance, 7e Sestka padne v prvnim
hodu ziskdme snadno 1 : 5. U dvou hodt uvazoval, Ze padne-li Sestka v prvnim hodu,
dostane celou ¢astku c. Padne-li naopak v prvnim hodu jiné ¢islo, druhy hod ma podle
predchoziho vypoctu hodnotu %c. Existuje tedy jeden ptipad, kdy ziskd castku c a pét
pripadi, kdy ziska éc. Pak pouzil Propositio III. a ziskal

1-c+5~%c_11
146 36

Takto pokracoval az k Sesti hodtim. Stejnou fadu vypocti provedl i pro soucet 12 prii
hodu dvéma kostkami.

Uloha 4.2. (Propositio XII.) Kolika kostkami musim hodit, aby byla pravdépodobnost,
ze padnou dvé Sestky vétsi nez 1/27

Huygens hned na zacatku podotyka, ze bychom mohli uvazovat i nékolik hod jednou
kostkou. Nejdiiv poc¢ita pravdépodobnost pti dvou hodech a ziskava %. Potom pokracuje
vypoctem pro t¥i hody a stejnym postupem jako v loze[d.I]se dostéva k pravdépodobnosti
% = 237 Témito vypocéty nakonec dojde k zavéru, ze je pot¥eba hodit desetkrat (nebo
deseti kostkami) a by byla pravdépodobnost vyssi nez jedna polovina.

Tento postup prisel Bernoullimu pro zdlouhavy a naroc¢ny. Hledal proto obecnéjsi
zpusob, jak dojit k feseni. Zavedl tak binomicky zdkon rozdéleni pravdépodobnosti. Pred-
pokladdme jev A (padne Sestka) se stale stejnou pravdépodobnosti p = % a n nezavis-
Iych pokusi (kolikrat musime hodit kostkou). Doplitkovou pravdépodobnost oznacime

q = 1 — p. Pomoci vzorce

n o
p(k) = p(k,n,p) = (k)p’“q g
binomické rozdéleni popisuje, s jakou pravdépodobnosti nastane jev A prave k-krat.

Bernoulli pak fesi Huygensovu tlohu pomoci doplitkové pravdépodobnosti (padne
maximalné jedna Sestka) rovnici
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Ol = = N

<
<
<
> 5(9)"

Tuto nerovnici pak Bernoulli fesil graficky i postupnym dosazovanim.

Druhé ¢ast spisu Ars Conjectandi se da chépat jako ucebnice kombinatoriky, ¢imz
Bernoulli podle K. Macdka ([3], str. 19) zavrsil obdobi jejiho rozvoje. Tteti ¢ast ma pak
format sbirky prikladi na procviceni. To usuzujeme z poznamek, kterymi autor upo-
zornuje na nékteré casto délané chyby v logickém uvazovani, které by znemoznili dosah-
nout spravného Feseni (napt. vSechny jevy musi mit stejnou pravdépodobnost). K. Macéak
také poukazuje na fakt, ze Bernoulli v tomto spise mezi svymi predchidci uvadi napf.
van Schootena nebo Leibnize, v jehoz praci se aritmeticky trojuhelnik objevuje nezévisle
na Pascalovi. Pascala ale nikoliv. Pfedpoklada se tedy, ze o Pascalovu praci o aritmetickém
trojuhelniku nevédél.

Nejdilezitéjsi je ale posledni ¢tvrta cast, ve které Bernoulli zverejnil svou formulaci
a dikaz zakona velkych cisel. Preklad odvozeni, formulace a dikazu Bernoulliho véty
najdeme v [3] na str. 83-91. My zde uvedeme pouze znéni této véty. Bernoulli o ni mluvil
jako o Zlaté vété. Oznaceni Zakon velkych ¢isel vymyslel az Denis Poisson.

Véta 4.1 (Bernoulliho Zakon velkych ¢isel, K. Macak [3], str. 89).

Necht je tedy pocet pripadi priznivych ku poc¢tu pripadi neptiznivych v poméru
=, tedy ku poctu vSech piipadi v poméru 3, ¢ili £, kteryZzto pomeér ohraniCuji meze
% & S;—l M4 byt dokazano, Ze je mozné ucinit tolik pokusi, aby vyslo libovolnékrat
pravdépodobnéji (kupfikladu c-krat, kde ¢ je dano), Ze pocet ptiznivych pozorovani padne
mezi tyto hranice nez mimo né, tj. pocet pozorovani piiznivych ku poc¢tu vsech pozorovani

s+1 s—1

nebude v poméru ani vétsim nez ==, ani mensim nez *-.

K. Macak ([3], str. 90) tuto vétu prevadi do dnesni podoby takto

Véta 4.2 (Zakon velkych isel).

Necht M je pocet vyskyti jevu A v sérii n nezavislych pokusti, z nichz v kazdém mftize
jev A nastat s pravdépodobnosti p = £. Pak pro jakékoliv ¢ >0 lze najit N, takové, ze pro
vSechna n > N, plati

-1 M 1 M -1 M 1
P i §—§S+ >cP—<8 + P —>S+ )
t n t n t n t

Toto tvrzeni je pak mozné prevést do tvaru

M 1 c
Pll——p <-=-]> .
<‘ n p‘ - t) c+1
Jedn se o verzi slabéhdl| zékona velkych ¢isel (pravdépodobnost konverguje). Bernou-
lliho zdkon aplikovany na hod kostkou tedy fikd, Ze s rostoucim poctem pokusu n, se
pomér k/n, kde k je pocet hodu, pfi kterych padlo nami zvolené ¢islo, blizi redlné prav-
dépodobnosti 1/6.

4Existuje i Silny zékon velkych &sel (konverguje skoro jisté), ktery formuloval Kolmogorov
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Podle K. Macdka ([3], str. 91) chtél ale Bernoulli pokracovat dal, az k tomu, ¢emu
dnes tikdme matematicka statistika. Ve ¢tvrté casti spisu miizeme totiz najit nasledujici
priklad: ,,V urné je umisténo 3000 bilych a 2000 cernych kamenii. Experimentator tyto
udaje nezna a chce tento pomér stanovit na zakladé pokusu. Postupné bude po jednom
vytahovat z urny kameny a sledovat, jak casto vytdhne bily a jak casto cerny. Kazdy
vytazeny kdmen vrati do urny diiv, nez vytahne dalsi.
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5 Jiné pohledy na pravdépodobnost
5.1 Statisticka definice

Ted se vratime v ¢ase o kousek zpatky. Zatimco se v Evropé zajem o pravdépodobnost
presouva z Italie do Francie a dal, v Anglii vladla métitelna fakta. Rozsdhla sc¢itani oby-
vatel a majetku zavedl uz Vilém Dobyvatel v 11. stoleti. V prvni poloviné 15. stoleti se
k nim pridaly jesté tzv. soupisy mrtvych. Kazda farnost si méla podle zdkona vést peclivé
zdznamy o vSech kitech, svatbach a pohibech. Ty postupem ¢asu ziskavaly renomé az vy-
chazely soupisy nejen rocni, ale i tydenni. Ukazka rocni soupis narozeni a amrti obyvatel
za rok 1665 viz [2], str. 101.

Vék 0 6 16 26 36 46 56 66 76 86
Pocet zijicich 100 64 40 25 16 10 6 3 1 O

Tabulka 5.1: Grauntovy odhady po¢tu zijicich lidi [5]

Prvni, kdo zacal pracovat se vSemi témito udaji, byl anglicky statistik John Graunt
(1620-1674). Jeho kniha Natural and Political Observations on the Bills of Mortalityﬂ,
vydana v roce 1662, vzbudila velky zajem i mnoho kontroverzi. Zabyval se v ni vymiranim
populace podle vékovych skupin a obsahovala tabulky imrtnosti, ve kterych byly vypsané
Grauntovy odhady. Na to, abychom ziskali spravné vysledky nebyly tidaje ani zdaleka
presné. Pro vzbuzeni zdjmu o toto téma mezi dalsimi ale bohaté stacily. Vznikl tak novy
pohled na pravdépodobnost.

Definice 5.1 (Statistickd definice pravdépodobnosti).

Méjme ndhodny pokus, ktery miizeme opakovat za stejnych podminek stale dokola.
Relativni ¢etnosti jevu A nazveme pomér uspésnych vysledki pokusu v daném poctu
opakovani, tedy

m
pn<A) -
kde n je pocet opakovani pokusu a m pocet priznivych vysledki.
Pravdépodobnosti jevu A pak nazveme limitu téchto relativnich cetnosti, tedy

P(A) = lim p,(A).
n— o0

M. Marcinéin ([5], str. 30) o limité v tomto vzorci uvadi ,,Jiz v sedmnéctém stoleti vsak
matematici tusili, Ze ¢im pocetnéjsi data z minulosti maji, tim presnéjsi budou jimi odvo-
zené pravdépodobnosti.“ Tyto dva pohledy na pravdépodobnost (klasicky a statisticky)
existovali oddélené a propojil je az Bernoulliho zakon velkych c¢isel.

Demografické tabulky Johna Graunta studoval také bratr Christiaana Huygense, Lo-
dewijk Huygens (1631-1699). Podle nich pak rozvijel dalsi vlastnosti ndhodné veli¢iny.
Ta v té dobé jesté nebyla definované a pouze se tusila jeji existence. Jeho pfinosem jsou
napiiklad median nebo jeho vlastni charakteristika ndhodné veli¢iny.

L. Huygens podle Marcinéina ([5], str. 36) predpokliddal, 7ze pokud jsou Gmrti pies
jednotlivé intervaly rozlozena rovnomeérné, cely tento interval se da nahradit jeho stiedem.

!Ptirodovédna a politickd pozorovéni u¢inénd nad prehledy tmrtnosti [6]
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Hodnoté, kterou vypocital dnes fikdme stifedni délka zivota. Své vysledky zapisoval do
tabulek, ze kterych pak cerpali dalsi statistici. PTi zmensovani intervali pro tyto vypocty
si také uvédomil, ze nahodna velicina nemusi byt pouze diskrétni, a tak ve své praci jako
prvni prolozil data ziskana z Grauntovych tabulek spojitou funkeci.

Definice 5.2 (Hustota).
Distribu¢ni funkce F' se nazyva absolutné spojitd, existuje-li nezaporna borelovsky
méritelnd funkce f takova, ze

F(z) = / F(t)dt, Vo € R.

Funkce f se nazyva hustota pravdépodobnosti.

Definice 5.3 (Spojitd ndhodna velic¢ina).
Ma-li ndhodné veli¢ina X absolutné spojitou distribu¢ni funkci, fikdme, Ze ma abso-
lutné spojité rozdéleni nebo ze X je absolutné spojita ndhodna veli¢ina.

Spojita veli¢ina ale nespliiuje podminky klasické, ani statistické pravdépodobnosti.
Presto na ni nasledné navazal Bayes a dale se zabyval spojitym rozdélenim. O ném ale
bude te¢ az pozdéji.

Pro aplnost doplnime jesté definici stfedni hodnoty spojité veli¢iny.

Definice 5.4 (Stifedni hodnota pro spojité ndhodné veli¢iny).
Stredni hodnotou spojité nahodné veli¢iny X s hustotou fx rozumime ¢islo

EX = /fo(x)da:.

5.2 Geometricka definice

Existuje jesté tieti zptisob, jak definovat pravdépodobnost, a to pomoci geometrie. Jed-
notlivé jevy pak predstavime jako geometrické obrazce a jejich rozmértim pak fikame
pravdépodobnost. Zde je definice pro rovinny obrazec, ta se ale dd4 snadno upravit pro
libovolny pocet rozmeér.

Definice 5.5 (Geometrickd definice pravdépodobnosti).

Méjme rovinny obrazec s obsahem S, ktery predstavuje cely pravdépodobnostni pro-
stor. Pravdépodobnost, ze nastane jev reprezentovany c¢asti obrazce s obsahem T pak
uréime jako 7'/S.

Podle K. Macdka ([3], str. 20) jako prvni pouzil tuto definici zndmy anglicky astronom
Edmund Halley (1656-1742) ve svém ¢lanku An Estimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind, drawn from curious Tables of the Births and Funerals at the City of Bres-
lauﬂ' with an Attempt to ascertain the Price of Annuities upon Lives. Zabyval se v ném
problémem dozivotnich dichodt, a pravé kvili nim zkoumal i tabulky amrtnosti.

2Dnes polsk4 Vratislav
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5. JINE POHLEDY NA PRAVDEPODOBNOST

Uloha 5.1 (Pieklad tlohy piebran z [3], str. 20). ,,Z tmrtnostnich tabulek je znamo,
kolik lidi z 1000 narozenych se dozije véku 1, 2, 3, ... let. Uvazujeme dva lidi, jednoho
ve véku vy, druhého ve véku vy, v; < w9, a ptejme se, jakd je pravdépodobnost, 7e za
k let budou zit oba (resp. bude Zit jen mladsi, bude Zit jen starsi, nebude 7it ani jeden).
Z timrtnostnich tabulek vime, Ze ve véku vy zije N lidi, ve véku v, +k zZije R lidi; oznac¢ime
Y = N — R. Pro vy maji analogicky vyznam ¢isla n, r, y. Vynasobenim rovnic N = R+Y,
n = r+y dostaneme rovnici Nn = Rr+Yr+ Ry+ Yy, kde kazdy s¢itanec je roven poctu
v8ech moznych dvojic s nékterou shora uvedenou vlastnosti (napf. Yr je pocet vSech
dvojic, v nichz starsi prezije mladsiho). Délime-li tuto rovnici ¢islem Nn, dostaneme
hledané pravdépodobnosti. Halley tyto tvahy ilustruje obrazkem kde |BA| = N,
|BD| = n, |BH| = R, |BI| = r, |HA| = Y, |ID| = y; pomér obsahii pfislusnych
,malych“ pravothelnik k obsahu celého obdélniku udava hledané pravdépodobnosti.

B H A

Obréazek 5.1: Halleytiv ndkres geometrické pravdépodobnosti [3].

Priklad, ktery dnes pouzivame nejcastéji je stielba na terc.
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6 Objevy osmnactého a
devatenactého stoleti

6.1 Abraham de Moivre

O zivoté Abrahama de Moivreho (1667-1754) by se toho dalo Fict opravdu mnoho. Narodil
se ve Francii do protestantské rodiny a v jedenécti letech zacal studovat na vysoké skole.
V roce 1685 byl ve Francii ale zrusen edikt nantsky a de Moivre byl na dva roky uvéznén.
Po tom, co byl propus$tén okamzité opustil Francii a nikdy se nevratil. V Anglii se pak
pokousel uzivit vyucovanim matematiky. Hnan snahou zaopatfit se ziskal ¢lenstvi v britské
Royal Society[l] a vydal nékolik matematickych dél.

Nejrozsahlejsim z nich byla jeho kniha Doctrine of Chances poprvé vydana r. 1718.
Byla psana formatem ucebnice, tj. nejprve byly vysvétleny zaklady, na kterych se nasledné
stavélo doplnéno piiklady, a v pribéhu let méla i druhé (1738) a tieti (1756) upravené
vydani. De Moivre tak pokracoval v praci Christiaana Huygense a Jacoba Bernoulliho
a na jejichz myslenky aplikoval nové postupy a teorie, které v té dobé vznikaly. Zavedl
napiiklad soucet dvou pravdépodobnosti, které se navzajem nevylucuji.

Véta 6.1 (Princip inkluze a exkluze pro dva jevy).
Méjme libovolné ndhodné jevy A a B. Potom plati

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).

Dikaz viz [5], str. 64.

Pti zkoumani binomického rozdéleni nahodné veli¢iny objevil de Moivre rozdéleni nor-
malni. K nému dosel tak, ze u binomického rozdélena urcil konstantni hodnotu relativni
Cetnosti x = /N, kde N je pocet pokusi. Funkei f(x) definujeme jako limitu pravdépo-
dobnosti p(r, N,p), pro N — 0.

Na tomto rozlozeni jsou zalozena dalsi rozdéleni a fada testl (nap¥. Studentiv t-test).
De Moivre dale jako prvni uvadi charakteristiku rozptylu ndhodné veli¢iny.

Definice 6.1 (Rozptyl spojité ndhodné velic¢iny).
Spojitd nahodnéa veli¢ina X s hustotou fx ma rozptyl

varX = 7(x — EX)*fx(z)dx = fxzfx(x)dx — (EX)*.

Ten udava druhou mocninu vzdalenosti jednotlivych pozorovani od stiedni hodnoty
EX (definice [4.3). Na tomto de Moivreho poznatku je pak zalozena Laplaceova centralni
limitni véta.

6.2 Pierre-Simon Laplace

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) francouzsky matematik, ktery se za svilj zivot pfispél
novymi poznatky do mnoha védnich oblasti, od astronomie az po prvni naznaky metody

M. Mares (6], str. 188) ji pieklada jako Kralovské spole¢nost
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6. OBJEVY OSMNACTEHO A DEVATENACTEHO STOLETI

nejmensich ¢tverci. Ani jeho prinos do teorie pravdépodobnosti se neda zanedbat. Po
témér tii stech letech zkoumani jako prvni zformuloval klasickou definici pravdépodobnosti
a jeji rozsifenou verzi (definice [3.1] a [3.4).

Jeho nejvétsim prinosem do oblasti pravdépodobnosti a statistiky byla ale centralni
limitni véta. Ta podle M. Marcin¢ina ([5], str. 62) ¥ika, ze pii dostateéné velkém poctu
opakovani, se ,rozlozeni pruméra vysledkt blizi normalnimu rozdéleni. Laplace ji formu-
loval v praci z roku 1810.

Véta 6.2 (Laplaceova Centralni limitni véta).

Méjme nezavislé stejné rozdélené diskrétni veli¢iny X;, které mohou nabyvat hodnost
—m,—m+1,...,m—1,ms pravdépodobnosti p(—m),...,p(m), >_;*  p(i) = 1 ase stfedni
hodnotou py. Potom rozlozeni priméru S, = (X; + --- + X,,)/n se blizi normalnimu
rozdéleni se stfedni hodnotou py a rozptylem rovnym o2 /n, kde o2 je rozptyl ndhodnych
veli¢in X;.

Laplace svou vétu dokazuje pomoci metody vytvorujicich funkci nahodné veli¢iny,
kterou sam vynalezl. Mezi matematiky, ktefi tuto vétu upravovali a vylepsovali jeji diikaz
pati{ Siméon Denis Poisson nebo Augustin Louis Cauchy. M. Marcinéin ([5], str. 62) ¥ika,
ze i pres to méla formulace centralni limitni véty stale své nedostatky. Hlavné nebyly
stanoveny podminky, za kterych konvergence k normalnimu rozdéleni platila.

Dalsimi vinou matematikii, ktefi se pokouseji o odstranéni nedostatkil centralni li-
mitn{ véty byli Andrei Markov (1854-1922), Aleksandr Michajlovi¢ Ljapunov (1857-1918)
a Pafnutij Lvovic¢ Cebyée (1821-1894). Ti nakonec formuluji diikaz a zavadi dostacujici
podminky pro konvergenci. Nasledovné zobecnovani pak prebrali daléﬁ.

2Spolu s Viktorem Jakovlevicem Bunjakovskim (1804-1889) v 19. stolet{ patfili k Petrohradské ma-
tematické skole.
3Dalsi informace napt. viz M. Marcinéin (2004) T¥ dikazy centrdlni limitni véty.
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7 Thomas Bayes

Thomas Bayes (1702-1761) se narodil do anglické puritdnské rodiny v dobé, kterd méla
k nabozenské snasenlivosti opravdu hodné daleko. Pres to se rozhodl stat se duchovnim,
a tak na univerzité v Edinburghu vystudoval teologii a logiku, které tspésné dokon¢il.
Nebylo ale volné misto, na které by mohl nastoupit, a tak se zapsal k dalSimu studiu,
tentokrat matematiky. Ta se mu zalibila natolik, ze ve svém volném case psal matematické
prace i po tom, co mu byla pfifazena jeho vlastni fara nedaleko Londyna.

Za svého zivota vydal pouze dvé kiazani a dopis adresovany Georgi Berkleymu, ve kte-
rém obhajuje zdklady diferencidlniho poctu, a predev§im Newtonovy fluxe (dnes diference
a diferencidly). Ten ale stacil na to, aby byl zvolen ¢lenem Royal Society. Podle M. Marese
([6], str. 187) ,Mél [Bayes| vyhodu v dikladném logickém a filozofickém vzdélani a diky
tomu si umél klast nezvyklé otazky a divat se na problémy z necekanych stran.“ Bayesovy
prace pak po jeho smrti vydal Bayestv ptitel Richard Price.

TT1i roky po Bayesové smrti zvefejnil Price ve sborniku Royal Society An Fssay towards
solving a Problem in the Doctrine of Chances, ve které navrhl myslenku, zZe pokud o po-
zorované nahodné veli¢iné nic nevime, vSechny zaznamenané vysledky jsou stejné prav-
dépodobné.

Podle M. Marese (6], str. 187) pry Bayese ,lakala (...) podivnd jistota v nejistych
jevech®“. Mozné proto se zabyval hlavné studiem podminéné pravdépodobnosti.

Definice 7.1 (Podminéné pravdépodobnost).
Uvazujme dva ndhodné jevy A a B, kde pravdépodobnost P(B) neni nulovi. Potom
podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky B myslime ¢islo

P(ANB)

Pozijeme-li analogii s tmrtnostnimi tabulkami, podminéné pravdépodobnost nam tedy
urci, s jakou pravdépodobnosti prezije ¢lovék dalsich deset let za predpokladu, ze uz se
dozil 36 let. Dodnes se pouziva v riznych odvétvich védy, zejména pak v pojistovnictvi.
Néznaky tohoto pfistupu mizeme najit i v dile Christiaana Huygense.

Bayes ale otazku obratil a zeptal se, jak bychom vypocitali pravdépodobnosti vstup-
nich podminek, zndme-li dostate¢né vysledky nahodnych jevi. Tato véta dodnes nese
jeho néazev. Jelikoz ji ale Bayes nikdy formdalné nevydal, castec¢né se za jejiho objevitele
povazuje také Laplace, ktery ji formuloval nezavisle na Bayesovi.

Véta 7.1 (Bayesova véta).
Necht A a B jsou ndhodné jevy s pravdépodobnostmi P(A) > 0 a P(B) > 0. Potom

P(ANB) P(A|B)P(B)
P(A|B) = —————= atedy P(B|A) = —————=~.
Pokud jsou tedy By, Bi,... navzajem se vylucujici ndhodné jevy s kladnou pravdépo-

dobnosti a alespon jeden z nich nastane s pravdépodobnosti 1, potom

P(A|By)P(By)
(A|Bo)P(By) + P(A|B)P(By) + -+

P(Byl4) =
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7. THOMAS BAYES

Ve své dobé se setkala s celou fadou zastancii i odpiirci. BEhem Druhé svétové valky
ho naptiklad Alan Turing pouzil k sestrojeni deSifrovaciho stroje Bomba. Do dnes mé
celou fadu vyuziti v programovani umélé inteligence a ucicich se strojli, v pocitacové
diagnostice nebo pri vyhodnocovani lékarskych testi na nejriiznéjsi nemoci. Podrobnéji
si o ni a jejich dalsich praktickych vyuzitich mtizeme precist v [7].
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8 Andrej Kolmogorov a
axiomaticka vystavba

V 19. leti se mezi matematiky $ifila snaha o zobecnovani a celkové propojeni s jinymi
oblastmi matematiky pomoci axiomatické vystavby. Tomu Laplaceovy definice nevyhovo-
valy. Regily sice situaci, kdy si pravdépodobnosti riiznych jevit nebyly rovny, nedokazaly
si ale poradit s jiz pouzivanou spojitou nadhodnou funkci. Vyfesenim tohoto problému
si Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987) potvrdil své misto mezi jmény Pascal,
Fermat, Bernoulli, Huygens, Bayes a Laplace. Pattil tak k nejuznavanéjSim evropskym
matematikim 20. stoleti.

Kolmogorovym uéitelem byl Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1883-1950). Ten byl kratce po
revoluci a obcanské vélce vyraznou osobnosti na moskevské matematické scéné. Jelikoz
pred Prvni svétovou valkou studoval v Némécku vyznal se také v ,modernich“ matema-
tickych trendech. Podle M. MareSe ([6], str. 251) ,[se Luzin zabyval] hlavné deskriptivni
teorii mnozin a bodovou topologii*“.

Nejspis pravé Luzin inspiroval Kolmogorova k tomu, aby teorii pravdépodobnosti po-
sunul jesté vic k abstrakci, tim 7ze svou axiomatickou vystavbu zalozil na teorii mnozin.
M. Marcinéin ([5], str.73) tika, ze ,Definice posouva i vyznamy nékterych pojmi jako
ndhodny jev. Jde ale pouze o teoreticky posun, ktery v jednoduchych aplikacich nemé
vliv(...)“ Na zavér této prace si tuto definici uvedeme.

Definice 8.1 (Kolmogorova Pravdépodobnost, upraveno).
Mame nahodny pokus s mnozinou moznych vysledki €2 a systém jejich podmnozin A
spliujici

1.Qe A

2. Pro kazdé A € A je A® € A, tj. A je uzaviena na dopliky.

3. Pokud Ay, Ag, As, ... € A, je také | J°, A; € A, tedy A je uzaviend na spocetnd
sjednoceni.
Zobrazeni P, které kazdému prvku A pritadi realné ¢islo tak, ze

1. pro kazdé A € A je P(A) > 0,

2. P() =1,

3. pro Ay, Ay, As... € A takové, ze A; N A; = 0 pro kazdé i # j, je P(U;~, Ai) =
2im1 P(A),

nazveme pravdépodobnost, pravdépodobnostni mira na (2.

Systém mnozin spliwjici vySe uvedené podminky se nazyva o-algebra, trojici (X2, A, P)
budeme tikat pravdépodobnostni prostor, prvky A € A nazveme ndhodné jevy.
Prvkiim w € () se ¢asto v této teorii rikd elementarni jevy.

Tuto definici pouzivame dodnes. Kolmogorov ji v roce 1933 vydal ve své knize Zdklady
teorie pravdépodobnosti. Tim zatadil teorii pravdépodobnosti do velkého jednolitého celku,
kterym je matematika.
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9. ZAVER
v
9 Zavér
Cilem prace bylo popsat, kdy a jak se vyvijela teorie pravdépodobnosti.

K tomu bylo nejprve nutné ujasnit, co presné k jejimu vzniku vedlo. Ve druhé kapitole
je proto sledovan pojem nahoda a vyvoj kombinatorického poctu, ktery se v zakladnich
vypoctech pouzival. Soucasti toho byl také vznik hazardnich her a jejich vliv na spolec-
nost. Nasledoval popis tlohy o rozdéleni sazky, ktera vzbudila zajem o pravdépodobnostni
pocet. Pozornost byla také vénovana prvnim spisiim, které se pravdépodobnosti zabyvaly
a jejich prinosu pro dalsi fesitele. Druhd ¢ast prace popisovala vznik statistické a geomet-
rické definici pravdépodobnosti a praci s nasbiranymi informacemi, divodu, kvili kterému
vznikaly. Tteti ¢ast prace byla vénovana myslenkam, které do pravdépodobnosti vnesli
Abraham de Moivre, Pierre-Simon Laplace a Thomas Bayes. Nakonec bylo pro tplnost
uvedeno znéni Kolmogorovy definice pravdépodobnosti.

Dalsim cilem této prace bylo vice priblizit tlohu o rozdéleni sazky. Tomu se blize
vénuje kapitola tieti. Popisuje vznik tlohy, seznam ftesSiteli a postupy, které k feSeni
pouzili v dané dobé. Jednalo se prevazné o vypsani vSech moznych kombinaci se stejnou
pravdépodobnosti, nebo vypocet vahy (ceny), kterou maji jednotlivé hry. Nakonec byly
uvedeny jednotlivé zpiisoby feseni, které se pouzivaji dnes. Byly feseny konkrétni priklady
a odvozena jednotliva obecnd Teseni.

Na tuto praci by se dalo navazat nékolika zptisoby. Slo by napiiklad o rozbory praci
zde zminénych: Huygensovo De Ratiociniis in Ludo Aleae, Bernoulliho Ars Conjectandi,
de Moivreho Doctrine of Chances nebo Kolmogorovy Zaklady teorie pravdépodobnosti.
Dale by mohlo jit o popis metod, které se v poc¢tu pravdépodobnosti pouzivaji v dnesni
dobé.
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