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ZlepSeni cache lokality MKP pomoci kfivek
vyplnujicich prostor

Abstrakt

Simulator proudéni podzemni vody Flow123d provadi velké mnoz-
stvi casové narocnych vypoctu s daty predstavujicimi sif bodu
v prostoru. Pti vysoké casové narocnosti téchto vypoctu je zadouci
efektivné vyuzivat cache pamétf procesoru. Pokud jsou body v da-
tovych strukturach ulozeny v poradi nezavislém na jejich vzajemné
poloze v prostoru, vede to k ¢astym vypadktm z cache paméti pro-
cesoru a delsimu béhu vypocta

V této praci jsou popsany a porovnany metody, jakymi lze pro-
blému pristupovat, a docilit vhodného preusporadani dat vedouci
k efektivnéjsimu vyuziti cache paméti procesoru a nasledné nizsi
¢asové narocnosti vypocti nad témito daty.

Klicova slova:

C++, cache, cache lokalita, Flow123d, Hilbertova ktivka, matice,
MKP, krivka vyplnujici prostor, vektor



Improving the cache locality of FEM wi-
th space filling curves

Abstract

Simulator of underground water flow named Flow123d performs a
large number of time-consuming calculations with data represen-
ting points in space. With such time-consuming calculations, it is
desirable to use the CPU cache effectively. If these points are not
stored with respect to their positions in space in the datastructures,
this leads to frequent cache misses and longer calculation times.

This thesis describes and compares methods, which could be used to
achieve appropriate reorderings of the data leading to more effective
use of CPU cache and following less time-consuming calculations.

Keywords:

Armadillo, C++, cache, cahce locality, Flow123d, Hilbert curve,
matrix, FEM, space filling curve, vector
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1 Uvod

1.1 Cil prace

Flow123d (simulator proudéni podzemni vody) je vypocetni software operujici s vel-
kym mnozstvim dat predstavujicim objekty v prostoru. Implementuje metodu ko-
nec¢nych prvki, pricemz klicovou tilohou je sestaveni tzv. matice tuhosti. Pti zpraco-
vavani téchto dat je klicova rychlost provadénych vypocti, ktera je zavisla mimo jiné
na efektivnim vyuziti cache pameéti procesoru. Pokud data nejsou v datové strukture
usporadana v podobném poradi v jakém se objekty jimi reprezentované vyskytuji
v prostoru (neni splnéna jejich vhodnd navaznost), vede to k castym vypadkum
z cache paméti procesoru a tedy k pomalejsimu béhu samotnych vypocti.

Za ucelem eliminace takovych situaci bylo rozhodnuto, zZe je tieba prijit se zpu-
sobem, jak struktury optimalné preusporadat a jako pravdépodobny idealni néstroj
k dosazeni tohoto cile bylo navrzeno vyuzit kiivek vyplnujicich prostor. Snaha o im-
plementaci a ovéreni pristupu je predmétem této prace.

1.2 Struktura prace

V kapitole 2 je nejprve osvétlen princip funkce cache paméti procesoru. V kapi-
tole 3 je priblizen pojem ktivek vypliujicich prostor. Nasledné jsou v kapitole 4
popsany zpusoby, jakymi lze k fazeni struktur pristupovat. V kapitole 5 je predsta-
vena vypocetni sit jejiz preusporadani je klicovym zajmem této prace. V kapitole
6 je predstavena trida MeshOptimizer, ktera implementuje dané metody a provadi
samotnou optimalizaci sité. Metody jsou nakonec srovnany v kapitole 7.
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2 Cache pameét procesoru

Operacni pamét procesoru je velmi rychld pamét malé kapacity, ktera slouzi k docas-
nému nacteni davky dat z operac¢ni paméti pro vyrazné zrychleni pristupu procesoru
k datiim, se kterymi operuje.

A

Obrazek 1: Zjednodusené schéma RAM, CPU a cache

Operaéni pamét (na obrdzku modie zvyraznénd ,Main memory“) slouzi jako
tlozisté dat, se kterymi procesor (na obrézku cervené zvyraznén ,,CPU Core“) ope-
ruje. Procesor obsahuje registry pro uchovani mezivysledkii. Nacitani dat do registri
primo z operacni paméti je vzhledem k rychlosti procesoru pomalé. Aby byl pristup
procesoru k dattim co nejrychlejsi, vyuziva procesor jesté malou velmi rychlou cache
pamét (na obrazku zelené zvyraznénd ,,Cache”), do které si z operacni paméti pru-
bézné nacita data pres sbérnici (na obrazku ,Bus®).

Jedna se vsak kazdopadné o zjednoduSeny model. V praxi maji procesoru vice
nez jednu uroven cache paméti. Typicky L1, L2, pripadné L3.

Nacitani dat do cache paméti probiha na zakladé poradi prvkt danych datovych
struktur, ve kterych jsou ulozeny. Odhadnout presné, kterd data by bylo nejvyhod-
nejsi v danou chvili nacist do cache paméti, neni prakticky mozné.

Jaka data se kdy nactou do cache paméti, neni ani v primé rezii programatora
aplikace s danymi daty pracujici. Je tedy zadouci, aby data, se kterymi program
pracuje, byla jednak z divodu omezené velikosti cache paméti ulozena efektivné
z pohledu pamétové narocnosti, a zaroven aby byla tato data ulozena v danych
datovych strukturdch co nejblize poradi, v jakém je bude program zpracovavat (viz
kapitola 4).

13



Vzdy, kdyz dojde k pripadu, kdy pozadovana data nejsou ulozena v cache pa-
meéti a je tedy nutné je nacist az z operacni paméti, dochazi ke zpomaleni chodu
programu vlivem c¢ekani procesoru na nacteni dat z operac¢ni paméti, ktera je vy-
razné pomalejsi nez cache pamét procesoru. Takovyto jev se nazyva vypadek cache
(cache miss). Takovéto zpozdéni samoziejmé nastdva i v pripadé nutnosti zapisu
hodnot do operacni paméti.

Kazdé takovéto cekani na operacni pamétf zastavi chod procesoru na mnohona-
sobek jeho cykli. Odhaduje se az priblizné 100 cykli. [5]

14



3 KFivky vypliujici prostor

Krivka vyplnujici prostor je vzajemné jednoznacné zobrazeni napiiklad ze dvou-
rozmérného prostoru do prostoru jednorozmérného. Jedna se tedy dalsi metodu,
jak priradit vicerozmérnému vektoru jednorozmérny index, ktery mize slouzit jako
hodnota pro razeni.

Ktivek vyplnujicich prostor je mnoho, z divodt popsanych v podkapitole 4.2
byly vybrany nasledujici dvé.

3.1 Z-krivka

Z-krivka je prvni ze dvou ktivek vypliujicich prostor pouzitych v této praci. Lze si
vsimnout, ze béhem jednotlivych iteraci dochazi k prochézeni jednotlivych kvadran-
tu vzdy v poradi obrdceného Z. [7]

AN
\
AN

(a) prvni iterace (b) druhd iterace
A\l
NN\ AN
A\l NN
AN
(c) tieti iterace (d) ¢tvrtd iterace

Obrazek 2: Iterace Z-krivky krivky
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3.2 Hilbertova krivka

Hilbertova ktivka na rozdil od Z-ktivky neprochazi kvadranty jednotlivych iteraci
vzdy ve stejném poradi, ale poradi je vzdy takové, aby konec krivky v ramci jednoho
kvadrantu navazoval na zac¢atek kiivky kvadrantu nasledujiciho. [3]

(a) prvni iterace (b) druh4 iterace

]
Jd
[ ] [ ]

) teti iterace (d) ¢tvrtd iterace

Obrézek 3: Iterace Hilbertovy kiivky
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4 Lokalita bodi v datovych strukturach

Snahou docilit lokality bodt v datovych strukturach je zde myslena snaha zajistit,
aby se data reprezentujici body v prostoru, které se v tomto prostoru nachazi bliz-
ko sebe, nachazely blizko sebe zaroven v dané datové strukture v paméti, ve chvili,
kdy jsou prostrednictvim téchto struktur zpracovavana danym programem.

Nejjednodussim pripadem, jaky si lze predstavit je pripad, kdy provadime vypo-
¢ty s body z jednorozmérného prostoru. Lokality takovychto bodu lze docilit seraze-
nim danych jednoprvkovych vektori dle hodnoty jejich jediného prvku reprezentujici
hodnotu své jediné souradnice. Tim docilime situace, kdy body, které jsou si navza-
jem blize v prostoru, si vzdy budou zaroven blize i v dané datové strukture. Toho
v ptipadé bodl vicerozmérného prostoru obecné nelze dosdhnout.

V pripadé bodu ve vicerozmérnych prostorech (vicerozmérnych bodech) je vzdy
nutnd urc¢itd forma zobrazeni vicerozmérného vektoru na jednorozmérny prostor.
Kazdému bodu je nutné néjakym zptisobem priradit jednorozmérny index, dle kte-
rého je bude mozné radit. Déle jen ,hodnota na kiivee“. Poradi ulozeni téchto bodl
v datové strukture pak vzdy odpovida jakési kiivce, po které za sebou jednotlivé
body nasleduji.

Méjme dvourozmérny soutadnicovy systém s pocatkem v bodé [0;0], kde x €
[0;1] ay € [0; 1]. Mé&jme 200 bodi ndhodné rozmisténych v tomto prostoru. Klicovou
ulohou této prace je nalézt zptusoby, v jakém poradi tyto body projit, aby body
po sobé nasledujici byly sobé co mozna nejblize v prostoru.

0.8

06

04F

02

Obrazek 4: Nahodné body ve 2D prostoru
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V nésledujicich podkapitolach je popsano nékolik pristupti, které bylo v této
préaci za timto tcelem pouzity.

0.2 H B 02 ‘ N\ N\ \ 1‘\\\\
(a) dle prvni soufadnice (b) dle praméru soutradnic
- \- e
08 > _ q 0.8
AN N\ \
04 \\ 0.4
— \ -

02t “ \\‘ 02

(c) dle Z-kiivky (d) dle Hilbertovy kiivky

Obrézek 5: Varianty poradi priichodu bodi dle zvolenych metod

4.1 Redukce souradnic

Mezi nejjednodussi zptisoby, jak vektoru hodnot priradit jednorozmérny index, dle kte-
rého je nasledné mozna vektory radit, je napriklad metoda vybéru prvku. Méjme
napiiklad dvourozmérny vektor (z,y), potom funkce pritazujici fadici index tomu-
to vektoru muze vypadat nasledovné. f(x,y) = x. Pokud pouzijeme tuto metodu,
v podstaté to znamen4, ze body sefadime podle jejich hodnoty na ose x. Tedy na na-
sledujicim obrazku by byly sefazeny zleva doprava (Obrazek 5 (a)).

Tato metoda ma vsak jednu zfejmou nevyhodu. Vzhledem k tomu, Ze metoda
zcela ignoruje zbyvajici soufadnice. Casto bude nastévat situace, kdy budou sefazeny
za sebou body, které jsou od sebe na zbyvajicich osach vzdalené a budou si casto blize
nez body, které si jsou jinak blize diky malému rozdilu hodnot zbylych souradnic.

Dalsi metodou muze byt napiiklad secteni vsech souradnic. Jedna se tedy o vztah
f(z,y) = z+y. I v tomto pripadé se vsak jednd o zobrazeni danych bodi na osu. Zde

18



ovSem tato osa prochazi body [0;0] a [1;1]. K jevu popsanému u predchozi metody
bude dochazet i v tomto pripadé, prestoze zadna z os neni primo ignorovana. V za-
sadé se jedna o stejny pripad jako u vybéru prvni souradnice a jen je pootocend osa.
Pravdépodobné tedy nelze od této metody obecné ocekavat lepsi vysledky (Obrazek

5 (b)).

4.2 Krivky vypliujici prostor

Ktivek vyplnujicich prostor je mnoho, nicméné lze jiz intuitivné predpokladat, ze
nekteré z nich neni praktické pro reseni daného problému pouzit. Napiiklad obtiznéji
implementovatelné ¢i takové, pro které zjevné neplati pozadavek, aby obrazy bodu
umisténych blizko sebe v prostoru byly zaroven sobé blizké.

Prvni ze dvou ktivek vyplnujicich prostor, které byly v ramci plnéni cile této
prace pouzity, je Z-kiivka (viz podkapitola 3.1). Pri jejim pouziti pro urceni poradi
pruchodu nahodnych bodi 1ze pozorovat, Ze jiz nedochazi k tak velkym ,skoktim*
z jednoho konce na druhy, pri prechodech mezi kvadranty zde ale stéle ke skokiim
dochazi (Obréazek 5 (c)).

Dalsim vhodnym kandiddtem by mohla byt napiiklad Hilbertova kiivka (viz
podkapitola 3.2), kterd je také pomérné snadno implementovatelné jak pro 2D, tak
pro 3D pripad a dokonce ma na rozdil od Z-kfivky jednu dobrou vlastnost. Stejné
jako u Z-krivky zde dochazi k segmentaci (iteracnim rozdélovanim prostoru na ctvr-
tiny), ale na rozdil od Z-krivky zde zacatky segmentu plynule navazuji na konce
segmenti predchozich a nedochazi tak zde ke zminénym velkym , skokim*. Lze tedy
intuitivné o¢ekavat, ze by mohla vykazovat lepsi vysledky (Obréazek 5 (d)).

4.3 Vyuziti ve Flow123d

Vzhledem k tomu, ze klicovou ¢innost Flow123d predstavuje metoda konecnych prv-
k1, jako data pro jeho ¢innost slouzi vypocetni sit (viz 5).

Cache lokalita sice ma vliv na rychlost chodu programu, ale to pouze na ty jeho
casti, kde dochazi k pristupovani dat. Pokud se pouze provadéji vypocty s daty, které
se jiz v cache paméti vyskytuji, nema preusporadani prvki na rychlost vypoctu vliv.
V ramci vypoctl s vypocetni siti vykonava Flow123d néasledujici operace, které jsou
v principu nelokalni.

e Sestaveni matice tuhosti

— Cteni soutadnic vrchola (pro vypocet lokdlnich matic)

— zapis lokalni matice do globalni ridké matice
« Nésobeni (fidkou) matici tuhosti

— Cteni pozic sloupct a hodnot matice
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5 Vypocetni sit

Vypocetni sif predstavuje sif propojenych bodi. Je definovana souradnicemi uzlt
(nodt1) sité v prostoru a mnozinou vypocetnich elementii. Elementy jsou pak tvo-
feny mnozinou zminénych nodi. V zavislosti na tom, jestli jde o rovinnou nebo
prostorovou sif, predstavuje element trojihelnik nebo ¢tyrstén. Element je tvoren
odpovidajicim poé¢tem nodu (dle poc¢tu jeho vrcholi).

Ve Flow123d je sit implementovana prostrednictvim tiidy Mesh (viz kapitola 5.2).
Jeji prvky (elementy) jsou implementovany prostiednictvim tiidy Element. Element
zde obsahuje ¢tverici bodt tfidy Node, které predstavuji jednotlivé body v prostoru
(nody). Ve 2D pripadé se ¢tvrty node ignoruje.

Sit 1ze vygenerovat pomoci programu gmsh. Vystupem je poté soubor s priponou
.msh, ktery obsahuje veskera konkrétni data o podobé dané sité. Jako vstup tento
program vyuziva soubory s priponou .geo, které obsahuji preddefinované vlastnost-
mi sité bez jejich konkrétnich bodl. Syntaxe téchto souborti vypada néasledovné.

fine_step = 1le-8;
mesh = 0.018;

Point(1) = {0, 0, 0, mesh};
Point(2) = {2, 0, 0, mesh};
Point(3) = {2, 1, 0, mesh};
Point(4) = {1, 1, 0, fine_step};
Point(5) = {1, 2, 0, mesh};
Point(6) = {0, 2, 0, mesh};

Line(1) = {1, 2};

Line(2) = {2, 3};

Line(3) = {3, 4};

Line(4) = {4, 53};

Line(5) = {5, 6};

Line(6) = {6, 1};

Line Loop(7) = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

Plane Surface(7) = {7};

Physical Line(".boundary") = {1, 2, 3, 4, 5, 6};
Physical Surface('"plane") = {7};

Ohraniceni je zde definovdno pomoci posloupnosti tsecek (Line Loop). Used-
ka (Line) predstavuje dvojici bodu (Point), které jsou tvoreny ¢tyimi hodnotami.
Prvni t¥i predstavuji soufadnice v prostoru. Ctvrta urcéuje, jak hustd méa byt sit
vygenerovana v blizkosti dané¢ho bodu. V prikladu vyse tedy vidime, Ze sit bude
obsahovat lokalni zjemnéni v okoli bodu 4.

Proces generovani sité z .geo souboru je pomoci programu Gmsh velmi snad-
ny. Staci pouzit jediny prikaz. Jelikoz ale tento program neni soucéasti FLow123d,
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je nutné si ho obstarat jinou cestou. Jednoduse muzeme napriklad pouzit Docker.
K vytvoteni docker image s programem Gmsh. lze pouzit nasledujici Dockerfile.

FROM ubuntu:18.04
RUN bash -c "apt update &&\

apt -y upgrade &&\

apt -y install ssh gmsh"
WORKDIR /root/gmsh

Pokud se nachazime v adresari, kde se nachazi soubor Dockerfile s vyse zmi-
nénym obsahem, vytvorime odsud Docker image nasledujicim prikazem.

docker build -t gmsh_image .

Pokud se nachazime v adresari, kde se nachazi dany .geo soubor, bude soubor
k dispozici i v rdmci Docker kontejneru po spusténi nasledujiciho prikazu.

docker run --rm -it -v $(pwd):/root/gmsh gmsh_image bash

A nakonec uvnitt kontejneru spustime piikaz gmsh s odpovidajicimi argumenty.

gmsh -2 square_2D.geo

Argumentem -2 specifikujeme, ze chceme vygenerovat 2D sif. Pro 3D sit bychom
pouzili argument -3.

5.1 Testovaci site

Pro tcely plnéni cile prace bylo vytvoreno 16 siti. Jednd se o vSechny varianty
nasledujicich vlastnosti:

e tvar - square, Ishape (Ctvercovy tvar nebo tvar pismene L - Zaroven lshape
ma dvakrat vétsi maximalni rozméry narozdil od typu square, ktery se vy-
skytuje v rozmezi [0;0] az [1;1] respektive [0;0;0] az [1;1;0] (Kazda sit je
pred vypoctem hodnoty na kiivce normalizovana. Viz podkapitola 6.2.3).

o struktura - uniform, refined (s pravidelné rozmisténymi elementy nebo s lokal-
nimi zjemnénimi - Lokalni zjemnéni se ¢asto vyskytuji u realnych dat. V tomto
ohledu je tedy tento typ sité redlnym datiim podobné;jsi. Lokalni zjemnéni mii-
ze mit vliv na cache lokalitu kdy i pri preusporadani podle nékteré z metod
zminénych v kapitole 4 se miize na jednom misté v datové strukture vyskytovat
vetsi mnozstvi element.)

o dimenze - 2D, 3D (rovinnd ¢ prostorova - U 3D sité dochézi vypoctem honoty
na kiivce k redukci vétsiho poctu dimenzi, coz muze zpusobit horsi efektivitu
usporadani dle zvolené kiivky.)
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e pocet elementu - small, big (Pocet nodu a elementi generované sité nelze
v ramci .geo souboru primo urcit. Docilit pozadované velikosti vSak lze tpra-
vou hustotu elementii v okoli bodu (viz parametry fine_step a mesh.). Sou-
bor .msh malé sité ma kolem 12 MB, velka sit kolem 150 MB. Pomér hustoty
elementt ve zjemnéné oblasti a nezjemnéné oblasti zustava pro obé varianty
stejny.)

Pocty nodti a element jednotlivych siti jsou uvedeny v tabulce 1.
V nasledujicich podkapitolach jsou predstaveny small verze téchto siti.

5.1.1 Square uniform

Jednd se o sif tvaru ¢tverce ¢ krychle v rozmezi okrajovych bodua [0;0] a [1,1],
pripadné [0;0; 0] a [1; 1; 1], kterd je tvorena pravidelnou strukturou. Neobsahuje tedy
zadn4 lokélni zjemnéni (mista se zvySenou koncentraci elementit).

2D

Obrazek 6: Vizualizace sité Square uniform 2D small
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3D

Obréazek 7: Vizualizace sité Square uniform 3D small

5.1.2 Square refined

Jedna se o sit vzniklou upravenim sité Square uniform. Sit Square refined obsahuje
lokalni zjemnéni u bodu [0;0] a [1; 1] respektive [0;0;0], [1;1;0], [0;0;1] a [1;1;1].
K takovymto zjemnénim v realnych datech casto dochazi. Cilem je tedy zjistit, zda
se to néjakym zptisobem projevi i pri preusporadani.

2D

Obrazek 8: Vizualizace sité Square refined 2D small
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3D

Obrazek 9: Vizualizace sité Square refined 3D small

5.1.3 Lshape uniform

Tato sit je jiz vyraznéji odlisna od dvou predchozich. Nejedna se jiz o krychli, ale
o sit tvaru pismene ,L“ Sit tedy obsahuje oblast (o objemu ¢tvrtiny sité), ve které
se nevyskytuji zadné elementy. Zaroven se tato sit nenachazi ve stejnych mezich jako
sité predchozi, ale v mezich [0; 0], [2;2] respektive [0;0;0], [2;2;2]. Je tedy v téchto
smérech podobnéjsi realnym dattim, neobsahuje vsak zadné zjemnéni.

2D

Obrézek 10: Vizualizace sité Lshape uniform 2D small
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3D

Obrézek 11: Vizualizace sité Lshape uniform 3D small

5.1.4 Lshape refined

Jedna se sit stejného tvaru, jako sif Lshape uniform, obsahuje vsak lokalni zjemnéni
v okoli bodu [1; 1] respektive [1;1;1]. Je zde pfiblizné 10000krat jemnéjsi. Tato sit
je tedy ze vsech testovanych redlnym datim nejpodobnéjsi.

2D

Obréazek 12: Vizualizace sité Lshape refined 2D small
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3D

Obréazek 13: Vizualizace sité Lshape refined 3D small

5.2 Trida Mesh

Ttidu Mesh predstavuje implementaci vypocetni sité ve Flow123d. Lze ji ve pouzit
napriklad nasledujicim zptisobem.

K samotné konstrukei tiidy a nacteni dat z .msh souboru slouzi napiiklad na-
sledujici metoda.

Mesh * mesh_full_constructor(const std::string &input_str,
Input: :FileFormat format = Input::FileFormat: :format_JSON)

Pouziti tedy vypada napriklad nasledovné.

Mesh * mesh = mesh_full_constructor("{mesh file=\"mesh/cube 3D.msh\"}");

Trida Mesh ve Flow123d mimo jiné obsahuje nasledujici atribut, ve kterém jsou
ulozeny jednotlivé elementy (trojihelniky pripadné Ctyrstény) sité. Tento atribut je
zde v rezimu protected.

vector<Element> element_vec_;

Dalsim klicovym atributem, ktery je zde rovnéz v rezimu protected, je datova
struktura uchovéavajici jednotlivé nody (body v prostoru).

Armor: :Array<double> nodes_;

K pristupu k elementiim a nasledné nodim slouzi specialni metody. Prochazet
elementy sité pak lze napriklad nasledujicim zptsobem.
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for (ElementAccessor<3> elm : mesh->elements_range()) {
NodeAccessor<3> n0 elm.node(0);
NodeAccessor<3> nil elm.node(1);
NodeAccessor<3> n2 = elm.node(2);
arma: :mat::fixed<2, 2> M;
arma: :vec3 tmp;
tmp = *nl - *n0;

/)
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6 MeshOptimizer

Bylo treba vytvorit kompaktni néstroj resici problém optimalniho preusporadani
prvka datovych struktur t¥idy Mesh. Za timto icelem byl v ramci této prace vytvo-
fen nastroj umoznujici toto preusporadani riznymi metodami s nazvem MeshOpti-
mizer. Zdrojové kédy jsou verejné dostupné na Githubu Flow123d ve vétvi urcené
této praci (viz https://github.com/flow123d/flow123d/tree/PK_DP_ 3).

Utelem MeshOptimizeru je umoznit uzivateli s jeho pomoci vicero moznymi me-
todami preusporadat nody a elementy dané sité za ucelem zlepSeni jejich cache
lokality.

Klicova data ttidy Mesh, ke kterym je nutné za tcelem preusporadani pristu-
povat jsou atributy element vec , coz je vektor elementi obsahujici indexy jemu
nalezicich nodl a atribut nodes_, ktery slouzi jako tlozisté souradnic nodi.

vector<Element> element_vec_;

Armor: :Array<double> nodes_;

6.1 Pouziti

Ttida meshOptimizer umoznuje sefadit nody a elementy tiidy mesh nékolika riiz-
nymi zplisoby prostfednictvim svych metod.

K preusporadani nodu a elementt je nutné zavolat 5 jeho metod, u kterych je
nutné zachovat poradi 3 krokt.

1. Vypocet rozméru elementtu a nodu. Ke spravnému vypoctu hodnot na krivce
je nutné nejprve tyto rozmeéry znat. Viz podkapitola 6.4.

2. Vypocet hodnot na ktivce pro nody a vypocet hodnot na kiivce pro elementy.
Viz podkapitola 6.5.

3. Serazeni nodu a sefazeni elementi. Jakmile jsou k dispozici vypoctené hodnoty
na krivce, je mozné nody a elementy seradit. Viz podkapitola 6.6.

Po skonceni téchto ¢innosti je Mesh v optimalizovaném stavu a MeshOptimizer
je mozné zdestruovat v zajmu uspory paméti. Nasleduje jednoduchy priklad pouziti.

Mesh * mesh = mesh_full_constructor("{mesh file=\"mesh/cube 3D.msh\"}");

{
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MeshOptimizer<3> mo (*mesh) ;

mo.calculateSizes();
mo.calculateNodeCurveValuesAsHilbert () ;
mo.calculateElementCurveValuesAsHilbertOfCenters();
mo.sortNodes() ;

mo.sortElements();

}

// mesh is now optimized

Prvnim krokem je konstrukce Objektu tiidy MeshOptimizer. Jedné se o Sablo-
novanou metodu, kde je nutné specifikovat, zda budeme pracovat s dvourozmérnym
¢i trojrozmérnym prostorem. Konstruktoru se preda reference na objekt tiidy Mesh,
jehoz data chceme optimalizovat.

Jelikoz vypocet hodnoty krivky vyplnujici prostor, na které node ¢i element lezi,
probihd aproximacné, je nutné predem urcit s jakou presnosti se ma index pro ktery
bod pocitat. To je jednim z divodi, proc je pred samotnym vypoctem vhodné pouzit
metodu calculateSizes() (viz 6.4), kterd mimo jiné pro jednotlivé elementy a nody
vypocita vhodnou hodnotu presnosti.

Poté zde nasleduje pouziti metody calculateNodeCurveValuesAsHilbert(),
ktera pro jednotlivé nody vypocita hodnotu ,Hilbertova indexu* (viz 6.5.4).

Metoda calculateElementCurveValuesAsHilbertOfCenters() poté vypocita
stejny index i pro kazdy element sité.

Nakonec dojte prostfednictvim metod sortNodes() a sortElements () k samot-
nému sefazeni prvki sité, které by se mélo pozitivné projevit na rychlosti vypoctiu
provadénych nad danou siti.

6.2 Pomocné struktury

MeshOptimizer je sice jednou samostatnou tridou, vyuziva ovsem ke své funkci né-
kolika pomocnych struktur.

6.2.1 Vec3

Vec3 je jednou ze tii pomocnych struktur, kterou MeshOptimizer pouziva. Tato
pomocna struktura plni pro MeshOptimizer stejny ucel jaky plni MeshOptimizer
pro Flow123d a sice zajistuje efektivitu vyuziti cache paméti procesoru. Flow123d
totiz k ulozeni bodu (hodnot 3 jeho soufadnic) pouziva tiidu arma::vec3, coz je
trida knihovny Armadillo. Tato tiida méa ale bohuzel pro ucely ulozeni konstantniho
malého poctu ¢isel priliz velkou paméfovou narocnost. Je totiz piivodné navrzen
pro struktury s rizné velkym poctem prvki a tak si pii konstrukei jiz automaticky
alokuje vyrazné vétsi prostor, nez muze byt potreba. Velikost tiidy arma::vec3
¢ini 192 bytt. Velikost minimalistické struktury Vec3, ktera v MeshOptimizeru plni
roli nahrady za arma: :vec3 ¢ini pouhych 24 bytt. To je skutecné jen trojnasobek
velikosti datového typu double, ktery je nosicem hodnoty soutradnice.
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struct Vec3 {
inline Vec3(arma: :vec3 other) {
for (uint i = 0; i < 3; ++i) {
datali] other[i];

}

}

inline arma::vec3 arma() const {
return data;

}

inline double& operator[] (uint i) {
return datalil;

}

inline double operator[](uint i) comnst {
return datali];

}
double datal3];

};

Obrovskou vyhodou pouziti takovéto nahrady je, ze ji lze pouzit jako wrapper
pro vypocty knihovna Armadillo, kterda v jejich implementaci vyuziva jinak celou
fadu vhodnych optimalizaci.

Vec3 a({1, 2, 3});
Vec3 b({4, 5, 6});

Vec3 ¢ = std::arma(a.arma() + b.arma());

V takovémto pripadé miize optimalizace C++ prekladace zajistit, ze pii daném
vypoctu ve skutecnosti k zadné konstrukei arma: : vec3 nedojde, ale vypocet se pri-
tom provede tak optimélné, jak ho implementuje knihovna Armadillo. Vysledkem
je diky vyrazné nizsi pamétové narocnosti a tim zptsobené optimalni vyuziti cache
pameéti procesoru vyrazné vyssi rychlost vypoctu.

6.2.2 Permutee

Permutee je pomocné struktura MeshOptimizeru, ktera slouzi jako trida prvku vek-
toru, ktery v MeshOptimizeru slouzi jako permutace (viz podkapitola 6.6). Tato
pomocna struktura je zde ze dvou divodi. Prvni divodem je optimalizace rychlos-
ti fazeni. I pii pouziti optimélni fadiciho algoritmu pfi fazeni dochéazi k castému
kopirovani prvki. Samotna velikost prvki je tedy klicovym atributem ovliviujicim
rychlost fazeni.

struct Permutee {
inline Permutee(uint _originallIndex,
double _curveValue) : originallndex(_originallndex),
curveValue(_curveValue) {}
uint originallndex;
double curveValue;

};
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inline bool operator<(const Permutee& first, const PermuteeZ second) {
return first.curveValue < second.curveValue;

}

Velikost elementu (tfida Element ve Flow123d) ¢ini 104 bytt. Velikost struktury
predstavujici bod (tfida Vec3 v MeshOptimizeru) ¢ini 24 bytt. Trida Permutee
je vsak tucelné velmi minimalisticka, obsahuje pouze atribut curveValue, coz je
hodnota typu double, podle které se radi a atribut originalIndex typu uint,
ktera uchovava informaci, na jaké pozici byl prvek pred serazenim. Celkova velikost
objektu tridy Permutee ¢ini pouhych 16 byt.

Diky této pomocné strukture tedy staci seradit vektor takto minimalistickych
hodnot nasledné prepsat samotna velkd data jednim prichodem vsech prvki na za-
kladé nasledujiciho principu.

/7

auto dataBackup = data;

for (uint i = 0; i < data.size(); ++i) {
datal[i] = dataBackup[permutation[i].originalIndex];

}

Druhym dtvodem pouziti Permutee v MeshOptimizeru je nutnost mit k dispozici
zpusob, jak ziskat nové hodnoty indexti na zakladé index starych.

6.2.3 Normalizer

Normalizer je pomocna struktura, jejiz ucel spociva v pripravé dat k vypoctim
hodnot, dle kterych se tyto body budou radit. Cilem je prevést vstupni body ¢i
rozmeéry z puvodniho rozsahu do rozsahu jednotkového ctverce, pripadné krychle.
Funkce pritazujici bodim index (z-kiivka nebo Hilbertova kiivka) totiz pritazuji
hodnotu bodim mezi [0;0] a [1;1] pro 2D piipad a mezi [0;0;0] a [1;1;1] pro 3D
pripad.

Normalizer ma dva atributy. Prvnim z nich je shift, coz je bod, predstavujici
soutradnice dolniho ohranic¢eni. Kazda soutadnice tohoto bodu je mimem z hodnot
vsech bodi sité na danych souradnicich. O hodnoty atributu shift se tedy cela sit
posune takovym zptsobem, aby se minima byla nulova.

Druhym z nich je desetinné ¢islo scalar predstavujici pomér pro skalovani. Po-
kud naptiklad boudou vstupni data v rozmezi [0;0] az [3;3], bude scalar roven
3.

struct Normalizer {
inline Normalizer() : shift({0, 0, 0}), scalar(1l) {}
inline Normalizer(Vec3 _shift, double _scalar) : shift(_shift),
scalar(_scalar) {}
inline Vec3 normalize(const Vec3 vec) {
return arma::vec3((vec.arma() - shift.arma()) / scalar);
}
inline double normalize(double size) {
return size / scalar;
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}
Vec3 shift;
double scalar;

};

Normalizer poskytuje dvé metody normalize (). Prvni z nich provadi normalizaci
bodu, druhéd normalizaci rozmeéru.

Normalizer poskytuje dva konstruktory. Prvnim z nich je vychozi konstruktor,
pri jehoz pouziti vznika objekt tiidy Normalizer, ktery by pfi pouziti nezpiisobil
zadnou transformaci. A druhy konstruktor, ktery primo nastavit konkrétni hodnoty
shift a scalar.

6.3 Atributy

MeshOptimizer obsahuje 6 atributii. VSechny jsou privatni.

Mesh& mesh;

std: :vector<Permutee> nodeRefs;
std: :vector<Permutee> elementRefs;
std: :vector<double> nodeSizes;
std: :vector<double> elementSizes;
Normalizer normalizer;

Prvni atributem je reference na Mesh. Tato reference nemtize byt konstant-
ni, protoze pochopitelné cilem MeshOptimizeru je sif upravovat. Nasleduje atribut
nodeRefs, coz je vektor tiidy Permutee. Ten slouzi jako permutace pro razeni nodt
(viz podkapitola 6.2.2). Na stejném principu slouzi i atribut elementRefs pro ra-
zeni elementu. Jako ulozisté velikosti nodi a elementt (viz podkapitola 6.4) slouzi
atributy nodeSizes a elementSizes. Poslednim atributem je normalizer (viz pod-
kapitola 6.2.3), ktery je nastaven pii vypoctu velikosti (viz podkapitola 6.4).

6.4 Vypocet rozméri

Jelikoz vétsina metod, které MeshOptimizer pouziva k prifazeni fadiciho indexu
bodlm, jsou metody aproximacni, je nutné vzdy nejprve urcit presnost, se kterou
se maji indexy pro jednotlivé body pocitat. Za timto icelem obsahuje MeshOptimi-
zer metodu calculateSizes().

Tato metoda v zasadé zajistuje tii véci. Vypocet velikosti elementti, vypocet
velikosti nodi a nastaveni normalizeru.

inline void calculateSizes() {
nodeSizes.resize(mesh.n_nodes(), INFINITY);
elementSizes.reserve(mesh.n_elements());
for (const ElementAccessor<3>% elm : mesh.elements_range()) {
double elmSize = calculateSizeOfElement(elm);
elementSizes.push_back(elmSize) ;
const Element& el = *elm.element();
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for (uint i = 0; i < DIM + 1; ++i) {
nodeSizes[el.nodes_[i]] = std::min({nodeSizes[el.nodes_[il],
elmSize}) ;

}

std: :vector<arma::vec3> tmpArmas;

tmpArmas.reserve(mesh.n_nodes());

for (uint i = 0; i < mesh.n_nodes(); ++i) {

tmpArmas.push_back(mesh.nodes_.vec<3>(i));

}

BoundingBox boundingBox (tmpArmas) ;

const Vec3 dimensions = arma::vec3(boundingBox.max() - boundingBox.min());

normalizer = Normalizer(boundingBox.min(), std::max({dimensions[0],
dimensions[1],
dimensions[2]}));

Tato metoda nejprve projde vsechny elementy v siti, pro kazdy ulozi jeho velikost
do atributu elementSizes a pro kazdy node prislusny danému elementu aktualizuje
jeho velikost dle hodnoty své vlastni velikosti takovym zplisobem, Ze velikost kazdého
nodu bude odpovidat minimu velikosti elementti, ktery dany node nalezi. Velikosti
nodu jsou pak ulozeny v nodeSizes. Duvod, pro¢ se tyto velikosti v MeshOptimi-
zeru ukladaji namisto, aby se pocitaly vzdy az kdyz jsou potieba béhem vypoctu,
spoc¢iva v tom, ze velikost nodu MeshOptimizer pocita jako minimum z velikosti
elementi, kterym nalezi a node neobsahuje informaci o tom, jakym Elementiim na-
lezi. Ke spocteni jeho velikosti je tedy nutné projit vSechny elementy. K prirazeni
hodnoty na kfivce pro nody a elementy se pouzivaji rozdilné metody. Bylo by tedy
jinak nutné je pocitat vicekrat. MeshOptimizer proto v metodé calculateSizes ()
spocita velikosti nodl a elementti najednou a ulozi si je. Po provedeni vSech po-
tfebnych metod k optimalizaci sité (viz podkapitola 6.1) je mozné MeshOptimizer
zdestruovat, takze ulozené velikosti nemusi nutné predstavovat pamétovou zatéz.

V druhé ¢asti se nastavi hodnoty Normalizeru pomoci BoundingBoxu, coz je trida
obsazend ve Flow123d, ktera umoznuje ziskat body ohranicujici danou sif. Jedna
se 0 minimum a maximum. Minimum je bod, jehoz souradnice tvoti vzdy minimum
z hodnot dané soutadnice vSech nodi dané sité. Maximum predstavuje opa¢nou mez.
BoundingBox vsak vyzaduje vstupni data typu std::vector<arma::vec3>, nody
jsou tedy nejprve prekopirovany do docasné proménné tmpArmas.

Metoda vyuziva pomocnou privatni metodu calculateSizeO0fElement (), ktera
vypocita velikost elementu jako nejmensi vzdalenost mezi jeho nody. Tato metoda
ma i svou 2D specializaci.

// 3D
inline double calculateSizeOfElement (const ElementAccessor<3>& elm) {
return std::min({arma: :norm(*elm.node(0) - *elm.node(1)),

arma: :norm(*elm.node(1) - *elm.node(2)),
arma: :norm(*elm.node(2) - *elm.node(0)),
arma: :norm(*elm.node(3) - *elm.node(0)),
arma: :norm(*elm.node(3) - *elm.node(l)),
arma: :norm(*elm.node(3) - *elm.node(2))});
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// 2D
inline double calculateSizeOfElement (const ElementAccessor<3>& elm) {
return std::min({arma: :norm(*elm.node(0) - *elm.node(1)),
arma: :norm(*elm.node(1) - *elm.node(2)),
arma: :norm(*elm.node(2) - *elm.node(0))});

6.5 Metody vypoctu hodnoty na krivce

Vypoctem hodnoty na kfivce rozumime pritazeni bodu v prostoru index vypovidajici
v jaké ¢asti krivky se bod nachazi, pricemz 0 a 1 jsou indexy bodt na koncich ktivky.

Vypocet hodnoty na kiivce se ve tiidé MeshOptimzer provadi pro nody, ale i
pro elementy. MeshOptimizer pouziva 4 rizné metody vypoctu hodnoty na krivce.

1. redukce na hodnotu prvni soutadnice
2. redukce na prumeér souradnic
3. hodnota na Z-krivce

4. hodnota na Hilbertové kiivce

V pripadé vypoctu hodnoty pro element se vypocet provadi na bodu, predsta-
vujicim stied elementu. Ttida ElementAccessor ve Flow123d implementuje metodu
centre(), kterd v podstaté vraci prumér jemu nalezicich nodu.

MeshOptimizer umoznuje vypocitat hodnoty pro nody a elementy zvlast pomo-
ci ¢tyt vyse zminénych pristupt. Umoznuje vSak také pti vypoctu hodnoty elementi
vyuzit priumér z hodnot jemu nalezicich nodu, pripadné hodnoty nodi prevzit od ele-
ment, kterym nalezi. Ta je pak ale zavisla na poradi nacteni elementii, nebot pozdéji
zpracovavany element prepise nodu hodnotu ziskanou od elementu predchoziho.

6.5.1 Redukce na prvni souradnici

Metoda redukce na prvni souradnici je nejjednodussi metoda a to jak na imple-
mentaci, tak co se tyce ¢asové narocnosti jejiho vypoctu. Metoda spociva v tom, ze
se body Tadi podle pozice na jedné z os.

inline void calculateElementCurveValuesAsFirstCoord() {
elementRefs.reserve(mesh.n_elements());
for (uint i = 0; i < mesh.n_elements(); ++i) {
Vec3 tmpNorm = normalizer.normalize(ElementAccessor<3>(&mesh,
i).centre());
elementRefs.emplace_back(i, tmpNorm[0]);
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6.5.2 Redukce na primér souradnic

Druhou nejjednodussi metodou je vypocet redukei na prumér soutadnic. f(z,y, z) =
(x+y+2)/3.

inline void calculateElementCurveValuesAsMeanOfCoords() {
elementRefs.reserve(mesh.n_elements());
for (uint i = 0; i < mesh.n_elements(); ++i) {
Vec3 tmpNorm = normalizer.normalize(
ElementAccessor<3>(&mesh, i).centre()
);
elementRefs.emplace_back(i, (tmpNorml[0]
+ tmpNorm[1]
+ tmpNorm[2]) / 3);

6.5.3 Z-krivka

Jednou ze dvou ktivek vyplnujicich prostor, které MeshOptimizer vyuziva, je Z-
kiivka. Tato kiivka je z nich ta snadnéji implementovatelné. Casovou naro¢nosti
se vsak od druhé nelisi. Jedna se o rekurzivni funkci, kterd iterativné déli oblast
na kvadranty, které ocislovava v konstantnim poradi. Oproti predchozim metodam
ma tu vyhodu, ze dokaze lépe zajistit seskupenost blizkych bodl po sefazeni.

inline void calculateElementCurveValuesAsZCurveOfCenters() {
elementRefs.reserve(mesh.n_elements());
for (uint i = 0; i < mesh.n_elements(); ++i) {
elementRefs.emplace_back(
i,
zCurveValue (
normalizer.normalize(ElementAccessor<3>(&mesh, i).centre()),
normalizer.normalize(elementSizes[i])

MeshOptimizer je Ssablonovana tiida, nebot nékteré metody se pro 2D a 3D
pripad lisi. Metoda zCurveValue () je sice obecné implementovana jako nasledujici
wrapper,

inline double zCurveValue(const Vec3 vec, double size) {
return zCurveValue(vec[0], vec[1], vec[2], size * size * size);

}

implementace vSak obsahuje specializaci pro 2D pripad.

template <>
inline double MeshOptimizer<2>::zCurveValue(const Vec3 vec, double size) {
return zCurveValue(vec[0], vec[1], size * size);

}

35



Jedna se ovsem stale jen o wrappery. Cilova implementace pro 2D vypada na-
sledovneé.

// 2D
inline double zCurveValue(double x, double y, double eps) {
if (eps > 1) {
return 0;
} else {
if (y < 0.5) {
if (x < 0.5) {
return zCurveValue(2+x,2*y,4*eps) / 4;
} else {
return (1 + zCurveValue(2*x-1,2*y,4*eps)) / 4;
}
} else {
if (x < 0.5) {
return (2 + zCurveValue(2*x,2+y-1,4%eps)) / 4;
} else {
return (3 + zCurveValue(2*x-1,2*y-1,4*eps)) / 4;
}

Zde si mizeme vSimnout, ze pri kazdé iteraci dochazi k vypoctu nad zdanlive
stejné rozmérnymi daty jako v iteraci predchozi, diky tomu, Ze se parametry pokazdé
vynasobi dvéma. Celkovy vysledek iterace se pak opét vydéli, aby se zohlednila vaha
dané hodnoty v celkovém kontextu.

Metoda je rekurzivni, vypocet indexu je iteracni, je tedy nutné urcit pii jaké pres-
nosti vypocet ukoncit. K tomu slouzi parametr eps, ktery predstavuje obsah plochy
(respektive objem v prostoru), pro kterou bodim v ni lezicim pfirazujeme stejny
index. Idealni hodnotou pti vypoctu indexu daného bodu je tedy druha respektive
tfeti mocnina nejmensi vzdalenosti od okolniho bodu. Za tcelem zjisténi téchto roz-
méria MeshOptimizer poskytuje metodu calculateSizes() (viz podkapitola 6.4).
Pochopitelné by bylo mozné vypocet provadét s néjakym konstantnim velmi malym
eps, jenze pokud bude vypocetni sit obsahovat vyrazna lokalni zjemnéni, bude do-
chazet k ¢astému vypoctu se zbytecné vysokou presnosti, coz je pochopitelné ¢asove
narocné.

6.5.4 Hilbertova krivka

Hilbertova krivka v podstaté funguje na stejném principu, jaky je popsan u Z-kiivky,
ovsem s jednim rozdilem. Pti kazdém rekurzivnim volani dochazi kromé skalovani
souradnic také k celkové transformaci prostoru. Na nasledujicim vypisu kodu si lze
vsimnout napftiklad prohozeni x a y souradnic pfi rekurzivnim voldni. Takovymito
manipulacemi dokaze tento algoritmus docilit toho, ze konce segmenti této krivky
plynule navazuji na zac¢atky nasledujicich a nedochazi tak zde ke ,skokim®, jako je
tomu u Z-krivky.
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// 2D
inline double hilbertValue(double x, double y, double eps) {
if (eps > 1) {
return 0;
} else {
if (x < 0.5) {
if (y < 0.5) {
return hilbertValue(2*y,2*x,4*eps) / 4;
} else {
return (1 + hilbertValue(2#x,2*y-1,4*eps)) / 4;
}
} else {
if (y >= 0.5) {
return (2 + hilbertValue(2+x-1,2*y-1,4%eps)) / 4;
} else {
return (3 + hilbertValue(1-2*y,2-2*x,4%eps)) / 4;
}

6.6 Razeni dat

Poté, co ma MeshOptimizer k dispozici vypoctené veskeré hodnoty pro nody a ele-
menty, je mozné je podle nich setadit. MeshOptimizer poskytuje zvlast metodu
pro serazeni nodu a elementti. Metoda sortNodes () radici nody vypada nasledov-
ne.

inline void sortNodes() {
std: :sort(nodeRefs.begin(), nodeRefs.end());
std: :vector<uint> newNodeIndexes(nodeRefs.size());
Armor: :Array<double> nodesBackup = mesh.nodes_;
for (uint i = 0; i < nodeRefs.size(); ++i) {
newNodeIndexes[nodeRefs[i] .originalIndex] = 1i;
}
for (uint i = 0; i < mesh.n_elements(); ++i) {
for (uint j = 0; j < DIM + 1; ++j) {
mesh.element_vec_[i] .nodes_[j]
= newNodeIndexes[mesh.element_vec_[i] .nodes_[j1];
}
}
for (uint i = 0; i < nodeRefs.size(); ++i) {
mesh.nodes_.set (i) = nodesBackup.vec<3>(nodeRefs[i].originalIndex);

3

Zde se nejprve sefadi vektor nodeRefs (viz podkapitola 6.2.2), ¢imz vznikne
datova struktora predstavujici zpétnou permutaci. K ziskdni dopredné permuta-
ce, ktera bude potieba k prepsani indexti nodi v elementech se vytvori vektor
newNodeIndexes. Poté se dle této permutace v elementech aktualizuji indexy nodii.
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Nody se na zaver nakopiruji do zalohy, odkud uz se v kyzené poradi kopiruji zpét
do Meshe.

Na podobném principu je implementovana i metoda sortElements, kterd radi
elementy sité.

inline void sortElements() {
std: :sort(elementRefs.begin(), elementRefs.end());
std: :vector<Element> elementsBackup = mesh.element_vec_;
for (uint i = 0; i < elementRefs.size(); ++i) {
mesh.element_vec_[i] = elementsBackup[elementRefs[i].originalIndex];

3

Zde neni nutné aktualizovat zadné indexy, jako tomu bylo u metody sortNodes,
takze je tato metoda vyrazné jednodussi. Do Meshe se kopiruji Elementy ze zalohy
adresované zpétnou permutaci, vzniklou sefazenim prvka atributu elementRefs.

V momenté, kdy dobéhnou obé radici metody je jiz Mesh v pozadovaném opti-
malizovaném stavu.
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[ Testy

Pro ovéreni a porovnani tc¢innosti usporadani vypocetni sité pomoci zvolenych me-
tod byly provedeny testy nasledujicich algoritm.

« vypocet lokalnich matic (viz podkapitola 7.2)
« Asemblace globalni matice (viz podkapitola 7.3)
» Naésobeni globélni matici (viz podkapitola 7.4)

V testech byly pouzity matice popsané v podkapitole 5.1. Jejich .geo soubory
se nachazi v adresaii unit_tests/mesh. Nasleduje tabulka poctu nodu a elementii
vygenerovanych siti pouzitych v testech.

Tabulka 1: Velikosti siti

Square uniform 3D small 46 450 247 822
Lshape uniform 3D small 46 842 247 473
Square refined 3D small 69 558 221 558
Lshape refined 3D small 62 611 233 628
Square uniform 3D big 507 861 2 950 304
Lshape uniform 3D big 475 456 2739 781
Square refined 3D big 619 536 2 283 531
Lshape refined 3D big 568 555 2475 491
Square uniform 2D small 100 556 200 010
Lshape uniform 2D small 110 963 220 588
Square refined 2D small 103 292 204 266
Lshape refined 2D small 104 228 206 968
Square uniform 2D big 1 201 483 2 399 152
Lshape uniform 2D big 1325 604 2 646 584
Square refined 2D big 1209 448 2 410 878
Lshape refined 2D big 1197 239 2 389 340

Vytvorené testy se nachazi v souboru
src/unite_tests_mesh/spacefilling test.cpp. Testy pro jednotlivé metody by-
ly tedy spostény v ramci jednoho uni testu. Hypotézu, ze by mohlo poradi testti byt
pri¢inou zdanlivého urychleni, Ize zavrhnout. Bylo ovéreno, ze testy vykazuji stejné
vysledky i pTi zméné poradi.
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7.1 Metodika

7.1.1 Hardware

Stroj, na kterém byly testy provadény: HP Pavilion 15-ab124nc [4]. Jednd se o no-
tebook s procesorem AMD A8-7410 (specifikace viz [1]).

7.1.2 Software
e Operacni systém - Arch Linux
e jadro operac¢niho systému - linux 5.6.15.arch1-1

o Docker - Docker version 19.03.10-ce, build 9424aeaee9

7.1.3 Konfigurace

Byla pouzita release verze docker image Flow123d (flow123d/flow-libs-dev-rel:3.0.0)
spustitelna z korenového adresare Flow123d nésledujicim prikazem.

./bin/fterm rel

Obsah souboru config.cmake:

# Configuration for CI server
# debug build

# main config

set (FLOW_BUILD_TYPE release)
set (CMAKE_VERBOSE_MAKEFILE on)

# external libraries

set (PETSC_DIR /usr/local/petsc-3.8.3/)

set (BDDCML_ROOT /usr/local/bddcml-2.5.0/bddcml)
set (Armadillo_ROOT_HINT /usr/local/armadillo-8.3.4)

set (YamlCpp_ROOT_HINT /usr/local/yamlcpp-0.5.2)

# additional info
set (USE_PYTHON "yes")
set (PLATFORM_NAME "linux_x86_64")

Test byl nasledné zkompilovan pomoci nasledujicich prikazi.

make clean-all

make cmake

make all

cd unit_tests/mesh/
make spacefilling-1-test
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7.1.4 Méreni
Meéreni casu béhu vypoctu zajistuje v ramci toho unit testu nasledujici trida:

class Stopwatch {
public:
inline void start() {
m_begin = std::chrono::high resolution_clock: :now();
}
inline void stop() {
m_end = std::chrono::high_resolution_clock: :now();
}
uint microseconds() {
return std::chrono::duration_cast<std::chrono: :microseconds>(m_end
- m_begin) .count();
}
uint milliseconds() {
return std::chrono::duration_cast<std::chrono::milliseconds>(m_end
- m_begin).count();
}
uint nanoseconds() {
return std::chrono::duration_cast<std: :chrono: :nanoseconds>(m_end
- m_begin) .count () ;
}
private:
std::chrono::time_point<std::chrono::_V2::system_clock,
std: :chrono: :duration<long int, std::ratio<il, 1000000000>>> m_begin;
std: :chrono: :time_point<std::chrono::_V2::system_clock,
std: :chrono: :duration<long int, std::ratio<i, 1000000000>>> m_end;

Meéreni bylo provadéno s presnosti na mikrosekundy. A to napriklad nasledovneé:

/.

stopwatch.start();

results[3] = performMultiplication(global_matrix, mesh->n_nodes());
stopwatch.stop() ;

std::cout << "result 4: " << results[3] << '\n';
tw.writeTime (meshName + "_zcurve'", stopwatch.microseconds());
/...

Pomoci nasledujici pomocné tiidy byly vysledky pribézné zapisované do JSON
formatu.

class TimeWriter {
public:
TimeWriter(const std::string& filePath) : firstTest(true), file(filePath) {
file.put('{');
}
~TimeWriter () {
file.put('}');
file.put('\n');
}

void writeTime(const std::string% testName, double time) {
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if (!firstTest) {
file.put(',");

}
file << '"' << testName << '"' << ": " << time;
file.flush(Q);
firstTest = false;

}

private:
bool firstTest;
std: :ofstream file;

};

Kazdy test byl bkrat opakovan. K minimalizaci vlivu chodu jinych procesii na stro-
ji byly testy provadény bez spusténého grafického prostredi operacniho systému.
Kompletni vysledky viz ptilohy.

7.2 Test vypoctu lokalni matice

Jedna se o vypocet, ktery se ve Flow123d provadi pri asemblaci globalni matice
pro kazdy element sité. Provadi se tedy velmi ¢asto, takze jeho urychleni ma v rameci
Flow123d vyznam. Je ale z velké casti tvoren matematickymi operacemi nad jiz
nactenymi daty, takze preusporadani vypocetni sité nemusi mit na rychlost tohoto
algoritmu velky dopad. Nésleduje vypis implementace pro 2D pripad.

double calculation2DBeforeSort(Mesh * mesh) {
double checksum = 0;
for (ElementAccessor<3> elm : mesh->elements_range()) {
auto n0 = elm.node(0);
auto nl elm.node(1);
auto n2 = elm.node(2);
arma: :mat::fixed<2, 2> M;
arma: :vec3 tmp;
tmp = *nl - *n0;
M.col(0) = arma::vec2{tmp[0], tmp[1l};
tmp = #n2 - *n0;
M.col(1) = arma::vec2{tmp[0], tmp[1]};
double detM = arma::det(M);
double jac = std::abs(detM) / 2;
arma: :mat::fixed<3, 3> phi = {{1, -1, -1},

{0, 1, 03,

{0, 0, 1}};
arma: :mat::fixed<3, 2> grad_phi = {{-1, -1},
{1, 0},
{0, 13}};
arma: :mat::fixed<3, 3> A_local = {{0, 0, 0%},
{0, 0, 0%},
{0, 0, 0}};

for (uint i = 0; i < 3; ++i) {
for (uint j = 0; j < 3; ++j) {
A_local(i, j) += arma::dot(M * grad_phil[i],
M * grad_philj]) * jac;
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checksum += std::abs(A_local(i, j));

3

return checksum;

7.2.1 Testy nad 2D siti

Nasleduje graf zobrazujici vysledky testi. Skupiny sloupci odpovidaji danym vy-
pocetnim sitim. Barvy sloupcti ndlezi danym metoddm preusporadani dle legendy.
Vyska sloupct predstavuje median z péti hodnot ¢asu trvani vypocétu. Median je
pouzit pro svou vyssi odolnost vii¢i vysokym hodnotam zptisobenych nahodilou za-
tézi procesoru jinym procesem, ke kterému muze pfi méreni casu béhu testu dojit
v porovnani s prumérem. Na vrcholech sloupcti jsou zaroven znazornéné rozsahy
mezi prvnim a tretim kvartilem pro predstavu o chybé méteni.

I Bez fazeni

Il Prvni soufadnice
I Primér soufadnic
B Z-kfivka

[ Hilbertova kfivka

80 -

60 4

40 1

Cas trvani vypottu (ms)

20 A

Square Square Lshape Lshape
uniform refined uniform refined
small small small small

Obrazek 14: Vysledky 2D testu vypoctu lokalni matice pro malou sit

Na vysledcich je patrné, ze vSechny metodu skutecné zptisobuji zrychleni vypo-
¢tu. Rozdil mezi jednotlivymi metodami vSak neni tak velky, jak bylo ocekavano.
Zda se, ze i natolik primitivni metoda jako je redukce na prvni prvek ma znacny
vliv.

V rozporu s ocekavanim zde zaroven Hilbertova ktivka nevykazuje nikterak zna-
telné vétsi urychleni nez Z-ktivka. Pravdépodobné tedy navaznost jednotlivych seg-
menti nehraje tak velkou roli, jak bylo predpokladano.

43



1200 4

1000

800

600 q

Cas trvani vypoctu (ms)

400

200 4

Square
uniform
big

Square
refined
big

Lshape
uniform
big

Bez fazeni

Prvni soufadnice
Priimér soufadnic
Z-kfivka
Hilbertova kfivka

gnnnn

Lshape
refined
big

Obrazek 15: Vysledky 2D testu vypoctu lokalni matice pro velkou sif

U testu velkych matic se efekt usporadani evidentné projevuje intenzivnéji, coz je
v souladu s oc¢ekavanim, nebot u velké sité bude nepochybné dochazet k vypadkim

z cache castéji.

7.2.2 Testy nad 3D siti
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Obrézek 16: Vysledky 3D testu vypoctu lokalni matice pro malou sit

Pri testu nad malou 3D siti jevi vSechny metody znatelné mensi efekt, coz je prav-
dépodobné zpusobeno horsi teoretickou lokalitou dat vzhledem k redukei z vyssiho
mnozstvi dimenzi. Ani zde nejsou rozdily mezi metodami prilis velké a Z-krivka
s Hilbertovou ktivkou zde vykazuji témér totozny efekt.
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Obrazek 17: Vysledky 3D testu vypoctu lokalni matice pro velkou sif

V ve 3D testu se efekt u vétsi sité projevuje vyraznéji. Zde si na rozdil od pred-
chozich testi muzeme vsimnout mirné horsiho efektu u metody redukce na prvni
souradnici u siti typu Lshape. To je pravdépodobné zptisobeno z pohledu metody
nahlou vyssi koncentraci elementii na hrané mezi body se zjemnénim. Metody prii-
meéru souradnic totiz tuto hranu prochazi zesikma, takze jednotlivé zhusténé body
jsou u ni vice rozptyleny. Metodu redukce na prvni souradnici tuto vyhodu postrada
a tyto bodu rozprostiené po souradnici y bude metoda vnimat jako obklopujici jeden
bod (viz Obrézek 13).

7.3 Test asemblace globalni matice

Aby bylo mozné ziskat realnéjsi predstavu o urychleni chodu Flow123d. Byla stejnym
zpusobem zaroven otestovana i asemblace celé globalni matice. Globalni matice je
fidka matice velkych rozméru (napt. 100000 x 100000). Flow123d vyuziva k efektivni
praci s ridkymi maticemi knihovnu PETSc.

Knihovna PETSc umoznuje efektivni ulozeni fidkych matic a implementuje kli-
cové operace provadéné s matici tuhosti. PETSc ukldda fidkou matici jako pole
jejich nenulovych hodnot spolecné s poli jednotlivych souradnic predstavujicich po-
zici daného nenulového prvku v matici.

Vypocet globalni matice zahrnuje mimo jiné vypocet lokalni matice pro kazdy
element sité.

Jelikoz jsou testy kompilované v rezimu release, ktery vyuziva optimalizacni
paramatr -03. Musi test vracet néjakou formu kontrolniho souctu, aby v ramci op-
timalizaci nedoslo k vynechani ¢asti kédu z divodu nasledného nepouziti vysledku.

Mat getGlobalMatrix(Mesh * mesh) {
PetscInt dofs[4];
Mat global_matrix;
int n_global_dofs = mesh->n_nodes();
MatCreateSeqAIJ(PETSC_COMM_SELF, n_global_dofs, n_global_dofs, 34,
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NULL, &global_matrix);
MatAssemblyBegin(global _matrix, MAT_FINAL_ASSEMBLY);
for (ElementAccessor<3> elm : mesh->elements_range()) {

auto n0 = elm.node(0);
auto nl = elm.node(1);
auto n2 = elm.node(2);
auto n3 = elm.node(3);
arma: :mat::fixed<3, 3> M;

M.col(0) = *nl1l - *n0;
M.col(1) = *n2 - #*n0;
M.col(2) = *n3 - #*n0;

double detM = arma::det(M);

double jac = std::abs(detM) / 6;

arma: :mat::fixed<4, 4> phi_coefs = {{1, -1, -1, -1},
{0, 1, 0, O3},
{0, o0, 1, O},
{0, 0, 0, 1}};

arma::mat::fixed<4, 3> grad_phi = {{-1, -1, -1},
{1, 0, 0},
{0, 1, 0},
{0, 0, 1}};

arma: :mat::fixed<4, 4> local_matrix = {{0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, O},
{0, 0, 0, 0}};
for (uint i = 0; i < 4; ++i) {
for (uint j = 0; j < 4; ++j) {
local_matrix(i, j) += arma::dot(M * grad_phil[il,
M * grad_phil[jl) * jac;
}
}
for(uint 1 = 0; i <= elm.dim(); ++i) {
dofs[i] = elm.node(i).idx();
}
MatSetValues(global_matrix, 4, dofs, 4, dofs,
%local _matrix[0], ADD_VALUES);
}
MatAssemblyEnd (global_matrix, MAT_FINAL_ASSEMBLY) ;
PetscScalar result;
int idx = n_global_dofs - 1;
MatGetValues(global_matrix, 1, &idx, 1, &idx, &result);
MatDestroy (&global_matrix) ;
return result;

Test byl implementovan pouze pro 3D sité. Tento test vlastné obsahuje zaroven
test predchozi, nebot globalni matici je nutné sestavit z tolika lokdlnich matic, kolik
obsahuje sit elementti. I v ramci tohoto testu se tedy provadi vypocty lokalnich
matic.

Pti vytvoreni globalni fidké matice pomoci PETSc knihovny je konstantné uréen
pocet nenulovych prvki na tddek matice. Flow123d ale pocty nenulovych prvki
na radek vypocitava. Lze tedy v praxi ocekavat jesté vétsi efekt usporadani nez byl
v ramci této prace namétren diky nizsi pamétové naroc¢nosti matice sestavené s presné
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definovanymi pocty nenulovych prvki na radek.

U tohoto testu je ocekavan vétsi efekt preusporadani nebod pri asemblaci globalni
matice dochéazi k velmi castému prekopirovavani dat (z lokalnich matic do globélni),
coz je operace v principu nelokalni.

800 1 Bez fazeni
Prvni soufadnice
Priimér soufadnic
Z-kfivka
Hilbertova kfivka

700+

gnnnn

600

500

400

300 4

Cas trvani vypoctu (ms)

200+

Square Square Lshape Lshape
uniform refined uniform refined
small small small small

Obrazek 18: Vysledky 3D testu asemblace globalni matice pro malou sif

Efekt preusporadani je zde skutecné vétsi nez tomu bylo u pouhych vypocti
lokalnich matic. I zde se ale silnéji projevuje nevhodnost metody redukce na prvni
soutadnici pri pouziti sité typu Lshape.
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Obrazek 19: Vysledky 3D testu asemblace globalni matice pro velkou sit

Zde jiz vysledky odpovidaji i vice nez dvojnasobnému zrychleni. I zde lze pozo-
rovat prakticky totozné vysledky u Z-ktivky a Hilbertovy kiivky. Pravdépodobné je
tedy pro serazeni prvki sité klicova jejich postupnd segmentace na zakladé blizkos-
ti a nikoliv poradi v jakém po sobé segmenty nasleduji. Co se tyce metod Redukce
na prvni soutradnici a redukce na primér souradnic, ty maji u siti typu Square témér
stejné vysledky, ale typu Lshape se opét rozchézeji.
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7.4 Nasobeni globalni matici

Kromé toho, ze MeshOptimizer diky zlepseni cache lokality dat urychluje samotné

sestaveni matice, vysledna matice zaroven sama nasledné obsahuje lokalizovana data.

Urychlené by proto diky MeshOptimizeru mély byt i nasledné operace s touto matici.
Pro ovéreni byl vytvoren nasledujici test nasobeni globalni matici.

double performMultiplication(Mat& global_matrix, PetscInt n_global_dofs) {

Vec x, y;

VecCreateSeq(PETSC_COMM_SELF, n_global_dofs, &x);

VecDuplicate(x, &y);

for (uint i = 0; i < 200; ++i) {
MatMult(global_matrix, x, y);

}

PetscInt ix = 0;

PetscScalar result;

VecGetValues(y, 1, &ix, &result);

return result;

Jelikoz samotné jedno nasobeni matici je velmi rychlé zalezitost, aby bylo mozné
nameérit porovnatelny cas, je nutné operaci opakovat. Nasobeni se tedy v tomto testu
opakuje 200krat.
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Obrézek 20: Vysledky 3D testu nasobeni globalni matice pro malou sif

U malych siti je efekt preusporadani vyrazné mensi nez je tomu u predchozich
testl, nebot efektivné ulozend ridka matice tuhosti ma mnohem nizsi pamétovou
narocnost nez samotna sit, takze se daleko lépe vejde do cache paméti procesoru nez
vypocetni sif. Pfi malém poctu nodi pak zde nedochazi tak casto k vypadki z cache
paméti a preusporadani dat se tedy tolik neprojevi. Mtizeme zde dokonce pozorovat
situaci, kdy je efekt Hilbertovy kiivky mensi nez efekt Z-krivky. vzhledem k velikosti
chyby méreni to nemtze byt nahodily jev vznikly pfi méfeni, nicméné je zrejmé,
ze nejkritictéjsi oblast sité pro krivky vyplnujici prostor je jeji stied, kde se body
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nachézeji na rozhrani ¢tyt segmentti se skokové odlisnymi vyslednymi hodnotami
na krivce. Sit Lshape refined obsahuje zhusténi praveé v této oblasti. Je tedy mozné,
ze zde hraje znac¢nou roli konkrétni vyskyt bodu ve vztahu ke tvaru pouzité krivky.
Pravdépodobné nejzasadnéjsi jev ktery Hilbertove kiivee skodi, je u sité typu Lshape
jejl chybéjici vyskyt elementit v kvadrantu, ktery je z pohledu Hilbertovy krivky
krivky treti v poradi. Rozdil hodnot na kfivce pro oblast pod timto kvadrantem pak
bude vyraznéji odlisny od vedlejstho kvadrantu nez u Z-krivky, kterd nevyplnény
kvadrant prochazi az jako posledni, takze diky tomu nedojde k nijak velkému skoku
mezi hodnotami elementil vyskytujicich se v ostatnich kvadrantech.
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Obrézek 21: Vysledky 3D testu nasobeni globalni matice pro velkou sit
Efekt preusporadani se v souladu s o¢ekavanim projevil daleko vyraznéji v pri-
padé velkych siti. Zde je vSak tento efekt Daleko vyraznéjsi nez u predchozich testi.

Pokud tedy ve Flow123d dochézi k castému nasobeni matici tuhosti, bude mit vy-
uziti MeshOptimizeru vyznamny vliv na chod Flow123d.
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8 Zavér

V ramci této prace jsem se obeznamil s implementaci Flow123d v oblasti MKP a
datovymi strukturami a funkcemi knihoven, které Flow123d k vypoctim pouziva.
V ramci plnéni zadani této prace, ktera spocivala v nalezeni zptsobu, jak pomo-
ci ktivek vyplnujicich prostor preusporadat prvky datovych struktur pro lepsi vyu-
ziti cache paméti procesoru, jsem vytvoril specialni t¥idu umoznujici jednoduchym
zpusobem pomoci nékolika metod preusporadat prvky sité, nasledkem cehoz dochazi
k urychleni klicovych vypoctl provadénych v ramci Flow123d.

Pomoci unit testu jsem testoval vliv jednotlivych metod vypoctu indexu pro pre-
usporadani a prokazal, ze vysledné dochézi k vyraznému zrychleni asemblace glo-
balni matice a dalsich operaci s ni nasledné provadénych.

Prestoze bylo v ramci testovani zjisténo, ze podobného urychleni je mozné do-
sahnout i pomoci jednodussich metod, jako nejucinnéjsi se projevili pravé krivky
vypliujici prostor.

Podarilo se splnit zadani a prokazat spravnost zvolené strategie k dosazeni jeho
stanoveného cile.

Vysledkem praktické ¢asti mé prace je tiida MeshOptimizer, které je pripravena
byt plné vyuzita v rdmci programu Flow123d.
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