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Prvodisla, jejich vybrané vlastnosti
a aplikace

Abstrakt

Prirozena ¢isla majici pravé dva ruzné prirozené délitele, tedy
prvocisla, hraji stézejni roli v elementarni aritmetice, diky ¢emuz se
byla objevena celda rada pozoruhodnych a ¢asto velmi dulezitych
vlastnosti téchto cisel. Dalsi fada otazek souvisejicich s prvocisly,
napf. s jejich rozlozenim na ¢iselné ose, zustava stale nezod-
povézena. Zamérili jsme se na hluboké souvislosti mezi prvocisly
a dalsimi disciplinami matematiky, napt. na tzv. Riemannovu hy-
potézu. Dokazali jsme je i prakticky vyuzit, napt. v tzv. RSA
sifrovani ¢i pri jedenactkovém samodetekujicim kodu.

Tato bakalarska prace si klade za cil ¢tenafe seznamit s vybranymi
vlastnostmi prvocisel, véetné dukazu v téch pripadech, kdy to bude
vhodné a zejména mozné. Prace dale naznaci ¢tenafri v cem tkvi
souvislost mezi prvocisly a Riemannovou hypotézou, sezndmi jej
se zakladnim principem metody RSA, pfipadné dalsimi vhodnymi
aplikacemi prvocisel v matematice.

Klicova slova: prvocisla; testovani prvociselnosti; Mersennova
prvocisla; Fermatova prvocisla; Riemannova hypotéza; metoda
RSA; Ulamova spiréla



Primes, their selected properties
and applications

Abstract

Natural numbers with two different natural divisors, called prime
numbers, are playing a key role in elementary arithmetic, thanks to
which people have come across them since the beginning of time.
To this day, there have been discovered a number of remarkable
and often very important properties of these numbers. There are
lots of alternative questions related to prime numbers, which re-
mains unanswered, for example the location of prime numbers on
the numerical axis. We focused on deep context between the prime
numbers and other mathematical disciplines, namely Riemann hy-
pothesis. We also discribed where they can be used, for instance in
RSA algorithm and in eleven self-detecting code.

Main purpose of this bachelor thesis is to familiarize readers with
selected properties of prime numbers, including proofs in which it
would be appropriate and possible. Thesis also informs about the
relationship between the prime numbers and the Riemann hypo-
thesis, introduces the main principle of the RSA algorithm, even-
tually other applications of prime numbers in mathematics.

Keywords: primes; primality testing; Mersenne primes; Fermat
primes; Riemann hypothesis; RSA algorithm; Ulam’s spiral
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Uvod

Prvocisla jsou povazovana za jednu z nejzahadnéjsich oblasti matematiky. Fascinuji
matematiky po tisice let a se stdle se rozvijejicimi novymi technologiemi a matema-
tickymi metodami dochazi k objevovani novych poznatku, informaci a s nimi spo-
jenych zajimavosti o piirozenych ¢islech majici pravée dva razné délitele. Cim vice je
urcitd oblast zahalena tajemstvim, tim vice vyvstava ruznych otazek s ni spojenych.
Prvocisla nejsou vyjimkou. Na nékteré otazky, které byly vytéeny v davné minulosti,
se podafilo nalézt odpoveédi témér okamzité, na nékteré jsme si ale museli par desitek,
stovek a nékdy az tisice let pockat. Za jejich vyteseni vdécime pokroku predevsim
v oblasti vypocetni techniky. I pres to dodnes vSak nékteré otazky zustavaji ne-
zodpovézeny a neni znamo, zda se vubec nékdy na né odpovédi podaii nalézt.
matematickych problému viubec. M&a zasadni vliv na rozlozeni prvocisel, a proto
je ji vénovana jedna samostatna kapitola. Déle se sem tadi napiiklad Hypotéza
prvociselnych dvojic nebo také otézka tykajici se poctu Mersennovych prvocisel.
Nad témito nevyresenymi otazkami si lamali hlavy jedni z nejvétsich matematiku
vSech dob, a i presto dodnes dukazy neexistuji.

Cilem této bakalaiské prace je seznamit Ctenaie s vybranymi vlastnostmi, sou-
vislostmi a aplikacemi prvocisel, poukazat na jejich jedine¢nost a zasadni roli hrajici
v oblasti matematiky, informatiky nebo také kultury. Taktéz shrnout zakladni po-
znatky o prvocislech z obecné algebry, diky kterym se ¢tenar muze blize seznamit
s testy slouzicimi pro ovérovani prvociselnosti a sity uréenymi k hledani prvocisel,
V neposledni fadé pak co nejdetailnéji a nejsrozumitelnéji popsat v cem tkvi kouzlo
Riemannovy hypotézy.

Bakalarska prace v kapitole 1 seznamuje Ctendre s pojmy, vétami a dukazy
z obecné algebry, jenz prispivaji k vétsimu pochopeni souvislosti v celé praci. Mezi né
lze zaradit relaci kongruenci, relaci byti délitelem a s ni souvisejicimi pojmy nejvétsi
spolecny délitel ¢i soudélnd a nesoudélna ¢isla, kterda vyuzijeme pii definici Eulerovy
funkce. V kapitole 2 se zamétujeme na zdkladni poznatky o prvocislech, znamych jiz
ze zakladnich resp. stfednich skol, jako je samotna definice prvocisla a slozeného cisla,
dukaz o poctu prvocisel a dvé véty, zakladni véta aritmetiky a mald Fermatova véta,
vyzdvihujici jedinecénost prvocisel. V kapitole 3 prace ctenaie seznami s uzitecnymi
testy slouzicimi k ovéfovani prvociselnosti cisel a dvéma sity, které lze vyuzit pro
hledani prvocisel do urcité horni hranice. U téchto sit jsou mimo jiné k dispozici
algoritmy vytvorené v programovacim jazyce Matlab. V kapitole 4 predstavime
vybrané specialni typy prvocisel, predevsim Mersennova ¢isla a prvocisla a Fer-
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matova cisla a prvocisla, u kterych lze zhlédnout tabulku s informacemi o nich,
jako je naptiklad pocet cifer ¢i pocet jejich délitelu. Kapitola 5 je vénovana jed-
po svém predstaviteli, némeckému matematikovi Bernhardu Riemannovi, Rieman-
nové hypotéze. Zamérime se zejména na jeji blizkou spojitost s rozlozenim prvocisel.
V predposledni kapitole 6 se ¢tenaf seznami s dalsimi vyuzitimi prvocisel mimo ob-
last matematiky, jmenujme napiiklad v oblasti Sifrovani metodu RSA, jez je neod-
myslitelnou soucasti online bankovnictvi ¢i zasilani tajnych vojenskych zprav, déale
uziti jedendctkového samodetekujictho kodu, ktery je vyuzivan pii ovérovani zapisu
rodnych éisel osob Ceské republiky, ISBN knih, ISSN ¢asopist @ identifikacnich
¢isel osob/organizaci. Taktéz zminime jedno zajimavé uziti prvocisel v piirodé. V po-
sledni kapitole 7 se zaméfime na dvé zajimavosti podtrhujici jedinecnost téchto ¢isel.
Konkrétneé jsou jimi Ulamova spirdla a Prime gaps neboli mezery nachazejici se mezi
po sobé jdoucimi prvocisly.
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1 Uvod do teorie délitelnosti

Tato kapitola se zabyva oblastmi obecné algebry, jejichz znalost je pro pochopeni
souvislosti v této bakalarské praci nezbytna. Pripomeneme si relaci byti délitelem,
z ¢ehoz plynule prejdeme k pojmu nejvétsi spolecny délitel, se kterym jsou spjata
soudélnd a nesoudélna cisla. Ta nam také poslouzi jako stavebni pilite pro Eu-
lerovu funkci, o které pojednava samostatna sekce. V této uvodni kapitole nelze
nezminit ani relaci kongruence, kterou vyuzijeme predevsim pii testech ovérujicich
prvociselnost cisel ¢i metodé RSA v kapitole o vyuziti prvocisel. Abychom ptedesli
obcas ne zcela jednotnému znaceni prirozenych cisel, objasnime si znaceni, které
pouzivame v celé bakalarské praci my — symbolem N znacime kladnd cela cisla,
zatimco symbolem Ny oznac¢ujeme nezdporné celd ¢isla.

1.1 Relace byt délitelem

Uvazujme, ze operaci déleni provadime na oboru prirozenych ¢isel N. Jestlize délime
¢islo b ¢islem a, pak intuitivné tuto operaci chapeme jako odecitani ¢isla b od ¢cisla a
praveé tolikrat, dokud neni vysledek tohoto odecitani mensi nez ¢islo b. Prdve tolikrdt,
kolikrat cislo b odecteme od ¢isla a se oznacuje jako celociselny podil, neboli kvocient
q. Kvocient tudiz v nasem ptipadé nalezi oboru ptrirozenych ¢isel N. Jestlize vysledek
odecitani je roven nule, pak hovorime o tom, ze cislo b je délitelem cisla a, forméalné
viz definice 1. Pokud nastane situace, ze vysledek je mensi nez cislo b a ¢islu nula se
nerovna, pak se toto ¢islo oznacuje jako zbytek po déleni, neboli reziduum r. Déleni
¢isel se zbytkem muzeme zformulovat nasledujicim zpusobem

Véta 1. Necht mdme a,b € N. Pak existuje takové ¢ € N ar € Ny, pro které plat,
ze

a=b-q+r, 0<r<b-1. (1.1)
Pricemz c¢isla q a v jsou dana jednoznacné.

Dikaz. Dukaz provedeme dukazem sporem. Predpokladejme, ze existuji dvé dvojice
¢isel ¢ a r, pro néz plati

a=0b-q+r, 0<r <b—-1;
a=b-q+ 19, 0<ry; <b-—1.
Oba dva rozklady cisla a se musi tedy rovnat
b-qi+ri=b-q+r
b (¢ — q2) =12 — 11
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Z tupravy rovnice (1.2) plati, ze ¢islo (ro — 1) je délitelné cislem b. Déle pokud
vezmeme v potaz extrémy ¢isla (ro — 1), tedy jaké minimalni a maximalni hodnoty
toto ¢islo muze nabyvat, dostavame interval

ro—r €{l1—=b2-b,...,-1,0,1,...,b—2,b—1}.

Paklize totiz zkoumdme extrém, kde zbytek r; je roven své maximalni hodnoté (b—1)
a tudiz zbytek r9 je roven své minimalni hodnoté 0, z rovnice (1.2) dostavdme, ze
¢islo (ro—m1) je rovno (1—0). A naopak pokud zkoumame opaény extrém, kde r; = 0
a1y =b—1, z totozné rovnice dostavame, ze ¢islo (ro — 1) je rovno (b—1). Jestlize
dbame soucasné i na prvni podminku, ktera tika, ze rozdil zbytku je délitelny ¢islem
b, pak jediné ¢islo, které obéma podminkam vyhovuje, je ¢islo 0, tedy

7"2—7“120

To = T7.

Z rovnice (1.2) pak dostdvame rovnost b-q; = b-qa, a protoze b se jisté nule nerovna,
tak zfejmé musi platit, ze kvocienty g1, g2 jsou si rovny. Dokézali jsme tedy, ze Cisla
r a ¢ jsou vzdy dana jednoznacné. O

V tivodnim odstavci této sekce jsme nastinili mozné chapani pojmu délitel, nyni
si ho vsak zadefinujeme formalné.

Definice 1. UvazZujme cisla a,b. JestliZe existuje cislo q, pro které plati rovnost
a=1"b-q, pak cislo b je délitelem cisla a.

Symbolicky toto tvrzeni lze zapsat néasledujici ekvivalenci
bla <= Jq : a=b-q. (1.3)

Relaci byt délitelem budeme tedy znacit jako b | a. Je ziejmé, ze pro kazdé a plati
a = 1-a. Analogicky tak z definice (1.3) plati, ze délitelem ¢isla a je ¢islo a. Bez
pochyb i ¢islo 1 déli ¢islo a. Tyto dva délitelé se oznacuji jako trividalni délitelé cisla
a. Netrividalnimi deliteli ¢isla a se pak oznacuji vSechny délitelé, které nejsou déliteli
trividlnimi. Vzhledem k zameéreni této bakalarské prace je dulezité tici, ze prvocisla
maji pouze trivialni délitele.

Poznamka 1. V wvodu sekce 1.1 jsme zminili, Ze operaci délent provadime na oboru
prirozenych ¢isel N = {1,2,3,...}. S nulou tedy nepocitime. Pokud bychom brali
v potaz, Ze operaci déleni provddime na oboru nezdpornych celyjch cisel Ny, pak plati,
Ze kazdé cislo b € Ny déli nulu, ponévadz cislem q z definice 1 je nula. Na druhou
stranu ¢islo nula neni délitelem Zdadného nenulového ¢isla a, nebot v tomto pripadé
¢islo q splnugici jiz zminénou definici neexistuje.

Poznamka 2. Vsimnéme si, Ze ve véte 1 jsme hovorili o cislech a,b a q z mnoZiny
prirozenych cisel N a o ¢isle r z mnoZiny nezaporniych celyjch cisel Ny. V definici 1
vsak nezmiriujeme z jaké ¢iselné mnoZiny ¢isla a,b a q jsou, nebot tato definice plati
1 pro ¢isla z jinych c¢iselnych mnoZin, nez je mnozina prirozenych ¢isel N. Jmenujme
napriklad 7. ¢i R.
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1.2 Nejvétsi spolecny délitel

Necht mdme dvé riznd nezdporna celd ¢isla ¢,d € Ny (popf. vice rizngch ne-
zapornych celych ¢isel, popf. muzeme uvazovat i jiné ¢iselné mnoziny), spoleény-
mi déliteli ¢isel ¢, d jsou cisla z mnoziny celych ¢isel, jez déli obé tato cisla beze
zbytku. Nejvétsim spolecnym délitelem (NSD, the greatest common divisor, gcd) se
pak oznacuje takové ptirozené cislo, které je z mnoziny spolecnych délitelu délitelem
nejvétsim. Znacime ho ged(c, d), zkratkou utvorenou z anglického the greatest com-
mon divisor.

K nalezeni NSD mame k dispozici nékolik algoritmu. Tim pravdépodobné nej-
znameéjsim, avsak ne vzdy tim nejefektivnéjsim, je uziti rozkladu ¢isel ¢, d na soucin
prvocisel, o kterém pojednava véta 2. Abychom NSD téchto ¢isel nalezli, v danych
rozkladech ¢isel musime hledat takova prvocisla umocnéna na nejmensi exponent,
jez jsou zastoupena v rozkladech vsech éisel. Jejich soucin je onim NSD ¢éisel ¢
a d. Tento zpusob hledani je vsak v mnoha ptipadech prakticky nerealizovatelny,
zvlasté pokud bychom hledali NSD opravdu velkych ¢isel. K tomu slouzi mnohem
efektivnéjsi algoritmus, ktery je znam jako Eukliduv a jenz je detailnéji popsan
napf. ve skriptech [8; str. 40-42] ¢i v knize [6, str. 36-37] i s uvedenim konkrétniho
prikladu a geometrického znazornéni Euklidova algoritmu. Znalost pojmu nejvétss
spoleény délitel nam pomuze k zavedeni pojmu nesoudélnd, resp. soudélna cisla.

Definice 2. Uvazujme dve riznd cisla c,d € Ny. Jestlize nejvétsim spolecnym
deélitelem téchto cisel je jedna, symbolicky ged(c,d) = 1, pak ¢isla ¢, d nazgvdme
nesoudélnd.

Opakem jsou ¢isla soudélna, u kterych plati, ze jejich nejvétsim spoleénym délitelem
je cislo ostie vétsi nez jedna. Vztdhneme-li to s priklady na prvocisla, pak jakakoliv
dvé prvocisla jsou spolu vzdy nesoudélna. A naopak soudélna ¢isla s prvocislem 2
jsou vSechna suda cisla.

Poznamka 3. Nyni se podivame blize na anglickou terminologii. V anglickém jazyce
se prvocisla oznacuji primes, nesoudélnd c¢isla co-primes. Neni tak iplné ndhodou,
Ze jsou si oba anglické terminy velmi podobné, ponéevadzZ nesoudélnost predstavuje
v oblasti prvocisel zdsadni roli. MiuzZeme ji nalézt napriklad v prvociselnyjch rozkladech
cisel, ke kterym mirime na nasledujicich strankdch. Jestlize nalezneme alespon jedno
prvocislo, které se nachdzi v obou prvociselngch rozkladech, pak s jistotou muzeme
rici, Ze tato dvé c¢isla jsou ¢isla soudélnd. Naopak, pokud takové prvocislo neexistuje,
pak jsou tato dvé cisla nesoudélna.

1.3 Kongruence

V této sekci se zamérime na relaci kongruence, ktera je velmi tzce spjata s relaci
byti délitelem, popsanou vyse. Rovnici (1.1), kde b = m lze zapsat jako

a mod m=r,
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kde mod znaci operaci modulo a a,m € N a r € Nj. Pravé operace modulo bude
hrat stézejni roli v relaci kongruence. Jesté predtim nez si tuto relaci zavedeme,
presunme se na obor celych cisel Z, doposud jsme se totiz pohybovali na oboru
piirozenych éisel N. Cislo a tak nélezi oboru Z, m € N a pro zbytek r plati, ze
0 <r <m—1. Méame-li dvé ¢isla a,b € Z, kterd po déleni cislem m davaji stejny
zbytek r, symbolicky zapsano

a mod m =r, b mod m =r,

pak pomoci relace kongruence, kterou zavadi definice 3 lze tento zapis zjednodusit
na
a = b (mod m) ¢ a =, b.

Tento zjednoduseny zapis cteme jako ,,a je kongruentni s b modulo m*. V celé praci
budeme pouzivat prvni zminény. Definice relace kongruence nasleduje.

Definice 3. Relaci kongruence zavadime na mnoziné celych cisel 7. tak, Ze
VabeZ:a=b (modm),

kde m € N. Casto se lze setkat jesté s upiesnénim, e m > 2, coZ znadi, Ze visledny
zbytek v je vidy vétsi nez nula, nebot v pripadé m = 1 bychom dostali vidy nulovy
zbytek.

Poznamka 4. Uvazujme kongruenci a =0 (mod m), kde a € Z a m € N. Pak tato
kongruence znaci, Ze éislo m je délitelem ¢isla a, tedy m | a. Z rovnice 0 mod m =r
totiz dostdvame, Ze zbytek r je roven nule. Z toho vsak vyplyva, Ze must platit rovnice
a mod m = 0 a ta plati jen a pouze tehdy, pokud je cislo m délitelem cisla a.

1.4 Eulerova funkce

V sekei 1.2 jsme si zadefinovali soudélna, resp. nesoudélna cisla. Je ziejmé, ze kdyz si
zvolime néjaké ¢islo n z mnoziny éisel {2, 3,4, ...}, pak v mnoziné {1,2,...,n — 1}
muzeme nalézt jak ¢isla soudélnd, tak c¢isla nesoudélnd s ¢islem n. Pocet téchto
nesoudélnych ¢isel s ¢islem n oznac¢ujeme jako Eulerovu funkei ¢(n). V tabulce 1.1
muzeme zhlédnout piiklady této funkce pro prirozena ¢isla vétsi nez jedna.

Poznamka 5. Vsimnéme si, Ze u cisel 2,3 a 5 plati, Ze Eulerova funkce p(n) je
rovna danému cislu minus jedné. I kdyz jsme si pojem prvocislo jesté nezavedli, je
natolik znamyj, Ze lze prohlasit nasledujici. Pro prvocisla p € P (tedy i pro uvedend
c¢isla 2,3,5) plati, Ze ¢(p) = p — 1. Dikaz je patrny na prikladech v tabulce 1.1,
kde nejuétsi spolecny délitel kazdého ¢isla z mnoziny {1,2,...,p — 1} a cisla p je
roven jedné, tudiz jsou tato vsechna cisla s prvocislem p nesoudélnd. Ddle si lze
viimnout, Ze u prirozensgich mocnin prvocisel plati, e p(p*) = p*Yp — 1) a pro
soucin ruznych prvocisel, jez jsou zastoupena v prvociselném rozkladu prdvé jednou,
o(p-q) = (p—1)(¢—1). Dukazy téchto tvrzeni lze nalézt ve skriptech [8, str. T5-70].
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Tabulka 1.1: Priklady Eulerovy funkce ¢(n).

Prirozené cislo Cisla z mnoziny Eulerova | Prvociselny
n>1 {1,2,...,n—1} funkce ¢(n) rozklad
2 1 1 2
3 1,2 2 3
4 1,2,3 2 22
5 1,2,3,4 4 5
9 1,2,3,4,5,6,7,8 6 32
10 1,2,3,4,5,6,7,8,,9 4 2-5
12 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 4 22.3
15 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14 8 3-5

Dostavdme se tak k obecnému vzorct, ktery je pro vypocet Eulerovy funkce zdasadni.
Paklize chceme urcit hodnotu @(n), je treba ¢islo n nejprve rozlozit na soucin prvo-
cisel, viz véta 2, tedy

k
’]’L:plfl .pg2 P .p];;‘s :Hpéz
=1
Ze zminenych dvou turzeni pak snadno odvodime vzorec pro vypocet Fulerovy funkce
©(n) pro jakékoliv prirozené ¢islo n > 1

ks—1

gp(n) :plflfl . (pl - 1) ~p]2€2*1 . <p2 — 1) o e .ps

s =D =m0 - ),
(=1

neboli
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2 Zakladni informace o prvodislech

V této kapitole se blize zaméiime na zakladni informace o prvocislech, se kterymi
jsme se seznamili jiz na zékladnich, resp. stfednich Skoldch. Mezi né patii defi-
nice prvocisel a slozenych ¢isel, z nichz bude patrny rozdil mezi nimi. Uvedeme
kolik prvocisel existuje a jako dukaz nam poslouzi ten, jehoz autorem je tecky
matematik EUKLIDES, a ktery je patrné tim nejznaméjsim dukazem co se poctu
prvocisel tyce. Mimo to si také predstavime zakladni vétu arimetiky poukazujici na
unikatnost prvocisel a malou Fermatovu vétu, na které jsou zalozeny nékteré testy
prvociselnosti, o nichz pojednava nasledujici kapitola.

2.1 Prvoéisla a ¢isla slozena

Abychom se mohli prvocisly a dalsimi zalezitostmi s nimi spojenymi v této praci
zabyvat, je nutné si tento pojem v uvodu zavést. K tomu nam poslouzi nasledujici
definice 4, resp. pozdéji zminénd alternativni definice 1, ktera tika, ze

Definice 4. Prvocislo je prirozené cislo, které md pravé dva délitele. TotiZ jednicku
a samo sebe.

Vznikaji diskuze, zda je ¢islo jedna prvocislem ¢i nikoli, ponévadz ¢islo jedna
ma délitele jednicku a samo sebe, coz je ale také jednicka. Proto se zde verejnost
rozchézi, jak je ostatné patrné i v prehledu [12], ktery sumarizuje nazory na toto
téma od cca 100 let ptr.n.l. az do roku 2011. Mimo jiné v ném lze najit nazory
jednéch z nejlepsich svétovych matematiku viubec, jako je EUKLIDES, MARIN MER-
SENNE, CHRISTIAN GOLDBACH, ¢i LEONHARD EULER, ale i dalsich odborniku, ktef{
svymi komentaii a poznamkami dokazuji ¢i vyvraceji, ze ¢islo jedna je prvocislem.
Z priblizne 125 vzorku cca 40 lidi, coz ¢ini 32 %, uvedlo, ze ¢éislo jedna prvocislem
skutecné je. Ztotoznuji se tak s definici 4. Vétsina matematiku a odborniku vsak
tvrdila opak a z jejich komentaiu je patrné, ze ¢islo jedna prvocislem neni. Je tedy
namisté zavést nasledujici definici, ktera je uvadéna v mnoha publikacich a skrip-
tech a vétsina odborniku ji v nynéjsi dobé povazuje za jedinou spravnou. I my z této
definice budeme v celé praci vychazet.

Alternativni definice 1. Prvocislo je prirozené cislo p > 1, které md pravé dva
ruzné delitele. TotiZ jednicku a samo sebe.

Mnozina prvocisel zacind {2,3,5,7,11,13,...} a lze o ni Fici, ze kromé jediného
sudého prvocisla 2 v ni nalezneme pouze lichd cisla, ponévadz vSechna sudé cisla,
kromeé ¢isla 2, jsou slozenymi ¢isly, ktera lze definovat takto:
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Definice 5. Cislo n > 1,n € N, které md minimdlné tri rizné délitele, je cislo
sloZené.

Jiz vime, Ze nejmensim prvocislem je ¢islo dva, naopak tim nejvétsim, které
bylo doposud objeveno, je prvocislo (282589933 — 1), Stalo se tak diky PATRICKOVI
LAROCHEMU z Floridy z projektu GIMPS, o kterém se lze vice dozvédét v sekci
4.1.1, v prosinci roku 2018. M4 24 862 048 ¢islic a o vice nez jeden a pul milionu ¢islic
prekonalo predchozi rekordni prvocislo z prosince roku 2017. Je zaroven i 51. znamym
Mersennovym prvocislem, viz [30]. Zda je opravdu 51. Mersennovym prvocislem
nelze se stoprocentn{ jistotou fici, nebot na témze odkazu se uvadi, Ze posledni ctyti
predstavena Mersennova prvocisla nemusi odpovidat svym prozatimnim poradovym
¢islum. Mersennovym prvocislum se vice vénujeme v sekci 4.1.

2.2 Pocet prvocisel

Zamérime-li se na pocet prvocisel, zjistime, ze v prvni stech pfirozenych ¢islech na-
jdeme ptesné 25 prvocisel. Tedy kazdé ¢tvrté cislo je prvocislem. Mezi 1000 a 1100
nalezneme 16 prvocisel, mezi 10000 a 10100 jich je 11 a mezi 102 a 10%° + 100 je
dokonce jediné, viz [7, str. 15]. I kdyz se zd4, zZe se stale se zvétsujicimi ¢isly prvocisla
fidnou, a tim padem se musime dostat do bodu, kdy jiz zadné prvocislo nenalez-
neme, existuje nékolik dukazu, ze tomu tak neni. Pravdépodobné tim nejznaméjsim
dukazem, ktery je zaroven i jednim z nejstarsich, se kterymi jsme do dnesniho dne
obezndameni, je dukaz pochézejici od feckého matematika Euklida, ktery zil priblizné
pred 300 lety pi.n.l., z jeho knihy Zaklady. Odpovéd na otdzku, zda je prvocisel
konecné ¢i nekoneéné mnoho, byla tak znama jiz pred vice nez 2000 lety.

Dukaz. Dukaz pritazovan Euklidovi je zalozen na dukazu sporem. Predpokladejme,
ze prvocisel je konecné mnoho. Oznac¢me tedy konecnou mnozinu prvocisel P, =

{p1,p2, ..., pe}. Déle uvazujme ¢islo ¢ jako soucin téchto prvocisel plus jedna
¢
j=1

Jak lze vypozorovat, zadné prvocislo z mnoziny P, nedéli ¢islo g, jelikoz zbytek
po déleni bude vidy jedna. To znamend, Ze ¢ je bud prvoéislem nebo je délitelné
prvocislem, které se v mnoziné P,, nenachazi. Coz je spor s predpokladem. Prvocisel
existuje tudiz nekoneé¢né mnoho. O

Poznamka 6. Stdvd se, Ze je tento dukaz nékdy mylné interpretovan tak, Ze cislo q je
nové prvocislo nenachdzejici se v mnoziné Py, a tim jsme dosl ke sporu. Neni tomu
tak, ¢islo ¢ mnemust bijt prvocislo, jak se muzeme ostatné presvédcit na ndsledujicim
prikladu. Pro hypoteticky konecnou mnozZinu prvocisel

P, = {7,11,13},

zreyme plati
q="7-11-1341 = 1002.
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Cislo 1002 je sudé, tudiz urcité prvocislem nend. Obdobnyj vijsledek zrejmé dostaneme
pro soucin libovolné mnoha lichych prvocisel.
Pokud bychom analogicky vzali vsechna prvocisla mensi nebo rovna napr. trindcti,

P, ={2,3,5,7,11, 13},
pak dostaneme
q=2-3-5-7-11-13+1=30031 =59 - 509.
Vysledné cislo tak opét neni prvocislem.

Tento dukaz 2.1 je takto prezentovan v mnoha ucebnicich, na mnoha skolach,
ale originalni dukaz, ktery Euklides ve své knize popsal, byl mirné odlisny. Staii
Rekové totiz chépali ¢isla jako délky tsecek, tisecka délky dva byla dvakrat delsf
nez usecka délky jedna apod. Coz ponékud znesnadnovalo jakykoliv zapis, v tomto
pripadé konkrétné zapis mnoziny prvocisel. A pravé diky tomu, ze Euklid nebyl
vybaven vhodnymi prostiedky pro jeji zapsani, vybral si tii prvocisla A, B, C, kterd
znazornil jako tsecky o ruznych velikostech a pomoci nich a jejich méreni dokazal,
ze vzdy je schopen nalézt dalsi prvocislo. Pied 2000 lety byla predstava o nekonecnu
odlisnd, nez jakou mame dnes my, a proto Euklides ve své knize Zaklady nenapsal,
ze existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel, nybrz ze ,prvocisel je vice nez prirazené
mnoZstvi prvocisel”, viz [2, str. 271]. Originalni Eukliduv dukaz lze zhlédnout na
obrazku 2.1.

Mezi dalsi dukazy patii napt. Goldbachuv dikaz z roku 1730, jenz k dukazu
pouziva Fermatova ¢isla, o kterych se lze vice docist v sekci 4.2, Fiirstenberguv
dukaz z roku 1955, dukaz Filipa Saidaka z roku 2005 ¢i Kummerovo prepracovani
Euklidova dukazu. O téchto dukazech je mozno nalézt vice informaci na webové
strance [11].

Otevieny problém 1. Otdzkou zustdavd, kolik existuje prvociselnijch dvojic (nékdy
také oznacovanych jako prvociselnijch dvojcat), dvou po sobé jdoucich prvocisel, mezi
nimiz rozdil ¢ini dvé. Lze je tedy zapsat ve tvaru (p, p+2), kde p € P. S touto otdzkou
souvist tzv. Hypotéza prvociselniyjch dvojic a dodnes ziustavd nezodpovézena.

Komentar 1. Stejne tak bychom se mohli ptat na otazku, kolik existuje prvocisel-
nych trogic (téz oznacovanych jako prvociselnych trojcat), tii po sobé jdoucich prvoci-
sel, u kterych rozdil mezi pronim a druhym prvocislem, resp. mezi druhym a tretim
prvocislem je roven dvéma. Prvociselné trojice magji tvar (p,p+2,p+4), kde p € P.
Odpovéd je ale v tomto pripadé snadnd, prvociselnd trojice existuje pouze jedind
(3, 5, 7). Dikaz zni ndsledovné, uwvédomme si, Ze se jednd o tri za sebou jdouct
licha c¢isla, jedno z nich tak musi byt vidy delitelné tremi. Jediné prvocislo, které je
délitelné tremsi je cislo 3. Jind neZ zminénda prvociselna trogice tedy neexistuje.
Dnes jsou zndmy dalsi specidlni typy dvojic, resp. trojic, resp. c¢tveric prvocisel.
Napr. cousin primes, coZ je dvojice prvocisel, jejichz rozdil ¢ini ctyri a lze je zapsat
ve tvaru (p, p+4), kde p € P ¢i sexy primes, tedy dvojice prvocisel, kterd se lisi o Sest
a jez jsou ve tvaru (p, p+6), kde p € P. Dalsi trojice prvocisel jsou naptiklad ve tvaru
(p,p+2,p+6) ¢ (p,p+4,p+6), kde p € P, nebo také ctverice prvocisel ve tvaru
(p,p+2,p+6,p+38), kde p € P. Vice informaci o téchto a dalsich typech prvocisel
se lze docist na webové strance [34]. Vybrané typy jsou pak popsdny v kapitole /.
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Obrazek 2.1: Origindlni znéni Euklidova dikazu o nekonecné mnoha prvocislech.
Obrazek prevzat z knihy Zaklady, viz [2, Book IX, Proposition 20].

2.3 Zakladni véta aritmetiky

V mnoha ptipadech se muzeme docist toho, ze prvocisla tvoii jakési zdklady celého
oboru matematiky. A nejen jeho, o ¢emz svedéi kapitola 6, pojednavajici o vyuziti
prvocisel. Je to ddno predevsim jejich unikatnimi a nenahraditelnymi vlastnostmi,
na coz poukazuje také zakladni véta aritmetiky, ktera rika, ze

Véta 2 (Zakladni veta aritmetiky). KaZdé prirozené cislo a > 1 lze rozlozit na
soucin prvocisel. Tento rozklad je jednoznacny az na poradi prvocisel.

¢
ki ko ke _ k;
j=1
kde p1,pa, ..., pe jsou ruznd prvocisla a ky, ks, ..., ky jsou kladnd prirozend éisla.

Znéni této vety a jeji dukaz pochdzi od Euklida z knihy Zaklady, viz [2, Book
VII, Propositions 30, 31, 32]. Stejné jako u dukazu o nekonetné mnoha prvocislech
pochézejici z totozné knihy i v tomto ptipadé pracoval Euklides s prvocisly jako
s velikostmi usecek.
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Dukaz. Dukaz zédkladni véty aritmetiky rozdélime na dvé ¢asti. Tou prvni je dukaz
existence prvociselného rozkladu, druhou pak dukaz jeho jednoznacnosti.

Dukaz existence. Tento dukaz provedeme matematickou indukei. Predpokladejme,
ze existuji prvociselné rozklady malych cisel az do ¢isla n, napt.

2=2,
3=3,
4 =2%
5=05,
6=2-3,
7T=1,
8 =23,

Nésledujici ¢islo (n + 1) je pak bud prvocislo (vyraz n + 1 je tedy rovnou hledany
rozklad ¢isla), nebo se jednd o ¢islo slozené. Pokud by platil druhy pfipad, pak ale
musi existovat ¢isla a,b takovd, ze jejich soucin je hledany rozklad ¢isla (n + 1),
symbolicky n+1=a-b, kde 1 < a,b <n-+1, resp. a,b < n. Jak plyne z indukéniho
predpokladu, prvociselné rozklady cisel a i b urcité existuji a vypadaji nasledovné

4 T
_ kj _ St
a=[Ir v=]Ta"
J=1 t=1

kde p;,q: € P a k;, s, € N. Soucin téchto dvou ¢isel

14 r
n+1:a~b:Hp§j -qut,
j=1 t=1

je prave hledanym prvociselnym rozkladem ¢isla (n+1). Dokazali jsme, Ze prvociselny
rozklad vzdy existuje. O]

Dukaz jednoznacnosti. 1 tento dukaz provedeme matematickou indukci. Predpokla-
dejme, Ze rozklad ¢isel je jednoznacny az do &isla n a &slo (n + 1) necht mé dva

prvociselné rozklady
l r
kj s
n+1=]]p =][a"
j=1 t=1

kde p;,q: € P a kj, s, € N. Vidime, ze p; | (n+1) a z toho plyne, ze 3r* € {1,...,r}
takové, ze py | ¢)i". Obé tato ¢isla se musi rovnat, nebot jsou prvocisly, p; = ¢)".
Nyni po oznaceni ¢isla ¢ jako podil (n + 1)/p; dostavame, ze

0 r
n"“l _ ki S,k — s
c= S el | P || A

P j=2 t=1,tr*
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Z uvedeného podilu také vyplyva nerovnost n 4+ 1 > ¢ a tim padem z indukéniho
predpokladu plyne, ze rozklad ¢isla ¢ je jednoznacny. Oba rozklady tohoto ¢isla tak
musi byt totozné. Z podilu
~n+1

b1
dostédvame, ze i ¢islo (n + 1) musi byt jednoznacné, coz mé za dusledek totoznost

c

obou rozkladu tohoto ¢isla H§:1 p?j = [[;_; ¢*- Tim jsme dokézali, ze prvociselny
rozklad je vzdy jednoznacny. m

Dokazali jsme jak ezistenci prvociselného rozkladu, tak jeho jednoznacnost a tim
i celou zdkladni vétu aritmetiky, viz [8, str. 51-52]. O

2.4 Mala Fermatova véta

Jesté nez si uvedeme znéni malé Fermatovy véty (MFV), predstavime si Eulerovu
vétu. Tu v roce 1736 publikoval Leonhard Euler a tikd, Ze pokud jsou ¢isla a € N a
m € N, m > 1 nesoudélnd, pak plati

a?™ =1 (mod m),

kde ¢(m) zna¢i Eulerovu funkei, o které jsme psali v sekci 1.4. Specidlnim piipadem
Eulerovy véty je pravé mald Fermatova véta, ktera byva pripisovana francouzskému
matematikovi PIERRU DE FERMATOVI, po némz nese sviij nazev.

Véta 3 (Mald Fermatova véta). Necht p € P a necht a € N lezi v intervalu 0 < a <
p. Pak
a?'=1 (mod p).

Dikaz. Tim, ze MFV je specidlnim piipadem Eulerovy véty, v ivodu se zaméiime
na to, zda jsou predpoklady této véty splnény. Prvocislo p je prirozenym cislem, kde
p > 1 a cislo a je taktéz prirozenym cislem, zaroven je nenulovym a s ¢islem p je
nesoudélné, coz jsou vSechny predpoklady Eulerovy véty a jenz jsme pravé ukazali,
ze jsou splnény. Nyni po provedeni m = p, kde p € P, dostavame z Eulerovy véty
kongruenci a#®) =, 1. Pocet nesoudélnych cisel s cislem p, tedy hodnota Eulerovy
funkce ¢(p), je roven (p — 1), nebot vsechna ¢isla z mnoziny {1,2,...,p — 1} jsou
nesoudélnd s prvocislem p (viz tabulka 1.1). Tzn., ze zminénou kongruenci lze zapsat
ve tvaru a?~! = 1 (mod p), coz byl posledni krok k dokdzani malé Fermatovy véty,
viz [8, str. 79]. O
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3 Testovani prvociselnosti a hledani prvocisel

V nékterych situacich potfebujeme rozhodnout, zda je ¢islo n € N prvocislo ¢i
¢islo slozené. K tomu nam dopomohou testy, které si v této kapitole predstavime.
Testy 1ze rozradit do dvou skupin, pficemz s uzitim tzv. deterministickych testi
prvociselnosti ziskavame stoprocentni jistotu, ze ndmi testované ¢islo je prvocislo ¢i
¢islo slozené. Druhou skupinou jsou pak tzv. pravdépodobnostni testy prvociselnosti,
které dokazou odhalit, Ze testované ¢islo neni prvocislem, anebo v opa¢ném pripadé,
ze se jedna o pravdépodobné prvocislo, u kterého je porad pritomna jista Sance, ze
prvocislem neni. U kazdého testu se zaméiime zejména na princip jeho fungovani a

NS

s

jenz v této praci zastoupeny nejsou, se lze dozvédét naprt. z knih [3] a [9] a ¢i z webové
stranky [11].

3.1 Eratosthenovo sito

Na tvod je vhodné tici, ze Eratosthenovo sito se nefadi k typickym testim pro
ovérovani prvociselnosti ¢isla n € N, byt jistym zptisobem tento ticel plni také. Jeho
hlavni smysl je vsak v tom, ze diky nému lze ziskat prvocisla, ktera jsou mensi nebo
rovno tohoto nami zadaného c¢isla n. Algoritmus jako prvni predstavil matematik, as-
tronom a slavny knihovnik ERATOSTHENES z knihovny v Alexandrii zijici mezi roky
276-194 pt. n. l. Eratosthenes nebyl znam pouze jako matematik a knihovnik, ale také
jako védec, ktery se zajimal o rozmeéry Zemé a prispival svymi postiehy k dalsimu
badéni. Jeho sito je dodnes povazovano za jeden z nejefektivnéjsich zpusobu nalezeni
prvocisel a to az do hodnoty 10000000, viz [11]. Pro vétsi ¢isla je vhodné vyuzit
néktery z dalsich popsanych testu v této kapitole. Vyhodou je, ze pii jeho uziti
prakticky nepouzivame zadné déleni, jako tomu je napi. u zakladniho testu, ktery
si predstavime na dalsich strankéch. Oznaceni za sito je velmi vystizné, ponévadz
v principu prosivime ze seznamu slozend ¢isla az do doby, kdy ndm v ném zbu-
dou pouze prvocisla. Dnes je zndma modernéjsi verze Eratosthenova sita z roku
2003 tzv. Atkinovo sito, jehoz autory jsou ARTHUR OLIVER LONSDALE ATKIN a
DANIEL JULiusS BERNSTEIN. Zatimco Eratosthenovo sito vyskrtava vzdy nasobky
prvocisel, Atkinovo sito vyskrtava nasobky ctvercu prvocisel. Stale vSak zustava da-
leko za popularitou jeho predchudce a pravdépodobné tam navzdy zustane. Jeho
princip lze nalézt napt. na webové strance [36].
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3.1.1 Princip

Princip Eratosthenova sita spociva ve vyskrtani vSech slozenych ¢isel z naseho se-
znamu. Toho dosdhneme tak, Zze si zapiSeme ¢isla od 2 do n € N, kde n urcuje
horni hranici ¢isel. Po spravném vyskrtani slozenych ¢isel ndm v seznamu zbudou
pouze prvocisla mensi nebo rovno n. Algoritmus za¢ina oznacenim prvniho ¢isla v se-
znamu za prvocislo a jeho nasobky ze seznamu vyskrtneme. Analogicky postupujeme
se zbylymi neoznac¢enymi ¢isly az do doby, kdy odstranime ze seznamu posledni ¢islo
¢i prekrocime hranici y/n, kterd je klicova pro nalezeni prvocisel, viz sekce 3.3.

Uved'me si nazorny piiklad pro hledani prvoéisel, jez jsou mensi nez ¢&islo 100.
Cisla se ve vétsine pifpadi zapisuji do seznamu do fadku po deseti éfslech, coz
vede k vétsi prehlednosti a k usnadnéni préace, jak se muzeme ostatné presvedcit
vzapéti na popsaném konkrétnim piikladu, resp. na obrazku 3.1. Pokud bychom
se rozhodli pro jiné seskupeni ¢isel, na vysledek to neméa zadny vliv. Algoritmus
zacind oznacenim prvniho ¢isla ze seznamu za prvocislo, tim je ¢islo 2, oznaé¢me si
jej. Nasledné vsechny jeho nasobky ze seznamu odstranme. Nyni prvni neoznacené
¢islo v seznamu je ¢islo 3, které si oznacme za prvocislo a stejné jako tomu bylo
v piipadé cisla 2, odstranme vSechny jeho nésobky, paklize doposud odstranény
nebyly. Dale prvnim neoznacenym cislem v seznamu je ¢islo 5, které oznacme za
prvocislo a vyskrtnéme vSechny jeho nasobky. Takto stejné postupujme i s ¢islem 7.
To je totiz posledni ¢islo, které nam v seznamu po odstranéni vSech ndsobku zbylo
a je mensi nez v/100 = 10, coz je dulezitd hranice, za kterou se jiz zaddné slozené
¢islo nenachazi. V seznamu nam tak zbylo celkem 25 prvocisel, ze sekce 2.1 vime, ze
je to pocet spravny.

Obréazek 3.1 nazorné ilustruje postupné ,prosivani“ prvnich stovky prirozenych
¢isel (vetsich nez jedna) Eratosthenovovym sitem. V nésledujici sekci predstavime
obecny algoritmus.

3.1.2 Algoritmus

Algoritmus 3.1 (str. 30) ukazuje moznou implementaci Eratosthenova sita v progra-
movacim jazyce Matlab.

3.2 Sundaramovo sito

Druhé sito, které si v této praci blize popiseme, je Sundaramovo sito. Jedna se o mno-
hem novéjsi algoritmus, ktery vSak slouzi ke stejnému ticelu jako sito Eratosthenovo,
tedy k nalezeni vSech prvocisel az do ¢isla n € N véetné. Autorem je indicky ma-
tematik S. P. SUNDARAM a predstavil jej v roce 1934. Zatimco Eratosthenovo
sito vyskrtava vSechny nésobky prvocisel, Sundaramovo sito je zalozeno na prin-
cipu vyskrtat takova cisla x, pro ktera plati, ze 2x + 1 je rovno lichému slozenému
¢islu. Tato zminéna operace se totiz provadi na samotném konci algoritmu s ¢isly
zustavajicimi v seznamu. Suda ¢isla po provedeni operace mezi vyslednymi cisly
nejsou, proto se stac¢i zameérit pouze na licha slozena cisla.

28



1. krok 2. krok

2 3 4 5 5] 7 8 9 10 2 3 5 7 9
11 | 12 |13 |14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 11 13 15 17 19
21 | 22 | 23| 24| 25| 26| 27 | 28 | 290 | 30 21 23 25 27 29
31 | 32|33 |34 |35|36 |37 38| 39 | 40 31 33 35 37 39
41 42 43 44 | 45 46 47 48 49 | 50 41 43 45 47 49
51 |52 |53 |54|55|56 |57 58|59 60 51 53 55 57 59
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 61 63 65 67 69
71|72 (73|74 | 75|76 |77 | 78| 79| 80 71 73 75 77 79
81 82 83 84 85 80 87 83 83 90 81 83 85 87 89
91 92 93 94 95 96 97 93 99 100 91 93 95 97 99
3. krok 4. krok

2 3 5 7 2 3 5 7
11 13 17 19 11 13 17 19
23 25 29 23 29

31 35 37 31 £
41 43 47 49 41 43 47 49
53 55 59 53 59

61 65 67 6l 67
71 73 77 79 Al 73 77 79
83 85 89 83 89

91 a5 97 91 97

5. krok 6. krok

2 5 5 7 2 3 5 7
11 13 17 19 11 13 17 Ak}
23 29 23 29

31 = 31 37

41 43 47 41 43 47
53 59 53 59

61 67 61 67
71 73 79 71 73 79
83 89 83 39

a7 a7

Obrazek 3.1: Eratosthenovo sito.

3.2.1 Princip

Princip Sundaramova sita zac¢ina obdobné jako princip Eratosthenova sita, zapsdanim

¢isel do seznamu. Dolni hranici je tentokrat jednicka a horni hranici ”;1, paklize

hledame prvocisla mensi nebo rovno ¢éislu n. V zavéru tohoto algoritmu se totiz
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Algoritmus 3.1: Algoritmus Eratosthenova sita v programovacim jazyce
Matlab. V algoritmu jsou nékteré casti zjednoduseny.
vstup : cisla=1[2,3,4,...,N| €N
vystup: prvocisla = [p1,pa, ..., pr] € P mensi nebo rovno N
v = zeros();
for c=2: N do
| plc) = true;
end
for c=2:+v/N do
n=c+c
while n <= N do
p(n) = false;
n=mn-++ ¢
end
nd
orc=2:N do
if p(c) == true then
| vle) =¢
end

= O

end
prvocisla = choosenonzerosof(v)

provadi operace 2z + 1, kde x jsou nevyskrtand cisla v seznamu, a tim padem
dostavame, ze

n—1
2x+1:2-T+1:n—1+1:n

je maximalni ¢islo, které diky tomuto situ muzeme dostat. Algoritmus zacina tak,
ze ze seznamu postupné odstranujeme cisla, ktera jsou ve tvaru

v+ g+ 27, (3.1)
kde
s on—1 o .
Z+]+2Z]§T A 1,7€ NJ1 <4< .

Abychom dokézali rozsifrovat, pro¢ pravé c¢isla tvaru (3.1) mame ze seznamu od-
stranit, oznacme si tento vyraz jako y. Jako z ozna¢me vysledna ¢isla, se kterymi
provadime operaci 2y + 1. Po dosazeni dostavame, ze

2= 241 = 2-(i+j42ij)+1 = 2i+2j+4ij+1 = 2i-(142))+2j+1 = (2i+1)-(2j+1).

7 toho vyplyva, ze cislo z, které se ve vysledném seznamu prvocisel neobjevi, je ve
tvaru (20 + 1) - (2§ + 1), coz je opravdu tvar vSech lichych slozenych ¢isel.

Stejné jako u Eratosthenova sita, i zde si predstavime konkrétni priklad. Hledejme
prvocisla, ktera jsou mensi nebo rovno n = 201. Odstranme vSechna c¢isla splnujici
podminku (3.1) a kde ¢ = 1. Cislo j tak nabyva hodnot j = {1,2,...,33}. Déle
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odstranme ¢isla, pokud jesté odstranéna nebyla, kterd opét spliuji podminku (3.1)
a kde i = 2, j = {2,3,...,19}. Takto postupné pokracujme, kdyz i = 3, tak
Jj=A3,4,...,13}, proi = 4, 5 = {4,5,...,10}, proi = 5, 7 = {5,6,...,8} a
konecné pro i = 6, j = {6,7}. Nyni jsme tak vSechna c¢isla, kterd se vyskrtat
dala, vyskrtali. Zbyvajici ¢isla v seznamu zdvojnasobme a prictéme k nim jednicku.
Duvod jsme si vysvétlili vyse. Dostavame tedy vSechna prvocisla, kterd jsou mensi
nebo rovno ¢islu 201 kromé prvocisla 2, ponévadz ziejmé plati, Ze nejmensi mozné
prvocislo, které diky Sundaramovu situ lze nalézt, je prvocislo 3.

Cely popsany proces lze opét vidét na obrazku 3.2, ktery je sestaven tak, aby co
nejvice korespondoval s obrdzkem 3.1 (na kterém je popsén princip Eratosthenova
sita) a Ctendr si tak mohl tyto principy porovnat. V nésledujici sekei predstavime
obecny algoritmus.

Poznamka 7. Zatimco Eratosthenovo sito zkouma postupné vsechna prirozend cisla,
Sundaramovo sito zajimaji jen lichd ¢isla diky provedeni operace 2z + 1 se zbylymi
cisly zustdvajicimi v seznamu.

3.2.2 Algoritmus

Algoritmus 3.2 ukazuje moznou implementaci Sundaramova sita v programovacim
jazyce Matlab.

Algoritmus 3.2: Algoritmus Sundaramova sita v programovacim jazyce
Matlab. V algoritmu jsou nékteré casti zjednoduseny.
vstup : cisla =[1,2,3,..., (N —1)/2] € N
vystup: provocisla = [p1,pa, ..., pr] € P mensi nebo rovno N
v = zeros();
forc=1:(N—-1)/2do
| plc) = true;
end
fori=1:(N—-3)/6 do
for j=1:(N—-3)/6 do
k=i4754+2%1x%7;
if k<=(N—-1)/2 && (1 <=1) && (i <= j) then
| p(k) = false;
end

end

end
forc=1:(N-1)/2do
if p(c) == true then
| v(e) =g
end
end
| = choosenonzerosof(v);
prvocisla =2 x [ + 1
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1. krok 2. krok
1 2 3 4 5 6 i 8 9 10 1 2 3 5 6 8 9
11 |12 |13 (14 |15 (16 | 17 | 18 | 19 | 20 1 | 212 14 | 15 17 | 18 20
21 | 22 | 23| 24 | 25| 26| 27 | 28| 29 | 30 21 23 24 26 27 29 30
31 32 (33|34 |35|36|37| 38|33 | 40 32| 33 35| 36 38 39
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 41 42 44 45 47 48 50
51 | 52|53 |54 |55|56| 57|58 |59 60 51 53 | 54 56 | 57 58 60
61 62|63 | 64| 65| 66| 67| 6B | 69 | 70 62 63 65 66 68 69
| 72|73 |4 |75 | 76| 77| 78| 79| 80 1| 72 74 75 77 78 80
81 82 83 84 8 86 87 88 83 90 81 83 84 86 87 89 90
91 | 92 |93 |94 | 95| 96| 97 | 98 | 99 | 100 92 93 95 | 96 98 | 99
3.krok 4. — 6. krok
1 2 3 5 6 8 9 1 2 3 5 6 8 9
11 14 | 15 18 20 11 14 15 18 20
21 23 24 26 29 | 30 21 23 26 29 30
33 35 36 38 39 33 35 | 36 39
41 44 45 48 50 41 44 48 50
51 53 | 54 56 59 | 6O 51 53 | 54 56
63 65 66 68 69 63 65 68 69
71 74 75 78 80 74 | 715 78
81 33 84 86 89 90 81 83 86 89 90
93 95 96 98 99 95 | 96 98 99
7 .krok -
ST = e Seznam prvocisel < 201
11 14 15 18 20 3 5 7 11 13
. # ee 20 || 5 17 19 23 29 31
< ) = 37 41 43 47 53
a1 a4 a8 =0 59 61 67 71 73
2l 2 22 20 79 83 89 97 101
= &) boeC 103 107 109 113 127
e i 131 137 139 149 151
0 = £o S 157 163 167 173 179
2200 2 181 191 193 197 199

Obréazek 3.2: Sundaramovo sito.
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3.3 Zakladni test

Prvnim typickym testem pro ovéreni prvociselnosti je zakladni test. Funguje na
principu, kde nami zadané ¢islo délime vSemi ¢isly, které by mohly byt jeho po-
tencialnim délitelem. Pokud zadny z moznych délitelu délitelem ¢isla neni, zadané
¢islo je prvocislem. Tento zpusob ovérovani neni prilis efektivni pro velka ¢isla, ne-
bot se jednd o velmi ¢asové narocny zpusob testovani prvociselnosti. Vyuzijeme-li
ho vsak pro mald ¢isla, pak je povazovan za jeden z nejrychlejsich testi, ponévadz
pro hleddn{ moznych délitelu ¢isla n € N staci projit mnozinu {2,3,...,/n}.

3.3.1 Princip

Prinicip zakladniho testu spociva v odhaleni alespon jednoho netrividlniho délitele
¢isla n. Pokud se nam tak podafi, nalezli jsme slozené cislo. Pokud nikoli a ¢islo n
ma pouze délitele trividlni, jedna se o prvocislo. Alespon jednoho ptipadného ne-
trividlniho délitele daného ¢isla musime hledat v mnoziné {2, 3, ...,y/n}. Dolni hra-
nici je ¢islo dva, nikoli jedna, nebot ta je délitelem trividlnim. Horni hranici je v/n,
nikoli n. Neni nutné abychom pfti uzivani zékladniho testu prvociselnosti testovali
mozné délitele az do ¢isla n, nebot pravé hranice \/n ldme délitele na mensi a vétsi
z dvojice. Tim, ze k oznaceni ¢isla za slozené nam staci odhalit pouze jednoho ne-
trivialniho délitele, staci nam, kdyz nalezneme pravé mensiho délitele z dané dvojice,
ktery je vzdy mensi nez y/n, a proto mozné délitele hledame pouze do této hodnoty.
Navic nemusime prochazet vsech (y/n — 1) ¢isel, protoze nam k usnadnéni préce
pomohou urc¢itd pravidla. Vime naptiklad, ze pokud je nami testované cislo sudé,
pak nam k tomuto zjisténi dopomuze sudé ¢islo 2, ostatnimi sudymi ¢isly z mnoziny
{2,3,...,y/n} dél zkouset délit nemusime. Pokud je nami testované ¢islo délitelné
tfemi, odhali nam to ¢islo 3 a nasobky tohoto ¢isla ze zminéné mnoziny tak opét
jiz. zkouset deélit dal nemusime. To samé plati i pro cisla 5,7,11, 13 atd. Postupné
zjistujeme, Ze mozni netrividlni délitelé ndmi testovaného ¢isla n jsou jen a pouze
mezi prvocisly nachdzejici se v mnoziné {2,3,...,y/n}. K ovéfeni prvociselnosti
daného cisla n tak staci délit pouze prvocisly az do ¢isla y/n. V nésledujici sekei
predstavime obecny algoritmus.

Poznamka 8. 7 vyse popsaného principu je zrejmé, Ze zakladni test funguje na
velmi podobném principu jako Eratosthenovo sito. Predstavme si, Ze u zdkladniho
testu mdame taktéz pomysing seznam cisel. Ta zkousime délit postupne véemi prvocisly
2,3,5,7,... a ta, kterd jsou délitelnd témito cisly (kromé sebe samich) ze seznamu
odstranujeme, protoze se jednd o sloZend cisla. U Eratosthenova sita je tomu presné
naopak. Zde bereme postupné cisla 2,3,5,7,... a jejich nasobky ze seznamu od-
stranujeme. V obou dvou seznamech nam zustanou pouze prvocisla. U Eratosthenova
sita jsme dosdhli cile, nalezli jsme vsechna prvocisla mensi nebo rovno nez je ¢islo
n. U zdkladniho testu musime témito prvocisly (az do éisla \/n) zkouset délit ¢islo
n, abychom overili jeho prvociselnost.
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3.3.2 Algoritmus

Algoritmus 3.3 ukazuje moznou implementaci zékladniho testu prvociselnosti v pro-
gramovacim jazyce Matlab.

Algoritmus 3.3: Algoritmus zakladniho testu prvoéiselnoti v programo-
vacim jazyce Matlab. V algoritmu jsou nékteré ¢asti zjednoduseny.

vstup :ceN

vystup: true x false

v(c) = true;
if c==1 then
| w(e) = false;

end

for P=23,5...,\/cdo
if mod(c, P) == 0 then

| w(e) = false;

end

end

v(c)

3.4 Moderni testy

V této sekci, kterou jsme nazvali Moderni testy, predstavime podstatu sedmi, resp.
osmi testu moderni doby, které jsou vyuzivany pro testovani prvociselnosti prevazné
velkych ¢isel, pro ktera jsou tyto testy mnohem efektivnéjsi nez napriklad zakladni
test popsany vyse. Dukazy platnosti téchto testu a blizsi informace o nich lze dohle-
dat v uvedenych zdrojich u kazdého jednotlivého testu.

3.4.1 Lucasuv—-Lehmeruv test

Lucasuv—Lehmeruv test je testem deterministickym, tzn. dokaze odhalit se stopro-
centni jistotou, ze testované ¢islo je prvocislem ¢i ¢islem slozenym. Vychéazi z malé
Fermatovy véty (MFV), o které jsme psali vice v sekci 2.4. Mald Fermatova véta
nam také sama o sobé muze pomoci pii testovani prvociselnosti, paklize totiz nalez-
neme ¢islo a € N nesoudélné s ¢islem p, pro které MEF'V neplati, pak p prvocislem
urcité neni. Cislo p je tudiz slozenym éfslem a zminéné éislo a je oznacovéno jako
jeho svédek. Pravé popsany test, nazyvany jako Fermatuv, vSak odhalit prvocisla
nedokaze, ponévadz malou Fermatovu vétu spliuji i nékterd slozend ¢isla, byt jich
je velmi mélo, viz [9, str. 179]. Tato slozend ¢isla se oznacuji jako Lucasova pseudo-
prvocisla a diky nim tak lze Fermatuv test oznacit pouze za pravdépodobnostni test
prvociselnosti. Z tohoto duvodu se ¢islum p, ktera splnuji malou Fermatovu vétu,
iika pravdépodobnd prvocisla.

Na Fermatuv test navazal pozdéji prave EDOUARD Lucas, ptiznivec oblasti
teorie Cisel a jeji historie, jehoz cilem bylo zkonstruovat takovy test, ktery bude
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testem deterministickym. V roce 1876 tak pridal jesté jednu podminku, kterou spolu
s malou Fermatovou vétou spliuji pouze prvocisla. Cely Lucasuv-Lehmeruv test
zni nasledovné. Pozadujeme ovérit prvociselnost daného cisla p. Jestlize nalezneme
alespon jedno c¢islo a, které spliiuje obé dvé podminky

a? ' =1 (modp) A aéiél(modp) pro (=1az(p—2),

kde a,p,? € N, pak p je prvocislem. Tento test vsak byl posléze jesté upravovan.
O 15 let pozdéji sém Lucas tento test zkratil a néasledné jej vylepsili matematici
DERRICK HENRY LEHMER a MAURICE KRAITCHIK a zni takto. Pfedpokladejme,
ze pozadujeme ovérit prvociselnost ¢isla p > 1, p € N. Pokud pro kazdy prvociselny
delitel ¢ € N ¢isla (p — 1) nalezneme alespon jedno ¢&islo a € Z, pro které plati, ze

a?'=1(modp) A a™ V%1 (mod p),

pak p je prvocislem, viz [9, str. 146].

Dnes casto ale pod timto nazvem nalezneme test, ktery je urcéen specialné pro
Mersennova ¢isla, kterym se vice vénujeme v sekci 4.1. V této praci jej budeme
oznacovat pro odliSeni jako Lucasuv—Lehmeruv test pro Mersennova cisla. Za jeho
autory se povazuji dva matematici, prvnim z nich je autor predchoziho testu Edouard
Lucas, diky némuz pocatky tohoto testu sahaji do roku 1856, tedy o dvacet let diive
nez prisel s vyse zminénym testem. Druhym autorem je pak D. H. Lehmer, ktery
navazal na vysledky svého kolegy ve 30. letech 20. stoleti a jenz tento test zdo-
konalil. Je zalozen na testovani prvociselnosti Mersennovych c¢isel a tim dochdazi
k pripadnému odhaleni Mersennovych prvoéisel. Spociva v tom, ze mame posloup-
nost Cisel, pro kterou plati, ze

S(1) =4,
Sn+1)=5(n)*—2,kden € N.

Pokud je Mersennovo ¢islo My, 1 prvocislem, pak musi spliiovat podminku, ze je
deélitelem ¢lenu posloupnosti S(2n). Lucasuv—Lehmeruv test pro Mersennova ¢isla
dokaze odhalit Mersennova prvocisla v fadech nékolika milionu cifer, viz [7, str. 14],
a pro tato cisla se jedna o velmi prakticky a tcinny test. Nézorny ptiklad pro ¢islo
M3 = 8191 lze nalézt v knize [9, str. 158-159].

3.4.2 Pocklingtoniiv test

Prvnim autorem Pocklingtonova testu je matematik, fyzik a ¢len kralovské spolec-
nosti HENRY CABOURN POCKLINGTON, druhym pak DERRICK HENRY LEHMER,
ktery na Pocklingtona navazal v roce 1927. Je velmi podobny Lucasovu-Lehmerovu
testu s tim rozdilem, ze u néj neni tfeba znat kompletni prvociselny rozklad cisla
(p—1), ale staci znét pouze jeho ¢ést. Predpokladejme, ze ¢islo (p—1), kdep > 1,p €
N muzeme rozlozit na souc¢in dvou nesoudélnych ¢isel m, n, kde m > n. Jestlize pro
kazdy prvociselny délitel ¢ € N ¢isla m existuje ¢islo a > 1,a € N, které splnuje
kongruenci
a’~' =1 (mod p)

a ¢isla a® D/ — 1 a n jsou nesoudélna, pak p je prvocislem, viz [9, str. 175]. Po-
cklingtonuv test je testem deterministickym.
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3.4.3 Pepiniv test

Pepinuv test slouzi ke stejnému ucelu jako Lucasuv—Lehmeruv test pro Mersennova
¢isla, s tim rozdilem, Ze tento test je zalozeny na testovani Fermatovych ¢isel a tim
dochazi k odhalovani Fermatovych prvocisel, o kterych pojednava vice sekce 4.2. Test
pochdzi z roku 1877 a za autora byva oznacovan jezuitsky knéz JEAN PEPIN. Diky
nému dostavame, ze Fermatovo ¢islo F), je prvocislem, resp. Fermatovym prvocislem

jen a pouze tehdy, pokud
F(n) | (3(F(n)—1)/2 +1).

Ve starsich verzich lze tuto podminku vidét s ¢islem 5 namisto 3, viz napt. [9,
str. 169]. Fermatuv test byl mimo jiné dvakrat uzitecny k odhaleni slozenych Fer-
matovych ¢isel. Prvné v roce 1905, kdy s pomoci ného JAMES CADDALL MOREHEAD
[17] a ALFRED E. WESTERN [29] nezdvisle na sob¢ odhalili, ze Fermatovo ¢islo I
je slozenym ¢islem. A nésledné o ¢tyti roky pozdéji, v roce 1909, kdy ke stejnému
zaveru dosli Morehead a Western, tentokréat jiz spoleéné pro Fermatovo ¢islo Fg [18].

3.4.4 Solovayiav—Strasseniiv test

Autory pravdépodobnostniho Solovayova—Strassenova testu z roku 1977 jsou Ro-
BERT SOLOVAY a VOLKER STRASSEN. V dnesni dobé je oznacovan jako predchudce
tzv. Baillieho-PSW (Pomeranceho-Selfridgova—Wagstaffova) testu a Millerova-Ra-
binova testu, na ktery se zamérime vzapéti. Solovayuv—Strassenuv test vychéazi z Eu-
lerova dukazu o platnosti nasledujici kongruence

a'F = (%) (mod p), (3.2)

kde a je kladné celé ¢islo, p je liché prvocislo a obé tato ¢isla musi byt nesoudélna.
V Solovayové—-Strassenové testu je p nami testované ¢islo, které musi byt z mnoziny
lichych prirozenych ¢isel a ¢islo a musi spliovat stejné podminky jako platily v Eu-
lerové dukazu, viz [38].

Abychom mohli oznagéit p za pravdépodobné prvocislo, kongruenci (3.2) musi spl-
novat vsechna a z intervalu, ktery z podminek vyplyva, tedy z intervalu 0 < a < p.
Z tohoto tvrzeni logicky plyne, ze pokud se nam podaii najit alespon jedno ¢islo a
lezici v daném intervalu 0 < a < p, které kongruenci (3.2) nespliuje, pak testované
¢islo p je slozenym ¢éislem. Stejné jako u Lucasova-Lehmerova testu, i zde je ¢islo a,
které kongruenci nespliuje, oznacovano jako svédek slozeného cisla p. Jak jsme jiz
zminili, Solovaytuv—Strassenuv test je pravdépodobnostnim testem, kongruenci (3.2)
totiz splnuji i néktera slozend ¢isla, jimiz jsou tzv. Euler-Jakobiho pseudoprvocisla.
Konkrétni piiklad s ¢islem 221 lze zhlédnout na webové strance [38].

3.4.5 Milleriiv—Rabiniv test

O tento test prvociselnosti z roku 1980 se zaslouzili matematici GARY MILLER a
MicHAEL RABIN. Jeho vyvoj zacal v roce 1976, kdy se objevila prvni verze tohoto
testu od Millera, ktera byla deterministickd. Mohlo by se zdat, ze tato verze byla
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konecna a nebylo tifeba dalsich dprav. Problém vsak byl a je v tom, ze tato verze
stoji na pravdivosti Riemannovy hypotézy, o které pojednava cela kapitola 5, viz [35].
V této kapitole 5 se lze dozvédét mimo jiné i to, ze Riemannova hypotéza dodnes
zustava nedokazana, a proto tato verze testu nemohla byt a neni nikterak vyuzivéana,
ac by jisté pattila k jedné z nejpouzivanéjsich metod pro ovérovani prvociselnosti.
Kolega Millera Rabin se rozhodl tuto verzi upravit a roku 1980 byla predstavena
druhé verze tohoto testu, ktera je vsak verzi pravdépodobnostni a jeji podoba je
nasledujici. Necht pro kazdé celé ¢islo a z intervalu 0 < a < p a pro testované liché
celé ¢islo p > 2 plati jedna z kongruenci

a®=1 (modp) VvV a**=-1 (modp) prongaké0<r<s—1, (3.3)

kde 2°d + 1 = p, s je kladné celé ¢islo a d je kladné liché celé ¢islo, pak p je
pravdépodobné prvocislo.

Stejné jako u Fermatova a Solovayova—Strassenova testu i zde plati, ze pokud se
nam podaii nalézt ¢islo a z intervalu 0 < a < p, pro které plati

a®#1 (modp) A a*?# -1 (mod p) pro vsechna 0 <r <s—1,

pak p neni prvocislem a cislo a je jeho svédkem. Slozend cisla, ktera vyhovuji
podmince (3.3) i presto, ze nejsou prvoéisly, se nazyvaji tzv. silnd pseudoprvocéisla.

VVVVV

deterministickou verzi tohoto testu z roku 1976 lze nalézt na strance [35].

3.4.6 Agrawaliv—Kayaliiv—Saxentiv test

Agrawaluv-Kayaluv—Saxenuv test je deterministickym testem prvociselnosti z roku
2002, jehoz autory jsou Indové MANINDRA AGRAWAL a jeho studenti NEERAJ KA-
YAL a NITIN SAXENA. Castéji uvadény nazev tohoto testu je AKS test, jenz je
zkratkou pocatecnich pismen piijmeni autoru. Verejnost byla pti prvnim zverejnéni
tohoto testu v ¢lanku [1] pfekvapena jeho jednoduchosti a strucnosti, viz [9, str. §].
Agrawaliv-Kayaluv—Saxenuv test vychazi z malé Fermatovy véty a jeho princip lze
nalézt na webové strance [11] ¢i v knize [3, str. 239-241].

Komentai 2. Cislu, které tyto uvedené moderni pravdépodobnostni testy oznaci za
prvocislo, se Tikd pravdépodobné prvocislo. Nelze o ném tak se stoprocentni jisto-
tou Tici, Ze je opravdu prvocislem, ponévadz tyto testy prvociselnosti odhali krome
prvocisel v v nékterych pripadech c¢isla sloZend, kterd jsou obecné nazyvana pseudo-
prvocisly. Abychom si byli skuteéné jisti, Ze se jednd o prvocislo, museli bychom uZit
test zdkladni, o kterém jsme psali v sekci 3.3 ¢i testy deterministické, ke kterym patri
napriklad Lucasuv—Lehmeruv test, Pocklingtonuv test ¢i AKS test.

V dnesni dobé existuje mnoho dalsich testu prvoéiselnosti, jmenujme naptiklad
pravdépodobnostni Baillieho—-PSW test, test pomoci eliptickych kiivek ¢i Frobenituv
test.
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4 Specialni typy prvocisel

Nékterd prvocisla vykazuji stejné vlastnosti, at uz tim, Ze byla objevena podle
urcitého vzorce, nebo tim, ze se jejich stejné vlastnosti objevily az posléze. Nic
to neméni na tom, zZe prvocisla se stejnymi vlastnostmi lze zaradit do skupin, jez
jsou ¢asto nazyvany podle svych objevitelt, jmenujme napi. Mersennova prvocisla
¢i Fermatova prvocisla, ktera jsou mimo jiné popsana prave v této kapitole. Néekteré
specialni typy prvocisel jsou pojmenovany podle ustalenych slov a slovnich spo-
jeni, priklad takovych jsou palindromicka prvocisla, bezpeéna prvocisla ¢i Stastnd
prvocisla. Specialnich typu prvocisel existuje veliké mnozstvi, jejichz mensi prehled
lze najit v této kapitole a v zavérecné sekci této kapitoly, rozsahlejsi seznam pak
muzeme vidét napf. na webové strance [34], kde na mnoho z nich existuje odkaz
smérujici na databazi celociselnych posloupnosti OEIS, obsahujici blizsi informace
o téchto typech prvocisel.

4.1 Mersennova cisla a prvocisla

Mersennova ¢isla, resp. Mersennova prvocisla jsou pojmenovana po francouzském
matematikovi a mnichovi MARINU MERSENNOVI. Jako Mersennovo ¢islo se oznacuje
¢islo tvaru M,, = 2" — 1, kde n € N. Pokud je vyraz 2" — 1 sam o sobé prvocislem,
pak je M, oznacovano jako Mersennovo prvocislo. Piiklady Mersennovych prvocisel,
resp. Mersennovych ¢isel, jsou napt. 3,7, 31, ... a ptiklady Mersennovych ¢isel, ktera
nejsou Mersennovymi prvocisly, jsou napt. 15,63,255,... Dalsi ptiklady lze vidét
v tabulce 4.1. Plati, Ze vSechna doposud znama nejvétsi prvocisla jsou zaroven i
Mersennovymi prvocisly. Duvod je prosty, pro testovani Mersennovych ¢isel a tim
odhalovani Mersennovych prvocisel vyuzivame Lucasuv-Lehmeruv test pro Mer-
sennova ¢isla, popsany v sekci 3.4.1. Ten dokaze odhalit velmi velka Mersennova
prvocisla, jez jsou tim padem zaroven i prvocisly samy o sobé. K Mersennovym
prvocislum se vaze nasledujici véta.

Véta 4. Pokud je cislo 2™ — 1 prvocislem, pak je n prvocislem.

Diukaz. Tuto vétu dokazeme neprimym dukazem, tedy vyuzijeme obménéné impli-
kace. Oznacime ¢islo n jako cislo slozené n =a-b, kden >a>b>1aa,b,n € N.
Vyraz 2" — 1 piepiSeme na vyraz 2*® — 1 a nésledné tento dvojclen rozlozime na
soucin nasledujicim zpusobem

200 1 = (2%)° — 1= (27 — 1)((29) "7V + (29)*72 4+ (29)O=3) ... 4 (29) +1).
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Vidime, ze cislo (2" — 1), kde n ¢ P, lze tedy rozlozit na soucin dvou cisel, ktera
jsou ruzna od jednicky a od ¢isla sebe samého, tedy (2" — 1). Z toho vyplyvéd, ze
toto ¢islo je urcité ¢islem slozenym. Dokézali jsme obménénou implikaci, ze které
plyne pravdivost véty 4. Paklize bychom zkoumaly, zda plati tato véta i v opacném
smyslu, tedy kdyz je n prvocislem, pak je ¢islo (2" — 1) prvocislem, dostaneme
negativni odpovéd. Pro vybrané prvoéislo n = 11 totiz plati, ze ¢islo M, je sloZené,
M, =2 — 1 = 2047 = 23 - 89 a tim padem obricené véta 4 v obecném pifpadé

neplati.

Tabulka 4.1: Seznam vybranych znamych Mersennovych ¢isel.

Poradi M,,p € P 2F —1 Pocet cifer | Mersennovo prvocislo
My 3 1 ano
M;s 7 1 ano
M5 31 2 ano
M 127 3 ano
Mll 2047 4 ne
M3 8191 4 ano
My 131071 6 ano
Mg 524 287 6 ano
M, 267 _ 1 21 ne
Mgg 289 —1 27 ano
M199 2199 —1 60 ne

M2281 22281 —1 687 ano
Mi1213 o218 _ 3376 ano
M756 839 2756 839 _ 1 227832 ano
Ms3021 377 23021377 _ 909 526 ano
M43 112609 243112609 — 1 12 978 189 ano
M7 885161 257885161 _ 1 | 17425170 ano
M74 207 281 274 207281 _ 1 22 338 618 ano
M7232017 Q77232917 _ 7 | 93949425 ano
M82 589933 282 589933 _ 1 24 862 048 ano

]
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41.1 GIMPS

GEORGE WOLTMAN v roce 1995 shromazdil vsechna, do té doby znama, Mersennova
prvocisla a o rok pozdéji tento seznam umistil na webovou stranku. Kromé seznamu
se zde nachézel i program, ktery odhaloval, zda jsou testovana cisla Mersennovymi
prvocisly ¢ nikoli. Web prilakal nejednoho odbornika a nadsence do matematiky a
diky Woltmanovi tak vznikl projekt nazyvany GIMPS, neboli The Great Internet
Mersenne Prime Search. Jak z anglického nazvu vyplyva, cilem GIMPS je hledat a
objevovat nova Mersennova prvocisla. Abychom se mohli stat soucasti tohoto pro-
jektu, je zapotiebi splnéni dvou podminek, tou prvni je stahnuti vhodného software
z webové stranky GIMPS, tou druhou pak stvrzeni podminky o rozdéleni ptipadné
vyhry pfi nalezeni Mersennova prvocisla s danym minimalnim poctem cifer. Tuto
cenu vyplaci Electronic Frontier Foundation, jez byla zalozena JOHNEM GILMO-
REM, a kterd odménila jiz napiiklad NAYANA HAJRATWALA v roce 2006 za objeveni
prvniho Mersennova prvocisla, které ma vice nez milion cifer. Dalsim odménénym
byl HANS-MICHAEL ELVENICH, ktery jako prvni objevil Mersennovo prvocislo, jez
ma vice jak 10000000 cifer. Dalsi odmény cekaji na ty, ktefi objevi Mersennovo
prvocislo s vice jak 100000 000, resp. 1000000000 ciframi, viz [9].

Projekt je velmi uspésny, od jeho zalozeni az do dnesniho dne se mu podarilo
objevit 17 nejveétsich zndmgch Mersennovych prvocisel. To posledni nejvétsi znamé
51. Mersennovo prvocislo bylo objeveno projektem GIMPS, resp. jednim z jeho
prispévatelu Patrickem Larochem, v prosinci roku 2018, viz [30]. M4 24 862 048 ¢islic
a jedna se o doposud nejvétsi znamé prvocislo.

4.1.2 Mersennova prvocisla a dokonala ¢isla

S Mersennovymi prvocisly maji velmi tizkou spojitost dokonala ¢isla. To jsou ¢éisla,
u kterych soucet jejich délitelu (kromé sebe samych) je roven pravé oném cislum.
Mezi né se radi napt. 6,28,496,8128, ... Euklides zjistil, ze ¢islo ve tvaru

2nt(om — 1)

je dokonalé, jestlize (2" — 1) je prvocislem. Euler Euklidovo zjisténi pozdéji zptesnil
tim, ze dokdzal, Ze toto tvrzeni plati pouze pro sudd dokonald ¢isla, viz [4, str. 71].
Jeden z nejznameéjsich nevyteSenych problému v teorii ¢isel je existence lichych do-
konalych c¢isel. Dodnes se zadné takové cislo nenalezlo. Ve stejném zdroji se pak lze
doc¢ist podminek, ktera by pripadna licha dokonald ¢isla musela splnovat. Tim, ze
do dnesniho dne zname pouze suda dokonala ¢isla, jejichz existence je zavisla na
Mersennovych prvoéislech, muzeme prohlasit, ze zndmgych dokonalych ¢isel existuje
51, stejny pocet jako znamgych Mersennovych prvocisel.

Otevieny problém 2. Otdzkou taktéZ zustivd, zda je Mersennouvych prvocisel
konecné ¢i nekonecné mnoho. Vétsina matematiku a odborniku se prikldni k verzi,
ze jich je mekonecné mnoho, dukaz vSak dodnes neexistuje.
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4.2 Fermatova cisla a prvodisla

Fermatova ¢isla, nesouci nazev po francouzském matematikovi PIERRU DE FERMA-
TOVI, jsou &fsla ve tvaru F), = 22" + 1, kde n € Ny. Pokud je navic vyraz 22" + 1
prvocislem, pak se F, oznacuje jako Fermatovo prvocislo. Dodnes je znamo pouze
pét Fermatovych prvocisel a témi jsou ¢isla 3,5, 17,257 a 65537. Fermat se domnival,
ze vsechna Fermatova ¢isla jsou zaroven i Fermatovymi prvocisly. To bylo vsak roku
1732 Eulerem vyvréaceno, protoze dokézal, ze vsichni délitelé Fermatovych ¢isel F,
pro n > 2 jsou ve tvaru k- 2"2 4+ 1, kde k € Ny, viz [7, str. 41]. Délitelé Sestého
Fermatova ¢isla F5 jsou tudiz ve tvaru 128-k+1, kde k € Ny.. Paklize za k dosadime
5, dostavame cislo 641, jez je délitelem Fermatova cisla F5 a toto ¢islo tak jisté
Fermatovym prvocislem neni.

Euleruv dukaz poslouzil k zavéru, ze Fermatova cisla F5 az F3o jsou Cisla slozena.
U Fermatova ¢isla F33 dodnes nemame prostiedky k jeho oznaceni za Fermatovo
prvocislo ¢i éislo slozené, viz [7, str. 41]. To stejné plati napiiklad u ¢isel Fsy, Fis,
Fyo, Fy1, Fy atd., viz [15]. Z téze stranky se dozviddme, ze do dnesniho dne vime
o 314 Fermatovych éislech, kterd jsou slozend, byt u vétsiny z nich nezndme jejich
prvociselny rozklad. Ten zname pouze u prvnich dvanacti ¢isel, tedy do cisla Fiy
véetné. Prehled Fermatovych ¢isel do ¢isla Fs3 1ze vidét v tabulce 4.2 a podrobnéjsi
prehled o nich a o dalsich Fermatovych c¢islech, o roku jejich objeveni a samotnych
objevitelech, o doposud znamych délitelech ¢isel, o jejich rozkladu atd. lze nalézt
na webové strance [15], vedené ¢lenem projektu Fermat Prime Search. K urceni
prvociselnosti Fermatovych cisel se nejcastéji uziva Pepinuv test, ktery je znam od
roku 1877 a jenz je popsan v sekci 3.4.3.

Otevieny problém 3. Otdzkou zustdvd, zda existuji jesté néjakd dalsi Fermatova
prvocisla nebo také to, zda jsou vsechna Fermatova cisla squarefree, tedy Ze jejich
prvociselny rozklad neobsahuje Zadné ndsobky prvocisel.

4.2.1 Fermat Prime Search

Fermat Prime Search je projekt principem velice podobny projektu GIMPS, o kterém
jsme psali v sekci 4.1.1. Sdruzuje zdjemce a dobrovolniky, jejichz hlavnim cilem je
hledat délitele Fermatovych ¢isel. Jediné tak dojde k vyvréceni ptipadnych Fer-
matovych prvocisel. Diky tomuto projektu, jehoz hlavnim organizatorem je PHIL
CARMODY, bylo za tti stoleti nalezeno vice nez 350 déliteli. Velmi podrobné infor-
mace o délitelich, o jejich roku objeveni, objevitelich, poctu cifer atd. vede WILFRID
KELLER na webové strance [15].

Poznamka 9. Informace na strance [15] jsou velmi aktudlni, napriklad posledni je
ze 3. brezna roku 2021, kdy byl GARYM GOSTINEM nalezen délitel Fermatova ¢isla
Fos599, které je tak cislem sloZenym.
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Tabulka 4.2: Orienta¢ni seznam Fermatovych ¢isel do ¢isla Fss. Hvézdicka (*) znaci,
ze pocet vlastnich délitelu neni koneény. Zadni délitelé cisel Fyy a Fyy doposud
nejsou znamy, nicméné je dokdzano, ze se jedna o slozend ¢isla, viz [31], resp. [14].
Posledni cifra kazdého Fermatova ¢isla, kromé prvnich dvou, je 7, viz [7, str. 41].
U neoznacenych Fermatovych ésel pochazeji viechny tdaje ze stranky [15]. Udaje
s otazniky (?7) se nam dohledat nepodarily.

Poradi F,,,n € Ny 22" +1 Pocet cifer | Pocet vl. délitelu
Foy 2 1 0
F 5) 1 0
I 17 2 0
I 257 3 0
F, 65 537 5) 0
E5 4294967 297 10 2
F 18446 744 073 709 551 617 20 2
E 39 2
Fy 78 2
Ey 155 3
Fio 309 4
iy 617 5
Fis 1133 6*
Fis 2391 4*
Fiy 4880 1*
Fis 9808 3*
Fig 19694 2%
Fir 39395 2%
Fig 78 884 2%
Fig 157770 3*
Fy 315653 0*
Fo 631294 1*
Fy 1262577 1*
Fo3 2525215 1*
Fay 5050446 0*

Fis [16] 10100891 3*
Fie [16] 20201 782 1*
Fyr [16] 40403 563 2*
Fs [16] 80807125 1*
Fy [16] 161614 249 1*
Fso ? o
F31 7 1*
F32 ? 1*
Fi3 [14] 2585827973 ?
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4.2.2 Fermatova prvocisla a konstruovatelné mnohouhelniky

S Fermatovymi cisly souvisi konstrukce pravidelnych mnohothelniki. Témi se za-
byval mimo jiné také slavny matematik JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS, ktery
ve své knize Disquisitiones Arithmeticae (str. 472) uvedl ptrehled 38 euklidovsky
zkonstruovatelnych mnohothelniki do hodnoty 300. Euklidovsky zkonstruovatelné
n-thelniky jsou takové mnohouhelniky, které lze sestrojit pomoci kruzitka a pravitka.
Tomuto zavéru vsak predchézelo Gaussovo zjisténi pred péti lety od vydani této pu-
blikace, kdy ukézal, ze jestlize chceme euklidovsky zkonstruovat n-tithelniky, pak ¢islo
n musi byt sou¢in mocniny ¢isla dvé a nejméné jednoho (popf. vice, ale ruznych)
Fermatova prvocisla, viz [9, str. 110]. Takto zkonstruovatelnych n-ihelniku je ne-
kone¢né mnoho, do dnesni doby je vSak zndmo pouze 31 mnohouhelniki s lichymi
pocty stran. Ty jsou na obrazku 4.1 znazornény cerveneé.

4.3 Prvodisla ve tvaru an + b

V tvodu této sekce zminime vétu, kterd je dnes znama jako Dirichletova véta a jez
se vaze k prvocislum, které maji tvar an + b.

Véta 5 (Dirichletova véta). Budeme-li predpoklddat, Ze c¢isla a,b € N jsou ¢éisla
nesoudélnd a plati tedy, Ze ged(a,b) = 1, pak lze dokdzat, Ze existuje nekonecéné
mnoho prvocisel ve tvaru an + b.

Dukaz této véty nebudeme zde uvadét z duvodu obtiznosti, ale ke zhlédnuti je
v knize [3, str. 112-131]. Specidlnimi piiklady téchto prvocisel jsou tzv. pytha-
gorejska prvocisla (Pythagorean primes), jez jsou ve tvaru 4n + 1 ¢ Gaussova
prvocisla (Gaussian primes) ve tvaru 4n + 3, u kterych jisté plati, ze ¢isla {4, 1},
resp. {4, 3} jsou ¢isla nesoudélnd, viz definice 2. Paklize vezmeme v potaz prvocisla
ve tvaru 10n+1,10n + 3,10n + 7 a 10n + 9, které podminku Dirichletovy véty jisté
taktéz splnuji, pak z toho vyplyva, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel koné¢icich
cifry 1,3,7, resp. 9. Priklady prvocisel, jez jsou ve zminénych tvarech an + b, kde
gcd(a,b) = 1 1ze vidét v tabulce 4.3, kde je vzdy uvedeno prvnich sedm takovych
prvocisel daného tvaru.

Tabulka 4.3: Prvocisla ve tvaru an + b, kde ged(a,b) = 1.

Tvar an + b Priklady prvocisel

An + 1 5,13,17,29, 37,41, 53
An + 3 3,7,11,19,23,31,43
10n+1 | 11,31,41,61,71,101, 131
10n + 3 3,13,23,43,53,73, 83

10n +7 7,17,37,47,67,97,107
10n +9 19,29,59,79, 89,109, 139
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Obrazek 4.1: Zkonstruovatelné mnohoihelniky. Upravena grafika obrazku [13].
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4.4 Ptizniva cisla a prvocisla

Poslednim typem, ktery si v této kapitole blize predstavime, jsou pfizniva cisla,
resp. prizniva prvocisla. Od zbylych trech vyse zminénych specialnich typu prvocisel
se lis{ tim, ze nemaji pfedem urceny tvar. Ziskavame je pomoci sita, které pripomina
Eratosthenovo sito. Jeho princip si nyni predstavime. Zacneme tim, Ze si napiSeme
posloupnost lichych piirozenych ¢isel, my uvedeme ptiklad pro ¢isla do hodnoty 60.
Postup celého algoritmu pak vidime na obrazku 4.2.

Seznam lichych &isel.

‘1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 5759‘

Cislo 1 je povaZovdno za piiznivé &islo, oznacme jej.

‘1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 5759‘

Dal$im neoznalenym &islem v seznamu je &islo 3, oznaéme jej. KaZdé 3. islo z pfedchoziho seznamu odstrarime (modve).

‘1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59‘

Dostame tedy

‘1 3 7 9 13 15 19 21 25 27 31 33 37 39 43 45 49 51 55 57 61 63 67 69 73 75 79815587‘

Daldim neoznadenym &islem v seznamu je 7, oznaéme jej. KaZdé 7. &islo z pfedchoziho seznamu odstrafime.
‘1 3 7 9 13 15 19 21 25 27 31 33 37 39 43 45 49 51 55 57 61 63 67 69 73 75 79815537‘

Dostame tedy

‘13791315212527313337434549515557635759737579858791939799‘

Dal$im neoznadenym &islem v seznamu je 9, oznacme jej. Kazdé 9. ¢&islo z pfedchoziho seznamu odstrafime.

‘13791315212527313337434549515557635759737579858791939799‘

Dostame tedy

‘1 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43 45 49 51 55 63 67 69 73 75 79 85 87 93 97 99 103 107 109‘

Daléim neoznadenym &islem v seznamu je 13, oznaéme jej. Kazdé 13. &islo z pfedchoziho seznamu odstrafime.
‘1 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43 45 49 51 55 63 67 69 73 75 79 85 87 93 97 99 103 107 109‘

Dostame tedy

‘1 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43 49 51 55 63 67 69 73 75 79 85 87 93 99 103 107 109 113 115‘

Daldim neoznadenym &islem v seznamu je 15, oznaéme jej. Kazdé 15. &islo z pfedchoziho seznamu odstrafime.
‘1 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43 49 51 55 63 67 69 73 75 79 85 87 93 99 103 107 109 113 115‘

Dostame tedy

‘l 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43 49 51 63 67 69 73 75 79 85 87 93 99 103 107 109 113 125 127‘

atd.
Obrazek 4.2: Princip hledani ptiznivych ¢isel. V seznamu postupné pribyvaji cervené

oznacena ¢isla, ktera znaci prizniva cisla. Mezi nimi pak lze najit prizniva prvocisla,
kterd jsou zaroven piiznivymi ¢isly i prvocisly.
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Po jeho tspésném vyhotoveni dostaneme tzv. ptizniva c¢isla, v anglictiné oznacovana
jako Lucky numbers. 7 nich pak ptizniva prvocisla jsou ta, kterd jsou priznivymi
¢isly a zaroven jsou prvocisly (pozn. pokud neni uvedeno pridavné jméno priznivd,
nemame na mysli piriznivd prvocisla). Nejvétsi doposud znamé piiznivé cislo je
9999999 997, objevené WALTEREM SCHNEIDEREM v roce 2002, viz [24], [9, str. 147].

STANISLAV ULAM a jeho kolegové s pouzitim vypocetniho stroje dosli k pomérné
zajimavym vysledkum, které jsou shrnuty v knize [9, str. 147-148]. Zjistili napiiklad,
ze do ¢isla 48 000 se nachazi 4523 priznivych ¢isel, ve stejném intervalu je potom 4947
prvocisel. Ackoli priznivych ¢isel i prvocisel je nekonecné mnoho, priznivych cisel je
na konecnych intervalech preci jenom o néco méné. Svédéi to o tom, ze prvocisla jsou
hustéjsi, tedy v jakémkoliv konecném intervalu se vyskytuji s vétsi frekvenci. Mimo
to si také vsimli ruznych podobnosti mezi priznivymi ¢isly a prvocisly. Prikladem
muze byt, ze pocet priznivych cisel ve tvaru 4n+ 1 a 4n + 3 je priblizné stejné velky
jako pocet prvocisel ve stejném tvaru (jednd se o pythagorejskda prvocisla a Gaus-
sova prvocisla, viz sekce 4.3), nebo také, ze mezery mezi po sobé jdoucimi piiznivymi
¢isly se zhruba shoduji s mezerami mezi po sobé jdoucimi prvocisly, o kterych po-
jednava samostatna sekce 7.2. Taktéz zjistili, ze pocet priznivych dvojcat, tedy dvou
priznivych cisel lisicich se o dvé, je priblizné stejny jako pocet prvociselnych dvojcat,
ke kterym se vaze tzv. Hypotéza prvociselnych dvojic, viz otevieny problém 1.
Rozdily v poctech priznivych ¢isel, resp. prvocisel a priznivych dvojcat, resp. pr-
vociselnych dvojéat az do &isla 108 1ze zhlédnout v tabulce 4.4. Mezi dalsf zajimavé
vysledky jejich badani patii zjisténi, ze kazdé sudé ¢islo az do ¢isla 100 000 je souctem
dvou piiznivych cisel a také to, ze v intervalu 1 az 48 600 existuje 715 ¢isel, které
jsou piiznivymi ¢isly a zaroven prvoéisly, viz [9, str. 148].

Tabulka 4.4: Srovnani poctu piiznivych a prvociselnych dvojcat. V obou ptipadech
se jednd o dvouprvkovou mnozinu po sobé jdoucich lichych ¢isel ve tvaru (n,n + 2).
Rozdil je vSak v tom, ze pro piiznivd dvojcata plati, ze (n,n + 2) jsou liché cisla
nachézejici se v seznamu priznivych ¢isel a prvociselna dvojcata jsou dvé po sobé
jdouci prvocisla, tudiz (n,n + 2) jsou z mnoziny prvocisel P.

Horni Pocet Pocet Pocet Pocet
mez | piiznivych ¢isel | prvocisel | priznivych dvojcat | prvociselnych dvojcat
101 4 4 2 2
102 23 25 7 8
103 153 168 33 35
104 1118 1229 178 205
10° 8772 9592 1162 1224
106 71918 78498 7669 8169

Otevieny problém 4. Vime, Ze priznivyjch c¢isel je nekoneéné mnoho, otdzkou vsak
zustdvd, zda je tomu tak i u priznivijch prvocisel.

46



~ 7

4.5 Dalsi typy prvocisel

v/

Na zacatku kapitoly 4 jsme uvedli, ze typu prvocisel existuje veliké mnozstvi. Zde

~ 7

7

cnym popisem,

prikladame list 4.5 ndhodné vybranych typu s jejich nazvy, stru

~ 7

priklady a také odkazem na databézi celociselnych posloupnosti OEIS (The On-

Line Encyclopedia of Integer Sequences) [25], kde je mozno se o jednotlivych typech

v/

dozvédét vice informaci. Po kliknuti na ptislusné identifika¢ni ¢islo typu prvocisel se

lze dostat na odpovidajici webové stranky.

cisel jsme

ponechali v anglickém jazyce, ponévadz pieklady do ¢eského jazyka u nékterych

typu neexistuji. Poznamenejme, ze p € P.
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Tabulka 4.5: Priklady dalsich typ
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https://oeis.org/A091516
https://oeis.org/A006567
https://oeis.org/A088054
https://oeis.org/A091514
https://oeis.org/A002385
https://oeis.org/A003459
https://oeis.org/A002144
https://oeis.org/A005385
https://oeis.org/A005384
https://oeis.org/A050918

5 Riemannova hypotéza

v~/

orie Cisel, resp. v celé oblasti matematiky, byla vefejnosti predstavena roku 1859
na Berlinské akademii. Autorem, po némz nese tato hypotéza nazev, je némecky
matematik BERNHARD RIEMANN, ktery ji zformuloval ve svém devitistrankovém
clanku Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse [21] (¢esky
O poctu prvocisel mensich neZ dand hodnota). Jeho podnétem se stala prvociselna
véta, kterou ve svych patnacti letech v roce 1792 zformuloval slavny némecky ma-
tematik JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS. Ta pojednava o rozmisténi prvocisel
mezi ostatnimi prirozenymi ¢isly, coz fascinovalo pravé i zminéného Riemanna. Hy-
potézu vsak Riemann nikdy nedokazal a nepodarilo se to ani jeho nasledovnikum,
mezi kterymi byla napiiklad dvojice GODFREY HAROLD HARDY a JOHN LITT-
LEWOOD, ktefi spolu pracovali vice nez tricet let ¢i DAVID HILBERT. Ten je znam
mimo jiné diky seznamu 23 tzv. Hilbertovyjch problémai, které predstavil v roce 1900
na Druhém mezinarodnim kongresu matematiku v Parizi, a jenz oznacuji matema-
tické problémy, které by po predlozeni dukazu o jejich pravdivosti ¢i nepravdivosti,
prispély velkou mérou k rozvoji celé oblasti tehdejsi matematiky. Dodnes nebyly
dokazany pouze ¢tyti z nich. Za stejnym tcelem bylo o sto let pozdéji opét v Parizi
predstaveno 7 tzv. Problémi milénia, které byly odlisné od Hilbertovych problému
kromé jediného, kterym byla Riemannova hypotéza. Neni tedy pochyb, Ze k na-
lezeni dukazu vede velmi trnitd cesta a je velmi tézké odhadovat, zda se dukazu,
ktery by prinesl obrovsky pokrok v ruznych oblastech nasich zivotu, poc¢inaje kvan-
tovou mechanikou a koncici v byznyse, nékdy v budoucnu dockame. Na druhou
stranu, tak jak to vétsinou byva, neni znamo, zda by piipadny dukaz neposkytl
v nékterych oblastech opacné dusledky. Jako jednou z nejvice probiranych oblasti
je bezpecnost sifrovaci metody RSA, ktera je nedilnou soucésti internetového ban-
kovnictvi, viz [22]. O ni se lze doéist v sekei 6.1. Diky velikému zdjmu mnoha lidi
o zkoumani této hypotézy, mame moznost se obohatit novymi informacemi z ruznych
zdroju, jmenujme napf. knihy [3] a [7], velmi popularni predndsku MIRKO ROKYTY
[22] ¢i dopliujici video [27].

5.1 Souvislost Riemannovy hypotézy s prvocisly
Pokud bychom se zamertili na rozlozeni prvocisel mezi prirozenymi ¢isly, dosli bychom

k zavéru, ze chovani prvocisel je velmi zvlastni. Je totiz velmi obtizné odhalit,
jaké prvocislo bude v predlozené fadé prvocisel nasledovat. Riemann se pfi tomto

48



zkoumani opftel o tzv. Riemannovu zeta funkci ¢, jejiz kofeny ndam pomaéahaji pocho-
pit, jak se prvocisla mezi prirozenymi ¢isly chovaji. S tim ma mimo jiné velmi blizkou
souvislost také prvociselnd funkce m(x), jejiz nejpresnéjsi aproximaci je funkce, kterd
s¢ita pres vsechny netrividlni koteny zeta funkce. Nyni si vSechny zminéné pojmy a
funkce predstavime, zacneme s definici Riemannovy zeta funkce (.

Definice 6. Riemannova zeta funkce ¢ je soucet nekonecné rady prevrdcenych hod-
not vSech prirozenych cisel umocnénych na mocninu s

()=~ (5.1)
n=1

Tuto funkci, a¢ nese nazev po Riemannovi, jako prvni definoval LEONHARD EULER

a to pro body s > 1,s € R, kdyz dokazoval, Ze prvocisel existuje nekoneé¢né mnoho.

Tim, ze hledame kofeny zeta funkce, které maji co docinéni s prvociselnou funkei,

zajima nas ve kterych realnych bodech s tato funkce, resp. fada konverguje.
Véta 6. Riemannova zeta funkce ¢ pro s € R konverguje v bodech s > 1.

Diukaz. Dukaz si rozlozime na ¢tyii ¢asti. Nejprve ovérime, jak se funkce chova
v bodech s < 0. Zde nam k dukazu poslouzi nutna podminka konvergence, ktera
rikd, ze pokud fada Y~ 1/n® konverguje, pak limita ¢lenu posloupnosti 1/n® je
rovna nule. Jinak feceno, pokud se limita rovnat nule nebude, pak fada > °7  1/n*

n=1
diverguje. Pro
1
s <0 plati lim — = oo

n—oo NS

a tedy limita se nule nerovnd. Lze tudiz fici, ze fada Y - 1/n® v bodech s < 0
diverguje.

U druhé ¢asti dukazu budeme zkoumat chovéani funkce v bodé s = 0. Nyni na
prvni pohled vidime, Ze v tomto bodé fada opét diverguje, nebot séitdme nekoneénou
radu jednicek.

V tieti casti diukazu, tedy pro body 0 < s < 1 nutna podminka konvergence nejde
limitné k nule a tim padem nam v tomto pripadé nikterak k rozhodnuti nepomuze.
Nejprve se podivame na konvergenci ¢i divergenci fady, kde s = 1, tedy

=1 . 1 1 1

Z =1+ = sttt
Tato fada se nazyva harmonickd a k dukazu vyuzijeme integralni kritérium, které
i1kd, ze paklize mdme fadu Y~ 1/n, kterd je definovand na intervalu [1,00) a pro
niz plati, ze Vn € N f(n) = a, a tato funkce je nezdpornd a nerostouci, pak rada
Y>> . 1/n diverguje, resp. konverguje prave tehdy, kdyz diverguje, resp. konverguje
integrél [~ 1/xzdz. A tedy

lim 1 dr = lim [In(z)]} = lim (In(n) —In(1)) = cc.

n—oo [1 T n—00 n—oo
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Integral diverguje a ze znéni integralniho kritéria tudiz diverguje i harmonicka tada
> > 1/n. Zbyvé ndm jiz tedy rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci fady pro in-
terval 0 < s < 1. I zde vyuzijeme harmonickou fadu, tentokrat pro porovnavaci
kritérium, které tikd, ze jestlize pro dvé fady s kladnymi cleny, v naSem piipadé
Yoo l/na > 1/n° kde 0 < s < 1, plati pro kazdé n > 1, ze 1/n < 1/n°,
kde 0 < s < 1, pak z divergence fady > -, 1/n plyne divergence rady » >, 1/n°,
kde 0 < s < 1. Zadmérné jsme zvolili harmonickou fadu, nebot u ni vime, Ze di-
verguje. Podivame-li se na ¢leny téchto rad, zjistime, ze v piipadé harmonické rady
dostdvdme vzdy mensi hodnoty, nebot ve jmenovateli se nachdzeji vzdy vétsi ¢isla,
nez u fady, kde 0 < s < 1. Podminka je tak splnéna atada ) >~ 1/n° kde 0 < s < 1
diverguje.

Posledni ¢asti tohoto dukazu je pak rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci fady
v bodech s > 1. I zde vyuzijeme integralniho kritéria, kdy dostavame, ze

. "1 . posth n—ot 1 1
lim —dxr = lim = lim — = .
n—oo Jy s n—oo | —s 4+ 1 1 n—oo \ —8 + 1 —s+1 s—1

Po uvédomeéni si, ze se pohybujeme na intervalu, kde s > 1, dostavame, ze vysledna
limita bude vzdy konecénd. Integral | 100 1/2® dx tudiz vzdy konverguje a z integralniho
kritéria vyplyva, ze vzdy konverguje i fada v bodech s > 1. O]

Zamérné jsme si dukaz rozlozili na tyto ¢tyri ¢ésti, protoze zasadni hodnotou
zeta funkce se ukdzala (1), viz [23]. A my nyni jiz vime pro¢. Riemannova zeta
funkce ( totiz diverguje v bodech s < 1,s € R a konverguje v bodech s > 1,5 € R,
o ¢emz svedci i graf funkce zeta na obrazku 5.1. V téchto bodech by se tudiz mohly
nachazet hledané koreny Riemannovy zeta funkce (. Zaméiime-li se vSak na fakt,
ze tato funkce je definovana jako soucet nekonecné tady a navic bereme-li v potaz
i podminku, ze s > 1,s € R, pak cleny této rady jsou vzdy kladna ¢isla. Soucet
kladnych ¢isel nikdy neni roven nule a takto definovana Riemannova zeta funkce ¢
nemé v zadnych bodech s koteny.

Obrazek 5.1: Graf zeta funkce, kde s € R. Graf je vytvoten v prostifedi WolframAl-
pha.
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My vsak dnes jiz vime, ze kofeny zeta funkce existuji a jsou dokonce dvojiho
druhu — trividlni a netrividlni kotfeny. Abychom je byli schopni nalézt, musime
nejprve rozsitit definiéni obor Riemannovy zeta funkce do komplexni roviny, kdy
dostavame, ze

[e.9]

1
C(S)—nZI E, SE(C,

konverguje v bodech s € C, R(s) > 1, kde R(s) znaci redlnou ¢ast komplexniho ¢isla
s, viz [22]. Riemann tak navdzal na Eulera a jeho funkci, kdy ji posléze tspésné
analyticky prodlouzil do komplexni roviny. O analytickém prodlouzeni se vice lze
dozvédeét z predndsky Mirko Rokyty [22], ktery ho vysvétluje na obrézcich a posléze
i na konkrétnim pifkladu funkce, resp. fady 1+az+a?+23+. .. Analytické prodlouZeni
Riemannovy zeta funkce, které Riemann predstavil verejnosti ve svém clanku, vy-

pada nasledujicim zpusobem

Si1+§:/n+l (i_i)dx, kde 0 <R(s) <1, s #1,
(s) = N (5.2)

287TS_1 . ‘8" .gin <%S) . C(l — $>7 kde §R(3) <0,

viz [22]. Nyni tedy polozme analytické prodlouzeni Riemannovy zeta funkce rovno
nule, ponévadz je nasim cilem nalézt kotfeny této funkce. Zaméiime se nejprve na
druhou zminénou funkei (5.2) a vyuzijeme toho, Ze je definovand jako soucin. Cisla
257571 a |s|! se nikdy nerovnaji nule, to stejné plati i pro hodnoty zeta funkce
v bodech (1 — s), nebot kdyz si uvédomime, ze jsme na oboru, kde R(s) < 0, pak
zminénd hodnota zeta funkce (1 — s) je rovna zeta funkei ¢ v kladnych hodnotéach,
kde je definovana predpisem (5.1). Jiz vime, ze takto definovand Riemannova zeta
funkce ¢ nema v zadnych bodech s kofeny a tedy ani zde se zeta funkce v bodech
(1 — s) nikdy nebude rovnat nule. Zbyva nam zjistit, zda a popiipadé ve kterych

bodech s ma funkce sin (7) nulové body, feSme tedy rovnici

TS
— ) =0
() o
s
— =n7
2 )
S
—=n
2 Y
s=2n, nezx

Z podminky R(s) < 0 plyne, ze vysledek lze jesté upravit a to pouze na zdporna
sudéa cisla

s=—2n, ne€N.
Tyto koteny se nazyvaji trividlni koreny. Netrivialni kofeny, u kterych Riemann
ukazal, ze jejich umisténi souvisi s rozlozenim prvocisel mezi prirozenymi ¢isly, jsou
spojeny s prvni zminénou funkei (5.2), kde 0 < R(s) < 1. Tento interval se nazyvé
kriticky pas a osa tohoto pasu je pak znama jako kritickd primka. Body, které tuto
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piimku tvoif maji tedy redlnou slozku komplexniho ¢isla s rovno 1/2. A slavnd Ri-
emannova hypotéza 1ika, ze vSechny netrividlni koreny lezi na této primce. Dukaz,
ze se Riemann nemylil, vSak nepodal ani on sdm, ani doposud nikdo jiny. Otazky
vyvstavaly mimo jiné i v po¢tu netrivialnich korenu. Roku 1914 anglicky matematik
GODFREY HAROLD HARDY prisel s dukazem, ze téchto netrividlnich korfenu se na
primce nachézi nekoneéné mnoho, viz [3, str. 185]. Do roku 2005 existovala interne-
tova stranka nesouci nazev ZetaGrid, ktera se specializovala na hledani netrivialnich
kofent Riemannovy zeta funkce, v knize [9, str. 28] se uvadi, ze byla schopna kazdy
den pfichazet s vice jak jednim bilionem novych netrivialnich kotenu. Hlavni pojmy
Riemannovy hypotézy lze vidét graficky zpracované na obrazku 5.2.

zde je Riemannova zeta funkce zde je Riemannova zeta

definovana pomoci druhé zminéné funkce definovana pomoci

funkce v definici (5.2) - funkce v definici (5.1)
kriticka pfimka

trivialni kofeny
O @

-6 -4

pe]
el

-4 -

Obrazek 5.2: Mapa Riemannovy zeta funkce. Upravena grafika obrazku ze stranky
[23].

5.2 Prvodéiselna véta

Prvociselnd véta, zformulovana Gaussem, byla hlavnim impulsem Riemannova zdjmu
o detailnéjsi zkoumani této oblasti. Jesté pred jejim vyicenim si vSak musime zade-
finovat prvociselnou funkci, ktera je zakladnim kamenem této véty.

Definice 7. Prvociselnd funkce w(x) je funkce, kterd uddvd, kolik prvocisel je mensich
nebo rovnych nez cislo x € R.

Na obrézku 5.3 lze vidét hodnoty prvoéiselné funkce v bodech z € Z*. Cerveneé
jsou oznaceny hodnoty této funkce v bodech x € P a lze tak vidét, ze diky kazdému
prvocislu se hodnota prvociselné funkce zvysi o jedna, coz plyne i z definice 7.
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Obrézek 5.3: Prvociselnd funkce 7(z), kde x € Z.

Puvodni myslenkou Gausse bylo nalézt takovou funkei, jejiz hodnoty se co nejblize
blizi hodnotam prvoéciselné funkce 7(x) v tychz bodech. Vysledek jeho zkoumani je
dnes znam jako prvociselna véta, ktera nasleduje.

Véta 7 (Prvociselnd véta). Prvociselnd véta tikd, Ze prvociselnou funkci w(x) lze
aprozimovat funkei x/In(z), neboli

7(r) ~

In(x)’
kde In(z) je prirozeny logaritmus z éisla x.

K tomuto odhadu Gauss dospél, kdyz si za x oznac¢il mocniny deseti a spocital
pomeér x/7(x). Tento pomeér lze volné prelozit tak, ze ,ptriblizné kazdé x/m(x). ¢islo
je v tomto intervalu prvocislem®. Jestlize vezmeme napiiklad interval nula az sto a
spocitame tento pomeér vyjde ndm hodnota ¢tyfi. V tomto intervalu je tak ptiblizné
kazdé ctvrté cislo prvocislem. Kdyz tyto poméry od sebe odecital, vychazel mu
rozdil ptiblizné roven In(z) & 2,303. Po nasledné tdpravé ziskal zminénou aproxi-
maci prvociselné funkce. V tabulce 5.1 lze tento popis zhlédnout v prvnich étyfech
sloupcich. Pomér x/7(z) je klicovy pii zkoumani mezer mezi po sobé jdoucimi
prvocisly, o kterych piSeme v sekeci 7.2.

Bernhard Riemann jiz na zacatku svého badani vychézel z nedokazané prvociselné
vety. Gaussovi se nalézt dukaz nikdy nepodarilo a nebyl jediny. Roku 1848, tedy je-
denact let pred vyféenim Riemannovy hypotézy, prisel rusky matematik Chebyshev
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Tabulka 5.1: Priklady hodnot nejoptimalnéjsich aproximaci prvociselné funkce.

r  7(x) x/m(x) Rozdil | x/(In(x) —1,08366) x/Iln(z) Li(z)
00 4 25 8 4 6
102 25 4 1,5 28 22 30
103 168 2,952 1,952 172 145 178
10" 1229 8,137 2,185 1231 1086 1246
10° 9592 10,425 2,288 9588 8686 9630
10 78498 12,739 2314 78534 72382 78628

s prvnim pokusem o dukaz této véty. Tvrdil, Zze pokud ma funkce
m(x)
z/In(x)’

coZ je pouze jind interpretace prvociselné véty, limitu, pak musi byt rovna jedné,
viz [3, str. 144]. Za dukaz to v8ak brdno nebylo. Dalsim moznym fesitelem mohl
byt Riemann, ktery vsak ani s uzitim Riemannovy zeta funkce pro komplexni cisla
s dukaz nikdy nepredlozil. Dukaz o platnosti prvociselné véty vsak preci jen mame.
O néj se zaslouzili nezavisle na sobé dva matematici JACQUES HADAMARD a CHAR-
LES DE LA VALLEE POUSSIN v roce 1896. Oba vychdzeli z pokusii o ditkaz prvociselné
véty Riemannem, jejichz hlavni myslenkou bylo, ze pokud Riemannova zeta funkce
nemé zadné koreny na pifmce, kde R(s) = 1, pak plati prvociselnd véta, viz [3,
str. 183]. Nekteri matematici a odbornici se ale i naddle snazili piijit s jednodussim
dukazem, ktery by se neopiral o znalost komplexni analyzy. To se povedlo ATLE
SELBERGOVI a posléze i PALU ERDOSOVI, kteii piedlozili dukaz, jenZz opravdu na
komplexni analyze zalozen neni, nicméneé i pfesto se povazuje za mnohem tézsi, nez
ktery podali Hadamard s Poussinem, viz [3, str. 145].

Gauss nebyl prvni, ktery se o aproximaci prvociselné funkce 7(x) zajimal. Jako
jeden z prvnich se ji pokusil nalézt francouzsky matematik ADRIEN-MARIE LEGEN-
DRE, ktery tvrdil, Ze prvociselnou funkci lze aproximovat funkei

x
(@) ~ =1, 08366°

coz se napadné podoba té, se kterou prisel pozdéji Gauss. Ten vSak na své zaveéry
priSel jinou cestou, jak jsme si ukazali a popsali vyse. Co vsak maji s jistotou
spole¢né je, ze ani Legendre své tvrzeni dukazem nikdy nepodlozil. Hodnoty Le-
gendreovy funkce lze vidét v tabulce 5.1 v patém sloupci. Muzeme tedy snadno
porovnat, jak se lisi od té, co pozdéji Gauss v roce 1792 oznacil za svou optimalni
aproximaci prvociselné funkce. Gauss vSak ve svych pozdéjsich letech v roce 1849
prisel se zpresnujicim odhadem, kdy tvrdil, ze prvoéiselnou funkci m(x) 1ze vhodnéji
aproximovat funkei Li(x),

7(x) =~ Li(x) = /; ﬁdt,
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viz [22] a [7, str. 79]. Hodnoty této funkce jsou taktéz ke zhlédnuti v tabulce 5.1. Tato
tabulka porovnava hodnoty prvociselné funkce v bodech x s lisSicimi se hodnotami
jejich optimalnich aproximaci v tychz bodech. Na prvni pohled se zd4, ze hodnoty
funkce Li(z) jsou vzdy vétsi nez hodnoty prvociselné funkce m(x), stejné tak hodnoty
funkce z/In(x) jsou vzdy mensi nez hodnoty prvoéiselné funkce 7(x). Ke stejnému
zavéru dospivame i pomoci vyobrazeni grafu téchto funkci na obrazku 5.4.

Prime Counting Function
600

i) ., T T T

n/log(n)
Li(n)

500 - =

400 - ) 4 -

300 - -

pi(n)

200 4 ) = = e y =

100 —

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Obrazek 5.4: Grafy funkei Li(x), 7(z) a —*. Obrézek prevzat z [33].

V roce 1933 STANLEY SKEWES vSak dokazal, ze existuje alespon jeden bod
x, ve kterém hodnota funkce Li(x) je mensi nez hodnota prvociselné funkce 7(z).
Prvni takovy bod je mensi nez ((10'°)19)34) pozdéji se tato hornf hranice upravila na
hodnotu €213 viz [7, str. 79]. V roce 1986 matematik HERMANUS JOHANNES
JoseEPH TE RIELE dokézal, Ze pro vice jak 10 slozenych &isel z rozmezi 6,62 -
1037 < 2 < 6,69- 103" plati, ze hodnota prvociselné funkce v téchto bodech je vétsi
nez hodnota funkce Li(x) v tychz bodech, viz [3, str. 146].

V této kapitole jsme nejednou zminili, ze Riemann poukazal na spojitost ne-
trivialnich kofenu s rozlozenim prvocisel mezi prirozenymi cisly. Taktéz jsme upo-
zornili na to, ze Riemann své badani zapocal diky Gaussoveé prvociselné vété. Z téchto
dvou poznamek budeme dale vychézet. Ani Riemann nebyl vyjimkou a i on se snazil
najit vhodnou aproximaci prvociselné funkce, tak jak se o to pred nim pokusil jiz
Legendre ¢i Gauss. Vychézel z Gaussovy funkce Li(z), pomoci niz definoval novou

funkci, ktera je dnes zndma jako Riemannova funkce R(x) a mé nésledujici podobu
1 1
R(x) = Li(z) — 5Li(27) — gLi(a%) — ZLi(2%) + - |

viz [22]. Pokud k této funkei jesté navic pficteme soucet nekonecné fady > R(z%),
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jejiz ¢leny jsou hodnoty Riemannovy funkce R(x) v bodech, jimiz jsou netrivialni
koteny Riemannovy zeta funkce (, pak dostavame dalsi aproximaci prvociselné
funkce. Tato je vSak oproti zminénym odlisnd tim, ze hodnoty této funkce jsou
naprosto identické s hodnotami prvociselné funkce v tychz bodech. Tedy

n(z) =R(z) + > R(z").

Tato Riemannem objevena rovnost vsak plati jen a pouze tehdy, plati-li Rieman-
nova hypotéza, viz [22]. Na obrazku, resp. animaci 5.5 lze zhlédnout jak se tato
funkce formuje, paklize s¢itame pres ¢im dal tim vétsi mnozstvi netrivialnich kotenu.
Vidime, ze s¢itame-li pres ¢im dal tim vice netrividlnich korenu, tim lepsi aproximaci
prvociselné funkce ziskavame.

25
0 nontrivial zeros
20
15 |
10 |
5L
2|{} 4|{) ﬁl{} SI{) 1{5{}
(K<) ()ee+)

Obrézek 5.5: Funkce R(z) + >, R(z®). Animace ve formétu gif prevzata z [32],
autora se nam nepodarilo dohledat.

Otevieny problém 5. Riemannova hypotéza nebyla do dnesniho dne dokdzdna, ac
se o jeji dukaz pokouSelo mnoho matematiki, fyziki ¢ odborniku z ruznich oblasti.
Bohuzel neuspésné. Ctm ddl tim vice lidi se viak prikldni k tomu, Ze je Riemannova
hypotéza pravdiva a nekteri odbornici na této nedokdzané hypotéze dokonce postavili
svd tvrzeni a domnénky. Stejné tak se vsak ¢im ddl tim vice objevuji otdzky, zda je
soucasnd matematika a jeji prostredky vubec postacujici k jejimu dokdzdni. .. A také
zda vubec dukaz existuge. . .

Poznamka 10. Pro doplnéni souvislosti mezi castmi této kapitoly o Riemannové
hypotéze doporucujeme podivat se na prednasku Mirko Rokyty [22], kde jsou mimo
Jiné€ uvedeny i pocty spoctenych koteniu v kritickém pdsu ¢i jaké je jejich rozloZeni
na kritické primce.
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5.3 Dikaz Riemannovy hypotézy

Neni pochyb, ze Riemannova hypotéza je opravdu jeden z nejzajimavejsich a zaroven
nejednoho zajemce a odbornika, ktefi se ji pokouseji uspésné dokazat. Jiz vime, ze
ac¢ se Riemann diky zformulovani Riemannovy hypotézy stal nepochybné jednim
z nejvetsich matematika nejen 19. stoleti, nikdy svou hypotézu dikazem nestvrdil.
Na strance [28] lze najit prehled nékterych pokusu o dukaz i s uvedenim jejich au-
toru. Mezi nimi je zminén i britsky matematik sir MICHAEL ATIYAH, jehoz dukaz je
povazovan za jeden z nejnovéjsich dukazu. Ten byl jim predstaven vefejnosti v zari
roku 2018 na konferenci Heidelberg Laureate Forum. V té dobé devétaosmdesatilety
Atiyah upoutal Sirokou verejnost takovym zpusobem, ze bylo obtizné se na tuto kon-
ferenci dostat osobné, a tak byla prendsena i online. Videoptenos byl ale ¢asto diky
pritomnosti mnoha lidi provazen vypadky. Na téze strance lze nalézt odkaz, diky
kterému muzeme celou jeho prednasku zhlédnout i s prezentaci, kterou promital
verejnosti a jez pry obsahuje dukaz Riemannovy hypotézy. Do dnesniho dne nemame
potvrzeno, ze tento Atiyahem predstaveny dukaz je opravdu platnym dukazem Ri-
emannovy hypotézy, nicméné mnoho lidi je rozporuplnych z jeho jednoduchosti a
strucnosti, a tak tomuto diukazu prilis neveri. Oficidlni verdikt vsak od védecké obce
zatim k dispozici neni, a tak je porad mozné, ze Atiyah se po své smrti moznd stane
tim slavnym ¢lovékem, ktery kdy Riemannovu hypotézu dokéazal.
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6 VyuzZiti prvodisel

Prvocisla nachazeji sva vyuziti v ruznych oblastech, a to nejen matematiky. Prav-
vyuziti prvocisel, je online bankovnictvi, kde je zapotiebi chranit velice citliva data.
K tomu nam slouzi tzv. metoda RSA, jejiz bezpecnost spociva v doposud neobje-
venych prostiedcich pro rozlozeni velkého ¢isla na soucin dvou prvoéisel (o vice jak
dvéste cifrach, viz [9, str. 214]), z nichz je ¢islo utvoreno, viz [7, str. 245]. Svij podil
na bezpecnosti této metody méa i asynchronnost Sifry, neboli to, ze je postavena
na odlisnych klic¢ich slouzicich pro zaSifrovani, resp. desifrovani zpravy. Pokud by
na odlisnych kli¢ich nezédlezelo a odesilatel i ptijemce by pfti posilani zprav vlastnili
stejny kli¢, pak by ho bylo snadné zachytit a zneuzit jej. V této kapitole metodu RSA
blize predstavime, uvedeme zékladni informace o ni, na jakém principu funguje a
uvedeme také konkrétni priklad s konkrétnimi ¢isly pro snazsi pochopeni. Prvocisla
jsou vyuzivana i pro ovérovani spravnych zapisu ruznych identifikacnich cisel, jme-
nujme napi. rodnd csla osob Ceské republiky, identifikacni ¢isla osob ¢ organizaci
(ICO), ISBN knih ¢ ISSN ¢asopisu, o kterych se Ize rovnéz v této kapitole docist.

6.1 Metoda RSA

Metoda RSA pochézi z roku 1978 a je pripisovana tfem pocitacovym expertum, z je-
jichz prvnich pismen ptijmeni je utvoren nézev této metody. Jimi jsou dva Americané
RONALD LORIN RIVEST a LEONARD ADLEMAN a Izraelec ADI SHAMIR. Puvodni
myslenka o ruznych kli¢ich potifebnych k sifrovani a desifrovani zpravy vsak pochazi
od WHITFIELDA DIFFIEHO a MARTINA HELLMANA z roku 1976, viz [9, str. 193].
Jejich vize byla takovd, ze klic slouzici k zasifrovani zpravy by mohl byt verejny,
tedy pristup k nému by mohl mit kdokoliv, ale desifrovat zpravu by jiz lidé s timto
klicem nemohli. Ti by museli vlastnit tajny kli¢, ktery, jak privlastek napovida, by
siroka vetrejnost k dispozici neméla. Mezi témito dvéma kli¢i by pochopitelné musel
panovat urcity vztah, aby metoda RSA byla efektivni.

O dva roky pozdéji se vSechny tyto postiehy promitly do metody RSA, ktera
je diky odlisnym kli¢im oznacovana jako asynchronni sifra a mluvi se o ni jako
o nejznameéjsi asynchronni Siffe na sveté. Vyuziva se vsude tam, kde je tfeba chranit
velice citliva data, tedy v jiz zminéném online bankovnictvi, ale také tieba ve vo-
jenstvi pri sifrovani tajnych zprav.
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6.1.1 Bezpetnost metody RSA

V knize [7, str. 245] se uvadi, ze ,,.S pocitacovym hardwarem, ktery mdame v dnesnich
dnech k dispozici, muzeme vyloucit moznost prolomeni klicu, protoZe poZadovaniy
vypocetni cas by se rovnal celému véku vesmiru®. Onim prolomenim Kklicu se ro-
zumi rozlozeni velkého ¢isla na dvé velka prvocisla, z nichz je toto ¢islo utvoreno,
a na kterém je bepecnost metody RSA zalozena. Nikdo vsak nedokaze tici, jak
rychle bude vyvoj v oblasti poc¢itacu pokracovat a zda napiiklad kvantové pocitace
nebudou schopny tuto bezpecnost prolomit. Dalsim otaznikem se stava dokazani
Riemannovy hypotézy, o které jsme psali v kapitole 5. Co vsak s jistotou lze Tici je
to, ze prolomeni bezpecnosti metody RSA by znamenalo obrovsky problém v celém
online bankovnictvi.

6.1.2 Popis metody

Metoda RSA zacina tim, ze se obé dvé strany, tedy odesilatel i piijemce zpravy,
domluvi na komunikaci. Poté si ptijemce zpravy urci dvé prvocisla p a ¢, kterd musi
byt ruzna a dostatecné velka a jejichz soucin n je ¢asti verejného klice, ktery muze
piijemce zpravy zvefejnit (resp. musi ho zveiejnit odesilateli zpravy), nebot rozlozit
ho zpét na tato prvocisla je pti soucasnych metodach prakticky nerealné, viz sekce
6.1.1. Déle si zvoli libovolné ¢islo e takové, které spliuje dvé podminky. Tou prvni
je, ze ¢islo e a hodnota Eulerovy funkce ¢(n) musi byt ¢isla nesoudélna, tou druhou
pak je, ze e < ¢(n). Ze vztahu

de =1 (mod ¢(n))

vypocita ¢islo d. Jako vefejny klic metody RSA se oznacuje dvojice cisel n a e, ktery
prijemce zpravy odesle odesilateli zpravy. Soukromym klicem metody RSA je pak
dvojice n a d, ktery si prijemce ponecha pro sebe. Odesilatel zpravu, kterou budeme
znacit Z, zaSifruje jako cislo x

r=27°modn

a posle prijemci. Problém RSA, ktery je obtiznosti velmi podobny prolomeni bez-
pecnosti této metody, tedy v dnesni dobé je ho prakticky nerealné vytesit, spociva
v ziskani ¢isla Z¢ jen s pomoci ¢isel n a e, viz [9, str. 214]. Pifjemci po vyfeseni
rovnice

Z = 2% mod n

uz nic nebrani v tom si puvodni zpravu Z precist.

6.1.3 Konkrétni priklad

Nynf si pfedstavime zminény popis metody RSA s konkrétnimi éisly. Cisla (resp. pr-
vocisla) jsou volena velmi mald, aby byl piiklad ndzornéjsi a snazsi na vypocet bez
dalsich programu, nicméné pro bezpecnost této metody se doporucuje volit prvocisla
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o vice jak dveésté cifrach, viz ivod kapitoly 6. Odesilatele zpravy znac¢ime pismenem
O a prijemce zpravy pismenem P.

O: Chtel bych ti poslat tajnou zpravu metodou RSA (pozn. zprava Z necht je
zasifrovand pod ¢islem 4).

P: Dobte, zvolim si tedy dvé prvocisla p = 3,q¢ = 11 a vypoctu jejich souc¢in n,
ktery je roven 33 a FEulerovu funkci ¢(n), jez je rovna 20, viz sekce 1.4. Déle zvolim
¢islo e takové, které je s ¢islem 33 nesoudélné a zdroven je mensi nez 33. Necht je to
¢islo 7. Nyni spocitam ¢islo d z kongruence

d-7=1 (mod 20). (6.1)

Ze sekce 1.3 vime, ze zbytek r u rovnice (6.1) je roven jedné. Thned se nabizi, ze ¢islo
d je rovno 3. Odesilateli zpravy odeslu vetrejny kli¢ (33,7), soukromy kli¢ (33,3) si
ponecham.

O: Zpravu Z = 4 zasifruju jako cislo x

z = 4" mod 33,

z cehoz vyplyva, ze ¢islo x je rovno 16 a tuto informaci x = 16 odeslu piijemci.
P: Abych si puvodni zasifrovanou zpravu mohl precist, zbyva mi vyfesit rovnici

7 = 16> mod 33.

Po vyteseni dostdavam, ze mi odesilatel poslal zasifrovanou zpravu Z = 4.

6.2 Jedenactkovy samodetekujici kod

Tzv. jedenactkovy samodetekujici kéd, jehoz hlavnim prvkem je prvocislo 11, po-
mahda pri overovani zapisu ruznych identifikacnich ¢isel osob, organizaci, knih ¢
¢asopisu v pocitacovych databazich. Taktéz je vyuzivan pti zapisu rodnych cisel.

6.2.1 Rodna é&isla

Prvni oblast, kde se tento kéd vyuzivd, je zépis rodnych ¢isel. Rodna ¢isla slouzi
k jasné identifikaci obyvatelii Ceské republiky. Osobdm narozenym do roku 1954
byla pridélovana deviticiferna ¢isla majici tvar

T1T2m1m2d1d2/i€1$2$3 )

kde 7179 jsou dveé posledni cifry roku narozeni dané osoby, mims je mésic narozeni
50 a dydy urcuje den, kdy se dand osoba narodila. TTii ¢isla za lomitkem zi2x9x3 pak
jednoznacné identifikuji ¢lovéka, ponévadz prvnich Sest cifer rodného ¢isla mohou
mit dvé osoby tytéz. Od roku 1954 jsou rodna ¢isla deseticifernd, za lomitkem jsou
namisto tii ¢islic cislice ctyfti

7“17’2m1de1d2/!101$2$3$4
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Do roku 1986 se jednalo o ¢islici, jez je rovna zbytku déleni deviticiferného éisla
¢islem jedendct. Takové deseticiferné cislo je tedy jiz délitelné jedenacti. Pokud se
jednalo o zbytek deset po déleni, posledni ¢islici v rodném éisle byla 0, viz [6, str. 166].
To vsak zpusobovalo ponékud obtize, ponévadz takové ¢islo nesplnovalo délitelnost
jedenacti.

Od roku 1986 jsou vSechna rodna cisla, resp. ctyrcisli za lomitkem, tvorena tak,
aby celé deseticiferné ¢islo predstavujici rodné éislo osoby Ceské republiky bylo vady
delitelné jedendacti. Duvod je prosty, pro identifikaci osob ¢i k ziskani informaci o nich
samotnych jsou casto rodna ¢isla zadavana do databézi v pocitacich — u 1ékatt, ve
skol4ch ¢i napiiklad v pojistovnach. Aby pocitacovy software ovéiil, ze zadané rodné
¢islo muze vubec existovat, je zde, kromé na proni pohled viditelnijch véci jako je
naptiklad pocet cislic, pravé nutna podminka délitelnosti jedendcti.

Nyni si predstavime duvody, pro¢ je pravé onim délitelem prvocislo 11. Prvnim
takovym je, ze deseticifernych ¢isel délitelnych timto prvocislem je pomérné dost,
urcité vice nez jinych minimalné dvoucifernych prvocisel, viz [6, str. 166]. Druhym
pak je, ze chybné zadané rodné cislo se lisi od spravné zadaného rodného cisla
hodnotou a-10™, kde a = {1,2,...,9} an € Ny. Jak lze ze soucinu vidét, takové ¢islo
neni nikdy délitelné jedenacti, coz je nezbytné k odhaleni chyby v zapisu rodného
¢isla. Pokud by totiz zminény soucin byl v nékterém pripadé délitelny jedenécti,
pak pfi zdmeéneé cislic rodného ¢éisla by software chybu neodhalil, obé dvé rodna cisla
by totiz spliovala podminku délitelnosti jedenacti. Paklize by doslo k omylu ve vice
cifrach, v knize [6, str. 166] se uvadi, ze by software odhalil chybu s pravdépodobnosti
cca 10/11 =0, 91.

Slozena cisla a jednocifernd prvocisla nejsou pro odhaleni chyb v zapisu rodnych
¢isel vhodnd, nebot vySe zminénd hodnota rozdilu a - 10", kde a = {1,2,...,9}
a n € Ny, muze byt témito slozenymi ¢isly ¢i jednocifernymi prvocisly délitelna i
presto, ze se v zapisu rodného ¢isla nachazi chyba. Nazornym piikladem takového
spravné a chybné zapsaného rodného c¢isla je pokud rozdil mezi onémi rodnymi
¢isly éinf napi. 3 - 102. Pak je totiz spravné i chybné zapsané ¢islo délitelné tfemi a
pocitacovy software by chybu v zapisu rodného ¢isla neodhalil.

6.2.2 ISBN knih

Dalsi oblasti, kde je pro ovérovani spravného zapisu vyuzivana délitelnost jedenécti,
jsou ISBN knih a ISSN casopist. Kédy ISBN a ISSN jsou urceny pro jednoznacnou
identifikaci knih a casopisu. ISBN deseticiferné kédy maji nasledujici podobu

’ z-n-k-c ‘ ,

kde z je oznaceni zemé, popf. jazyku knihy (napiiklad ¢islo 80 oznacuje knihy
pochézejici z Ceské & Slovenské republiky). Cislo n uréuje nakladatelstvi, u kterého
byla kniha vydéna, k urcuje identifikac¢ni ¢islo samotné knihy u daného nakladatel-
stvi a ¢ znaci kontrolni ¢islici, diky niz je celé ¢islo

r1 + 2x9 + w3 + 4x4 + D + 626 + Tx7 + 828 + 929 + 10210,
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kde {x1, s, ..., 210} jsou jednotlivé cifry deseticiferného ¢isla ISBN v daném poradi,
délitelné jedenacti. Obdobné jako u rodnych cisel, i zde nastava ponékud potiz,
paklize by méla byt kontrolni ¢islici hodnota 10, protoze kontrolni ¢islici v ISBN
je vzdy pouze jednociferné ¢islo. Reseni této situace je viak snadné, nebotf namisto
¢isla 10 se jako kontrolni ¢islice uvadi X — fimsky deset, viz [6, str. 167].

Takto probiha ovérovaci proces zapisu ISBN knih vydanych do roku 2007, odkdy
jsou ISBN knih tfinacticiferné. Pred celé deseticiferné ISBN knih se totiz jesté uvadi
trojciferné c¢islo 978, oddélené spojovnikem od ostatnich cifer, které znaci, ze se jedna
o knihu, nikoli o hudebninu. Podoba ISBN pak vypada takto:

’ 978-z-n-k-c \ ;

kde vyznamy pismen z,n,k,c jsou neménné, avsak kontrolni ¢islice ¢ je tentokrat
volena tak, aby ¢islo

9+3'7+8—|—3LL’1+JI2+31’3+.7)4+3.Z‘5+$6+3I7+$8+31’9+$10

kde {x1,xa, ..., z10} jsou jednotlivé cifry trindcticiferného ¢isla ISBN v daném poradi
pocitané bez prvniho trojcisli 978, bylo délitelné deseti.

6.2.3 ISSN &asopist

Jiz jsme uvedli, ze délitelnost jedendacti je vyuzivana i pro ISSN ¢asopisu. Ty maji
tvar

| T1TT3T4-T5TeT7Ts |

kde {z1, 2z, ..., x5} jsou jednociferna ¢isla. V tomto piipadé kontrolni ¢islici je osmé
cifra xg, diky niz je ¢islo

8x1 + Txy + 623 + x4 + 45 + 326 + 227 + T8

délitelné jedenacti. Stejné jako u ISBN knih, pokud by kontrolni ¢islice méla byt 10,
pak je nahrazena fimskou desitkou X, viz [6, str. 168]. Aby byla zachovana syste-
maticnost v identifikacnich ¢islech ISBN, ISSN apod., u kédu ISSN se pro odliseni
uvadi pred zminénym osmicifernym ¢islem trojéisli 977 oddélené spojovnikem stejné
jako u ISBN knih. Na ovéfovani spravného zapisu toto trojcisli vsak nema zadny
vliv.

6.2.4 Identifika¢ni &isla osob/organizaci

Ctvrtou oblasti, kde jsou vyuzivany jedendctkové samodetekujici kédy, jsou ICA,
neboli identifikacni ¢isla osob, popf. organizaci. Dnes jsou slozena z osmicifernych
¢isel

] L1 203T4L5L6L7Ls E

v minulosti tomu tak ale nebylo. Proto jsou tato ICA dopliiovéna nulami na prvnich
pozicich tak, aby celé ICO spliovalo podminku osmi cifer, viz [6, str. 168]. Je ziejmé,
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ze i zde bude figurovat kontrolni cislice, kterd je volena tak, aby néjakym zpusobem
prispivala k délitelnosti jedenacti, resp. k ovérovani zapisu daného ¢isla v ruznych
databdzich. A to tak, ze posledni cifra osmiciferného ICA je rovna zbytku odeéteného
od ¢isla 11. Zbytek je ¢islo, které dostaneme po déleni ¢isla

8x1 + Txy + 613 + 514 + 45 + 326 + 2207,

kde {21, xs,..., 25} jsou jednotlivé cifry ICA v daném pofadi, jedendcti. Mohou
vsak nastat dva problémy, kdy bychom jako kontrolni cifru xg dostali dvouciferné
¢islo. Takové éfslo kontrolni éfslici byt nemtiZe, nebot kontrolni ¢islici je vzdy pouze
jedna cifra. Namisto kontrolni ¢islice 10, tedy v pripadeé, ze zbytek po déleni je roven
jedné, se voli ¢islice 0. Druhy problém nastava pii zbytku, ktery je roven nule, tudiz
kontrolni ¢islici by byla 11. Ten je vSak vyfeSen velmi podobné jako pii prvnim
problému, a to tak, ze kontrolni ¢islici je v tomto piipadé volena 1, viz [6, str. 168].

Jedenactkové samodetekujici kédy jsou vyuzivany pro ovérovani zapisu a odha-
lovani chyb i v fadé dalsich oblasti, jmenujme naptiklad ¢isla bankovnich uctu, kédy
ISMN ¢i kédy na platebnich kartéch.

6.3 Prvodisla v p¥irodé

Velmi zajimavym tkazem ve vyuziti prvocisel se staly cikady. Tento hmyz, pro néhoz
jsou typické hlasité zvuky, méa mezi sebou dva druhy, které jsou velmi unikatni
svym vztahem k prvocislum. Tyto dva druhy Magicicada tredecim a Magicicada
septendecim ziji pod zemi, az jako dospéli jedinci se objevuji nad zemi, a to kazdych
13, resp. 17 let. Coz samo o sobé je ponékud zvlastni, protoze oba zivotni cykly
jsou prvociselné a to znamena, ze se potkaji spolu az kazdych 221 let. Neméné
zajimavy je fakt, ze diky témto prvociselnym zivotnim cyklum cikady predchazi
castému kontaktu se svym parazitem, jehoz zivotni cyklus je dvoulety ¢i tiilety,
viz [6, str. 210]. Z toho vyplyvé, ze se cikady a jejich parazit potkavaji kazdych 26,
resp. 34 let. Jedna se tak o relativné dlouhou dobu, ponévadz pokud by byly délky
jejich cyklu (berme v potaz ptiblizné stejné velké jako jsou ty nynéjsi) soudélné

VVVVVV

nim by tak byla velmi nizka.

Poznamka 11. Nejmensi spolecny ndsobek nesoudélnijch cisel je roven jejich sou-
cinu, proto se druhy cikad Magicicada tredecim a Magicicada septendecim potkaji
poprvé az po 221 letech (13 - 17 = 221). Pokud by byly délky Zivotnich cykli ¢isla
soudélnd, napt. 9 a 15, pak by se cikady téchto druhi setkdvaly nad zemi castéji,
konkrétne kazdych 45 let.
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7 Dalsi souvislosti

Tato posledni kapitola pojednava o dosud nevytcenych zajimavostech a souvislos-
tech tykajicich se celé oblasti prvocisel. Troufame si fici, ze jiz nikdo nepochybuje
o tom, ze prvocisla jsou oblasti, kde se kazdym dnem objevuji nové poznatky,
které vedou mnohdy az k objevovani casto velmi slozitych problému. V dnesni
dobé tak oplyvame Sirokym rozpétim ruzné zameérenych zajimavosti o prvocislech,
které bychom mohli rozdélit do dvou vétsich skupin. Do prvni oblasti bychom
mohli zafadit zajimavosti, jez patii jednotlivym prvocislum. Na zdkladé toho pak
lze prichazet naptiklad s novymi specidlnimi typy prvocisel, které vykazuji stejné
problému. Pii této prilezitosti bychom radi zminili knihu Prime Curios!, kterd po-
jednavéa o zajimavostech tykajicich se nékterych vybranych prvocisel (i naptiklad
téch, jejichz pocet cifer prevysuje 100; pozn. do hodnoty 1000 lze nalézt v této knize
zajimavosti o 159 prvodislech z celkovych 168). Druhou skupinu bychom poté mohli
oznacit jako zajimavosti a souvislosti pattici celé oblasti prvocisel. Zde bychom tak
mohli zaradit naptiklad prekvapivé vlastnosti, které vykazuji vSechna prvocisla, ale
také zajimavosti, jez jsou zaméreny na komplexni pojeti prvocisel. A pravé kromé
Riemannovy hypotézy, o které jsme psali v kapitole 5, se v této kapitole podivame
na dva dalsi takové priklady — Ulamovu spirdlu a mezery mezi po sobé jdoucimi
prvocisly.

7.1 Ulamova spirala

Velmi zajimavym grafickym tikazem spojenym s prvocisly se stala Ulamova spirala
z roku 1963, nesouci nazev po svém objeviteli, polskému matematikovi STANISLAVU
UrAMoOVI. Jeji zkonstruovani autorem bylo ndhodné, o to zajimavéjsi jsou pak po-
sttehy, které diky této spirdle dostavame. Pocatecni cislici volil jednicku a kazdé
dalsi prirozené cislo zapisoval tak, ze vysledny tvar pripominal spirdlu, proto je dnes
tento graficky jev znam jako Ulamova spirala, viz obrazek 7.1 nahote vlevo. Sama
0 sobé neprinasela zadné zvlastni dusledky co se matematické oblasti tyce, az do
doby, kdy si Ulam zacal oznacovat ve spirale prvocisla. Vsiml si totiz, ze se zacinaji
seskupovat na urcitych diagonalnich piimkéch, coz je dusledek toho, ze vSechna
suda cisla lezi na odlisnych diagonalnich piimkach nez licha ¢isla a ze sekce 2.1
vime, ze vSechna prvocisla jsou lichd kromé sudého ¢isla 2. Na obrazku 7.2, kde
je zobrazeno prvnich 16 000 prvocisel, 1ze tyto primky vidét zietelnéji, ba dokonce
nékteré lze vidét zretelnéji nez jiné. S tim maji jistou spojitost tzv. polynomy gene-
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rujici prvoéisla, nebot ém vice prvocisel dany polynom generuje, tim je pifmka, na
které lezi tato prvocisla, zretelnejsi. Pravdépodobné tim nejzndméjsim polynomem
generujici prvocisla je

2° 4z + 41, (7.1)

diky kterému po dosazeni x = 0,1, ... ,39 dostavame posloupnost ¢tyticeti prvocisel:

41,43,47,53,61,71,83,97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251,
281,313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853,
911,971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601.

Tato prvocisla lezi na primce, kterou v Ulamoveé spirdle zac¢inajici ¢islem jedna, ne-
nalezneme, nebot tvar kvadratického polynomu je odlisny od téch, které lze v této
spirale nalézt, jak si vzapéti ukazeme. Paklize vsak Ulamovu spiralu zacneme psat
od cisla 41, jez je prvnim cislem, resp. prvocislem, které tento polynom generuje,
dostdvame onu hledanou primku, na které lezi vsech ¢tyticet prvocisel, viz [6, str. 101]
a [9, str. 233]. Naznak této piimky lze vidét na obrazku 7.1 nahotfe vpravo.

Ulamova spirdla je nejcastéji uvadéna s pocatecni ¢islici rovno jedné. Jak lze
vidét na obrazku 7.1, pokud ji vSak zacneme psat od jiného ¢isla, muzeme sledo-
vat, jak se pozice prvocisel méni a tim padem vznikaji casto delsi usecky, které
prispivaji k vétsi zietelnosti ptimek, o které jsme psali vyse. Podivejme se na Ula-
movy spiraly zacinajici ¢isly 1, resp. 2, resp. 3, u nichz bude ménici se pozice prvocisel
patrnéjsi. Lze si povSimnout, ze ¢dsti usecek tvoreny konkrétnimi prvocisly zustavaji
ve vSech trech Ulamovych spirdlach neménné, pouze se lisi svou pozici. Jako piiklad
uved me posloupnosti prvocisel {5,17,37}, {19,41, 71} ¢i {23,47,79}. Tim, Ze se po-
zice prvocisel ve spirdldch lisi, ale ¢asti tisecek (resp. posloupnost stejnych prvocisel)
zustavaji beze zmén, dochazi v nékterych pripadech k tvoreni delich tsecek. Jed-
nou takovou je napiiklad posloupnost Sesti prvocisel {37,17,5,13,29,53}, kterou
lze vidét, paklize zacneme Ulamovu spirdlu tvorit od ¢isla tfi. Dalsim takovym
piikladem je posloupnost péti prvocisel {71,43,23,47,79}, které ziskdvame diky
zméné pozic posloupnosti prvocisel {71,43} a {23,47,79}, které jsou opét soucasti
vsech ti1 Ulamovych spiral.

Nyni se vSak budeme zabyvat puvodni Ulamovou spiralou zacinajici ¢islem jedna
a podivame se blize na tvar polynomu, ktery generuje prvocisla lezici na diagonalnich
piimkach (presnéji spise polopiimkéch, jak uvidime dale). Vsechna prvocisla a tim
padem i piimky, na kterych lezi tato prvocisla, jsou generovana kvadratickymi po-
lynomy, viz [9, str. 232]. V knize [6, str. 101] je uvedeno, ze maji tvar

4a* + bx + c,

kde b, c € Z. My vsak tento tvar polynomu jesté zpresnime a to tak, ze se zamérime
pouze na polynomy generujici licha ¢isla, mezi nimiz lze nalézt prvocisla. Jak muzeme
na obrazku 7.1 vidét, diagonalni pfimky maji smérnici rovno +1 ¢i —1. V této praci
se zaméfime na piimky se smérnici —1, v ¢ldnku [10] potom lze vidét obdobny
postup pro ptimky se smérnici +1. Zasadni roli v naSem ptipadé hraje tihlopricka
se smérnici +1 prochézejici bodem jedna, viz obrazek 7.3.
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97 139 137 131
€1 59 103 101 97
37 31 89 73 71
67 17 13 107 53
5 3 29 79 43 127
19 2 11 53 109 59 41
41 7 47
71 23 61
43 47 83 g3 89
73 79 113
101 97 101 97
61 59 €7 61 59
67 37 37
17 31 89 19 17
19 5 13 41 7 5 31 89
41 7 2 3 29 71 3 13
71 11 53 43 11 29
43 23 73 23 53
73 47 47
79 83 79 83

Obréazek 7.1: Ulamovy spiraly.

Uvazujme dva polynomy a,(z) a b,(z), kde a € Z oznacuje a-tou diagonalni

poloptimku, jez mé pocatecni bod na oné tthlopticce, o které jsme psali v predchozim
odstavci a x € N, které oznacuje pozice ¢isel na téchto polopiimkéch, pak plati

4% + (8ar — 8)x + (4a* — 10 +5), kde « >0,
o () =

42 — (8a+ 8)x + (4a* + 6 +5), kde «a <0,

42 + (8a — 12)x + (40? — 10 +9), kde «a >0,
ba (1) =

422 — (8a+4)r + (4a®? + 6a + 1), kde <0,

(7.2)

viz [10, str. 8]. Dukaz provedeme pro polynom a,(z), kde o > 0, odpovidajici (zelené
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Obrazek 7.2: Diagonalni piimky v Ulamové spirdle. Obrazek prevzat z knihy [6,
str. 101].

oznacenym) polopiimkam, které se nachdzeji v ,horni ¢tvrtvyseci“ na obrézku 7.3.

Drukaz. Nejprve si spocitame pocatecni body vsech téchto polopiimek, tedy plati, ze
r=laa={1,2,3,...},

a;(1)=3

as(1) =13

as(1) =31

as(1) =57

as(1) =91 atd.

Nyni lze odvodit rekurzivni vztah pro vSechna ¢isla nachazejici se na pozicich z = 1.
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1 97 132
a.(x)| 102 61 59 131
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Obrazek 7.3: Kvadratické polynomy generujici piimky se smérnici —1.

Stejnym zpusobem popsanym v ¢lanku [10, str. 25] ziskdvame, ze

a;(1) =3

ar(1) = ay(1)+2-2+2-3
az(1) =ag(l)+2-4+2-5
as(1) =as(1)+2-64+2-7
as(1) =ay(1)+2-842-9,

a tedy

a;(1) =3
(1) =aa-1(1)+2-2-(a—=1)+2-(2a—1) kde a>1.

Vyjdeme-li z tvrzeni (7.2), dostavame, Ze polynom a,(1) 1ze vyjadrit i nasledujicim
zpusobem
aq(1) = 40* — 200+ 1,

coz vyuzijeme pri dalsich vypoctech. Jiz mame tedy odvozeny rekurzivni vztah pro
¢isla lezici na hlavni ihlopticee a majici pozici rovno jedné (x = 1). Nyni se zamérime
na polynomy, kde a € {1,2,3,4} a = € {1,2,3,4}, urcujeme tudiz prvni ¢tyii
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po sobé jdouci cisla lezici na odpovidajicich si diagondlnich (zelené oznacenych)
polopiimkéch, nachazejici se v ,horni ¢tvrtvyseci“ na obrazku 7.3.

Pro a;(z), Pro as(z),
a;(1) =3, as(1) =13,
a1(2)=a(1)+2+2-2+4+2, az(2) =as(l)+4+2-4+6+2,
ai(3) =a(2)+2+2-4+6+14, as(3) = ax(2) +4+2-6+8+14,
a1(4) =a1(3) +2+2-6+8+6. as(4) = az(3) +4+2-8+ 10+ 6.
Pro a;(z), Pro ay(z),
as(1) = 31, as(1) = 57,
az(2) =az(1) +6+2-6+8+2, as(2) =ap(l) +8+2-8+10+2,
a3(3) = as(2) + 6 +2- 8+ 10 + 4, as(3) = ap(2) + 8 +2- 10+ 12+ 4,
az(4) =a3(3)+6+2-10+ 12 + 6. as(4) = ap(3) +8+2-12+ 1446

Stejné jako v predchozim ptipadé diky uvedenym Sestnacti prikladum lze odvodit
rekurzivni vztah, tentokrat pro vsechna ¢isla nachazejici se na (zelené oznacenych)
poloprimkach v ,horni ¢tvrtvyseci® na obrazku 7.3. Pro polynom a,(z) tudiz plati
ao(x) =an(r —1)+2a04+2-2-(x—2+a)+2-(x—1+a)+2-(x—1)
=ao(r—1)+8a+8x—12, kde a>0 a z>1.
V tomto pripadé rekurzivni vyjadieni nachdzi své vyuziti pouze tehdy, kdyz bychom
znali ¢islo nachdzejici se na predchozi pozici. My vsak chceme dokazat tvrzent (7.2),
které je nezavislé na hodnoté predchoziho cisla. K tomu vyuzijeme hodnoty na od-
povidajicich si pozicich, které rozepiseme néasledovneé:
a1(3)=3+2+2-244+24+2+2-4+6+4,
as(3) =134+4+2-44+6+2+4+2-6+8+14,
a3(3) =31 +6+2-6+8+2+6+2-8+10+4,
a1(4) =3+24+2-24+4424+2+2-44+6+4+2+2-6+8+6,
as(4) =134+4+2-4+6+24+4+2-6+8+4+4+2-8+10+6,
az(4) =3146+2-6+8+24+6+2-8+10+4+6+2-10+ 12 +6,
z ¢ehoz dostavame, ze
ao(z) =a,(1) +(z—1) - Qa+4a+22 —4+2a+z+2)
=an(1)+ (x— 1) (8a+ 4z —4)
= (1) +42° —8r+8ar —8a+4, kde a>0 a x>0.
Vyuzijeme-li nyni vipocet z ivodni ¢asti dikazu a,(1) = 4a? — 2a + 1, obdrzime
ao(z) = 40* — 2 + 1 + 42 — 87 + 8axr — 8a + 4
=40? — 10a + 5 + 42° — 8z + Sax
=40’ + (8a — 8)x + (4a® —10a +5), kde a>0 a x>0,

coz jsme chtéli dokazat. O]
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Pro polynomy a,(z), kde a < 0 a b,(x), kde @ > 01 a < 0 bychom tvrzeni (7.2)
dokazovali obdobné jako jsme si ukazali pro polynom a,(z), kde oo > 0.

7.2 Mezery mezi prvocisly

Dalsi zajimavosti, kterou jsme v kapitole 5 jiz trochu nastinili, je rozlozeni prvocisel
a s nim souvisejici velikosti mezer mezi po sobé jdoucimi prvocisly. Posloupnost ¢isel

1,2,2,4,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2.6, ... (7.3)

oznacuje prave tyto velikosti po¢inaje prvnim prvocislem 2 a v nasem pripadé koncici
prvocislem 79. Ackoliv vSechny ¢leny posloupnosti nelze napsat, nebot vime, Ze
prvocisel je nekoneéné mnoho, coz jsme dokazali v sekci 2.2, s jistotou lze Tici, ze ¢islo
1 se vyskytuje v této posloupnosti pravé jednou a to jako prvni ¢len posloupnosti.
Dukaz vychazi z faktu, ze vSechna prvocisla jsou licha, kromé ¢isla 2, tudiz velikost
mezery mezi nimi je minimalné rovna dvéma. Dokonce se v posloupnosti kromé ¢isla
1 nenachézi zadné jiné liché ¢islo, ponévadz pokud by tomu tak bylo, pak by muselo
byt jedno prvoéislo sudé a po ném jdouci prvocislo liché (nebo naopak), aby jejich
rozdil ¢inil liché ¢islo. A to jak vime z predchozi véty ¢i ze sekce 2.1 nikdy nenastane,
kromé jiz zminéného sudého prvocisla 2 a po ném jdoucim lichém prvocislu 3.

Jestlize ¢isla v posloupnosti znaci rozdily po sobé jdoucich prvocisel, resp. velikost
mezery k mezi nimi, pak ziejmé plati, ze mezi témito prvocisly lze nalézt (k — 1) po
sobé jdoucich slozenych ¢isel. Jako priklad se zaméime na prvni mezeru o velikosti
4, znacici mezeru mezi prvocisly 7 a 11. V tomto intervalu nalezneme praveé tri
po sobé jdouci slozend cisla — 8,9 a 10. Nebo pro prvni mezeru o velikosti 6, jez
znazornuje rozdil prvocisel 23 a 29, plati, ze mezi témito dvéma prvocisly nalezneme
pravé pét po sobé jdoucich slozenych ¢isel — 24,25, 26,27 a 28. Timto se dostavame
ke znamému tvrzeni, které rika, ze

Veéta 8. Mezi po sobé jdoucimi prvocisly lze najit libovolné velké mezery.

Diikaz. Necht pozadujeme najit mezeru mezi prvocisly o velikosti alespoiin > 1,n €
N, tedy alesponi (n — 1) po sobé jdoucich slozenych ¢isel. Pak existuji ¢isla

A4 2=(1-2-3-4- -+ -n)+2
Al +3=(1-2-3-4- - -n)+3
Al d=(1-2-3-4- - -n)+4
nl+n=(1-2-3-4- - -n)+n,

jez jsou pravé onémi hledanymi po sobé jdoucimi slozenymi cisly. Plati totiz, ze
¢islo n! + 2 je délitelné dvéma, ponévadz prvni i druhy scitanec je délitelny dvéma
(viz barevné znaceni), ¢islo n! + 3 je délitelné tremi, ¢islo n! + 4 je délitelné ¢tyrmi
atd. az do ¢isla n! +n, které je délitelné n. Tato ¢isla maji tedy vice nez dva délitele
a o prvocisla se tak s jistotou nejednd, viz definice 1, resp. 5. Dokazali jsme tudiz,
ze mezi po sobé jdoucimi prvocisly muzeme nalézt libovolné velké mezery. O]
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V tvodu této sekce jsme zminili, Ze mezery mezi po sobé jdoucimi prvocisly
souvisi s rozlozenim prvocisel, tedy konkrétné s prvociselnou vétou 7, ktera sdéluje,
ze hodnota prvociselné funkce 7(z), pocet prvocisel mensich nebo rovnych nez ¢islo
z, v bodé x je priblizné rovna hodnoté funkce z/In(z) v témze bodé

m(r) ~

In(x)
Kdyz provedeme nésledujici upravu
x

—— =~ In(x),

@) (z)
dostavame, ze prumérnd velikost mezery mezi po sobé jdoucimi prvocisly pobliz
¢isla z je priblizné rovna hodnoté In(z). V tabulce 7.1 jsou pro srovnéni uvedeny
hodnoty téchto funkei pro vybrana ¢isla x. Lze tak volné tici, ze kazdé z/m(z). ¢islo
je v intervalu nula az x prvocislem.

Tabulka 7.1: Piiklady prumeérnych velikosti mezer mezi prvocisly.

x z/m(z) In(z)
10 2,5 2,303
100 4 4,605
1000 9,952 6,908
10000 8,137 9,210
100000 10,425 11,513
1000000 12,739 13,816
10000000 15,047 16,118

Ze sekce 2.1 vime, ze se stale se zvétSujicimi ¢isly prvocisla fidnou. Je tak evi-
dentni, ze v posloupnosti (7.3) se postupné zacinaji objevovat vétsi a veétsi cisla
resp. vétsi mezery mezi po sobé jdoucimi prvocisly jsou stale pravdépodobnéjsi
(na odkazu A001223, v databazi celo¢iselnych posloupnosti OEIS, lze vidét nékteré
dalsi ¢leny posloupnosti). Tohoto poznatku si také muzeme povsimnout ve druhém
sloupci v tabulce 7.1, oznacujici vyse zminéné prumeérné velikosti mezer mezi po
sobé jdoucimi prvocisly pobliz ¢isla x.

Na strance [19] 1ze najit vSechny doposud zndmé mezery mezi po sobé jdoucimi
prvocisly az do cisla 999 999 998, kde u kazdé z nich je mimo jiné uveden rok jejiho
objeveni, objevitel ¢i po jakém prvocisle se tato mezera nachdzi (nemusi se vsak
jednat o prvni vyskyt této mezery). Z hlediska nejvétsi mezery mezi po sobé jdoucimi
roku 2017 MARTINEM RAABEM. Z hlediska nejvétsi maximalni mezery mezi po sobé
jdoucimi prvocisly je to pak mezera o velikosti 1550, kterou objevil v roce 2014
BERTIL NYMAN. Maximalni mezery jsou totiz takové mezery, které jsou maximalni
vzhledem k velikosti mezer pred nimi.
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Poznamka 12. Na zminéné strance [19] jsou maximdlni mezery vyznaceny hvézdic-
kou. U ostatnich mezer, které hvézdickou oznaceny nejsou a jsou vétsi nez 1550, tak
plati, Ze se mezi po sobe ndsledujicimi prvocisly minimalne jednou vyskytuji, neni
vsak znamo, zda se jednd o mezery maximalni.
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Zavér

V této bakaldiské praci jsme ¢tendfe seznamili se zakladnimi poznatky a ruznymi
zajimavostmi tykajici se prvocisel. Ta totiz hraji klicovou roli v mnoha oblastech
matematiky, ale své vyuziti nachazeji i v oblastech na prvni pohled s nimi nesou-
visejicimi. Jmenujme napftiklad oblast informatiky a Sifrovani, kde jsme predstavili
metodu RSA, vyuzivanou predevsim v online bankovnictvi a jejiz bezpecnost spociva
v doposud neobjevenych prostiedcich rozlozeni velkého ¢isla na prvocisla ¢i oblast
kultury, kde je vyuzivano prvocislo 11 slouzici k ovérovani spravnosti zadavanych
identifikacnich ¢isel. Jejich nezastupitelnost spoc¢iva v unikatnich vlastnostech, které
jsme Ctenari priblizili predevsim v prvnich dvou kapitolach.

Ctenafi byly taktéz predstaveny nejpouzivanéjsi testy prvociselnosti, které se
v dnesni dobé diky vyvoji vypocetni techniky stavaji ¢im dal tim efektivnéjsi pro od-
halovéani prvocisel v fadech az nékolika milionu cifer. Diky témto testum ¢tenar ziskal
povédomi o Mersennovych prvocislech, ktera jsou zaroven doposud nejvétsimi zna-
mymi prvocisly ¢i o Fermatovych prvocislech, ktera zase maji velmi tizkou souvislost
s konstruovatelnymi mnohouhelniky. Ackoliv spoustu zajimavosti o prvocislech jiz
dnes znamo je a my se tak s nékterymi z nich mohli blize sezndmit, mnoho takovych
na své objeveni stéle ¢ekd. Casto tyto zajimavosti a souvislosti s jinymi obory vedou
k velmi rozsahlym a obtiznym problémum, které i pres soucasné prostredky mate-
matiky, stavajici znalosti z ostatnich oboru a rozvijejici se technologie, zustavaji ne-
dokazany. Typickym piikladem je Riemannova hypotéza, u které byl ¢tenatr seznamen
nejen s jejim znénim, ale zejména s jeji souvislosti s rozlozenim prvocisel.

Cilem préce bylo ¢tenéte seznamit s jedinecnymi vlastnostmi prvocisel, diky nimz
jsou prvocisla oznacovana za stavebni bloky celé oblasti matematiky, a priblizit ruzné
zajimavosti a souvislosti tykajici se nejen jednotlivych prvocisel, ale predevsim celé
této oblasti. V neposledni tadé poukéazat na to, jak na prvni pohled elementdrne
a neskodné vypadajici ¢isla mohou vést az k velmi slozitym problémum, které se i
pres vSechny do dnesniho dne dostupné prostiedky, nepodarilo dokazat.

Pti psani bakalarské prace jsem se utvrdila v tom, ze i ta nejprobadanéjsi ob-
last muze porad prichazet s novymi poznatky, diky kterym tak mame moznost
objevovat stale hlubsi souvislosti mezi riuznymi oblastmi naSich zivotu. Rozsitila
jsem si povédomi o spoustu novych informaci, co se prvocisel tyce a taktéz neméné
opomijenym pirinosem mi byla, do té doby nezndma, préce s programem TgX,
resp. jeho balikem IXTEX, ve kterém je celd tato bakalarska prace vysézena.
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