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Prvoč́ısla, jejich vybrané vlastnosti
a aplikace

Abstrakt

Přirozená č́ısla maj́ıćı právě dva r̊uzné přirozené dělitele, tedy
prvoč́ısla, hraj́ı stěžejńı roli v elementárńı aritmetice, d́ıky čemuž se
s nimi lidé potkávaj́ı a potýkaj́ı již od nepaměti. Do dnešńıch dńı
byla objevena celá řada pozoruhodných a často velmi d̊uležitých
vlastnost́ı těchto č́ısel. Daľśı řada otázek souvisej́ıćıch s prvoč́ısly,
např. s jejich rozložeńım na č́ıselné ose, z̊ustává stále nezod-
povězena. Zaměřili jsme se na hluboké souvislosti mezi prvoč́ısly
a daľśımi discipĺınami matematiky, např. na tzv. Riemannovu hy-
potézu. Dokázali jsme je i prakticky využ́ıt, např. v tzv. RSA
šifrováńı či při jedenáctkovém samodetekuj́ıćım kódu.

Tato bakalářská práce si klade za ćıl čtenáře seznámit s vybranými
vlastnostmi prvoč́ısel, včetně d̊ukaz̊u v těch př́ıpadech, kdy to bude
vhodné a zejména možné. Práce dále naznač́ı čtenáři v čem tkv́ı
souvislost mezi prvoč́ısly a Riemannovou hypotézou, seznámı́ jej
se základńım principem metody RSA, př́ıpadně daľśımi vhodnými
aplikacemi prvoč́ısel v matematice.

Kĺıčová slova: prvoč́ısla; testováńı prvoč́ıselnosti; Mersennova
prvoč́ısla; Fermatova prvoč́ısla; Riemannova hypotéza; metoda
RSA; Ulamova spirála
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Primes, their selected properties
and applications

Abstract

Natural numbers with two different natural divisors, called prime
numbers, are playing a key role in elementary arithmetic, thanks to
which people have come across them since the beginning of time.
To this day, there have been discovered a number of remarkable
and often very important properties of these numbers. There are
lots of alternative questions related to prime numbers, which re-
mains unanswered, for example the location of prime numbers on
the numerical axis. We focused on deep context between the prime
numbers and other mathematical disciplines, namely Riemann hy-
pothesis. We also discribed where they can be used, for instance in
RSA algorithm and in eleven self-detecting code.

Main purpose of this bachelor thesis is to familiarize readers with
selected properties of prime numbers, including proofs in which it
would be appropriate and possible. Thesis also informs about the
relationship between the prime numbers and the Riemann hypo-
thesis, introduces the main principle of the RSA algorithm, even-
tually other applications of prime numbers in mathematics.

Keywords: primes; primality testing; Mersenne primes; Fermat
primes; Riemann hypothesis; RSA algorithm; Ulam’s spiral
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3.1 Eratosthenovo śıto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1.1 Princip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.1.2 Algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.1 Mersennova č́ısla a prvoč́ısla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.1.1 GIMPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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6 Využit́ı prvoč́ısel 58
6.1 Metoda RSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Úvod

Prvoč́ısla jsou považována za jednu z nejzáhadněǰśıch oblast́ı matematiky. Fascinuj́ı
matematiky po tiśıce let a se stále se rozv́ıjej́ıćımi novými technologiemi a matema-
tickými metodami docháźı k objevováńı nových poznatk̊u, informaćı a s nimi spo-
jených zaj́ımavost́ı o přirozených č́ıslech maj́ıćı právě dva r̊uzné dělitele. Č́ım v́ıce je
určitá oblast zahalena tajemstv́ım, t́ım v́ıce vyvstává r̊uzných otázek s ńı spojených.
Prvoč́ısla nejsou výjimkou. Na některé otázky, které byly vyřčeny v dávné minulosti,
se podařilo nalézt odpovědi téměř okamžitě, na některé jsme si ale museli pár deśıtek,
stovek a někdy až tiśıce let počkat. Za jejich vyřešeńı vděč́ıme pokroku předevš́ım
v oblasti výpočetńı techniky. I přes to dodnes však některé otázky z̊ustávaj́ı ne-
zodpovězeny a neńı známo, zda se v̊ubec někdy na ně odpovědi podař́ı nalézt.
Zmiňme např́ıklad Riemannovu hypotézu, která je považována za jeden z nejtěžš́ıch
matematických problémů v̊ubec. Má zásadńı vliv na rozložeńı prvoč́ısel, a proto
je ji věnována jedna samostatná kapitola. Dále se sem řad́ı např́ıklad Hypotéza
prvoč́ıselných dvojic nebo také otázka týkaj́ıćı se počtu Mersennových prvoč́ısel.
Nad těmito nevyřešenými otázkami si lámali hlavy jedni z největš́ıch matematik̊u
všech dob, a i přesto dodnes d̊ukazy neexistuj́ı.

Ćılem této bakalářské práce je seznámit čtenáře s vybranými vlastnostmi, sou-
vislostmi a aplikacemi prvoč́ısel, poukázat na jejich jedinečnost a zásadńı roli hraj́ıćı
v oblasti matematiky, informatiky nebo také kultury. Taktéž shrnout základńı po-
znatky o prvoč́ıslech z obecné algebry, d́ıky kterým se čtenář může bĺıže seznámit
s testy slouž́ıćımi pro ověřováńı prvoč́ıselnosti a śıty určenými k hledáńı prvoč́ısel,
ale také s metodou RSA jako jednou z nejbezpečněǰśıch asynchronńıch šifer na světě.
V neposledńı řadě pak co nejdetailněji a nejsrozumitelněji popsat v čem tkv́ı kouzlo
Riemannovy hypotézy.

Bakalářská práce v kapitole 1 seznamuje čtenáře s pojmy, větami a d̊ukazy
z obecné algebry, jenž přisṕıvaj́ı k větš́ımu pochopeńı souvislost́ı v celé práci. Mezi ně
lze zařadit relaci kongruenci, relaci býti dělitelem a s ńı souvisej́ıćımi pojmy největš́ı
společný dělitel či soudělná a nesoudělná č́ısla, která využijeme při definici Eulerovy
funkce. V kapitole 2 se zaměřujeme na základńı poznatky o prvoč́ıslech, známých již
ze základńıch resp. středńıch škol, jako je samotná definice prvoč́ısla a složeného č́ısla,
d̊ukaz o počtu prvoč́ısel a dvě věty, základńı věta aritmetiky a malá Fermatova věta,
vyzdvihuj́ıćı jedinečnost prvoč́ısel. V kapitole 3 práce čtenáře seznámı́ s užitečnými
testy slouž́ıćımi k ověřováńı prvoč́ıselnosti č́ısel a dvěma śıty, které lze využ́ıt pro
hledáńı prvoč́ısel do určité horńı hranice. U těchto śıt jsou mimo jiné k dispozici
algoritmy vytvořené v programovaćım jazyce Matlab. V kapitole 4 představ́ıme
vybrané speciálńı typy prvoč́ısel, předevš́ım Mersennova č́ısla a prvoč́ısla a Fer-
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matova č́ısla a prvoč́ısla, u kterých lze zhlédnout tabulku s informacemi o nich,
jako je např́ıklad počet cifer či počet jejich dělitel̊u. Kapitola 5 je věnována jed-
nomu z nejtěžš́ıch a nejzáhadněǰśıch matematických problémů v̊ubec, nesoućı název
po svém představiteli, německému matematikovi Bernhardu Riemannovi, Rieman-
nově hypotéze. Zaměř́ıme se zejména na jej́ı bĺızkou spojitost s rozložeńım prvoč́ısel.
V předposledńı kapitole 6 se čtenář seznámı́ s daľśımi využit́ımi prvoč́ısel mimo ob-
last matematiky, jmenujme např́ıklad v oblasti šifrováńı metodu RSA, jež je neod-
myslitelnou součást́ı online bankovnictv́ı či zaśıláńı tajných vojenských zpráv, dále
užit́ı jedenáctkového samodetekuj́ıćıho kódu, který je využ́ıván při ověřováńı zápis̊u
rodných č́ısel osob České republiky, ISBN knih, ISSN časopis̊u či identifikačńıch
č́ısel osob/organizaćı. Taktéž zmı́ńıme jedno zaj́ımavé užit́ı prvoč́ısel v př́ırodě. V po-
sledńı kapitole 7 se zaměř́ıme na dvě zaj́ımavosti podtrhuj́ıćı jedinečnost těchto č́ısel.
Konkrétně jsou jimi Ulamova spirála a Prime gaps neboli mezery nacházej́ıćı se mezi
po sobě jdoućımi prvoč́ısly.
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1 Úvod do teorie dělitelnosti

Tato kapitola se zabývá oblastmi obecné algebry, jejichž znalost je pro pochopeńı
souvislost́ı v této bakalářské práci nezbytná. Připomeneme si relaci býti dělitelem,
z čehož plynule přejdeme k pojmu největš́ı společný dělitel, se kterým jsou spjata
soudělná a nesoudělná č́ısla. Ta nám také poslouž́ı jako stavebńı piĺı̌re pro Eu-
lerovu funkci, o které pojednává samostatná sekce. V této úvodńı kapitole nelze
nezmı́nit ani relaci kongruence, kterou využijeme předevš́ım při testech ověřuj́ıćıch
prvoč́ıselnost č́ısel či metodě RSA v kapitole o využit́ı prvoč́ısel. Abychom předešli
občas ne zcela jednotnému značeńı přirozených č́ısel, objasńıme si značeńı, které
použ́ıváme v celé bakalářské práci my – symbolem N znač́ıme kladná celá č́ısla,
zat́ımco symbolem N0 označujeme nezáporná celá č́ısla.

1.1 Relace být dělitelem

Uvažujme, že operaci děleńı provád́ıme na oboru přirozených č́ısel N. Jestliže děĺıme
č́ıslo b č́ıslem a, pak intuitivně tuto operaci chápeme jako odeč́ıtáńı č́ısla b od č́ısla a
právě tolikrát, dokud neńı výsledek tohoto odeč́ıtáńı menš́ı než č́ıslo b. Právě tolikrát,
kolikrát č́ıslo b odečteme od č́ısla a se označuje jako celoč́ıselný pod́ıl, neboli kvocient
q. Kvocient tud́ıž v našem př́ıpadě nálež́ı oboru přirozených č́ısel N. Jestliže výsledek
odeč́ıtáńı je roven nule, pak hovoř́ıme o tom, že č́ıslo b je dělitelem č́ısla a, formálně
viz definice 1. Pokud nastane situace, že výsledek je menš́ı než č́ıslo b a č́ıslu nula se
nerovná, pak se toto č́ıslo označuje jako zbytek po děleńı, neboli reziduum r. Děleńı
č́ısel se zbytkem můžeme zformulovat následuj́ıćım zp̊usobem

Věta 1. Necht’ máme a, b ∈ N. Pak existuje takové q ∈ N a r ∈ N0, pro které plat́ı,
že

a = b · q + r, 0 ≤ r ≤ b− 1. (1.1)

Přičemž č́ısla q a r jsou dána jednoznačně.

D̊ukaz. Důkaz provedeme d̊ukazem sporem. Předpokládejme, že existuj́ı dvě dvojice
č́ısel q a r, pro něž plat́ı

a = b · q1 + r1, 0 ≤ r1 ≤ b− 1;

a = b · q2 + r2, 0 ≤ r2 ≤ b− 1.

Oba dva rozklady č́ısla a se muśı tedy rovnat

b · q1 + r1 = b · q2 + r2

b · (q1 − q2) = r2 − r1.
(1.2)
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Z úpravy rovnice (1.2) plat́ı, že č́ıslo (r2 − r1) je dělitelné č́ıslem b. Dále pokud
vezmeme v potaz extrémy č́ısla (r2− r1), tedy jaké minimálńı a maximálńı hodnoty
toto č́ıslo může nabývat, dostáváme interval

r2 − r1 ∈ {1− b, 2− b, . . . ,−1, 0, 1, . . . , b− 2, b− 1}.

Pakliže totiž zkoumáme extrém, kde zbytek r1 je roven své maximálńı hodnotě (b−1)
a tud́ıž zbytek r2 je roven své minimálńı hodnotě 0, z rovnice (1.2) dostaváme, že
č́ıslo (r2−r1) je rovno (1−b). A naopak pokud zkoumáme opačný extrém, kde r1 = 0
a r2 = b− 1, z totožné rovnice dostáváme, že č́ıslo (r2− r1) je rovno (b− 1). Jestliže
dbáme současně i na prvńı podmı́nku, která ř́ıká, že rozd́ıl zbytk̊u je dělitelný č́ıslem
b, pak jediné č́ıslo, které oběma podmı́nkám vyhovuje, je č́ıslo 0, tedy

r2 − r1 = 0

r2 = r1.

Z rovnice (1.2) pak dostáváme rovnost b ·q1 = b ·q2, a protože b se jistě nule nerovná,
tak zřejmě muśı platit, že kvocienty q1, q2 jsou si rovny. Dokázali jsme tedy, že č́ısla
r a q jsou vždy dána jednoznačně.

V úvodńım odstavci této sekce jsme nast́ınili možné chápáńı pojmu dělitel, nyńı
si ho však zadefinujeme formálně.

Definice 1. Uvažujme č́ısla a, b. Jestlǐze existuje č́ıslo q, pro které plat́ı rovnost
a = b · q, pak č́ıslo b je dělitelem č́ısla a.

Symbolicky toto tvrzeńı lze zapsat následuj́ıćı ekvivalenćı

b | a ⇐⇒ ∃ q : a = b · q. (1.3)

Relaci být dělitelem budeme tedy značit jako b | a. Je zřejmé, že pro každé a plat́ı
a = 1 · a. Analogicky tak z definice (1.3) plat́ı, že dělitelem č́ısla a je č́ıslo a. Bez
pochyb i č́ıslo 1 děĺı č́ıslo a. Tyto dva dělitelé se označuj́ı jako triviálńı dělitelé č́ısla
a. Netriviálńımi děliteli č́ısla a se pak označuj́ı všechny dělitelé, které nejsou děliteli
triviálńımi. Vzhledem k zaměřeńı této bakalářské práce je d̊uležité ř́ıci, že prvoč́ısla
maj́ı pouze triviálńı dělitele.

Poznámka 1. V úvodu sekce 1.1 jsme zmı́nili, že operaci děleńı provád́ıme na oboru
přirozených č́ısel N = {1, 2, 3, . . .}. S nulou tedy nepoč́ıtáme. Pokud bychom brali
v potaz, že operaci děleńı provád́ıme na oboru nezáporných celých č́ısel N0, pak plat́ı,
že každé č́ıslo b ∈ N0 děĺı nulu, poněvadž č́ıslem q z definice 1 je nula. Na druhou
stranu č́ıslo nula neńı dělitelem žádného nenulového č́ısla a, nebot’ v tomto př́ıpadě
č́ıslo q splňuj́ıćı jǐz zmı́něnou definici neexistuje.

Poznámka 2. Všimněme si, že ve větě 1 jsme hovořili o č́ıslech a, b a q z množiny
přirozených č́ısel N a o č́ısle r z množiny nezáporných celých č́ısel N0. V definici 1
však nezmiňujeme z jaké č́ıselné množiny č́ısla a, b a q jsou, nebot’ tato definice plat́ı
i pro č́ısla z jiných č́ıselných množin, než je množina přirozených č́ısel N. Jmenujme
např́ıklad Z či R.
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1.2 Nejvěťśı společný dělitel

Necht’ máme dvě r̊uzná nezáporná celá č́ısla c, d ∈ N0 (popř. v́ıce r̊uzných ne-
záporných celých č́ısel, popř. můžeme uvažovat i jiné č́ıselné množiny), společný-
mi děliteli č́ısel c, d jsou č́ısla z množiny celých č́ısel, jež děĺı obě tato č́ısla beze
zbytku. Nejvěťśım společným dělitelem (NSD, the greatest common divisor, gcd) se
pak označuje takové přirozené č́ıslo, které je z množiny společných dělitel̊u dělitelem
největš́ım. Znač́ıme ho gcd(c, d), zkratkou utvořenou z anglického the greatest com-
mon divisor.

K nalezeńı NSD máme k dispozici několik algoritmů. T́ım pravděpodobně nej-
známěǰśım, avšak ne vždy t́ım nejefektivněǰśım, je užit́ı rozkladu č́ısel c, d na součin
prvoč́ısel, o kterém pojednává věta 2. Abychom NSD těchto č́ısel nalezli, v daných
rozkladech č́ısel muśıme hledat taková prvoč́ısla umocněna na nejmenš́ı exponent,
jež jsou zastoupena v rozkladech všech č́ısel. Jejich součin je ońım NSD č́ısel c
a d. Tento zp̊usob hledáńı je však v mnoha př́ıpadech prakticky nerealizovatelný,
zvláště pokud bychom hledali NSD opravdu velkých č́ısel. K tomu slouž́ı mnohem
efektivněǰśı algoritmus, který je znám jako Euklid̊uv a jenž je detailněji popsán
např. ve skriptech [8, str. 40–42] či v knize [6, str. 36–37] i s uvedeńım konkrétńıho
př́ıkladu a geometrického znázorněńı Euklidova algoritmu. Znalost pojmu nejvěťśı
společný dělitel nám pomůže k zavedeńı pojmu nesoudělná, resp. soudělná č́ısla.

Definice 2. Uvažujme dvě r̊uzná č́ısla c, d ∈ N0. Jestlǐze nejvěťśım společným
dělitelem těchto č́ısel je jedna, symbolicky gcd(c, d) = 1, pak č́ısla c, d nazýváme
nesoudělná.

Opakem jsou č́ısla soudělná, u kterých plat́ı, že jejich největš́ım společným dělitelem
je č́ıslo ostře větš́ı než jedna. Vztáhneme-li to s př́ıklady na prvoč́ısla, pak jakákoliv
dvě prvoč́ısla jsou spolu vždy nesoudělná. A naopak soudělná č́ısla s prvoč́ıslem 2
jsou všechna sudá č́ısla.

Poznámka 3. Nyńı se pod́ıváme bĺı̌ze na anglickou terminologii. V anglickém jazyce
se prvoč́ısla označuj́ı primes, nesoudělná č́ısla co-primes. Neńı tak úplně náhodou,
že jsou si oba anglické termı́ny velmi podobné, poněvadž nesoudělnost představuje
v oblasti prvoč́ısel zásadńı roli. M̊užeme ji nalézt např́ıklad v prvoč́ıselných rozkladech
č́ısel, ke kterým mı́ř́ıme na následuj́ıćıch stránkách. Jestlǐze nalezneme alespoň jedno
prvoč́ıslo, které se nacháźı v obou prvoč́ıselných rozkladech, pak s jistotou m̊užeme
ř́ıci, že tato dvě č́ısla jsou č́ısla soudělná. Naopak, pokud takové prvoč́ıslo neexistuje,
pak jsou tato dvě č́ısla nesoudělná.

1.3 Kongruence

V této sekci se zaměř́ıme na relaci kongruence, která je velmi úzce spjata s relaćı
býti dělitelem, popsanou výše. Rovnici (1.1), kde b = m lze zapsat jako

a mod m = r,
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kde mod znač́ı operaci modulo a a,m ∈ N a r ∈ N0. Právě operace modulo bude
hrát stěžejńı roli v relaci kongruence. Ještě předt́ım než si tuto relaci zavedeme,
přesuňme se na obor celých č́ısel Z, doposud jsme se totiž pohybovali na oboru
přirozených č́ısel N. Č́ıslo a tak nálež́ı oboru Z, m ∈ N a pro zbytek r plat́ı, že
0 ≤ r ≤ m − 1. Máme-li dvě č́ısla a, b ∈ Z, která po děleńı č́ıslem m dávaj́ı stejný
zbytek r, symbolicky zapsáno

a mod m = r, b mod m = r,

pak pomoćı relace kongruence, kterou zavád́ı definice 3 lze tento zápis zjednodušit
na

a ≡ b (mod m) či a ≡m b.

Tento zjednodušený zápis čteme jako
”
a je kongruentńı s b modulo m“. V celé práci

budeme použ́ıvat prvńı zmı́něný. Definice relace kongruence následuje.

Definice 3. Relaci kongruence zavád́ıme na množině celých č́ısel Z tak, že

∀ a, b ∈ Z : a ≡ b (mod m),

kde m ∈ N. Často se lze setkat ještě s upřesněńım, že m ≥ 2, což znač́ı, že výsledný
zbytek r je vždy věťśı než nula, nebot’ v př́ıpadě m = 1 bychom dostali vždy nulový
zbytek.

Poznámka 4. Uvažujme kongruenci a ≡ 0 (mod m), kde a ∈ Z a m ∈ N. Pak tato
kongruence znač́ı, že č́ıslo m je dělitelem č́ısla a, tedy m | a. Z rovnice 0 mod m = r
totǐz dostáváme, že zbytek r je roven nule. Z toho však vyplývá, že muśı platit rovnice
a mod m = 0 a ta plat́ı jen a pouze tehdy, pokud je č́ıslo m dělitelem č́ısla a.

1.4 Eulerova funkce

V sekci 1.2 jsme si zadefinovali soudělná, resp. nesoudělná č́ısla. Je zřejmé, že když si
zvoĺıme nějaké č́ıslo n z množiny č́ısel {2, 3, 4, . . .}, pak v množině {1, 2, . . . , n− 1}
můžeme nalézt jak č́ısla soudělná, tak č́ısla nesoudělná s č́ıslem n. Počet těchto
nesoudělných č́ısel s č́ıslem n označujeme jako Eulerovu funkci ϕ(n). V tabulce 1.1
můžeme zhlédnout př́ıklady této funkce pro přirozená č́ısla větš́ı než jedna.

Poznámka 5. Všimněme si, že u č́ısel 2, 3 a 5 plat́ı, že Eulerova funkce ϕ(n) je
rovna danému č́ıslu mı́nus jedné. I když jsme si pojem prvoč́ıslo ještě nezavedli, je
natolik známý, že lze prohlásit následuj́ıćı. Pro prvoč́ısla p ∈ P (tedy i pro uvedená
č́ısla 2, 3, 5) plat́ı, že ϕ(p) = p − 1. D̊ukaz je patrný na př́ıkladech v tabulce 1.1,
kde nejvěťśı společný dělitel každého č́ısla z množiny {1, 2, . . . , p − 1} a č́ısla p je
roven jedné, tud́ı̌z jsou tato všechna č́ısla s prvoč́ıslem p nesoudělná. Dále si lze
všimnout, že u přirozených mocnin prvoč́ısel plat́ı, že ϕ(pk) = pk−1(p − 1) a pro
součin r̊uzných prvoč́ısel, jež jsou zastoupena v prvoč́ıselném rozkladu právě jednou,
ϕ(p · q) = (p−1)(q−1). D̊ukazy těchto tvrzeńı lze nalézt ve skriptech [8, str. 75–76].
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Tabulka 1.1: Př́ıklady Eulerovy funkce ϕ(n).

Přirozené č́ıslo Č́ısla z množiny Eulerova Prvoč́ıselný
n > 1 {1, 2, . . . , n− 1} funkce ϕ(n) rozklad

2 1 1 2
3 1, 2 2 3
4 1, 2, 3 2 22

5 1, 2, 3, 4 4 5
9 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 6 32

10 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, , 9 4 2 · 5
12 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 4 22 · 3
15 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 8 3 · 5

Dostáváme se tak k obecnému vzorci, který je pro výpočet Eulerovy funkce zásadńı.
Paklǐze chceme určit hodnotu ϕ(n), je třeba č́ıslo n nejprve rozložit na součin prvo-
č́ısel, viz věta 2, tedy

n = pk11 · pk22 · · · · · pkss =
s∏
`=1

pk`` .

Ze zmı́něných dvou tvrzeńı pak snadno odvod́ıme vzorec pro výpočet Eulerovy funkce
ϕ(n) pro jakékoliv přirozené č́ıslo n > 1

ϕ(n) = pk1−11 · (p1 − 1) · pk2−12 · (p2 − 1) · · · · · pks−1s · (ps − 1) =
s∏
`=1

pk`−1` · (p` − 1),

neboli

ϕ(n) = pk11 ·
(
p1 − 1

p1

)
· pk22 ·

(
p2 − 1

p2

)
· · · · · pkss ·

(
ps − 1

ps

)
= pk11 ·

(
1− 1

p1

)
· pk22 ·

(
1− 1

p2

)
· · · · · pkss ·

(
1− 1

ps

)
= pk11 · pk22 · · · · · pkss ·

(
1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· · · · ·

(
1− 1

ps

)
= n ·

(
1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· · · · ·

(
1− 1

ps

)
= n ·

s∏
`=1

(
1− 1

pl

)
.
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2 Základńı informace o prvoč́ıslech

V této kapitole se bĺıže zaměř́ıme na základńı informace o prvoč́ıslech, se kterými
jsme se seznámili již na základńıch, resp. středńıch školách. Mezi ně patř́ı defi-
nice prvoč́ısel a složených č́ısel, z nichž bude patrný rozd́ıl mezi nimi. Uvedeme
kolik prvoč́ısel existuje a jako d̊ukaz nám poslouž́ı ten, jehož autorem je řecký
matematik Euklides, a který je patrně t́ım nejznáměǰśım d̊ukazem co se počtu
prvoč́ısel týče. Mimo to si také představ́ıme základńı větu arimetiky poukazuj́ıćı na
unikátnost prvoč́ısel a malou Fermatovu větu, na které jsou založeny některé testy
prvoč́ıselnosti, o nichž pojednává následuj́ıćı kapitola.

2.1 Prvoč́ısla a č́ısla složená

Abychom se mohli prvoč́ısly a daľśımi záležitostmi s nimi spojenými v této práci
zabývat, je nutné si tento pojem v úvodu zavést. K tomu nám poslouž́ı následuj́ıćı
definice 4, resp. později zmı́něná alternativńı definice 1, která ř́ıká, že

Definice 4. Prvoč́ıslo je přirozené č́ıslo, které má právě dva dělitele. Totǐz jedničku
a samo sebe.

Vznikaj́ı diskuze, zda je č́ıslo jedna prvoč́ıslem či nikoli, poněvadž č́ıslo jedna
má dělitele jedničku a samo sebe, což je ale také jednička. Proto se zde veřejnost
rozcháźı, jak je ostatně patrné i v přehledu [12], který sumarizuje názory na toto
téma od cca 100 let př. n. l. až do roku 2011. Mimo jiné v něm lze naj́ıt názory
jedněch z nejlepš́ıch světových matematik̊u v̊ubec, jako je Euklides, Marin Mer-
senne, Christian Goldbach, či Leonhard Euler, ale i daľśıch odborńık̊u, kteř́ı
svými komentáři a poznámkami dokazuj́ı či vyvracej́ı, že č́ıslo jedna je prvoč́ıslem.
Z přibližně 125 vzork̊u cca 40 lid́ı, což čińı 32 %, uvedlo, že č́ıslo jedna prvoč́ıslem
skutečně je. Ztotožňuj́ı se tak s definićı 4. Většina matematik̊u a odborńık̊u však
tvrdila opak a z jejich komentář̊u je patrné, že č́ıslo jedna prvoč́ıslem neńı. Je tedy
namı́stě zavést následuj́ıćı definici, která je uváděna v mnoha publikaćıch a skrip-
tech a většina odborńık̊u ji v nyněǰśı době považuje za jedinou správnou. I my z této
definice budeme v celé práci vycházet.

Alternativńı definice 1. Prvoč́ıslo je přirozené č́ıslo p > 1, které má právě dva
r̊uzné dělitele. Totǐz jedničku a samo sebe.

Množina prvoč́ısel zač́ıná {2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .} a lze o ni ř́ıci, že kromě jediného
sudého prvoč́ısla 2 v ńı nalezneme pouze lichá č́ısla, poněvadž všechna sudá č́ısla,
kromě č́ısla 2, jsou složenými č́ısly, která lze definovat takto:
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Definice 5. Čı́slo n > 1, n ∈ N, které má minimálně tři r̊uzné dělitele, je č́ıslo
složené.

Již v́ıme, že nejmenš́ım prvoč́ıslem je č́ıslo dva, naopak t́ım největš́ım, které
bylo doposud objeveno, je prvoč́ıslo (282 589 933 − 1). Stalo se tak d́ıky Patrickovi
Larochemu z Floridy z projektu GIMPS, o kterém se lze v́ıce dozvědět v sekci
4.1.1, v prosinci roku 2018. Má 24 862 048 č́ıslic a o v́ıce než jeden a p̊ul milionu č́ıslic
překonalo předchoźı rekordńı prvoč́ıslo z prosince roku 2017. Je zároveň i 51. známým
Mersennovým prvoč́ıslem, viz [30]. Zda je opravdu 51. Mersennovým prvoč́ıslem
nelze se stoprocentńı jistotou ř́ıci, nebot’ na témže odkazu se uvád́ı, že posledńı čtyři
představená Mersennova prvoč́ısla nemuśı odpov́ıdat svým prozatimńım pořadovým
č́ısl̊um. Mersennovým prvoč́ısl̊um se v́ıce věnujeme v sekci 4.1.

2.2 Počet prvoč́ısel

Zaměř́ıme-li se na počet prvoč́ısel, zjist́ıme, že v prvńı stech přirozených č́ıslech na-
jdeme přesně 25 prvoč́ısel. Tedy každé čtvrté č́ıslo je prvoč́ıslem. Mezi 1000 a 1100
nalezneme 16 prvoč́ısel, mezi 10 000 a 10 100 jich je 11 a mezi 1020 a 1020 + 100 je
dokonce jediné, viz [7, str. 15]. I když se zdá, že se stále se zvětšuj́ıćımi č́ısly prvoč́ısla
ř́ıdnou, a t́ım pádem se muśıme dostat do bodu, kdy již žádné prvoč́ıslo nenalez-
neme, existuje několik d̊ukaz̊u, že tomu tak neńı. Pravděpodobně t́ım nejznáměǰśım
d̊ukazem, který je zároveň i jedńım z nejstarš́ıch, se kterými jsme do dnešńıho dne
obeznámeni, je d̊ukaz pocházej́ıćı od řeckého matematika Euklida, který žil přibližně
před 300 lety př. n. l., z jeho knihy Základy. Odpověd’ na otázku, zda je prvoč́ısel
konečně či nekonečně mnoho, byla tak známa již před v́ıce než 2000 lety.

D̊ukaz. Důkaz přǐrazován Euklidovi je založen na d̊ukazu sporem. Předpokládejme,
že prvoč́ısel je konečně mnoho. Označme tedy konečnou množinu prvoč́ısel Pκ =
{p1, p2, . . . , p`}. Dále uvažujme č́ıslo q jako součin těchto prvoč́ısel plus jedna

q = p1 · p2 · · · · · p` + 1 =
∏̀
j=1

pj + 1. (2.1)

Jak lze vypozorovat, žádné prvoč́ıslo z množiny Pκ neděĺı č́ıslo q, jelikož zbytek
po děleńı bude vždy jedna. To znamená, že q je bud’ prvoč́ıslem nebo je dělitelné
prvoč́ıslem, které se v množině Pκ nenacháźı. Což je spor s předpokladem. Prvoč́ısel
existuje tud́ıž nekonečně mnoho.

Poznámka 6. Stává se, že je tento d̊ukaz někdy mylně interpretován tak, že č́ıslo q je
nové prvoč́ıslo nenacházej́ıćı se v množině Pκ, a t́ım jsme došli ke sporu. Neńı tomu
tak, č́ıslo q nemuśı být prvoč́ıslo, jak se m̊užeme ostatně přesvědčit na následuj́ıćım
př́ıkladu. Pro hypoteticky konečnou množinu prvoč́ısel

Pκ = {7, 11, 13},

zřejmě plat́ı
q = 7 · 11 · 13 + 1 = 1002.
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Čı́slo 1002 je sudé, tud́ı̌z určitě prvoč́ıslem neńı. Obdobný výsledek zřejmě dostaneme
pro součin libovolně mnoha lichých prvoč́ısel.

Pokud bychom analogicky vzali všechna prvoč́ısla menš́ı nebo rovna např. třinácti,

Pκ = {2, 3, 5, 7, 11, 13},
pak dostaneme

q = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 + 1 = 30 031 = 59 · 509.

Výsledné č́ıslo tak opět neńı prvoč́ıslem.

Tento d̊ukaz 2.1 je takto prezentován v mnoha učebnićıch, na mnoha školách,
ale originálńı d̊ukaz, který Euklides ve své knize popsal, byl mı́rně odlǐsný. Stař́ı
Řekové totiž chápali č́ısla jako délky úseček, úsečka délky dva byla dvakrát deľśı
než úsečka délky jedna apod. Což poněkud znesnadňovalo jakýkoliv zápis, v tomto
př́ıpadě konkrétně zápis množiny prvoč́ısel. A právě d́ıky tomu, že Euklid nebyl
vybaven vhodnými prostředky pro jej́ı zapsáńı, vybral si tři prvoč́ısla A, B, C, která
znázornil jako úsečky o r̊uzných velikostech a pomoćı nich a jejich měřeńı dokázal,
že vždy je schopen nalézt daľśı prvoč́ıslo. Před 2000 lety byla představa o nekonečnu
odlǐsná, než jakou máme dnes my, a proto Euklides ve své knize Základy nenapsal,
že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel, nýbrž že

”
prvoč́ısel je v́ıce než přiřazené

množstv́ı prvoč́ısel“, viz [2, str. 271]. Originálńı Euklid̊uv d̊ukaz lze zhlédnout na
obrázku 2.1.

Mezi daľśı d̊ukazy patř́ı např. Goldbach̊uv d̊ukaz z roku 1730, jenž k d̊ukazu
použ́ıvá Fermatova č́ısla, o kterých se lze v́ıce doč́ıst v sekci 4.2, Fürstenberg̊uv
d̊ukaz z roku 1955, d̊ukaz Filipa Saidaka z roku 2005 či Kummerovo přepracováńı
Euklidova d̊ukazu. O těchto d̊ukazech je možno nalézt v́ıce informaćı na webové
stránce [11].

Otevřený problém 1. Otázkou z̊ustává, kolik existuje prvoč́ıselných dvojic (někdy
také označovaných jako prvoč́ıselných dvojčat), dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel, mezi
nimǐz rozd́ıl čińı dvě. Lze je tedy zapsat ve tvaru (p, p+2), kde p ∈ P. S touto otázkou
souviśı tzv. Hypotéza prvoč́ıselných dvojic a dodnes z̊ustává nezodpovězena.

Komentář 1. Stejně tak bychom se mohli ptát na otázku, kolik existuje prvoč́ısel-
ných trojic (též označovaných jako prvoč́ıselných trojčat), tř́ı po sobě jdoućıch prvoč́ı-
sel, u kterých rozd́ıl mezi prvńım a druhým prvoč́ıslem, resp. mezi druhým a třet́ım
prvoč́ıslem je roven dvěma. Prvoč́ıselné trojice maj́ı tvar (p, p+ 2, p+ 4), kde p ∈ P.
Odpověd’ je ale v tomto př́ıpadě snadná, prvoč́ıselná trojice existuje pouze jediná
(3, 5, 7). D̊ukaz zńı následovně, uvědomme si, že se jedná o tři za sebou jdoućı
lichá č́ısla, jedno z nich tak muśı být vždy dělitelné třemi. Jediné prvoč́ıslo, které je
dělitelné třemi je č́ıslo 3. Jiná než zmı́něná prvoč́ıselná trojice tedy neexistuje.

Dnes jsou známy daľśı speciálńı typy dvojic, resp. trojic, resp. čtveřic prvoč́ısel.
Např. cousin primes, což je dvojice prvoč́ısel, jejichž rozd́ıl čińı čtyři a lze je zapsat
ve tvaru (p, p+4), kde p ∈ P či sexy primes, tedy dvojice prvoč́ısel, která se lǐśı o šest
a jež jsou ve tvaru (p, p+6), kde p ∈ P. Daľśı trojice prvoč́ısel jsou např́ıklad ve tvaru
(p, p + 2, p + 6) či (p, p + 4, p + 6), kde p ∈ P, nebo také čtveřice prvoč́ısel ve tvaru
(p, p+ 2, p+ 6, p+ 8), kde p ∈ P. Vı́ce informaćı o těchto a daľśıch typech prvoč́ısel
se lze doč́ıst na webové stránce [34]. Vybrané typy jsou pak popsány v kapitole 4.
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Obrázek 2.1: Originálńı zněńı Euklidova d̊ukazu o nekonečně mnoha prvoč́ıslech.
Obrázek převzat z knihy Základy, viz [2, Book IX, Proposition 20].

2.3 Základńı věta aritmetiky

V mnoha př́ıpadech se můžeme doč́ıst toho, že prvoč́ısla tvoř́ı jakési základy celého
oboru matematiky. A nejen jeho, o čemž svědč́ı kapitola 6, pojednávaj́ıćı o využit́ı
prvoč́ısel. Je to dáno předevš́ım jejich unikátńımi a nenahraditelnými vlastnostmi,
na což poukazuje také základńı věta aritmetiky, která ř́ıká, že

Věta 2 (Základńı věta aritmetiky). Každé přirozené č́ıslo a > 1 lze rozložit na
součin prvoč́ısel. Tento rozklad je jednoznačný až na pořad́ı prvoč́ısel.

a = pk11 · pk22 · · · · · p
k`
` =

∏̀
j=1

p
kj
j ,

kde p1, p2, . . . , p` jsou r̊uzná prvoč́ısla a k1, k2, . . . , k` jsou kladná přirozená č́ısla.

Zněńı této věty a jej́ı d̊ukaz pocháźı od Euklida z knihy Základy, viz [2, Book
VII, Propositions 30, 31, 32]. Stejně jako u d̊ukazu o nekonečně mnoha prvoč́ıslech
pocházej́ıćı z totožné knihy i v tomto př́ıpadě pracoval Euklides s prvoč́ısly jako
s velikostmi úseček.
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D̊ukaz. Důkaz základńı věty aritmetiky rozděĺıme na dvě části. Tou prvńı je d̊ukaz
existence prvoč́ıselného rozkladu, druhou pak d̊ukaz jeho jednoznačnosti.

D̊ukaz existence. Tento d̊ukaz provedeme matematickou indukćı. Předpokládejme,
že existuj́ı prvoč́ıselné rozklady malých č́ısel až do č́ısla n, např.

2 = 2,

3 = 3,

4 = 22,

5 = 5,

6 = 2 · 3,
7 = 7,

8 = 23,

...

Následuj́ıćı č́ıslo (n + 1) je pak bud’ prvoč́ıslo (výraz n + 1 je tedy rovnou hledaný
rozklad č́ısla), nebo se jedná o č́ıslo složené. Pokud by platil druhý př́ıpad, pak ale
muśı existovat č́ısla a, b taková, že jejich součin je hledaný rozklad č́ısla (n + 1),
symbolicky n+ 1 = a · b, kde 1 < a, b < n+ 1, resp. a, b ≤ n. Jak plyne z indukčńıho
předpokladu, prvoč́ıselné rozklady č́ısel a i b určitě existuj́ı a vypadaj́ı následovně

a =
∏̀
j=1

p
kj
j , b =

r∏
t=1

qstt ,

kde pj, qt ∈ P a kj, st ∈ N. Součin těchto dvou č́ısel

n+ 1 = a · b =
∏̀
j=1

p
kj
j ·

r∏
t=1

qstt ,

je právě hledaným prvoč́ıselným rozkladem č́ısla (n+1). Dokázali jsme, že prvoč́ıselný
rozklad vždy existuje.

D̊ukaz jednoznačnosti. I tento d̊ukaz provedeme matematickou indukćı. Předpoklá-
dejme, že rozklad č́ısel je jednoznačný až do č́ısla n a č́ıslo (n + 1) necht’ má dva
prvoč́ıselné rozklady

n+ 1 =
∏̀
j=1

p
kj
j =

r∏
t=1

qstt ,

kde pj, qt ∈ P a kj, st ∈ N. Vid́ıme, že p1 | (n+1) a z toho plyne, že ∃ r∗ ∈ {1, . . . , r}
takové, že p1 | qsr∗r∗ . Obě tato č́ısla se muśı rovnat, nebot’ jsou prvoč́ısly, p1 = qsr∗r∗ .
Nyńı po označeńı č́ısla c jako pod́ıl (n+ 1)/p1 dostáváme, že

c =
n+ 1

p1
= pk1−11 ·

∏̀
j=2

p
kj
j = qsr∗−1r∗ ·

r∏
t=1,t 6=r∗

qstt .
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Z uvedeného pod́ılu také vyplývá nerovnost n + 1 > c a t́ım pádem z indukčńıho
předpokladu plyne, že rozklad č́ısla c je jednoznačný. Oba rozklady tohoto č́ısla tak
muśı být totožné. Z pod́ılu

c =
n+ 1

p1

dostáváme, že i č́ıslo (n + 1) muśı být jednoznačné, což má za d̊usledek totožnost

obou rozklad̊u tohoto č́ısla
∏`

j=1 p
kj
j =

∏r
t=1 q

st
t . T́ım jsme dokázali, že prvoč́ıselný

rozklad je vždy jednoznačný.

Dokázali jsme jak existenci prvoč́ıselného rozkladu, tak jeho jednoznačnost a t́ım
i celou základńı větu aritmetiky, viz [8, str. 51–52].

2.4 Malá Fermatova věta

Ještě než si uvedeme zněńı malé Fermatovy věty (MFV), představ́ıme si Eulerovu
větu. Tu v roce 1736 publikoval Leonhard Euler a ř́ıká, že pokud jsou č́ısla a ∈ N a
m ∈ N,m > 1 nesoudělná, pak plat́ı

aϕ(m) ≡ 1 (mod m),

kde ϕ(m) znač́ı Eulerovu funkci, o které jsme psali v sekci 1.4. Speciálńım př́ıpadem
Eulerovy věty je právě malá Fermatova věta, která bývá připisována francouzskému
matematikovi Pierru de Fermatovi, po němž nese sv̊uj název.

Věta 3 (Malá Fermatova věta). Necht’ p ∈ P a necht’ a ∈ N lež́ı v intervalu 0 < a <
p. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. T́ım, že MFV je speciálńım př́ıpadem Eulerovy věty, v úvodu se zaměř́ıme
na to, zda jsou předpoklady této věty splněny. Prvoč́ıslo p je přirozeným č́ıslem, kde
p > 1 a č́ıslo a je taktéž přirozeným č́ıslem, zároveň je nenulovým a s č́ıslem p je
nesoudělné, což jsou všechny předpoklady Eulerovy věty a jenž jsme právě ukázali,
že jsou splněny. Nyńı po provedeńı m = p, kde p ∈ P, dostáváme z Eulerovy věty
kongruenci aϕ(p) ≡p 1. Počet nesoudělných č́ısel s č́ıslem p, tedy hodnota Eulerovy
funkce ϕ(p), je roven (p − 1), nebot’ všechna č́ısla z množiny {1, 2, . . . , p − 1} jsou
nesoudělná s prvoč́ıslem p (viz tabulka 1.1). Tzn., že zmı́něnou kongruenci lze zapsat
ve tvaru ap−1 ≡ 1 (mod p), což byl posledńı krok k dokázáńı malé Fermatovy věty,
viz [8, str. 79].
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3 Testováńı prvoč́ıselnosti a hledáńı prvoč́ısel

V některých situaćıch potřebujeme rozhodnout, zda je č́ıslo n ∈ N prvoč́ıslo či
č́ıslo složené. K tomu nám dopomohou testy, které si v této kapitole představ́ıme.
Testy lze rozřadit do dvou skupin, přičemž s užit́ım tzv. deterministických test̊u
prvoč́ıselnosti źıskáváme stoprocentńı jistotu, že námi testované č́ıslo je prvoč́ıslo či
č́ıslo složené. Druhou skupinou jsou pak tzv. pravděpodobnostńı testy prvoč́ıselnosti,
které dokážou odhalit, že testované č́ıslo neńı prvoč́ıslem, anebo v opačném př́ıpadě,
že se jedná o pravděpodobné prvoč́ıslo, u kterého je pořád př́ıtomna jistá šance, že
prvoč́ıslem neńı. U každého testu se zaměř́ıme zejména na princip jeho fungováńı a
taktéž si představ́ıme dvě nejznáměǰśı śıta, která se využ́ıvaj́ı pro hledáńı prvoč́ısel do
určitého č́ısla n ∈ N. U nich kromě princip̊u poukážeme také na algoritmy sestavené
v programovaćım jazyce Matlab. Bližš́ı informace o zmı́něných testech, ale i o těch,
jenž v této práci zastoupeny nejsou, se lze dozvědět např. z knih [3] a [9] a či z webové
stránky [11].

3.1 Eratosthenovo śıto

Na úvod je vhodné ř́ıci, že Eratosthenovo śıto se neřad́ı k typickým test̊um pro
ověřováńı prvoč́ıselnosti č́ısla n ∈ N, byt’ jistým zp̊usobem tento účel plńı také. Jeho
hlavńı smysl je však v tom, že d́ıky němu lze źıskat prvoč́ısla, která jsou menš́ı nebo
rovno tohoto námi zadaného č́ısla n. Algoritmus jako prvńı představil matematik, as-
tronom a slavný knihovńık Eratosthenes z knihovny v Alexandrii žij́ıćı mezi roky
276–194 př. n. l. Eratosthenes nebyl znám pouze jako matematik a knihovńık, ale také
jako vědec, který se zaj́ımal o rozměry Země a přisṕıval svými postřehy k daľśımu
bádáńı. Jeho śıto je dodnes považováno za jeden z nejefektivněǰśıch zp̊usob̊u nalezeńı
prvoč́ısel a to až do hodnoty 10 000 000, viz [11]. Pro větš́ı č́ısla je vhodné využ́ıt
některý z daľśıch popsaných test̊u v této kapitole. Výhodou je, že při jeho užit́ı
prakticky nepouž́ıváme žádné děleńı, jako tomu je např. u základńıho testu, který
si představ́ıme na daľśıch stránkách. Označeńı za śıto je velmi výstižné, poněvadž
v principu prośıváme ze seznamu složená č́ısla až do doby, kdy nám v něm zbu-
dou pouze prvoč́ısla. Dnes je známa moderněǰśı verze Eratosthenova śıta z roku
2003 tzv. Atkinovo śıto, jehož autory jsou Arthur Oliver Lonsdale Atkin a
Daniel Julius Bernstein. Zat́ımco Eratosthenovo śıto vyškrtává vždy násobky
prvoč́ısel, Atkinovo śıto vyškrtává násobky čtverc̊u prvoč́ısel. Stále však z̊ustává da-
leko za popularitou jeho předch̊udce a pravděpodobně tam navždy z̊ustane. Jeho
princip lze nalézt např. na webové stránce [36].
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3.1.1 Princip

Princip Eratosthenova śıta spoč́ıvá ve vyškrtáńı všech složených č́ısel z našeho se-
znamu. Toho dosáhneme tak, že si zaṕı̌seme č́ısla od 2 do n ∈ N, kde n určuje
horńı hranici č́ısel. Po správném vyškrtáńı složených č́ısel nám v seznamu zbudou
pouze prvoč́ısla menš́ı nebo rovno n. Algoritmus zač́ıná označeńım prvńıho č́ısla v se-
znamu za prvoč́ıslo a jeho násobky ze seznamu vyškrtneme. Analogicky postupujeme
se zbylými neoznačenými č́ısly až do doby, kdy odstrańıme ze seznamu posledńı č́ıslo
či překroč́ıme hranici

√
n, která je kĺıčová pro nalezeńı prvoč́ısel, viz sekce 3.3.

Uved’me si názorný př́ıklad pro hledáńı prvoč́ısel, jež jsou menš́ı než č́ıslo 100.
Č́ısla se ve většině př́ıpad̊u zapisuj́ı do seznamu do řádk̊u po deseti č́ıslech, což
vede k větš́ı přehlednosti a k usnadněńı práce, jak se můžeme ostatně přesvědčit
vzápět́ı na popsaném konkrétńım př́ıkladu, resp. na obrázku 3.1. Pokud bychom
se rozhodli pro jiné seskupeńı č́ısel, na výsledek to nemá žádný vliv. Algoritmus
zač́ıná označeńım prvńıho č́ısla ze seznamu za prvoč́ıslo, t́ım je č́ıslo 2, označme si
jej. Následně všechny jeho násobky ze seznamu odstraňme. Nyńı prvńı neoznačené
č́ıslo v seznamu je č́ıslo 3, které si označme za prvoč́ıslo a stejně jako tomu bylo
v př́ıpadě č́ısla 2, odstraňme všechny jeho násobky, pakliže doposud odstraněny
nebyly. Dále prvńım neoznačeným č́ıslem v seznamu je č́ıslo 5, které označme za
prvoč́ıslo a vyškrtněme všechny jeho násobky. Takto stejně postupujme i s č́ıslem 7.
To je totiž posledńı č́ıslo, které nám v seznamu po odstraněńı všech násobk̊u zbylo
a je menš́ı než

√
100 = 10, což je d̊uležitá hranice, za kterou se již žádné složené

č́ıslo nenacháźı. V seznamu nám tak zbylo celkem 25 prvoč́ısel, ze sekce 2.1 v́ıme, že
je to počet správný.

Obrázek 3.1 názorně ilustruje postupné
”
prośıváńı“ prvńıch stovky přirozených

č́ısel (větš́ıch než jedna) Eratosthenovovým śıtem. V následuj́ıćı sekci představ́ıme
obecný algoritmus.

3.1.2 Algoritmus

Algoritmus 3.1 (str. 30) ukazuje možnou implementaci Eratosthenova śıta v progra-
movaćım jazyce Matlab.

3.2 Sundaramovo śıto

Druhé śıto, které si v této práci bĺıže poṕı̌seme, je Sundaramovo śıto. Jedná se o mno-
hem nověǰśı algoritmus, který však slouž́ı ke stejnému účelu jako śıto Eratosthenovo,
tedy k nalezeńı všech prvoč́ısel až do č́ısla n ∈ N včetně. Autorem je indický ma-
tematik S. P. Sundaram a představil jej v roce 1934. Zat́ımco Eratosthenovo
śıto vyškrtává všechny násobky prvoč́ısel, Sundaramovo śıto je založeno na prin-
cipu vyškrtat taková č́ısla x, pro která plat́ı, že 2x + 1 je rovno lichému složenému
č́ıslu. Tato zmı́něná operace se totiž provád́ı na samotném konci algoritmu s č́ısly
z̊ustávaj́ıćımi v seznamu. Sudá č́ısla po provedeńı operace mezi výslednými č́ısly
nejsou, proto se stač́ı zaměřit pouze na lichá složená č́ısla.
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Obrázek 3.1: Eratosthenovo śıto.

3.2.1 Princip

Princip Sundaramova śıta zač́ıná obdobně jako princip Eratosthenova śıta, zapsáńım
č́ısel do seznamu. Dolńı hranićı je tentokrát jednička a horńı hranićı n−1

2
, pakliže

hledáme prvoč́ısla menš́ı nebo rovno č́ıslu n. V závěru tohoto algoritmu se totiž
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Algoritmus 3.1: Algoritmus Eratosthenova śıta v programovaćım jazyce
Matlab. V algoritmu jsou některé části zjednodušeny.

vstup : cisla = [2, 3, 4, . . . , N ] ∈ N
vystup: prvocisla = [p1, p2, . . . , pk] ∈ P menš́ı nebo rovno N
v = zeros();
for c = 2 : N do

p(c) = true;
end

for c = 2 :
√
N do

n = c+ c;
while n <= N do

p(n) = false;
n = n+ c;

end

end
for c = 2 : N do

if p(c) == true then
v(c) = c;

end

end
prvocisla = choosenonzerosof(v)

provád́ı operace 2x + 1, kde x jsou nevyškrtaná č́ısla v seznamu, a t́ım pádem
dostáváme, že

2x+ 1 = 2 · n− 1

2
+ 1 = n− 1 + 1 = n

je maximálńı č́ıslo, které d́ıky tomuto śıtu můžeme dostat. Algoritmus zač́ıná tak,
že ze seznamu postupně odstraňujeme č́ısla, která jsou ve tvaru

i+ j + 2ij, (3.1)

kde

i+ j + 2ij ≤ n− 1

2
∧ i, j ∈ N, 1 ≤ i ≤ j.

Abychom dokázali rozšifrovat, proč právě č́ısla tvaru (3.1) máme ze seznamu od-
stranit, označme si tento výraz jako y. Jako z označme výsledná č́ısla, se kterými
provád́ıme operaci 2y + 1. Po dosazeńı dostáváme, že

z = 2y+1 = 2·(i+j+2ij)+1 = 2i+2j+4ij+1 = 2i·(1+2j)+2j+1 = (2i+1)·(2j+1).

Z toho vyplývá, že č́ıslo z, které se ve výsledném seznamu prvoč́ısel neobjev́ı, je ve
tvaru (2i+ 1) · (2j + 1), což je opravdu tvar všech lichých složených č́ısel.

Stejně jako u Eratosthenova śıta, i zde si představ́ıme konkrétńı př́ıklad. Hledejme
prvoč́ısla, která jsou menš́ı nebo rovno n = 201. Odstraňme všechna č́ısla splňuj́ıćı
podmı́nku (3.1) a kde i = 1. Č́ıslo j tak nabývá hodnot j = {1, 2, . . . , 33}. Dále
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odstraňme č́ısla, pokud ještě odstraněna nebyla, která opět splňuj́ı podmı́nku (3.1)
a kde i = 2, j = {2, 3, . . . , 19}. Takto postupně pokračujme, když i = 3, tak
j = {3, 4, . . . , 13}, pro i = 4, j = {4, 5, . . . , 10}, pro i = 5, j = {5, 6, . . . , 8} a
konečně pro i = 6, j = {6, 7}. Nyńı jsme tak všechna č́ısla, která se vyškrtat
dala, vyškrtali. Zbývaj́ıćı č́ısla v seznamu zdvojnásobme a přičtěme k nim jedničku.
Důvod jsme si vysvětlili výše. Dostáváme tedy všechna prvoč́ısla, která jsou menš́ı
nebo rovno č́ıslu 201 kromě prvoč́ısla 2, poněvadž zřejmě plat́ı, že nejmenš́ı možné
prvoč́ıslo, které d́ıky Sundaramovu śıtu lze nalézt, je prvoč́ıslo 3.

Celý popsaný proces lze opět vidět na obrázku 3.2, který je sestaven tak, aby co
nejv́ıce korespondoval s obrázkem 3.1 (na kterém je popsán princip Eratosthenova
śıta) a čtenář si tak mohl tyto principy porovnat. V následuj́ıćı sekci představ́ıme
obecný algoritmus.

Poznámka 7. Zat́ımco Eratosthenovo śıto zkoumá postupně všechna přirozená č́ısla,
Sundaramovo śıto zaj́ımaj́ı jen lichá č́ısla d́ıky provedeńı operace 2x + 1 se zbylými
č́ısly z̊ustávaj́ıćımi v seznamu.

3.2.2 Algoritmus

Algoritmus 3.2 ukazuje možnou implementaci Sundaramova śıta v programovaćım
jazyce Matlab.

Algoritmus 3.2: Algoritmus Sundaramova śıta v programovaćım jazyce
Matlab. V algoritmu jsou některé části zjednodušeny.

vstup : cisla = [1, 2, 3, . . . , (N − 1)/2] ∈ N
vystup: prvocisla = [p1, p2, . . . , pk] ∈ P menš́ı nebo rovno N
v = zeros();
for c = 1 : (N − 1)/2 do

p(c) = true;
end
for i = 1 : (N − 3)/6 do

for j = 1 : (N − 3)/6 do
k = i+ j + 2 ∗ i ∗ j;
if k <= (N − 1)/2 && (1 <= i) && (i <= j) then

p(k) = false;
end

end

end
for c = 1 : (N − 1)/2 do

if p(c) == true then
v(c) = c;

end

end
l = choosenonzerosof(v);
prvocisla = 2 ∗ l + 1
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Obrázek 3.2: Sundaramovo śıto.
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3.3 Základńı test

Prvńım typickým testem pro ověřeńı prvoč́ıselnosti je základńı test. Funguje na
principu, kde námi zadané č́ıslo děĺıme všemi č́ısly, které by mohly být jeho po-
tenciálńım dělitelem. Pokud žádný z možných dělitel̊u dělitelem č́ısla neńı, zadané
č́ıslo je prvoč́ıslem. Tento zp̊usob ověřováńı neńı př́ılǐs efektivńı pro velká č́ısla, ne-
bot’ se jedná o velmi časově náročný zp̊usob testováńı prvoč́ıselnosti. Využijeme-li
ho však pro malá č́ısla, pak je považován za jeden z nejrychleǰśıch test̊u, poněvadž
pro hledáńı možných dělitel̊u č́ısla n ∈ N stač́ı proj́ıt množinu {2, 3, . . . ,

√
n}.

3.3.1 Princip

Prinicip základńıho testu spoč́ıvá v odhaleńı alespoň jednoho netriviálńıho dělitele
č́ısla n. Pokud se nám tak podař́ı, nalezli jsme složené č́ıslo. Pokud nikoli a č́ıslo n
má pouze dělitele triviálńı, jedná se o prvoč́ıslo. Alespoň jednoho př́ıpadného ne-
triviálńıho dělitele daného č́ısla muśıme hledat v množině {2, 3, . . . ,

√
n}. Dolńı hra-

nićı je č́ıslo dva, nikoli jedna, nebot’ ta je dělitelem triviálńım. Horńı hranićı je
√
n,

nikoli n. Neńı nutné abychom při už́ıváńı základńıho testu prvoč́ıselnosti testovali
možné dělitele až do č́ısla n, nebot’ právě hranice

√
n láme dělitele na menš́ı a větš́ı

z dvojice. T́ım, že k označeńı č́ısla za složené nám stač́ı odhalit pouze jednoho ne-
triviálńıho dělitele, stač́ı nám, když nalezneme právě menš́ıho dělitele z dané dvojice,
který je vždy menš́ı než

√
n, a proto možné dělitele hledáme pouze do této hodnoty.

Nav́ıc nemuśıme procházet všech (
√
n − 1) č́ısel, protože nám k usnadněńı práce

pomohou určitá pravidla. Vı́me např́ıklad, že pokud je námi testované č́ıslo sudé,
pak nám k tomuto zjǐstěńı dopomůže sudé č́ıslo 2, ostatńımi sudými č́ısly z množiny
{2, 3, . . . ,

√
n} dál zkoušet dělit nemuśıme. Pokud je námi testované č́ıslo dělitelné

třemi, odhaĺı nám to č́ıslo 3 a násobky tohoto č́ısla ze zmı́něné množiny tak opět
již zkoušet dělit dál nemuśıme. To samé plat́ı i pro č́ısla 5, 7, 11, 13 atd. Postupně
zjǐst’ujeme, že možńı netriviálńı dělitelé námi testovaného č́ısla n jsou jen a pouze
mezi prvoč́ısly nacházej́ıćı se v množině {2, 3, . . . ,

√
n}. K ověřeńı prvoč́ıselnosti

daného č́ısla n tak stač́ı dělit pouze prvoč́ısly až do č́ısla
√
n. V následuj́ıćı sekci

představ́ıme obecný algoritmus.

Poznámka 8. Z výše popsaného principu je zřejmé, že základńı test funguje na
velmi podobném principu jako Eratosthenovo śıto. Představme si, že u základńıho
testu máme taktéž pomyslný seznam č́ısel. Ta zkouš́ıme dělit postupně všemi prvoč́ısly
2, 3, 5, 7, . . . a ta, která jsou dělitelná těmito č́ısly (kromě sebe samých) ze seznamu
odstraňujeme, protože se jedná o složená č́ısla. U Eratosthenova śıta je tomu přesně
naopak. Zde bereme postupně č́ısla 2, 3, 5, 7, . . . a jejich násobky ze seznamu od-
straňujeme. V obou dvou seznamech nám z̊ustanou pouze prvoč́ısla. U Eratosthenova
śıta jsme dosáhli ćıle, nalezli jsme všechna prvoč́ısla menš́ı nebo rovno než je č́ıslo
n. U základńıho testu muśıme těmito prvoč́ısly (až do č́ısla

√
n) zkoušet dělit č́ıslo

n, abychom ověřili jeho prvoč́ıselnost.
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3.3.2 Algoritmus

Algoritmus 3.3 ukazuje možnou implementaci základńıho testu prvoč́ıselnosti v pro-
gramovaćım jazyce Matlab.

Algoritmus 3.3: Algoritmus základńıho testu prvoč́ıselnoti v programo-
vaćım jazyce Matlab. V algoritmu jsou některé části zjednodušeny.

vstup : c ∈ N
vystup: true× false
v(c) = true;
if c == 1 then

v(c) = false;
end
for P = 2, 3, 5, . . . ,

√
c do

if mod(c, P ) == 0 then
v(c) = false;

end

end
v(c)

3.4 Moderńı testy

V této sekci, kterou jsme nazvali Moderńı testy, představ́ıme podstatu sedmi, resp.
osmi test̊u moderńı doby, které jsou využ́ıvány pro testováńı prvoč́ıselnosti převážně
velkých č́ısel, pro která jsou tyto testy mnohem efektivněǰśı než např́ıklad základńı
test popsaný výše. Důkazy platnosti těchto test̊u a bližš́ı informace o nich lze dohle-
dat v uvedených zdroj́ıch u každého jednotlivého testu.

3.4.1 Lucas̊uv–Lehmer̊uv test

Lucas̊uv–Lehmer̊uv test je testem deterministickým, tzn. dokáže odhalit se stopro-
centńı jistotou, že testované č́ıslo je prvoč́ıslem či č́ıslem složeným. Vycháźı z malé
Fermatovy věty (MFV), o které jsme psali v́ıce v sekci 2.4. Malá Fermatova věta
nám také sama o sobě může pomoci při testováńı prvoč́ıselnosti, pakliže totiž nalez-
neme č́ıslo a ∈ N nesoudělné s č́ıslem p, pro které MFV neplat́ı, pak p prvoč́ıslem
určitě neńı. Č́ıslo p je tud́ıž složeným č́ıslem a zmı́něné č́ıslo a je označováno jako
jeho svědek. Právě popsaný test, nazývaný jako Fermat̊uv, však odhalit prvoč́ısla
nedokáže, poněvadž malou Fermatovu větu splňuj́ı i některá složená č́ısla, byt’ jich
je velmi málo, viz [9, str. 179]. Tato složená č́ısla se označuj́ı jako Lucasova pseudo-
prvoč́ısla a d́ıky nim tak lze Fermat̊uv test označit pouze za pravděpodobnostńı test
prvoč́ıselnosti. Z tohoto d̊uvodu se č́ısl̊um p, která splňuj́ı malou Fermatovu větu,
ř́ıká pravděpodobná prvoč́ısla.

Na Fermat̊uv test navázal později právě Édouard Lucas, př́ıznivec oblasti
teorie č́ısel a jej́ı historie, jehož ćılem bylo zkonstruovat takový test, který bude
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testem deterministickým. V roce 1876 tak přidal ještě jednu podmı́nku, kterou spolu
s malou Fermatovou větou splňuj́ı pouze prvoč́ısla. Celý Lucas̊uv–Lehmer̊uv test
zńı následovně. Požadujeme ověřit prvoč́ıselnost daného č́ısla p. Jestliže nalezneme
alespoň jedno č́ıslo a, které splňuje obě dvě podmı́nky

ap−1 ≡ 1 (mod p) ∧ a` 6≡ 1 (mod p) pro ` = 1 až (p− 2),

kde a, p, ` ∈ N, pak p je prvoč́ıslem. Tento test však byl posléze ještě upravován.
O 15 let později sám Lucas tento test zkrátil a následně jej vylepšili matematici
Derrick Henry Lehmer a Maurice Kraitchik a zńı takto. Předpokládejme,
že požadujeme ověřit prvoč́ıselnost č́ısla p > 1, p ∈ N. Pokud pro každý prvoč́ıselný
dělitel q ∈ N č́ısla (p− 1) nalezneme alespoň jedno č́ıslo a ∈ Z, pro které plat́ı, že

ap−1 ≡ 1 (mod p) ∧ a(n−1)/q 6≡ 1 (mod p),

pak p je prvoč́ıslem, viz [9, str. 146].
Dnes často ale pod t́ımto názvem nalezneme test, který je určen speciálně pro

Mersennova č́ısla, kterým se v́ıce věnujeme v sekci 4.1. V této práci jej budeme
označovat pro odlǐseńı jako Lucas̊uv–Lehmer̊uv test pro Mersennova č́ısla. Za jeho
autory se považuj́ı dva matematici, prvńım z nich je autor předchoźıho testu Édouard
Lucas, d́ıky němuž počátky tohoto testu sahaj́ı do roku 1856, tedy o dvacet let dř́ıve
než přǐsel s výše zmı́něným testem. Druhým autorem je pak D. H. Lehmer, který
navázal na výsledky svého kolegy ve 30. letech 20. stolet́ı a jenž tento test zdo-
konalil. Je založen na testováńı prvoč́ıselnosti Mersennových č́ısel a t́ım docháźı
k př́ıpadnému odhaleńı Mersennových prvoč́ısel. Spoč́ıvá v tom, že máme posloup-
nost č́ısel, pro kterou plat́ı, že

S(1) = 4,

S(n+ 1) = S(n)2 − 2, kde n ∈ N.
Pokud je Mersennovo č́ıslo M2n+1 prvoč́ıslem, pak muśı splňovat podmı́nku, že je
dělitelem členu posloupnosti S(2n). Lucas̊uv–Lehmer̊uv test pro Mersennova č́ısla
dokáže odhalit Mersennova prvoč́ısla v řádech několika milion̊u cifer, viz [7, str. 14],
a pro tato č́ısla se jedná o velmi praktický a účinný test. Názorný př́ıklad pro č́ıslo
M13 = 8191 lze nalézt v knize [9, str. 158-159].

3.4.2 Pocklington̊uv test

Prvńım autorem Pocklingtonova testu je matematik, fyzik a člen královské společ-
nosti Henry Cabourn Pocklington, druhým pak Derrick Henry Lehmer,
který na Pocklingtona navázal v roce 1927. Je velmi podobný Lucasovu–Lehmerovu
testu s t́ım rozd́ılem, že u něj neńı třeba znát kompletńı prvoč́ıselný rozklad č́ısla
(p−1), ale stač́ı znát pouze jeho část. Předpokládejme, že č́ıslo (p−1), kde p > 1, p ∈
N můžeme rozložit na součin dvou nesoudělných č́ısel m,n, kde m > n. Jestliže pro
každý prvoč́ıselný dělitel q ∈ N č́ısla m existuje č́ıslo a > 1, a ∈ N, které splňuje
kongruenci

ap−1 ≡ 1 (mod p)

a č́ısla a(n−1)/q − 1 a n jsou nesoudělná, pak p je prvoč́ıslem, viz [9, str. 175]. Po-
cklington̊uv test je testem deterministickým.
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3.4.3 Pepin̊uv test

Pepin̊uv test slouž́ı ke stejnému účelu jako Lucas̊uv–Lehmer̊uv test pro Mersennova
č́ısla, s t́ım rozd́ılem, že tento test je založený na testováńı Fermatových č́ısel a t́ım
docháźı k odhalováńı Fermatových prvoč́ısel, o kterých pojednává v́ıce sekce 4.2. Test
pocháźı z roku 1877 a za autora bývá označován jezuitský kněz Jean Pépin. Dı́ky
němu dostáváme, že Fermatovo č́ıslo Fn je prvoč́ıslem, resp. Fermatovým prvoč́ıslem
jen a pouze tehdy, pokud

F (n) | (3(F (n)−1)/2 + 1).

Ve starš́ıch verźıch lze tuto podmı́nku vidět s č́ıslem 5 namı́sto 3, viz např. [9,
str. 169]. Fermat̊uv test byl mimo jiné dvakrát užitečný k odhaleńı složených Fer-
matových č́ısel. Prvně v roce 1905, kdy s pomoćı něho James Caddall Morehead
[17] a Alfred E. Western [29] nezávisle na sobě odhalili, že Fermatovo č́ıslo F7

je složeným č́ıslem. A následně o čtyři roky později, v roce 1909, kdy ke stejnému
závěru došli Morehead a Western, tentokrát již společně pro Fermatovo č́ıslo F8 [18].

3.4.4 Solovaẙuv–Strassen̊uv test

Autory pravděpodobnostńıho Solovayova–Strassenova testu z roku 1977 jsou Ro-
bert Solovay a Volker Strassen. V dnešńı době je označován jako předch̊udce
tzv. Baillieho–PSW (Pomeranceho–Selfridgova–Wagstaffova) testu a Millerova–Ra-
binova testu, na který se zaměř́ıme vzápět́ı. Solovaẙuv–Strassen̊uv test vycháźı z Eu-
lerova d̊ukazu o platnosti následuj́ıćı kongruence

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p), (3.2)

kde a je kladné celé č́ıslo, p je liché prvoč́ıslo a obě tato č́ısla muśı být nesoudělná.
V Solovayově–Strassenově testu je p námi testované č́ıslo, které muśı být z množiny
lichých přirozených č́ısel a č́ıslo a muśı splňovat stejné podmı́nky jako platily v Eu-
lerově d̊ukazu, viz [38].

Abychom mohli označit p za pravděpodobné prvoč́ıslo, kongruenci (3.2) muśı spl-
ňovat všechna a z intervalu, který z podmı́nek vyplývá, tedy z intervalu 0 < a < p.
Z tohoto tvrzeńı logicky plyne, že pokud se nám podař́ı naj́ıt alespoň jedno č́ıslo a
lež́ıćı v daném intervalu 0 < a < p, které kongruenci (3.2) nesplňuje, pak testované
č́ıslo p je složeným č́ıslem. Stejně jako u Lucasova–Lehmerova testu, i zde je č́ıslo a,
které kongruenci nesplňuje, označováno jako svědek složeného č́ısla p. Jak jsme již
zmı́nili, Solovaẙuv–Strassen̊uv test je pravděpodobnostńım testem, kongruenci (3.2)
totiž splňuj́ı i některá složená č́ısla, jimiž jsou tzv. Euler-Jakobiho pseudoprvoč́ısla.
Konkrétńı př́ıklad s č́ıslem 221 lze zhlédnout na webové stránce [38].

3.4.5 Miller̊uv–Rabin̊uv test

O tento test prvoč́ıselnosti z roku 1980 se zasloužili matematici Gary Miller a
Michael Rabin. Jeho vývoj začal v roce 1976, kdy se objevila prvńı verze tohoto
testu od Millera, která byla deterministická. Mohlo by se zdát, že tato verze byla
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konečná a nebylo třeba daľśıch úprav. Problém však byl a je v tom, že tato verze
stoj́ı na pravdivosti Riemannovy hypotézy, o které pojednává celá kapitola 5, viz [35].
V této kapitole 5 se lze dozvědět mimo jiné i to, že Riemannova hypotéza dodnes
z̊ustává nedokázána, a proto tato verze testu nemohla být a neńı nikterak využ́ıvána,
ač by jistě patřila k jedné z nejpouž́ıvaněǰśıch metod pro ověřováńı prvoč́ıselnosti.
Kolega Millera Rabin se rozhodl tuto verzi upravit a roku 1980 byla představena
druhá verze tohoto testu, která je však verźı pravděpodobnostńı a jej́ı podoba je
následuj́ıćı. Necht’ pro každé celé č́ıslo a z intervalu 0 < a < p a pro testované liché
celé č́ıslo p > 2 plat́ı jedna z kongruenćı

ad ≡ 1 (mod p) ∨ a2
r·d ≡ −1 (mod p) pro nějaké 0 ≤ r ≤ s− 1, (3.3)

kde 2sd + 1 = p, s je kladné celé č́ıslo a d je kladné liché celé č́ıslo, pak p je
pravděpodobné prvoč́ıslo.

Stejně jako u Fermatova a Solovayova–Strassenova testu i zde plat́ı, že pokud se
nám podař́ı nalézt č́ıslo a z intervalu 0 < a < p, pro které plat́ı

ad 6≡ 1 (mod p) ∧ a2
r·d 6≡ −1 (mod p) pro všechna 0 ≤ r ≤ s− 1,

pak p neńı prvoč́ıslem a č́ıslo a je jeho svědkem. Složená č́ısla, která vyhovuj́ı
podmı́nce (3.3) i přesto, že nejsou prvoč́ısly, se nazývaj́ı tzv. silná pseudoprvoč́ısla.
Detailněǰśı informace o tomto testu i s konkrétńım př́ıkladem nebo také s popsanou
deterministickou verźı tohoto testu z roku 1976 lze nalézt na stránce [35].

3.4.6 Agrawal̊uv–Kayal̊uv–Saxen̊uv test

Agrawal̊uv–Kayal̊uv–Saxen̊uv test je deterministickým testem prvoč́ıselnosti z roku
2002, jehož autory jsou Indové Manindra Agrawal a jeho studenti Neeraj Ka-
yal a Nitin Saxena. Častěji uváděný název tohoto testu je AKS test, jenž je
zkratkou počátečńıch ṕısmen př́ıjmeńı autor̊u. Veřejnost byla při prvńım zveřejněńı
tohoto testu v článku [1] překvapena jeho jednoduchost́ı a stručnost́ı, viz [9, str. 8].
Agrawal̊uv–Kayal̊uv–Saxen̊uv test vycháźı z malé Fermatovy věty a jeho princip lze
nalézt na webové stránce [11] či v knize [3, str. 239–241].

Komentář 2. Čı́slu, které tyto uvedené moderńı pravděpodobnostńı testy označ́ı za
prvoč́ıslo, se ř́ıká pravděpodobné prvoč́ıslo. Nelze o něm tak se stoprocentńı jisto-
tou ř́ıci, že je opravdu prvoč́ıslem, poněvadž tyto testy prvoč́ıselnosti odhaĺı kromě
prvoč́ısel i v některých př́ıpadech č́ısla složená, která jsou obecně nazývána pseudo-
prvoč́ısly. Abychom si byli skutečně jisti, že se jedná o prvoč́ıslo, museli bychom už́ıt
test základńı, o kterém jsme psali v sekci 3.3 či testy deterministické, ke kterým patř́ı
např́ıklad Lucas̊uv–Lehmer̊uv test, Pocklington̊uv test či AKS test.

V dnešńı době existuje mnoho daľśıch test̊u prvoč́ıselnosti, jmenujme např́ıklad
pravděpodobnostńı Baillieho–PSW test, test pomoćı eliptických křivek či Frobeni̊uv
test.
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4 Speciálńı typy prvoč́ısel

Některá prvoč́ısla vykazuj́ı stejné vlastnosti, at’ už t́ım, že byla objevena podle
určitého vzorce, nebo t́ım, že se jejich stejné vlastnosti objevily až posléze. Nic
to neměńı na tom, že prvoč́ısla se stejnými vlastnostmi lze zařadit do skupin, jež
jsou často nazývány podle svých objevitel̊u, jmenujme např. Mersennova prvoč́ısla
či Fermatova prvoč́ısla, která jsou mimo jiné popsána právě v této kapitole. Některé
speciálńı typy prvoč́ısel jsou pojmenovány podle ustálených slov a slovńıch spo-
jeńı, př́ıklad takových jsou palindromická prvoč́ısla, bezpečná prvoč́ısla či štastná
prvoč́ısla. Speciálńıch typ̊u prvoč́ısel existuje veliké množstv́ı, jejichž menš́ı přehled
lze naj́ıt v této kapitole a v závěrečné sekci této kapitoly, rozsáhleǰśı seznam pak
můžeme vidět např. na webové stránce [34], kde na mnoho z nich existuje odkaz
směřuj́ıćı na databázi celoč́ıselných posloupnost́ı OEIS, obsahuj́ıćı bližš́ı informace
o těchto typech prvoč́ısel.

4.1 Mersennova č́ısla a prvoč́ısla

Mersennova č́ısla, resp. Mersennova prvoč́ısla jsou pojmenována po francouzském
matematikovi a mnichovi Marinu Mersennovi. Jako Mersennovo č́ıslo se označuje
č́ıslo tvaru Mn = 2n − 1, kde n ∈ N. Pokud je výraz 2n − 1 sám o sobě prvoč́ıslem,
pak je Mn označováno jako Mersennovo prvoč́ıslo. Př́ıklady Mersennových prvoč́ısel,
resp. Mersennových č́ısel, jsou např. 3, 7, 31, . . . a př́ıklady Mersennových č́ısel, která
nejsou Mersennovými prvoč́ısly, jsou např. 15, 63, 255, . . . Daľśı př́ıklady lze vidět
v tabulce 4.1. Plat́ı, že všechna doposud známá největš́ı prvoč́ısla jsou zároveň i
Mersennovými prvoč́ısly. Důvod je prostý, pro testováńı Mersennových č́ısel a t́ım
odhalováńı Mersennových prvoč́ısel využ́ıváme Lucas̊uv–Lehmer̊uv test pro Mer-
sennova č́ısla, popsaný v sekci 3.4.1. Ten dokáže odhalit velmi velká Mersennova
prvoč́ısla, jež jsou t́ım pádem zároveň i prvoč́ısly samy o sobě. K Mersennovým
prvoč́ısl̊um se váže následuj́ıćı věta.

Věta 4. Pokud je č́ıslo 2n − 1 prvoč́ıslem, pak je n prvoč́ıslem.

D̊ukaz. Tuto větu dokážeme nepř́ımým d̊ukazem, tedy využijeme obměněné impli-
kace. Označ́ıme č́ıslo n jako č́ıslo složené n = a · b, kde n > a ≥ b > 1 a a, b, n ∈ N.
Výraz 2n − 1 přeṕı̌seme na výraz 2(a·b) − 1 a následně tento dvojčlen rozlož́ıme na
součin následuj́ıćım zp̊usobem

2(a·b) − 1 = (2a)b − 1 = (2a − 1)((2a)(b−1) + (2a)(b−2) + (2a)(b−3) + · · ·+ (2a) + 1).
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Vid́ıme, že č́ıslo (2n − 1), kde n /∈ P, lze tedy rozložit na součin dvou č́ısel, která
jsou r̊uzná od jedničky a od č́ısla sebe samého, tedy (2n − 1). Z toho vyplývá, že
toto č́ıslo je určitě č́ıslem složeným. Dokázali jsme obměněnou implikaci, ze které
plyne pravdivost věty 4. Pakliže bychom zkoumaly, zda plat́ı tato věta i v opačném
smyslu, tedy když je n prvoč́ıslem, pak je č́ıslo (2n − 1) prvoč́ıslem, dostaneme
negativńı odpověd’. Pro vybrané prvoč́ıslo n = 11 totiž plat́ı, že č́ıslo M11 je složené,
M11 = 211 − 1 = 2047 = 23 · 89 a t́ım pádem obráceně věta 4 v obecném př́ıpadě
neplat́ı.

Tabulka 4.1: Seznam vybraných známých Mersennových č́ısel.

Pořad́ı Mp, p ∈ P 2p − 1 Počet cifer Mersennovo prvoč́ıslo
M2 3 1 ano
M3 7 1 ano
M5 31 2 ano
M7 127 3 ano
M11 2047 4 ne
M13 8191 4 ano
M17 131 071 6 ano
M19 524 287 6 ano
. . . . . . . . . . . .
M67 267 − 1 21 ne
. . . . . . . . . . . .
M89 289 − 1 27 ano
. . . . . . . . . . . .
M199 2199 − 1 60 ne
. . . . . . . . . . . .
M2281 22281 − 1 687 ano

. . . . . . . . . . . .
M11 213 211 213 − 1 3376 ano

. . . . . . . . . . . .
M756 839 2756 839 − 1 227 832 ano

. . . . . . . . . . . .
M3 021 377 23 021 377 − 1 909 526 ano

. . . . . . . . . . . .
M43 112 609 243 112 609 − 1 12 978 189 ano
M57 885 161 257 885 161 − 1 17 425 170 ano
M74 207 281 274 207 281 − 1 22 338 618 ano
M77 232 917 277 232 917 − 1 23 249 425 ano
M82 589 933 282 589 933 − 1 24 862 048 ano
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4.1.1 GIMPS

George Woltman v roce 1995 shromáždil všechna, do té doby známá, Mersennova
prvoč́ısla a o rok později tento seznam umı́stil na webovou stránku. Kromě seznamu
se zde nacházel i program, který odhaloval, zda jsou testovaná č́ısla Mersennovými
prvoč́ısly či nikoli. Web přilákal nejednoho odborńıka a nadšence do matematiky a
d́ıky Woltmanovi tak vznikl projekt nazývaný GIMPS, neboli The Great Internet
Mersenne Prime Search. Jak z anglického názvu vyplývá, ćılem GIMPS je hledat a
objevovat nová Mersennova prvoč́ısla. Abychom se mohli stát součást́ı tohoto pro-
jektu, je zapotřeb́ı splněńı dvou podmı́nek, tou prvńı je stáhnut́ı vhodného software
z webové stránky GIMPS, tou druhou pak stvrzeńı podmı́nky o rozděleńı př́ıpadné
výhry při nalezeńı Mersennova prvoč́ısla s daným minimálńım počtem cifer. Tuto
cenu vypláćı Electronic Frontier Foundation, jež byla založena Johnem Gilmo-
rem, a která odměnila již např́ıklad Nayana Hajratwala v roce 2006 za objeveńı
prvńıho Mersennova prvoč́ısla, které má v́ıce než milion cifer. Daľśım odměněným
byl Hans-Michael Elvenich, který jako prvńı objevil Mersennovo prvoč́ıslo, jež
má v́ıce jak 10 000 000 cifer. Daľśı odměny čekaj́ı na ty, kteř́ı objev́ı Mersennovo
prvoč́ıslo s v́ıce jak 100 000 000, resp. 1 000 000 000 ciframi, viz [9].

Projekt je velmi úspěšný, od jeho založeńı až do dnešńıho dne se mu podařilo
objevit 17 největš́ıch známých Mersennových prvoč́ısel. To posledńı největš́ı známé
51. Mersennovo prvoč́ıslo bylo objeveno projektem GIMPS, resp. jedńım z jeho
přispěvatel̊u Patrickem Larochem, v prosinci roku 2018, viz [30]. Má 24 862 048 č́ıslic
a jedná se o doposud největš́ı známé prvoč́ıslo.

4.1.2 Mersennova prvoč́ısla a dokonalá č́ısla

S Mersennovými prvoč́ısly maj́ı velmi úzkou spojitost dokonalá č́ısla. To jsou č́ısla,
u kterých součet jejich dělitel̊u (kromě sebe samých) je roven právě oněm č́ısl̊um.
Mezi ně se řad́ı např. 6, 28, 496, 8128, . . . Euklides zjistil, že č́ıslo ve tvaru

2n−1(2n − 1)

je dokonalé, jestliže (2n− 1) je prvoč́ıslem. Euler Euklidovo zjǐstěńı později zpřesnil
t́ım, že dokázal, že toto tvrzeńı plat́ı pouze pro sudá dokonalá č́ısla, viz [4, str. 71].
Jeden z nejznáměǰśıch nevyřešených problémů v teorii č́ısel je existence lichých do-
konalých č́ısel. Dodnes se žádné takové č́ıslo nenalezlo. Ve stejném zdroji se pak lze
doč́ıst podmı́nek, která by př́ıpadná lichá dokonalá č́ısla musela splňovat. T́ım, že
do dnešńıho dne známe pouze sudá dokonalá č́ısla, jejichž existence je závislá na
Mersennových prvoč́ıslech, můžeme prohlásit, že známých dokonalých č́ısel existuje
51, stejný počet jako známých Mersennových prvoč́ısel.

Otevřený problém 2. Otázkou taktéž z̊ustává, zda je Mersennových prvoč́ısel
konečně či nekonečně mnoho. Věťsina matematik̊u a odborńık̊u se přikláńı k verzi,
že jich je nekonečně mnoho, d̊ukaz však dodnes neexistuje.
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4.2 Fermatova č́ısla a prvoč́ısla

Fermatova č́ısla, nesoućı název po francouzském matematikovi Pierru de Ferma-
tovi, jsou č́ısla ve tvaru Fn = 22n + 1, kde n ∈ N0. Pokud je nav́ıc výraz 22n + 1
prvoč́ıslem, pak se Fn označuje jako Fermatovo prvoč́ıslo. Dodnes je známo pouze
pět Fermatových prvoč́ısel a těmi jsou č́ısla 3, 5, 17, 257 a 65537. Fermat se domńıval,
že všechna Fermatova č́ısla jsou zároveň i Fermatovými prvoč́ısly. To bylo však roku
1732 Eulerem vyvráceno, protože dokázal, že všichni dělitelé Fermatových č́ısel Fn
pro n ≥ 2 jsou ve tvaru k · 2n+2 + 1, kde k ∈ N0, viz [7, str. 41]. Dělitelé šestého
Fermatova č́ısla F5 jsou tud́ıž ve tvaru 128 ·k+1, kde k ∈ N0. Pakliže za k dosad́ıme
5, dostáváme č́ıslo 641, jež je dělitelem Fermatova č́ısla F5 a toto č́ıslo tak jistě
Fermatovým prvoč́ıslem neńı.

Euler̊uv d̊ukaz posloužil k závěru, že Fermatova č́ısla F5 až F32 jsou č́ısla složená.
U Fermatova č́ısla F33 dodnes nemáme prostředky k jeho označeńı za Fermatovo
prvoč́ıslo či č́ıslo složené, viz [7, str. 41]. To stejné plat́ı např́ıklad u č́ısel F34, F35,
F40, F41, F44 atd., viz [15]. Z téže stránky se dozv́ıdáme, že do dnešńıho dne v́ıme
o 314 Fermatových č́ıslech, která jsou složená, byt’ u většiny z nich neznáme jejich
prvoč́ıselný rozklad. Ten známe pouze u prvńıch dvanácti č́ısel, tedy do č́ısla F11

včetně. Přehled Fermatových č́ısel do č́ısla F33 lze vidět v tabulce 4.2 a podrobněǰśı
přehled o nich a o daľśıch Fermatových č́ıslech, o roku jejich objeveńı a samotných
objevitelech, o doposud známých dělitelech č́ısel, o jejich rozkladu atd. lze nalézt
na webové stránce [15], vedené členem projektu Fermat Prime Search. K určeńı
prvoč́ıselnosti Fermatových č́ısel se nejčastěji už́ıvá Pepin̊uv test, který je znám od
roku 1877 a jenž je popsán v sekci 3.4.3.

Otevřený problém 3. Otázkou z̊ustává, zda existuj́ı ještě nějaká daľśı Fermatova
prvoč́ısla nebo také to, zda jsou všechna Fermatova č́ısla squarefree, tedy že jejich
prvoč́ıselný rozklad neobsahuje žádné násobky prvoč́ısel.

4.2.1 Fermat Prime Search

Fermat Prime Search je projekt principem velice podobný projektu GIMPS, o kterém
jsme psali v sekci 4.1.1. Sdružuje zájemce a dobrovolńıky, jejichž hlavńım ćılem je
hledat dělitele Fermatových č́ısel. Jedině tak dojde k vyvráceńı př́ıpadných Fer-
matových prvoč́ısel. Dı́ky tomuto projektu, jehož hlavńım organizátorem je Phil
Carmody, bylo za tři stolet́ı nalezeno v́ıce než 350 dělitel̊u. Velmi podrobné infor-
mace o děliteĺıch, o jejich roku objeveńı, objeviteĺıch, počtu cifer atd. vede Wilfrid
Keller na webové stránce [15].

Poznámka 9. Informace na stránce [15] jsou velmi aktuálńı, např́ıklad posledńı je
ze 3. března roku 2021, kdy byl Garym Gostinem nalezen dělitel Fermatova č́ısla
F25 599, které je tak č́ıslem složeným.
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Tabulka 4.2: Orientačńı seznam Fermatových č́ısel do č́ısla F33. Hvězdička (*) znač́ı,
že počet vlastńıch dělitel̊u neńı konečný. Žádńı dělitelé č́ısel F20 a F24 doposud
nejsou známy, nicméně je dokázáno, že se jedná o složená č́ısla, viz [31], resp. [14].
Posledńı cifra každého Fermatova č́ısla, kromě prvńıch dvou, je 7, viz [7, str. 41].
U neoznačených Fermatových č́ısel pocházej́ı všechny údaje ze stránky [15]. Údaje
s otazńıky (?) se nám dohledat nepodařily.

Pořad́ı Fn, n ∈ N0 22n + 1 Počet cifer Počet vl. dělitel̊u
F0 3 1 0
F1 5 1 0
F2 17 2 0
F3 257 3 0
F4 65 537 5 0
F5 4 294 967 297 10 2
F6 18 446 744 073 709 551 617 20 2
F7 39 2
F8 78 2
F9 155 3
F10 309 4
F11 617 5
F12 1133 6∗

F13 2391 4∗

F14 4880 1∗

F15 9808 3∗

F16 19 694 2∗

F17 39 395 2∗

F18 78 884 2∗

F19 157 770 3∗

F20 315 653 0∗

F21 631 294 1∗

F22 1 262 577 1∗

F23 2 525 215 1∗

F24 5 050 446 0∗

F25 [16] 10 100 891 3∗

F26 [16] 20 201 782 1∗

F27 [16] 40 403 563 2∗

F28 [16] 80 807 125 1∗

F29 [16] 161 614 249 1∗

F30 ? 2∗

F31 ? 1∗

F32 ? 1∗

F33 [14] 2 585 827 973 ?
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4.2.2 Fermatova prvoč́ısla a konstruovatelné mnohoúhelńıky

S Fermatovými č́ısly souviśı konstrukce pravidelných mnohoúhelńık̊u. Těmi se za-
býval mimo jiné také slavný matematik Johann Carl Friedrich Gauss, který
ve své knize Disquisitiones Arithmeticae (str. 472) uvedl přehled 38 euklidovsky
zkonstruovatelných mnohoúhelńık̊u do hodnoty 300. Euklidovsky zkonstruovatelné
n-úhelńıky jsou takové mnohoúhelńıky, které lze sestrojit pomoćı kruž́ıtka a prav́ıtka.
Tomuto závěru však předcházelo Gaussovo zjǐstěńı před pěti lety od vydáńı této pu-
blikace, kdy ukázal, že jestliže chceme euklidovsky zkonstruovat n-úhelńıky, pak č́ıslo
n muśı být součin mocniny č́ısla dvě a nejméně jednoho (popř. v́ıce, ale r̊uzných)
Fermatova prvoč́ısla, viz [9, str. 110]. Takto zkonstruovatelných n-úhelńık̊u je ne-
konečně mnoho, do dnešńı doby je však známo pouze 31 mnohoúhelńık̊u s lichými
počty stran. Ty jsou na obrázku 4.1 znázorněny červeně.

4.3 Prvoč́ısla ve tvaru an + b

V úvodu této sekce zmı́ńıme větu, která je dnes známa jako Dirichletova věta a jež
se váže k prvoč́ısl̊um, které maj́ı tvar an+ b.

Věta 5 (Dirichletova věta). Budeme-li předpokládat, že č́ısla a, b ∈ N jsou č́ısla
nesoudělná a plat́ı tedy, že gcd(a, b) = 1, pak lze dokázat, že existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel ve tvaru an+ b.

Důkaz této věty nebudeme zde uvádět z d̊uvodu obt́ıžnosti, ale ke zhlédnut́ı je
v knize [3, str. 112–131]. Speciálńımi př́ıklady těchto prvoč́ısel jsou tzv. pytha-
gorejská prvoč́ısla (Pythagorean primes), jež jsou ve tvaru 4n + 1 či Gaussova
prvoč́ısla (Gaussian primes) ve tvaru 4n + 3, u kterých jistě plat́ı, že č́ısla {4, 1},
resp. {4, 3} jsou č́ısla nesoudělná, viz definice 2. Pakliže vezmeme v potaz prvoč́ısla
ve tvaru 10n+ 1, 10n+ 3, 10n+ 7 a 10n+ 9, které podmı́nku Dirichletovy věty jistě
taktéž splňuj́ı, pak z toho vyplývá, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel konč́ıćıch
cifry 1, 3, 7, resp. 9. Př́ıklady prvoč́ısel, jež jsou ve zmı́něných tvarech an + b, kde
gcd(a, b) = 1 lze vidět v tabulce 4.3, kde je vždy uvedeno prvńıch sedm takových
prvoč́ısel daného tvaru.

Tabulka 4.3: Prvoč́ısla ve tvaru an+ b, kde gcd(a, b) = 1.

Tvar an+ b Př́ıklady prvoč́ısel
4n+ 1 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53
4n+ 3 3, 7, 11, 19, 23, 31, 43
10n+ 1 11, 31, 41, 61, 71, 101, 131
10n+ 3 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83
10n+ 7 7, 17, 37, 47, 67, 97, 107
10n+ 9 19, 29, 59, 79, 89, 109, 139
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Obrázek 4.1: Zkonstruovatelné mnohoúhelńıky. Upravená grafika obrázku [13].
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4.4 Př́ıznivá č́ısla a prvoč́ısla

Posledńım typem, který si v této kapitole bĺıže představ́ıme, jsou př́ıznivá č́ısla,
resp. př́ıznivá prvoč́ısla. Od zbylých třech výše zmı́něných speciálńıch typ̊u prvoč́ısel
se lǐśı t́ım, že nemaj́ı předem určený tvar. Źıskáváme je pomoćı śıta, které připomı́ná
Eratosthenovo śıto. Jeho princip si nyńı představ́ıme. Začneme t́ım, že si naṕı̌seme
posloupnost lichých přirozených č́ısel, my uvedeme př́ıklad pro č́ısla do hodnoty 60.
Postup celého algoritmu pak vid́ıme na obrázku 4.2.

Obrázek 4.2: Princip hledáńı př́ıznivých č́ısel. V seznamu postupně přibývaj́ı červeně
označená č́ısla, která znač́ı př́ıznivá č́ısla. Mezi nimi pak lze naj́ıt př́ıznivá prvoč́ısla,
která jsou zároveň př́ıznivými č́ısly i prvoč́ısly.
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Po jeho úspěšném vyhotoveńı dostaneme tzv. př́ıznivá č́ısla, v angličtině označována
jako Lucky numbers. Z nich pak př́ıznivá prvoč́ısla jsou ta, která jsou př́ıznivými
č́ısly a zároveň jsou prvoč́ısly (pozn. pokud neńı uvedeno př́ıdavné jméno př́ıznivá,
nemáme na mysli př́ıznivá prvoč́ısla). Největš́ı doposud známé př́ıznivé č́ıslo je
9 999 999 997, objevené Walterem Schneiderem v roce 2002, viz [24], [9, str. 147].

Stanislav Ulam a jeho kolegové s použit́ım výpočetńıho stroje došli k poměrně
zaj́ımavým výsledk̊um, které jsou shrnuty v knize [9, str. 147–148]. Zjistili např́ıklad,
že do č́ısla 48 000 se nacháźı 4523 př́ıznivých č́ısel, ve stejném intervalu je potom 4947
prvoč́ısel. Ačkoli př́ıznivých č́ısel i prvoč́ısel je nekonečně mnoho, př́ıznivých č́ısel je
na konečných intervalech přeci jenom o něco méně. Svědč́ı to o tom, že prvoč́ısla jsou
hustěǰśı, tedy v jakémkoliv konečném intervalu se vyskytuj́ı s větš́ı frekvenćı. Mimo
to si také všimli r̊uzných podobnost́ı mezi př́ıznivými č́ısly a prvoč́ısly. Př́ıkladem
může být, že počet př́ıznivých č́ısel ve tvaru 4n+ 1 a 4n+ 3 je přibližně stejně velký
jako počet prvoč́ısel ve stejném tvaru (jedná se o pythagorejská prvoč́ısla a Gaus-
sova prvoč́ısla, viz sekce 4.3), nebo také, že mezery mezi po sobě jdoućımi př́ıznivými
č́ısly se zhruba shoduj́ı s mezerami mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly, o kterých po-
jednává samostatná sekce 7.2. Taktéž zjistili, že počet př́ıznivých dvojčat, tedy dvou
př́ıznivých č́ısel lǐśıćıch se o dvě, je přibližně stejný jako počet prvoč́ıselných dvojčat,
ke kterým se váže tzv. Hypotéza prvoč́ıselných dvojic, viz otevřený problém 1.
Rozd́ıly v počtech př́ıznivých č́ısel, resp. prvoč́ısel a př́ıznivých dvojčat, resp. pr-
voč́ıselných dvojčat až do č́ısla 106 lze zhlédnout v tabulce 4.4. Mezi daľśı zaj́ımavé
výsledky jejich bádáńı patř́ı zjǐstěńı, že každé sudé č́ıslo až do č́ısla 100 000 je součtem
dvou př́ıznivých č́ısel a také to, že v intervalu 1 až 48 600 existuje 715 č́ısel, které
jsou př́ıznivými č́ısly a zároveň prvoč́ısly, viz [9, str. 148].

Tabulka 4.4: Srovnáńı počtu př́ıznivých a prvoč́ıselných dvojčat. V obou př́ıpadech
se jedná o dvouprvkovou množinu po sobě jdoućıch lichých č́ısel ve tvaru (n, n+ 2).
Rozd́ıl je však v tom, že pro př́ıznivá dvojčata plat́ı, že (n, n + 2) jsou lichá č́ısla
nacházej́ıćı se v seznamu př́ıznivých č́ısel a prvoč́ıselná dvojčata jsou dvě po sobě
jdoućı prvoč́ısla, tud́ıž (n, n+ 2) jsou z množiny prvoč́ısel P.

Horńı Počet Počet Počet Počet
mez př́ıznivých č́ısel prvoč́ısel př́ıznivých dvojčat prvoč́ıselných dvojčat
101 4 4 2 2
102 23 25 7 8
103 153 168 33 35
104 1118 1229 178 205
105 8772 9592 1162 1224
106 71 918 78 498 7669 8169

Otevřený problém 4. Vı́me, že př́ıznivých č́ısel je nekonečně mnoho, otázkou však
z̊ustává, zda je tomu tak i u př́ıznivých prvoč́ısel.
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4.5 Daľśı typy prvoč́ısel

Na začátku kapitoly 4 jsme uvedli, že typ̊u prvoč́ısel existuje veliké množstv́ı. Zde
přikládáme list 4.5 náhodně vybraných typ̊u s jejich názvy, stručným popisem,
př́ıklady a také odkazem na databázi celoč́ıselných posloupnost́ı OEIS (The On-
Line Encyclopedia of Integer Sequences) [25], kde je možno se o jednotlivých typech
dozvědět v́ıce informaćı. Po kliknut́ı na př́ıslušné identifikačńı č́ıslo typu prvoč́ısel se
lze dostat na odpov́ıdaj́ıćı webové stránky.

Tabulka 4.5: Př́ıklady daľśıch typ̊u prvoč́ısel. Názvy těchto typ̊u prvoč́ısel jsme
ponechali v anglickém jazyce, poněvadž překlady do českého jazyka u některých
typ̊u neexistuj́ı. Poznamenejme, že p ∈ P.
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rá

ce
n
ém

p
oř
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5 Riemannova hypotéza

Riemannova hypotéza, jeden z nejzáhadněǰśıch a nejtěžš́ıch problémů v oblasti te-
orie č́ısel, resp. v celé oblasti matematiky, byla veřejnosti představena roku 1859
na Berĺınské akademii. Autorem, po němž nese tato hypotéza název, je německý
matematik Bernhard Riemann, který ji zformuloval ve svém dev́ıtistránkovém
článku Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse [21] (česky
O počtu prvoč́ısel menš́ıch než daná hodnota). Jeho podnětem se stala prvoč́ıselná
věta, kterou ve svých patnácti letech v roce 1792 zformuloval slavný německý ma-
tematik Johann Carl Friedrich Gauss. Ta pojednává o rozmı́stěńı prvoč́ısel
mezi ostatńımi přirozenými č́ısly, což fascinovalo právě i zmı́něného Riemanna. Hy-
potézu však Riemann nikdy nedokázal a nepodařilo se to ani jeho následovńık̊um,
mezi kterými byla např́ıklad dvojice Godfrey Harold Hardy a John Litt-
lewood, kteř́ı spolu pracovali v́ıce než třicet let či David Hilbert. Ten je znám
mimo jiné d́ıky seznamu 23 tzv. Hilbertových problém̊u, které představil v roce 1900
na Druhém mezinárodńım kongresu matematik̊u v Pař́ıži, a jenž označuj́ı matema-
tické problémy, které by po předložeńı d̊ukazu o jejich pravdivosti či nepravdivosti,
přispěly velkou měrou k rozvoji celé oblasti tehdeǰśı matematiky. Dodnes nebyly
dokázány pouze čtyři z nich. Za stejným účelem bylo o sto let později opět v Pař́ıži
představeno 7 tzv. Problém̊u milénia, které byly odlǐsné od Hilbertových problémů
kromě jediného, kterým byla Riemannova hypotéza. Neńı tedy pochyb, že k na-
lezeńı d̊ukazu vede velmi trnitá cesta a je velmi těžké odhadovat, zda se d̊ukazu,
který by přinesl obrovský pokrok v r̊uzných oblastech našich život̊u, poč́ınaje kvan-
tovou mechanikou a konč́ıćı v byznyse, někdy v budoucnu dočkáme. Na druhou
stranu, tak jak to většinou bývá, neńı známo, zda by př́ıpadný d̊ukaz neposkytl
v některých oblastech opačné d̊usledky. Jako jednou z nejv́ıce prob́ıraných oblast́ı
je bezpečnost šifrovaćı metody RSA, která je ned́ılnou součást́ı internetového ban-
kovnictv́ı, viz [22]. O ni se lze doč́ıst v sekci 6.1. Dı́ky velikému zájmu mnoha lid́ı
o zkoumáńı této hypotézy, máme možnost se obohatit novými informacemi z r̊uzných
zdroj̊u, jmenujme např. knihy [3] a [7], velmi populárńı přednášku Mirko Rokyty
[22] či doplňuj́ıćı video [27].

5.1 Souvislost Riemannovy hypotézy s prvoč́ısly

Pokud bychom se zameřili na rozložeńı prvoč́ısel mezi přirozenými č́ısly, došli bychom
k závěru, že chováńı prvoč́ısel je velmi zvláštńı. Je totiž velmi obt́ıžné odhalit,
jaké prvoč́ıslo bude v předložené řadě prvoč́ısel následovat. Riemann se při tomto
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zkoumáńı opřel o tzv. Riemannovu zeta funkci ζ, jej́ıž kořeny nám pomáhaj́ı pocho-
pit, jak se prvoč́ısla mezi přirozenými č́ısly chovaj́ı. S t́ım má mimo jiné velmi bĺızkou
souvislost také prvoč́ıselná funkce π(x), jej́ıž nejpřesněǰśı aproximaćı je funkce, která
sč́ıtá přes všechny netriviálńı kořeny zeta funkce. Nyńı si všechny zmı́něné pojmy a
funkce představ́ıme, začneme s definićı Riemannovy zeta funkce ζ.

Definice 6. Riemannova zeta funkce ζ je součet nekonečné řady převrácených hod-
not všech přirozených č́ısel umocněných na mocninu s

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
. (5.1)

Tuto funkci, ač nese název po Riemannovi, jako prvńı definoval Leonhard Euler
a to pro body s > 1, s ∈ R, když dokazoval, že prvoč́ısel existuje nekonečně mnoho.
T́ım, že hledáme kořeny zeta funkce, které maj́ı co dočiněńı s prvoč́ıselnou funkćı,
zaj́ımá nás ve kterých reálných bodech s tato funkce, resp. řada konverguje.

Věta 6. Riemannova zeta funkce ζ pro s ∈ R konverguje v bodech s > 1.

D̊ukaz. Důkaz si rozlož́ıme na čtyři části. Nejprve ověř́ıme, jak se funkce chová
v bodech s < 0. Zde nám k d̊ukazu poslouž́ı nutná podmı́nka konvergence, která
ř́ıká, že pokud řada

∑∞
n=1 1/ns konverguje, pak limita člen̊u posloupnosti 1/ns je

rovna nule. Jinak řečeno, pokud se limita rovnat nule nebude, pak řada
∑∞

n=1 1/ns

diverguje. Pro

s < 0 plat́ı lim
n→∞

1

ns
=∞

a tedy limita se nule nerovná. Lze tud́ıž ř́ıci, že řada
∑∞

n=1 1/ns v bodech s < 0
diverguje.

U druhé části d̊ukazu budeme zkoumat chováńı funkce v bodě s = 0. Nyńı na
prvńı pohled vid́ıme, že v tomto bodě řada opět diverguje, nebot’ sč́ıtáme nekonečnou
řadu jedniček.

V třet́ı části d̊ukazu, tedy pro body 0 < s ≤ 1 nutná podmı́nka konvergence nejde
limitně k nule a t́ım pádem nám v tomto př́ıpadě nikterak k rozhodnut́ı nepomůže.
Nejprve se pod́ıváme na konvergenci či divergenci řady, kde s = 1, tedy

∞∑
n=1

1

n1
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . .

Tato řada se nazývá harmonická a k d̊ukazu využijeme integrálńı kritérium, které
ř́ıká, že pakliže máme řadu

∑∞
n=1 1/n, která je definovaná na intervalu [1,∞) a pro

niž plat́ı, že ∀n ∈ N f(n) = an a tato funkce je nezáporná a nerostoućı, pak řada∑∞
n=1 1/n diverguje, resp. konverguje právě tehdy, když diverguje, resp. konverguje

integrál
∫∞
1

1/x dx. A tedy

lim
n→∞

∫ n

1

1

x
dx = lim

n→∞
[ln(x)]n1 = lim

n→∞
(ln(n)− ln(1)) =∞.
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Integrál diverguje a ze zněńı integrálńıho kritéria tud́ıž diverguje i harmonická řada∑∞
n=1 1/n. Zbývá nám již tedy rozhodnout o konvergenci či divergenci řady pro in-

terval 0 < s < 1. I zde využijeme harmonickou řadu, tentokrát pro porovnávaćı
kritérium, které ř́ıká, že jestliže pro dvě řady s kladnými členy, v našem př́ıpadě∑∞

n=1 1/n a
∑∞

n=1 1/ns, kde 0 < s < 1, plat́ı pro každé n ≥ 1, že 1/n ≤ 1/ns,
kde 0 < s < 1, pak z divergence řady

∑∞
n=1 1/n plyne divergence řady

∑∞
n=1 1/ns,

kde 0 < s < 1. Záměrně jsme zvolili harmonickou řadu, nebot’ u ńı v́ıme, že di-
verguje. Pod́ıváme-li se na členy těchto řad, zjist́ıme, že v př́ıpadě harmonické řady
dostáváme vždy menš́ı hodnoty, nebot’ ve jmenovateli se nacházej́ı vždy větš́ı č́ısla,
než u řady, kde 0 < s < 1. Podmı́nka je tak splněna a řada

∑∞
n=1 1/ns, kde 0 < s < 1

diverguje.
Posledńı část́ı tohoto d̊ukazu je pak rozhodnout o konvergenci či divergenci řady

v bodech s > 1. I zde využijeme integrálńıho kritéria, kdy dostáváme, že

lim
n→∞

∫ n

1

1

xs
dx = lim

n→∞

[
x−s+1

−s+ 1

]n
1

= lim
n→∞

(
n−s+1

−s+ 1
− 1

−s+ 1

)
=

1

s− 1
.

Po uvědoměńı si, že se pohybujeme na intervalu, kde s > 1, dostáváme, že výsledná
limita bude vždy konečná. Integrál

∫∞
1

1/xs dx tud́ıž vždy konverguje a z integrálńıho
kritéria vyplývá, že vždy konverguje i řada v bodech s > 1.

Záměrně jsme si d̊ukaz rozložili na tyto čtyři části, protože zásadńı hodnotou
zeta funkce se ukázala ζ(1), viz [23]. A my nyńı již v́ıme proč. Riemannova zeta
funkce ζ totiž diverguje v bodech s ≤ 1, s ∈ R a konverguje v bodech s > 1, s ∈ R,
o čemž svědč́ı i graf funkce zeta na obrázku 5.1. V těchto bodech by se tud́ıž mohly
nacházet hledané kořeny Riemannovy zeta funkce ζ. Zaměř́ıme-li se však na fakt,
že tato funkce je definována jako součet nekonečné řady a nav́ıc bereme-li v potaz
i podmı́nku, že s > 1, s ∈ R, pak členy této řady jsou vždy kladná č́ısla. Součet
kladných č́ısel nikdy neńı roven nule a takto definovaná Riemannova zeta funkce ζ
nemá v žádných bodech s kořeny.

Obrázek 5.1: Graf zeta funkce, kde s ∈ R. Graf je vytvořen v prostřed́ı WolframAl-
pha.
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My však dnes již v́ıme, že kořeny zeta funkce existuj́ı a jsou dokonce dvoj́ıho
druhu – triviálńı a netriviálńı kořeny. Abychom je byli schopni nalézt, muśıme
nejprve rozš́ı̌rit definičńı obor Riemannovy zeta funkce do komplexńı roviny, kdy
dostáváme, že

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, s ∈ C,

konverguje v bodech s ∈ C,<(s) > 1, kde <(s) znač́ı reálnou část komplexńıho č́ısla
s, viz [22]. Riemann tak navázal na Eulera a jeho funkci, kdy ji posléze úspěšně
analyticky prodloužil do komplexńı roviny. O analytickém prodloužeńı se v́ıce lze
dozvědět z přednášky Mirko Rokyty [22], který ho vysvětluje na obrázćıch a posléze
i na konkrétńım př́ıkladu funkce, resp. řady 1+x+x2+x3+. . . Analytické prodloužeńı
Riemannovy zeta funkce, které Riemann představil veřejnosti ve svém článku, vy-
padá následuj́ıćım zp̊usobem

ζ(s) =


1

s− 1
+
∞∑
n=1

∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs

)
dx, kde 0 < <(s) ≤ 1, s 6= 1,

2sπs−1 · |s|! · sin
(πs

2

)
· ζ(1− s), kde <(s) ≤ 0,

(5.2)

viz [22]. Nyńı tedy položme analytické prodloužeńı Riemannovy zeta funkce rovno
nule, poněvadž je naš́ım ćılem nalézt kořeny této funkce. Zaměř́ıme se nejprve na
druhou zmı́něnou funkci (5.2) a využijeme toho, že je definovaná jako součin. Č́ısla
2sπs−1 a |s|! se nikdy nerovnaj́ı nule, to stejné plat́ı i pro hodnoty zeta funkce
v bodech (1 − s), nebot’ když si uvědomı́me, že jsme na oboru, kde <(s) ≤ 0, pak
zmı́něná hodnota zeta funkce ζ(1− s) je rovna zeta funkci ζ v kladných hodnotách,
kde je definována předpisem (5.1). Již v́ıme, že takto definovaná Riemannova zeta
funkce ζ nemá v žádných bodech s kořeny a tedy ani zde se zeta funkce v bodech
(1 − s) nikdy nebude rovnat nule. Zbývá nám zjistit, zda a popř́ıpadě ve kterých
bodech s má funkce sin

(
πs
2

)
nulové body, řešme tedy rovnici

sin
(πs

2

)
= 0,

πs

2
= nπ,

s

2
= n,

s = 2n, n ∈ Z.

Z podmı́nky <(s) ≤ 0 plyne, že výsledek lze ještě upravit a to pouze na záporná
sudá č́ısla

s = −2n, n ∈ N.

Tyto kořeny se nazývaj́ı triviálńı kořeny. Netriviálńı kořeny, u kterých Riemann
ukázal, že jejich umı́stěńı souviśı s rozložeńım prvoč́ısel mezi přirozenými č́ısly, jsou
spojeny s prvńı zmı́něnou funkćı (5.2), kde 0 < <(s) ≤ 1. Tento interval se nazývá
kritický pás a osa tohoto pásu je pak známa jako kritická př́ımka. Body, které tuto
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př́ımku tvoř́ı maj́ı tedy reálnou složku komplexńıho č́ısla s rovno 1/2. A slavná Ri-
emannova hypotéza ř́ıká, že všechny netriviálńı kořeny lež́ı na této př́ımce. Důkaz,
že se Riemann nemýlil, však nepodal ani on sám, ani doposud nikdo jiný. Otázky
vyvstávaly mimo jiné i v počtu netriviálńıch kořen̊u. Roku 1914 anglický matematik
Godfrey Harold Hardy přǐsel s d̊ukazem, že těchto netriviálńıch kořen̊u se na
př́ımce nacháźı nekonečně mnoho, viz [3, str. 185]. Do roku 2005 existovala interne-
tová stránka nesoućı název ZetaGrid, která se specializovala na hledáńı netriviálńıch
kořen̊u Riemannovy zeta funkce, v knize [9, str. 28] se uvád́ı, že byla schopna každý
den přicházet s v́ıce jak jedńım bilionem nových netriviálńıch kořen̊u. Hlavńı pojmy
Riemannovy hypotézy lze vidět graficky zpracované na obrázku 5.2.

Obrázek 5.2: Mapa Riemannovy zeta funkce. Upravená grafika obrázku ze stránky
[23].

5.2 Prvoč́ıselná věta

Prvoč́ıselná věta, zformulovaná Gaussem, byla hlavńım impulsem Riemannova zájmu
o detailněǰśı zkoumáńı této oblasti. Ještě před jej́ım vyřčeńım si však muśıme zade-
finovat prvoč́ıselnou funkci, která je základńım kamenem této věty.

Definice 7. Prvoč́ıselná funkce π(x) je funkce, která udává, kolik prvoč́ısel je menš́ıch
nebo rovných než č́ıslo x ∈ R.

Na obrázku 5.3 lze vidět hodnoty prvoč́ıselné funkce v bodech x ∈ Z+. Červeně
jsou označeny hodnoty této funkce v bodech x ∈ P a lze tak vidět, že d́ıky každému
prvoč́ıslu se hodnota prvoč́ıselné funkce zvýš́ı o jedna, což plyne i z definice 7.
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Obrázek 5.3: Prvoč́ıselná funkce π(x), kde x ∈ Z+.

Původńı myšlenkou Gausse bylo nalézt takovou funkci, jej́ıž hodnoty se co nejbĺıže
bĺıž́ı hodnotám prvoč́ıselné funkce π(x) v týchž bodech. Výsledek jeho zkoumáńı je
dnes znám jako prvoč́ıselná věta, která následuje.

Věta 7 (Prvoč́ıselná věta). Prvoč́ıselná věta ř́ıká, že prvoč́ıselnou funkci π(x) lze
aproximovat funkćı x/ln(x), neboli

π(x) ≈ x

ln(x)
,

kde ln(x) je přirozený logaritmus z č́ısla x.

K tomuto odhadu Gauss dospěl, když si za x označil mocniny deseti a spoč́ıtal
poměr x/π(x). Tento poměr lze volně přeložit tak, že

”
přibližně každé x/π(x). č́ıslo

je v tomto intervalu prvoč́ıslem“. Jestliže vezmeme např́ıklad interval nula až sto a
spoč́ıtáme tento poměr vyjde nám hodnota čtyři. V tomto intervalu je tak přibližně
každé čtvrté č́ıslo prvoč́ıslem. Když tyto poměry od sebe odeč́ıtal, vycházel mu
rozd́ıl přibližně roven ln(x) ≈ 2, 303. Po následné úpravě źıskal zmı́něnou aproxi-
maci prvoč́ıselné funkce. V tabulce 5.1 lze tento popis zhlédnout v prvńıch čtyřech
sloupćıch. Poměr x/π(x) je kĺıčový při zkoumáńı mezer mezi po sobě jdoućımi
prvoč́ısly, o kterých ṕı̌seme v sekci 7.2.

Bernhard Riemann již na začátku svého bádáńı vycházel z nedokázané prvoč́ıselné
věty. Gaussovi se nalézt d̊ukaz nikdy nepodařilo a nebyl jediný. Roku 1848, tedy je-
denáct let před vyřčeńım Riemannovy hypotézy, přǐsel ruský matematik Chebyshev

53



Tabulka 5.1: Př́ıklady hodnot nejoptimálněǰśıch aproximaćı prvoč́ıselné funkce.

x π(x) x/π(x) Rozd́ıl x/(ln(x)− 1, 08366) x/ln(x) Li(x)
101 4 2,5 — 8 4 6
102 25 4 1,5 28 22 30
103 168 5,952 1,952 172 145 178
104 1229 8,137 2,185 1231 1086 1246
105 9592 10,425 2,288 9588 8686 9630
106 78 498 12,739 2,314 78 534 72 382 78 628

...
...

...
...

...
...

...

s prvńım pokusem o d̊ukaz této věty. Tvrdil, že pokud má funkce

π(x)

x/ ln(x)
,

což je pouze jiná interpretace prvoč́ıselné věty, limitu, pak muśı být rovna jedné,
viz [3, str. 144]. Za d̊ukaz to však bráno nebylo. Daľśım možným řešitelem mohl
být Riemann, který však ani s užit́ım Riemannovy zeta funkce pro komplexńı č́ısla
s d̊ukaz nikdy nepředložil. Důkaz o platnosti prvoč́ıselné věty však přeci jen máme.
O něj se zasloužili nezávisle na sobě dva matematici Jacques Hadamard a Char-
les de la Vallée Poussin v roce 1896. Oba vycházeli z pokus̊u o d̊ukaz prvoč́ıselné
věty Riemannem, jejichž hlavńı myšlenkou bylo, že pokud Riemannova zeta funkce
nemá žádné kořeny na př́ımce, kde <(s) = 1, pak plat́ı prvoč́ıselná věta, viz [3,
str. 183]. Někteř́ı matematici a odborńıci se ale i nadále snažili přij́ıt s jednodušš́ım
d̊ukazem, který by se neoṕıral o znalost komplexńı analýzy. To se povedlo Atle
Selbergovi a posléze i Pálu Erdősovi, kteř́ı předložili d̊ukaz, jenž opravdu na
komplexńı analýze založen neńı, nicméně i přesto se považuje za mnohem těžš́ı, než
který podali Hadamard s Poussinem, viz [3, str. 145].

Gauss nebyl prvńı, který se o aproximaci prvoč́ıselné funkce π(x) zaj́ımal. Jako
jeden z prvńıch se ji pokusil nalézt francouzský matematik Adrien-Marie Legen-
dre, který tvrdil, že prvoč́ıselnou funkci lze aproximovat funkćı

π(x) ≈ x

ln(x)− 1, 08366
,

což se nápadně podobá té, se kterou přǐsel později Gauss. Ten však na své závěry
přǐsel jinou cestou, jak jsme si ukázali a popsali výše. Co však maj́ı s jistotou
společné je, že ani Legendre své tvrzeńı d̊ukazem nikdy nepodložil. Hodnoty Le-
gendreovy funkce lze vidět v tabulce 5.1 v pátém sloupci. Můžeme tedy snadno
porovnat, jak se lǐśı od té, co později Gauss v roce 1792 označil za svou optimálńı
aproximaci prvoč́ıselné funkce. Gauss však ve svých pozděǰśıch letech v roce 1849
přǐsel se zpřesňuj́ıćım odhadem, kdy tvrdil, že prvoč́ıselnou funkci π(x) lze vhodněji
aproximovat funkćı Li(x),

π(x) ≈ Li(x) =

∫ x

2

1

ln(t)
dt,
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viz [22] a [7, str. 79]. Hodnoty této funkce jsou taktéž ke zhlédnut́ı v tabulce 5.1. Tato
tabulka porovnává hodnoty prvoč́ıselné funkce v bodech x s lǐśıćımi se hodnotami
jej́ıch optimálńıch aproximaćı v týchž bodech. Na prvńı pohled se zdá, že hodnoty
funkce Li(x) jsou vždy větš́ı než hodnoty prvoč́ıselné funkce π(x), stejně tak hodnoty
funkce x/ln(x) jsou vždy menš́ı než hodnoty prvoč́ıselné funkce π(x). Ke stejnému
závěru dosṕıváme i pomoćı vyobrazeńı graf̊u těchto funkćı na obrázku 5.4.

Obrázek 5.4: Grafy funkćı Li(x), π(x) a x
ln(x)

. Obrázek převzat z [33].

V roce 1933 Stanley Skewes však dokázal, že existuje alespoň jeden bod
x, ve kterém hodnota funkce Li(x) je menš́ı než hodnota prvoč́ıselné funkce π(x).
Prvńı takový bod je menš́ı než ((1010)10)34, později se tato horńı hranice upravila na
hodnotu e72 795 133, viz [7, str. 79]. V roce 1986 matematik Hermanus Johannes
Joseph te Riele dokázal, že pro v́ıce jak 10180 složených č́ısel z rozmeźı 6, 62 ·
10370 < x < 6, 69 ·10370 plat́ı, že hodnota prvoč́ıselné funkce v těchto bodech je větš́ı
než hodnota funkce Li(x) v týchž bodech, viz [3, str. 146].

V této kapitole jsme nejednou zmı́nili, že Riemann poukázal na spojitost ne-
triviálńıch kořen̊u s rozložeńım prvoč́ısel mezi přirozenými č́ısly. Taktéž jsme upo-
zornili na to, že Riemann své bádáńı započal d́ıky Gaussově prvoč́ıselné větě. Z těchto
dvou poznámek budeme dále vycházet. Ani Riemann nebyl výjimkou a i on se snažil
naj́ıt vhodnou aproximaci prvoč́ıselné funkce, tak jak se o to před ńım pokusil již
Legendre či Gauss. Vycházel z Gaussovy funkce Li(x), pomoćı ńıž definoval novou
funkci, která je dnes známa jako Riemannova funkce R(x) a má následuj́ıćı podobu

R(x) = Li(x)− 1

2
Li(x

1
2 )− 1

3
Li(x

1
3 )− 1

5
Li(x

1
5 ) + · · · ,

viz [22]. Pokud k této funkci ještě nav́ıc přičteme součet nekonečné řady
∑

α R(xα),
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jej́ıž členy jsou hodnoty Riemannovy funkce R(x) v bodech, jimiž jsou netriviálńı
kořeny Riemannovy zeta funkce ζ, pak dostáváme daľśı aproximaci prvoč́ıselné
funkce. Tato je však oproti zmı́něným odlǐsná t́ım, že hodnoty této funkce jsou
naprosto identické s hodnotami prvoč́ıselné funkce v týchž bodech. Tedy

π(x) = R(x) +
∑
α

R(xα).

Tato Riemannem objevená rovnost však plat́ı jen a pouze tehdy, plat́ı-li Rieman-
nova hypotéza, viz [22]. Na obrázku, resp. animaci 5.5 lze zhlédnout jak se tato
funkce formuje, pakliže sč́ıtáme přes č́ım dál t́ım větš́ı množstv́ı netriviálńıch kořen̊u.
Vid́ıme, že sč́ıtáme-li přes č́ım dál t́ım v́ıce netriviálńıch kořen̊u, t́ım lepš́ı aproximaci
prvoč́ıselné funkce źıskáváme.

Obrázek 5.5: Funkce R(x) +
∑

α R(xα). Animace ve formátu gif převzata z [32],
autora se nám nepodařilo dohledat.

Otevřený problém 5. Riemannova hypotéza nebyla do dnešńıho dne dokázána, ač
se o jej́ı d̊ukaz pokoušelo mnoho matematik̊u, fyzik̊u i odborńık̊u z r̊uzných oblast́ı.
Bohužel neúspěšně. Čı́m dál t́ım v́ıce lid́ı se však přikláńı k tomu, že je Riemannova
hypotéza pravdivá a někteř́ı odborńıci na této nedokázané hypotéze dokonce postavili
svá tvrzeńı a domněnky. Stejně tak se však č́ım dál t́ım v́ıce objevuj́ı otázky, zda je
současná matematika a jej́ı prostředky v̊ubec postačuj́ıćı k jej́ımu dokázáńı. . . A také
zda v̊ubec d̊ukaz existuje. . .

Poznámka 10. Pro doplněńı souvislost́ı mezi částmi této kapitoly o Riemannově
hypotéze doporučujeme pod́ıvat se na přednášku Mirko Rokyty [22], kde jsou mimo
jiné uvedeny i počty spočtených kořen̊u v kritickém pásu či jaké je jejich rozložeńı
na kritické př́ımce.
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5.3 Důkaz Riemannovy hypotézy

Neńı pochyb, že Riemannova hypotéza je opravdu jeden z nejzaj́ımavěǰśıch a zároveň
nejtěžš́ıch matematických problémů, jaký v současnosti máme k dispozici. Poutá
nejednoho zájemce a odborńıka, kteř́ı se ji pokoušej́ı úspěšně dokázat. Již v́ıme, že
ač se Riemann d́ıky zformulováńı Riemannovy hypotézy stal nepochybně jedńım
z největš́ıch matematik̊u nejen 19. stolet́ı, nikdy svou hypotézu d̊ukazem nestvrdil.
Na stránce [28] lze naj́ıt přehled některých pokus̊u o d̊ukaz i s uvedeńım jejich au-
tor̊u. Mezi nimi je zmı́něn i britský matematik sir Michael Atiyah, jehož d̊ukaz je
považován za jeden z nejnověǰśıch d̊ukaz̊u. Ten byl j́ım představen veřejnosti v zář́ı
roku 2018 na konferenci Heidelberg Laureate Forum. V té době devětaosmdesátiletý
Atiyah upoutal širokou veřejnost takovým zp̊usobem, že bylo obt́ıžné se na tuto kon-
ferenci dostat osobně, a tak byla přenášena i online. Videopřenos byl ale často d́ıky
př́ıtomnosti mnoha lid́ı provázen výpadky. Na téže stránce lze nalézt odkaz, d́ıky
kterému můžeme celou jeho přednášku zhlédnout i s prezentaćı, kterou promı́tal
veřejnosti a jež prý obsahuje d̊ukaz Riemannovy hypotézy. Do dnešńıho dne nemáme
potvrzeno, že tento Atiyahem představený d̊ukaz je opravdu platným d̊ukazem Ri-
emannovy hypotézy, nicméně mnoho lid́ı je rozporuplných z jeho jednoduchosti a
stručnosti, a tak tomuto d̊ukazu př́ılǐs nevěř́ı. Oficiálńı verdikt však od vědecké obce
zat́ım k dispozici neńı, a tak je pořád možné, že Atiyah se po své smrti možná stane
t́ım slavným člověkem, který kdy Riemannovu hypotézu dokázal.
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6 Využit́ı prvoč́ısel

Prvoč́ısla nacházej́ı svá využit́ı v r̊uzných oblastech, a to nejen matematiky. Prav-
děpodobně tou nejznáměǰśı a zároveň jednou z nejd̊uležitěǰśıch oblast́ı, co se týče
využit́ı prvoč́ısel, je online bankovnictv́ı, kde je zapotřeb́ı chránit velice citlivá data.
K tomu nám slouž́ı tzv. metoda RSA, jej́ıž bezpečnost spoč́ıvá v doposud neobje-
vených prostředćıch pro rozložeńı velkého č́ısla na součin dvou prvoč́ısel (o v́ıce jak
dvěstě cifrách, viz [9, str. 214]), z nichž je č́ıslo utvořeno, viz [7, str. 245]. Sv̊uj pod́ıl
na bezpečnosti této metody má i asynchronnost šifry, neboli to, že je postavena
na odlǐsných kĺıč́ıch slouž́ıćıch pro zašifrováńı, resp. dešifrováńı zprávy. Pokud by
na odlǐsných kĺıč́ıch nezáleželo a odeśılatel i př́ıjemce by při pośıláńı zpráv vlastnili
stejný kĺıč, pak by ho bylo snadné zachytit a zneuž́ıt jej. V této kapitole metodu RSA
bĺıže představ́ıme, uvedeme základńı informace o ni, na jakém principu funguje a
uvedeme také konkrétńı př́ıklad s konkrétńımi č́ısly pro snazš́ı pochopeńı. Prvoč́ısla
jsou využ́ıvána i pro ověřováńı správných zápis̊u r̊uzných identifikačńıch č́ısel, jme-
nujme např. rodná č́ısla osob České republiky, identifikačńı č́ısla osob či organizaćı
(IČO), ISBN knih či ISSN časopis̊u, o kterých se lze rovněž v této kapitole doč́ıst.

6.1 Metoda RSA

Metoda RSA pocháźı z roku 1978 a je připisována třem poč́ıtačovým expert̊um, z je-
jichž prvńıch ṕısmen př́ıjmeńı je utvořen název této metody. Jimi jsou dva Američané
Ronald Lorin Rivest a Leonard Adleman a Izraelec Adi Shamir. Původńı
myšlenka o r̊uzných kĺıč́ıch potřebných k šifrováńı a dešifrováńı zprávy však pocháźı
od Whitfielda Diffieho a Martina Hellmana z roku 1976, viz [9, str. 193].
Jejich vize byla taková, že kĺıč slouž́ıćı k zašifrováńı zprávy by mohl být veřejný,
tedy př́ıstup k němu by mohl mı́t kdokoliv, ale dešifrovat zprávu by již lidé s t́ımto
kĺıčem nemohli. Ti by museli vlastnit tajný kĺıč, který, jak př́ıvlastek napov́ıdá, by
široká veřejnost k dispozici neměla. Mezi těmito dvěma kĺıči by pochopitelně musel
panovat určitý vztah, aby metoda RSA byla efektivńı.

O dva roky později se všechny tyto postřehy promı́tly do metody RSA, která
je d́ıky odlǐsným kĺıč́ım označována jako asynchronńı šifra a mluv́ı se o ni jako
o nejznáměǰśı asynchronńı šif̌re na světě. Využ́ıvá se všude tam, kde je třeba chránit
velice citlivá data, tedy v již zmı́něném online bankovnictv́ı, ale také třeba ve vo-
jenstv́ı při šifrováńı tajných zpráv.
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6.1.1 Bezpečnost metody RSA

V knize [7, str. 245] se uvád́ı, že
”

S poč́ıtačovým hardwarem, který máme v dnešńıch
dnech k dispozici, m̊užeme vyloučit možnost prolomeńı kĺıč̊u, protože požadovaný
výpočetńı čas by se rovnal celému věku vesmı́ru“. Ońım prolomeńım kĺıč̊u se ro-
zumı́ rozložeńı velkého č́ısla na dvě velká prvoč́ısla, z nichž je toto č́ıslo utvořeno,
a na kterém je bepečnost metody RSA založena. Nikdo však nedokáže ř́ıci, jak
rychle bude vývoj v oblasti poč́ıtač̊u pokračovat a zda např́ıklad kvantové poč́ıtače
nebudou schopny tuto bezpečnost prolomit. Daľśım otazńıkem se stává dokázáńı
Riemannovy hypotézy, o které jsme psali v kapitole 5. Co však s jistotou lze ř́ıci je
to, že prolomeńı bezpečnosti metody RSA by znamenalo obrovský problém v celém
online bankovnictv́ı.

6.1.2 Popis metody

Metoda RSA zač́ıná t́ım, že se obě dvě strany, tedy odeśılatel i př́ıjemce zprávy,
domluv́ı na komunikaci. Poté si př́ıjemce zprávy urč́ı dvě prvoč́ısla p a q, která muśı
být r̊uzná a dostatečně velká a jejichž součin n je část́ı veřejného kĺıče, který může
př́ıjemce zprávy zveřejnit (resp. muśı ho zveřejnit odeśılateli zprávy), nebot’ rozložit
ho zpět na tato prvoč́ısla je při současných metodách prakticky nereálné, viz sekce
6.1.1. Dále si zvoĺı libovolné č́ıslo e takové, které splňuje dvě podmı́nky. Tou prvńı
je, že č́ıslo e a hodnota Eulerovy funkce ϕ(n) muśı být č́ısla nesoudělná, tou druhou
pak je, že e < ϕ(n). Ze vztahu

de ≡ 1 (mod ϕ(n))

vypoč́ıtá č́ıslo d. Jako veřejný kĺıč metody RSA se označuje dvojice č́ısel n a e, který
př́ıjemce zprávy odešle odeśılateli zprávy. Soukromým kĺıčem metody RSA je pak
dvojice n a d, který si př́ıjemce ponechá pro sebe. Odeśılatel zprávu, kterou budeme
značit Z, zašifruje jako č́ıslo x

x = Ze mod n

a pošle př́ıjemci. Problém RSA, který je obt́ıžnost́ı velmi podobný prolomeńı bez-
pečnosti této metody, tedy v dnešńı době je ho prakticky nereálné vyřešit, spoč́ıvá
v źıskáńı č́ısla Ze jen s pomoćı č́ısel n a e, viz [9, str. 214]. Př́ıjemci po vyřešeńı
rovnice

Z = xd mod n

už nic nebráńı v tom si p̊uvodńı zprávu Z přeč́ıst.

6.1.3 Konkrétńı p̌ŕıklad

Nyńı si představ́ıme zmı́něný popis metody RSA s konkrétńımi č́ısly. Č́ısla (resp. pr-
voč́ısla) jsou volena velmi malá, aby byl př́ıklad názorněǰśı a snazš́ı na výpočet bez
daľśıch programů, nicméně pro bezpečnost této metody se doporučuje volit prvoč́ısla
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o v́ıce jak dvěstě cifrách, viz úvod kapitoly 6. Odeśılatele zprávy znač́ıme ṕısmenem
O a př́ıjemce zprávy ṕısmenem P.

O: Chtěl bych ti poslat tajnou zprávu metodou RSA (pozn. zpráva Z necht’ je
zašifrovaná pod č́ıslem 4).

P: Dobře, zvoĺım si tedy dvě prvoč́ısla p = 3, q = 11 a vypočtu jejich součin n,
který je roven 33 a Eulerovu funkci ϕ(n), jež je rovna 20, viz sekce 1.4. Dále zvoĺım
č́ıslo e takové, které je s č́ıslem 33 nesoudělné a zároveň je menš́ı než 33. Necht’ je to
č́ıslo 7. Nyńı spoč́ıtám č́ıslo d z kongruence

d · 7 ≡ 1 (mod 20). (6.1)

Ze sekce 1.3 v́ıme, že zbytek r u rovnice (6.1) je roven jedné. Ihned se nab́ıźı, že č́ıslo
d je rovno 3. Odeśılateli zprávy odešlu veřejný kĺıč (33, 7), soukromý kĺıč (33, 3) si
ponechám.

O: Zprávu Z = 4 zašifruju jako č́ıslo x

x = 47 mod 33,

z čehož vyplývá, že č́ıslo x je rovno 16 a tuto informaci x = 16 odešlu př́ıjemci.
P: Abych si p̊uvodńı zašifrovanou zprávu mohl přeč́ıst, zbývá mi vyřešit rovnici

Z = 163 mod 33.

Po vyřešeńı dostávám, že mi odeśılatel poslal zašifrovanou zprávu Z = 4.

6.2 Jedenáctkový samodetekuj́ıćı kód

Tzv. jedenáctkový samodetekuj́ıćı kód, jehož hlavńım prvkem je prvoč́ıslo 11, po-
máhá při ověřováńı zápisu r̊uzných identifikačńıch č́ısel osob, organizaćı, knih či
časopis̊u v poč́ıtačových databáźıch. Taktéž je využ́ıván při zápisu rodných č́ısel.

6.2.1 Rodná č́ısla

Prvńı oblast, kde se tento kód využ́ıvá, je zápis rodných č́ısel. Rodná č́ısla slouž́ı
k jasné identifikaci obyvatel̊u České republiky. Osobám narozeným do roku 1954
byla přidělována dev́ıticiferná č́ısla maj́ıćı tvar

r1r2m1m2d1d2/x1x2x3 ,

kde r1r2 jsou dvě posledńı cifry roku narozeńı dané osoby, m1m2 je měśıc narozeńı
osoby, přičemž pokud se jedná o ženu, pak se k tomuto dvoucifernému č́ıslu přič́ıtá
50 a d1d2 určuje den, kdy se daná osoba narodila. Tři č́ısla za lomı́tkem x1x2x3 pak
jednoznačně identifikuj́ı člověka, poněvadž prvńıch šest cifer rodného č́ısla mohou
mı́t dvě osoby tytéž. Od roku 1954 jsou rodná č́ısla deseticiferná, za lomı́tkem jsou
namı́sto tř́ı č́ıslic č́ıslice čtyři

r1r2m1m2d1d2/x1x2x3x4 .
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Do roku 1986 se jednalo o č́ıslici, jež je rovna zbytku děleńı dev́ıticiferného č́ısla
č́ıslem jedenáct. Takové deseticiferné č́ıslo je tedy již dělitelné jedenácti. Pokud se
jednalo o zbytek deset po děleńı, posledńı č́ıslićı v rodném č́ısle byla 0, viz [6, str. 166].
To však zp̊usobovalo poněkud obt́ıže, poněvadž takové č́ıslo nesplňovalo dělitelnost
jedenácti.

Od roku 1986 jsou všechna rodná č́ısla, resp. čtyřč́ısĺı za lomı́tkem, tvořena tak,
aby celé deseticiferné č́ıslo představuj́ıćı rodné č́ıslo osoby České republiky bylo vždy
dělitelné jedenácti. Důvod je prostý, pro identifikaci osob či k źıskáńı informaćı o nich
samotných jsou často rodná č́ısla zadávána do databáźı v poč́ıtač́ıch – u lékař̊u, ve
školách či např́ıklad v pojǐst’ovnách. Aby poč́ıtačový software ověřil, že zadané rodné
č́ıslo může v̊ubec existovat, je zde, kromě na prvńı pohled viditelných věćı jako je
např́ıklad počet č́ıslic, právě nutná podmı́nka dělitelnosti jedenácti.

Nyńı si představ́ıme d̊uvody, proč je právě ońım dělitelem prvoč́ıslo 11. Prvńım
takovým je, že deseticiferných č́ısel dělitelných t́ımto prvoč́ıslem je poměrně dost,
určitě v́ıce než jiných minimálně dvouciferných prvoč́ısel, viz [6, str. 166]. Druhým
pak je, že chybně zadané rodné č́ıslo se lǐśı od správně zadaného rodného č́ısla
hodnotou a·10n, kde a = {1, 2, . . . , 9} a n ∈ N0. Jak lze ze součinu vidět, takové č́ıslo
neńı nikdy dělitelné jedenácti, což je nezbytné k odhaleńı chyby v zápisu rodného
č́ısla. Pokud by totiž zmı́něný součin byl v některém př́ıpadě dělitelný jedenácti,
pak při záměně č́ıslic rodného č́ısla by software chybu neodhalil, obě dvě rodná č́ısla
by totiž splňovala podmı́nku dělitelnosti jedenácti. Pakliže by došlo k omylu ve v́ıce
cifrách, v knize [6, str. 166] se uvád́ı, že by software odhalil chybu s pravděpodobnost́ı
cca 10/11

.
= 0, 91.

Složená č́ısla a jednociferná prvoč́ısla nejsou pro odhaleńı chyb v zápisu rodných
č́ısel vhodná, nebot’ výše zmı́něná hodnota rozd́ılu a · 10n, kde a = {1, 2, . . . , 9}
a n ∈ N0, může být těmito složenými č́ısly či jednocifernými prvoč́ısly dělitelná i
přesto, že se v zápisu rodného č́ısla nacháźı chyba. Názorným př́ıkladem takového
správně a chybně zapsaného rodného č́ısla je pokud rozd́ıl mezi oněmi rodnými
č́ısly čińı např. 3 · 102. Pak je totiž správně i chybně zapsané č́ıslo dělitelné třemi a
poč́ıtačový software by chybu v zápisu rodného č́ısla neodhalil.

6.2.2 ISBN knih

Daľśı oblast́ı, kde je pro ověřováńı správného zápisu využ́ıvána dělitelnost jedenácti,
jsou ISBN knih a ISSN časopis̊u. Kódy ISBN a ISSN jsou určeny pro jednoznačnou
identifikaci knih a časopis̊u. ISBN deseticiferné kódy maj́ı následuj́ıćı podobu

z-n-k-c ,

kde z je označeńı země, popř. jazyku knihy (např́ıklad č́ıslo 80 označuje knihy
pocházej́ıćı z České či Slovenské republiky). Č́ıslo n určuje nakladatelstv́ı, u kterého
byla kniha vydána, k určuje identifikačńı č́ıslo samotné knihy u daného nakladatel-
stv́ı a c znač́ı kontrolńı č́ıslici, d́ıky ńıž je celé č́ıslo

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + 6x6 + 7x7 + 8x8 + 9x9 + 10x10,
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kde {x1, x2, . . . , x10} jsou jednotlivé cifry deseticiferného č́ısla ISBN v daném pořad́ı,
dělitelné jedenácti. Obdobně jako u rodných č́ısel, i zde nastává poněkud pot́ıž,
pakliže by měla být kontrolńı č́ıslićı hodnota 10, protože kontrolńı č́ıslićı v ISBN
je vždy pouze jednociferné č́ıslo. Řešeńı této situace je však snadné, nebot’ namı́sto
č́ısla 10 se jako kontrolńı č́ıslice uvád́ı X — ř́ımsky deset, viz [6, str. 167].

Takto prob́ıhá ověřovaćı proces zápisu ISBN knih vydaných do roku 2007, odkdy
jsou ISBN knih třinácticiferné. Před celé deseticiferné ISBN knih se totiž ještě uvád́ı
trojciferné č́ıslo 978, oddělené spojovńıkem od ostatńıch cifer, které znač́ı, že se jedná
o knihu, nikoli o hudebninu. Podoba ISBN pak vypadá takto:

978-z-n-k-c ,

kde významy ṕısmen z, n, k, c jsou neměnné, avšak kontrolńı č́ıslice c je tentokrát
volena tak, aby č́ıslo

9 + 3 · 7 + 8 + 3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 3x5 + x6 + 3x7 + x8 + 3x9 + x10

kde {x1, x2, . . . , x10} jsou jednotlivé cifry třinácticiferného č́ısla ISBN v daném pořad́ı
poč́ıtané bez prvńıho trojč́ısĺı 978, bylo dělitelné deseti.

6.2.3 ISSN časopis̊u

Již jsme uvedli, že dělitelnost jedenácti je využ́ıvána i pro ISSN časopis̊u. Ty maj́ı
tvar

x1x2x3x4-x5x6x7x8 ,

kde {x1, x2, . . . , x8} jsou jednociferná č́ısla. V tomto př́ıpadě kontrolńı č́ıslićı je osmá
cifra x8, d́ıky ńıž je č́ıslo

8x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4 + 4x5 + 3x6 + 2x7 + x8

dělitelné jedenácti. Stejně jako u ISBN knih, pokud by kontrolńı č́ıslice měla být 10,
pak je nahrazena ř́ımskou deśıtkou X, viz [6, str. 168]. Aby byla zachována syste-
matičnost v identifikačńıch č́ıslech ISBN, ISSN apod., u kód̊u ISSN se pro odlǐseńı
uvád́ı před zmı́něným osmiciferným č́ıslem trojč́ısĺı 977 oddělené spojovńıkem stejně
jako u ISBN knih. Na ověřováńı správného zápisu toto trojč́ısĺı však nemá žádný
vliv.

6.2.4 Identifikačńı č́ısla osob/organizaćı

Čtvrtou oblast́ı, kde jsou využ́ıvány jedenáctkové samodetekuj́ıćı kódy, jsou IČA,
neboli identifikačńı č́ısla osob, popř. organizaćı. Dnes jsou složena z osmiciferných
č́ısel

x1x2x3x4x5x6x7x8 ,

v minulosti tomu tak ale nebylo. Proto jsou tato IČA doplňována nulami na prvńıch
pozićıch tak, aby celé IČO splňovalo podmı́nku osmi cifer, viz [6, str. 168]. Je zřejmé,
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že i zde bude figurovat kontrolńı č́ıslice, která je volena tak, aby nějakým zp̊usobem
přisṕıvala k dělitelnosti jedenácti, resp. k ověřováńı zápisu daného č́ısla v r̊uzných
databáźıch. A to tak, že posledńı cifra osmiciferného IČA je rovna zbytku odečteného
od č́ısla 11. Zbytek je č́ıslo, které dostaneme po děleńı č́ısla

8x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4 + 4x5 + 3x6 + 2x7,

kde {x1, x2, . . . , x8} jsou jednotlivé cifry IČA v daném pořad́ı, jedenácti. Mohou
však nastat dva problémy, kdy bychom jako kontrolńı cifru x8 dostali dvouciferné
č́ıslo. Takové č́ıslo kontrolńı č́ıslićı být nemůže, nebot’ kontrolńı čislićı je vždy pouze
jedna cifra. Namı́sto kontrolńı č́ıslice 10, tedy v př́ıpadě, že zbytek po děleńı je roven
jedné, se voĺı č́ıslice 0. Druhý problém nastává při zbytku, který je roven nule, tud́ıž
kontrolńı č́ıslićı by byla 11. Ten je však vyřešen velmi podobně jako při prvńım
problému, a to tak, že kontrolńı č́ıslićı je v tomto př́ıpadě volena 1, viz [6, str. 168].

Jedenáctkové samodetekuj́ıćı kódy jsou využ́ıvány pro ověřováńı zápis̊u a odha-
lováńı chyb i v řadě daľśıch oblast́ı, jmenujme např́ıklad č́ısla bankovńıch účt̊u, kódy
ISMN či kódy na platebńıch kartách.

6.3 Prvoč́ısla v p̌ŕırodě

Velmi zaj́ımavým úkazem ve využit́ı prvoč́ısel se staly cikády. Tento hmyz, pro něhož
jsou typické hlasité zvuky, má mezi sebou dva druhy, které jsou velmi unikátńı
svým vztahem k prvoč́ısl̊um. Tyto dva druhy Magicicada tredecim a Magicicada
septendecim žij́ı pod zemı́, až jako dospěĺı jedinci se objevuj́ı nad zemı́, a to každých
13, resp. 17 let. Což samo o sobě je poněkud zvláštńı, protože oba životńı cykly
jsou prvoč́ıselné a to znamená, že se potkaj́ı spolu až každých 221 let. Neméně
zaj́ımavý je fakt, že d́ıky těmto prvoč́ıselným životńım cykl̊um cikády předcháźı
častému kontaktu se svým parazitem, jehož životńı cyklus je dvouletý či tř́ıletý,
viz [6, str. 210]. Z toho vyplývá, že se cikády a jejich parazit potkávaj́ı každých 26,
resp. 34 let. Jedná se tak o relativně dlouhou dobu, poněvadž pokud by byly délky
jejich cykl̊u (berme v potaz přibližně stejně velké jako jsou ty nyněǰśı) soudělné
s cyklem parazita, jednalo by se o mnohem dř́ıvěǰśı setkáńı a jejich ochrana před
ńım by tak byla velmi ńızká.

Poznámka 11. Nejmenš́ı společný násobek nesoudělných č́ısel je roven jejich sou-
činu, proto se druhy cikád Magicicada tredecim a Magicicada septendecim potkaj́ı
poprvé až po 221 letech (13 · 17 = 221). Pokud by byly délky životńıch cykl̊u č́ısla
soudělná, např. 9 a 15, pak by se cikády těchto druh̊u setkávaly nad zemı́ častěji,
konkrétně každých 45 let.
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7 Daľśı souvislosti

Tato posledńı kapitola pojednává o dosud nevyřčených zaj́ımavostech a souvislos-
tech týkaj́ıćıch se celé oblasti prvoč́ısel. Troufáme si ř́ıci, že již nikdo nepochybuje
o tom, že prvoč́ısla jsou oblast́ı, kde se každým dnem objevuj́ı nové poznatky,
které vedou mnohdy až k objevováńı často velmi složitých problémů. V dnešńı
době tak oplýváme širokým rozpět́ım r̊uzně zaměřených zaj́ımavost́ı o prvoč́ıslech,
které bychom mohli rozdělit do dvou větš́ıch skupin. Do prvńı oblasti bychom
mohli zařadit zaj́ımavosti, jež patř́ı jednotlivým prvoč́ısl̊um. Na základě toho pak
lze přicházet např́ıklad s novými speciálńımi typy prvoč́ısel, které vykazuj́ı stejné
vlastnosti, viz kapitola 4, nebo mohou být hybateli ke zkoumáńı nových složitěǰśıch
problémů. Při této př́ıležitosti bychom rádi zmı́nili knihu Prime Curios!, která po-
jednává o zaj́ımavostech týkaj́ıćıch se některých vybraných prvoč́ısel (i např́ıklad
těch, jejichž počet cifer převyšuje 100; pozn. do hodnoty 1000 lze nalézt v této knize
zaj́ımavosti o 159 prvoč́ıslech z celkových 168). Druhou skupinu bychom poté mohli
označit jako zaj́ımavosti a souvislosti patř́ıćı celé oblasti prvoč́ısel. Zde bychom tak
mohli zařadit např́ıklad překvapivé vlastnosti, které vykazuj́ı všechna prvoč́ısla, ale
také zaj́ımavosti, jež jsou zaměřeny na komplexńı pojet́ı prvoč́ısel. A právě kromě
Riemannovy hypotézy, o které jsme psali v kapitole 5, se v této kapitole pod́ıváme
na dva daľśı takové př́ıklady – Ulamovu spirálu a mezery mezi po sobě jdoućımi
prvoč́ısly.

7.1 Ulamova spirála

Velmi zaj́ımavým grafickým úkazem spojeným s prvoč́ısly se stala Ulamova spirála
z roku 1963, nesoućı název po svém objeviteli, polskému matematikovi Stanislavu
Ulamovi. Jej́ı zkonstruováńı autorem bylo náhodné, o to zaj́ımavěǰśı jsou pak po-
střehy, které d́ıky této spirále dostáváme. Počátečńı č́ıslićı volil jedničku a každé
daľśı přirozené č́ıslo zapisoval tak, že výsledný tvar připomı́nal spirálu, proto je dnes
tento grafický jev znám jako Ulamova spirála, viz obrázek 7.1 nahoře vlevo. Sama
o sobě nepřinášela žádné zvláštńı d̊usledky co se matematické oblasti týče, až do
doby, kdy si Ulam začal označovat ve spirále prvoč́ısla. Všiml si totiž, že se zač́ınaj́ı
seskupovat na určitých diagonálńıch př́ımkách, což je d̊usledek toho, že všechna
sudá č́ısla lež́ı na odlǐsných diagonálńıch př́ımkách než lichá č́ısla a ze sekce 2.1
v́ıme, že všechna prvoč́ısla jsou lichá kromě sudého č́ısla 2. Na obrázku 7.2, kde
je zobrazeno prvńıch 16 000 prvoč́ısel, lze tyto př́ımky vidět zřetelněji, ba dokonce
některé lze vidět zřetelněji než jiné. S t́ım maj́ı jistou spojitost tzv. polynomy gene-

64



ruj́ıćı prvoč́ısla, nebot’ č́ım v́ıce prvoč́ısel daný polynom generuje, t́ım je př́ımka, na
které lež́ı tato prvoč́ısla, zřetelněǰśı. Pravděpodobně t́ım nejznáměǰśım polynomem
generuj́ıćı prvoč́ısla je

x2 + x+ 41, (7.1)

d́ıky kterému po dosazeńı x = 0, 1, . . . , 39 dostáváme posloupnost čtyřiceti prvoč́ısel:

41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251,

281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853,

911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601.

Tato prvoč́ısla lež́ı na př́ımce, kterou v Ulamově spirále zač́ınaj́ıćı č́ıslem jedna, ne-
nalezneme, nebot’ tvar kvadratického polynomu je odlǐsný od těch, které lze v této
spirále nalézt, jak si vzápět́ı ukážeme. Pakliže však Ulamovu spirálu začneme psát
od č́ısla 41, jež je prvńım č́ıslem, resp. prvoč́ıslem, které tento polynom generuje,
dostáváme onu hledanou př́ımku, na které lež́ı všech čtyřicet prvoč́ısel, viz [6, str. 101]
a [9, str. 233]. Náznak této př́ımky lze vidět na obrázku 7.1 nahoře vpravo.

Ulamova spirála je nejčastěji uváděna s počátečńı č́ıslićı rovno jedné. Jak lze
vidět na obrázku 7.1, pokud ji však začneme psát od jiného č́ısla, můžeme sledo-
vat, jak se pozice prvoč́ısel měńı a t́ım pádem vznikaj́ı často deľśı úsečky, které
přisṕıvaj́ı k větš́ı zřetelnosti př́ımek, o které jsme psali výše. Pod́ıvejme se na Ula-
movy spirály zač́ınaj́ıćı č́ısly 1, resp. 2, resp. 3, u nichž bude měńıćı se pozice prvoč́ısel
patrněǰśı. Lze si povšimnout, že části úseček tvořený konkrétńımi prvoč́ısly z̊ustávaj́ı
ve všech třech Ulamových spirálách neměnné, pouze se lǐśı svou pozićı. Jako př́ıklad
uved’me posloupnosti prvoč́ısel {5, 17, 37}, {19, 41, 71} či {23, 47, 79}. T́ım, že se po-
zice prvoč́ısel ve spirálách lǐśı, ale části úseček (resp. posloupnost stejných prvoč́ısel)
z̊ustávaj́ı beze změn, docháźı v některých př́ıpadech k tvořeńı deľśıch úseček. Jed-
nou takovou je např́ıklad posloupnost šesti prvoč́ısel {37, 17, 5, 13, 29, 53}, kterou
lze vidět, pakliže začneme Ulamovu spirálu tvořit od č́ısla tři. Daľśım takovým
př́ıkladem je posloupnost pěti prvoč́ısel {71, 43, 23, 47, 79}, které źıskáváme d́ıky
změně pozic posloupnost́ı prvoč́ısel {71, 43} a {23, 47, 79}, které jsou opět součást́ı
všech tř́ı Ulamových spirál.

Nyńı se však budeme zabývat p̊uvodńı Ulamovou spirálou zač́ınaj́ıćı č́ıslem jedna
a pod́ıváme se bĺıže na tvar polynomu, který generuje prvoč́ısla lež́ıćı na diagonálńıch
př́ımkách (přesněji sṕı̌se polopř́ımkách, jak uvid́ıme dále). Všechna prvoč́ısla a t́ım
pádem i př́ımky, na kterých lež́ı tato prvoč́ısla, jsou generována kvadratickými po-
lynomy, viz [9, str. 232]. V knize [6, str. 101] je uvedeno, že maj́ı tvar

4x2 + bx+ c,

kde b, c ∈ Z. My však tento tvar polynomu ještě zpřesńıme a to tak, že se zaměř́ıme
pouze na polynomy generuj́ıćı lichá č́ısla, mezi nimiž lze nalézt prvoč́ısla. Jak můžeme
na obrázku 7.1 vidět, diagonálńı př́ımky maj́ı směrnici rovno +1 či −1. V této práci
se zaměř́ıme na př́ımky se směrnićı −1, v článku [10] potom lze vidět obdobný
postup pro př́ımky se směrnićı +1. Zásadńı roli v našem př́ıpadě hraje úhlopř́ıčka
se směrnićı +1 procházej́ıćı bodem jedna, viz obrázek 7.3.
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Obrázek 7.1: Ulamovy spirály.

Uvažujme dva polynomy aα(x) a bα(x), kde α ∈ Z označuje α-tou diagonálńı
polopř́ımku, jež má počátečńı bod na oné úhlopř́ıčce, o které jsme psali v předchoźım
odstavci a x ∈ N, které označuje pozice č́ısel na těchto polopř́ımkách, pak plat́ı

aα(x) =


4x2 + (8α− 8)x+ (4α2 − 10α + 5), kde α > 0,

4x2 − (8α + 8)x+ (4α2 + 6α + 5), kde α ≤ 0,
(7.2)

a

bα(x) =


4x2 + (8α− 12)x+ (4α2 − 10α + 9), kde α > 0,

4x2 − (8α + 4)x+ (4α2 + 6α + 1), kde α ≤ 0,

viz [10, str. 8]. Důkaz provedeme pro polynom aα(x), kde α > 0, odpov́ıdaj́ıćı (zeleně
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Obrázek 7.2: Diagonálńı př́ımky v Ulamově spirále. Obrázek převzat z knihy [6,
str. 101].

označeným) polopř́ımkám, které se nacházej́ı v
”
horńı čtvrtvýseči“ na obrázku 7.3.

D̊ukaz. Nejprve si spoč́ıtáme počátečńı body všech těchto polopř́ımek, tedy plat́ı, že
x = 1 a α = {1, 2, 3, . . .},

a1(1) = 3

a2(1) = 13

a3(1) = 31

a4(1) = 57

a5(1) = 91 atd.

Nyńı lze odvodit rekurzivńı vztah pro všechna č́ısla nacházej́ıćı se na pozićıch x = 1.
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Obrázek 7.3: Kvadratické polynomy generuj́ıćı př́ımky se směrnićı −1.

Stejným zp̊usobem popsaným v článku [10, str. 25] źıskáváme, že

a1(1) = 3

a2(1) = a1(1) + 2 · 2 + 2 · 3
a3(1) = a2(1) + 2 · 4 + 2 · 5
a4(1) = a3(1) + 2 · 6 + 2 · 7
a5(1) = a4(1) + 2 · 8 + 2 · 9,

a tedy

a1(1) = 3

aα(1) = aα−1(1) + 2 · 2 · (α− 1) + 2 · (2α− 1) kde α > 1.

Vyjdeme-li z tvrzeńı (7.2), dostáváme, že polynom aα(1) lze vyjádřit i následuj́ıćım
zp̊usobem

aα(1) = 4α2 − 2α + 1,

což využijeme při daľśıch výpočtech. Již máme tedy odvozený rekurzivńı vztah pro
č́ısla lež́ıćı na hlavńı úhlopř́ıčce a maj́ıćı pozici rovno jedné (x = 1). Nyńı se zaměř́ıme
na polynomy, kde α ∈ {1, 2, 3, 4} a x ∈ {1, 2, 3, 4}, určujeme tud́ıž prvńı čtyři
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po sobě jdoućı č́ısla lež́ıćı na odpov́ıdaj́ıćıch si diagonálńıch (zeleně označených)
polopř́ımkách, nacházej́ıćı se v

”
horńı čtvrtvýseči“ na obrázku 7.3.

Pro a1(x),

a1(1) = 3,

a1(2) = a1(1) + 2 + 2 · 2 + 4 + 2,

a1(3) = a1(2) + 2 + 2 · 4 + 6 + 4,

a1(4) = a1(3) + 2 + 2 · 6 + 8 + 6.

Pro a2(x),

a2(1) = 13,

a2(2) = a2(1) + 4 + 2 · 4 + 6 + 2,

a2(3) = a2(2) + 4 + 2 · 6 + 8 + 4,

a2(4) = a2(3) + 4 + 2 · 8 + 10 + 6.

Pro a3(x),

a3(1) = 31,

a3(2) = a3(1) + 6 + 2 · 6 + 8 + 2,

a3(3) = a3(2) + 6 + 2 · 8 + 10 + 4,

a3(4) = a3(3) + 6 + 2 · 10 + 12 + 6.

Pro a4(x),

a4(1) = 57,

a4(2) = a0(1) + 8 + 2 · 8 + 10 + 2,

a4(3) = a0(2) + 8 + 2 · 10 + 12 + 4,

a4(4) = a0(3) + 8 + 2 · 12 + 14 + 6.

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě d́ıky uvedeným šestnácti př́ıklad̊um lze odvodit
rekurzivńı vztah, tentokrát pro všechna č́ısla nacházej́ıćı se na (zeleně označených)
polopř́ımkách v

”
horńı čtvrtvýseči“ na obrázku 7.3. Pro polynom aα(x) tud́ıž plat́ı

aα(x) = aα(x− 1) + 2α + 2 · 2 · (x− 2 + α) + 2 · (x− 1 + α) + 2 · (x− 1)

= aα(x− 1) + 8α + 8x− 12, kde α > 0 a x > 1.

V tomto př́ıpadě rekurzivńı vyjádřeńı nacháźı své využit́ı pouze tehdy, když bychom
znali č́ıslo nacházej́ıćı se na předchoźı pozici. My však chceme dokázat tvrzeńı (7.2),
které je nezávislé na hodnotě předchoźıho č́ısla. K tomu využijeme hodnoty na od-
pov́ıdaj́ıćıch si pozićıch, které rozeṕı̌seme následovně:

a1(3) = 3 + 2 + 2 · 2 + 4 + 2 + 2 + 2 · 4 + 6 + 4,

a2(3) = 13 + 4 + 2 · 4 + 6 + 2 + 4 + 2 · 6 + 8 + 4,

a3(3) = 31 + 6 + 2 · 6 + 8 + 2 + 6 + 2 · 8 + 10 + 4,

a1(4) = 3 + 2 + 2 · 2 + 4 + 2 + 2 + 2 · 4 + 6 + 4 + 2 + 2 · 6 + 8 + 6,

a2(4) = 13 + 4 + 2 · 4 + 6 + 2 + 4 + 2 · 6 + 8 + 4 + 4 + 2 · 8 + 10 + 6,

a3(4) = 31 + 6 + 2 · 6 + 8 + 2 + 6 + 2 · 8 + 10 + 4 + 6 + 2 · 10 + 12 + 6,

z čehož dostáváme, že

aα(x) = aα(1) + (x− 1) · (2α + 4α + 2x− 4 + 2α + x+ x)

= aα(1) + (x− 1) · (8α + 4x− 4)

= aα(1) + 4x2 − 8x+ 8αx− 8α + 4, kde α > 0 a x > 0.

Využijeme-li nyńı výpočet z úvodńı části d̊ukazu aα(1) = 4α2 − 2α + 1, obdrž́ıme

aα(x) = 4α2 − 2α + 1 + 4x2 − 8x+ 8αx− 8α + 4

= 4α2 − 10α + 5 + 4x2 − 8x+ 8αx

= 4α2 + (8α− 8)x+ (4α2 − 10α + 5), kde α > 0 a x > 0,

což jsme chtěli dokázat.
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Pro polynomy aα(x), kde α ≤ 0 a bα(x), kde α > 0 i α ≤ 0 bychom tvrzeńı (7.2)
dokazovali obdobně jako jsme si ukázali pro polynom aα(x), kde α > 0.

7.2 Mezery mezi prvoč́ısly

Daľśı zaj́ımavost́ı, kterou jsme v kapitole 5 již trochu nast́ınili, je rozložeńı prvoč́ısel
a s ńım souvisej́ıćı velikosti mezer mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly. Posloupnost č́ısel

1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2, 6, 4, 2, 4, 6, 6, 2, 6, 4, 2, 6, . . . (7.3)

označuje právě tyto velikosti poč́ınaje prvńım prvoč́ıslem 2 a v našem př́ıpadě konč́ıćı
prvoč́ıslem 79. Ačkoliv všechny členy posloupnosti nelze napsat, nebot’ v́ıme, že
prvoč́ısel je nekonečně mnoho, což jsme dokázali v sekci 2.2, s jistotou lze ř́ıci, že č́ıslo
1 se vyskytuje v této posloupnosti právě jednou a to jako prvńı člen posloupnosti.
Důkaz vycháźı z faktu, že všechna prvoč́ısla jsou lichá, kromě č́ısla 2, tud́ıž velikost
mezery mezi nimi je minimálně rovna dvěma. Dokonce se v posloupnosti kromě č́ısla
1 nenacháźı žádné jiné liché č́ıslo, poněvadž pokud by tomu tak bylo, pak by muselo
být jedno prvoč́ıslo sudé a po něm jdoućı prvoč́ıslo liché (nebo naopak), aby jejich
rozd́ıl činil liché č́ıslo. A to jak v́ıme z předchoźı věty či ze sekce 2.1 nikdy nenastane,
kromě již zmı́něného sudého prvoč́ısla 2 a po něm jdoućım lichém prvoč́ıslu 3.

Jestliže č́ısla v posloupnosti znač́ı rozd́ıly po sobě jdoućıch prvoč́ısel, resp. velikost
mezery k mezi nimi, pak zřejmě plat́ı, že mezi těmito prvoč́ısly lze nalézt (k− 1) po
sobě jdoućıch složených č́ısel. Jako př́ıklad se zaměřme na prvńı mezeru o velikosti
4, znač́ıćı mezeru mezi prvoč́ısly 7 a 11. V tomto intervalu nalezneme právě tři
po sobě jdoućı složená č́ısla – 8, 9 a 10. Nebo pro prvńı mezeru o velikosti 6, jež
znázorňuje rozd́ıl prvoč́ısel 23 a 29, plat́ı, že mezi těmito dvěma prvoč́ısly nalezneme
právě pět po sobě jdoućıch složených č́ısel – 24, 25, 26, 27 a 28. T́ımto se dostáváme
ke známému tvrzeńı, které ř́ıká, že

Věta 8. Mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly lze naj́ıt libovolně velké mezery.

D̊ukaz. Necht’ požadujeme naj́ıt mezeru mezi prvoč́ısly o velikosti alespoň n > 1, n ∈
N, tedy alespoň (n− 1) po sobě jdoućıch složených č́ısel. Pak existuj́ı č́ısla

n! + 2 = (1 · 2 · 3 · 4 · · · · · n) + 2

n! + 3 = (1 · 2 · 3 · 4 · · · · · n) + 3

n! + 4 = (1 · 2 · 3 · 4 · · · · · n) + 4

...

n! + n = (1 · 2 · 3 · 4 · · · · · n) + n,

jež jsou právě oněmi hledanými po sobě jdoućımi složenými č́ısly. Plat́ı totiž, že
č́ıslo n! + 2 je dělitelné dvěma, poněvadž prvńı i druhý sč́ıtanec je dělitelný dvěma
(viz barevné značeńı), č́ıslo n! + 3 je dělitelné třemi, č́ıslo n! + 4 je dělitelné čtyřmi
atd. až do č́ısla n! +n, které je dělitelné n. Tato č́ısla maj́ı tedy v́ıce než dva dělitele
a o prvoč́ısla se tak s jistotou nejedná, viz definice 1, resp. 5. Dokázali jsme tud́ıž,
že mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly můžeme nalézt libovolně velké mezery.
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V úvodu této sekce jsme zmı́nili, že mezery mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly
souviśı s rozložeńım prvoč́ısel, tedy konkrétně s prvoč́ıselnou větou 7, která sděluje,
že hodnota prvoč́ıselné funkce π(x), počet prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných než č́ıslo
x, v bodě x je přibližně rovna hodnotě funkce x/ln(x) v témže bodě

π(x) ≈ x

ln(x)
.

Když provedeme následuj́ıćı úpravu

x

π(x)
≈ ln(x),

dostáváme, že pr̊uměrná velikost mezery mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly pobĺıž
č́ısla x je přibližně rovna hodnotě ln(x). V tabulce 7.1 jsou pro srovnáńı uvedeny
hodnoty těchto funkćı pro vybraná č́ısla x. Lze tak volně ř́ıci, že každé x/π(x). č́ıslo
je v intervalu nula až x prvoč́ıslem.

Tabulka 7.1: Př́ıklady pr̊uměrných velikost́ı mezer mezi prvoč́ısly.

x x/π(x) ln(x)
10 2,5 2,303

100 4 4,605
1000 5,952 6,908

10 000 8,137 9,210
100 000 10,425 11,513

1 000 000 12,739 13,816
10 000 000 15,047 16,118

...
...

...

Ze sekce 2.1 v́ıme, že se stále se zvětšuj́ıćımi č́ısly prvoč́ısla ř́ıdnou. Je tak evi-
dentńı, že v posloupnosti (7.3) se postupně zač́ınaj́ı objevovat větš́ı a větš́ı č́ısla
resp. větš́ı mezery mezi po sobě jdoućımi prvoč́ısly jsou stále pravděpodobněǰśı
(na odkazu A001223, v databázi celoč́ıselných posloupnost́ı OEIS, lze vidět některé
daľśı členy posloupnosti). Tohoto poznatku si také můžeme povšimnout ve druhém
sloupci v tabulce 7.1, označuj́ıćı výše zmı́něné pr̊uměrné velikosti mezer mezi po
sobě jdoućımi prvoč́ısly pobĺıž č́ısla x.

Na stránce [19] lze naj́ıt všechny doposud známé mezery mezi po sobě jdoućımi
prvoč́ısly až do č́ısla 999 999 998, kde u každé z nich je mimo jiné uveden rok jej́ıho
objeveńı, objevitel či po jakém prvoč́ısle se tato mezera nacháźı (nemuśı se však
jednat o prvńı výskyt této mezery). Z hlediska největš́ı mezery mezi po sobě jdoućımi
prvoč́ısly je mezera o velikosti 6 582 144 právě tou doposud největš́ı, jež byla objevena
roku 2017 Martinem Raabem. Z hlediska největš́ı maximálńı mezery mezi po sobě
jdoućımi prvoč́ısly je to pak mezera o velikosti 1550, kterou objevil v roce 2014
Bertil Nyman. Maximálńı mezery jsou totiž takové mezery, které jsou maximálńı
vzhledem k velikosti mezer před nimi.
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Poznámka 12. Na zmı́něné stránce [19] jsou maximálńı mezery vyznačeny hvězdič-
kou. U ostatńıch mezer, které hvězdičkou označeny nejsou a jsou věťśı než 1550, tak
plat́ı, že se mezi po sobě následuj́ıćımi prvoč́ısly minimálně jednou vyskytuj́ı, neńı
však známo, zda se jedná o mezery maximálńı.
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Závěr

V této bakalářské práci jsme čtenáře seznámili se základńımi poznatky a r̊uznými
zaj́ımavostmi týkaj́ıćı se prvoč́ısel. Ta totiž hraj́ı kĺıčovou roli v mnoha oblastech
matematiky, ale své využit́ı nacházej́ı i v oblastech na prvńı pohled s nimi nesou-
visej́ıćımi. Jmenujme např́ıklad oblast informatiky a šifrováńı, kde jsme představili
metodu RSA, využ́ıvanou předevš́ım v online bankovnictv́ı a jej́ıž bezpečnost spoč́ıvá
v doposud neobjevených prostředćıch rozložeńı velkého č́ısla na prvoč́ısla či oblast
kultury, kde je využ́ıváno prvoč́ıslo 11 slouž́ıćı k ověřováńı správnosti zadávaných
identifikačńıch č́ısel. Jejich nezastupitelnost spoč́ıvá v unikátńıch vlastnostech, které
jsme čtenáři přibĺıžili předevš́ım v prvńıch dvou kapitolách.

Čtenáři byly taktéž představeny nejpouž́ıvaněǰśı testy prvoč́ıselnosti, které se
v dnešńı době d́ıky vývoji výpočetńı techniky stávaj́ı č́ım dál t́ım efektivněǰśı pro od-
halováńı prvoč́ısel v řádech až několika milion̊u cifer. Dı́ky těmto test̊um čtenář źıskal
povědomı́ o Mersennových prvoč́ıslech, která jsou zároveň doposud největš́ımi zná-
mými prvoč́ısly či o Fermatových prvoč́ıslech, která zase maj́ı velmi úzkou souvislost
s konstruovatelnými mnohoúhelńıky. Ačkoliv spoustu zaj́ımavost́ı o prvoč́ıslech již
dnes známo je a my se tak s některými z nich mohli bĺıže seznámit, mnoho takových
na své objeveńı stále čeká. Často tyto zaj́ımavosti a souvislosti s jinými obory vedou
k velmi rozsáhlým a obt́ıžným problémům, které i přes současné prostředky mate-
matiky, stávaj́ıćı znalosti z ostatńıch obor̊u a rozv́ıjej́ıćı se technologie, z̊ustávaj́ı ne-
dokázány. Typickým př́ıkladem je Riemannova hypotéza, u které byl čtenář seznámen
nejen s jej́ım zněńım, ale zejména s jej́ı souvislost́ı s rozložeńım prvoč́ısel.

Ćılem práce bylo čtenáře seznámit s jedinečnými vlastnostmi prvoč́ısel, d́ıky nimž
jsou prvoč́ısla označována za stavebńı bloky celé oblasti matematiky, a přibĺıžit r̊uzné
zaj́ımavosti a souvislosti týkaj́ıćı se nejen jednotlivých prvoč́ısel, ale předevš́ım celé
této oblasti. V neposledńı řadě poukázat na to, jak na prvńı pohled elementárně
a neškodně vypadaj́ıćı č́ısla mohou vést až k velmi složitým problémům, které se i
přes všechny do dnešńıho dne dostupné prostředky, nepodařilo dokázat.

Při psańı bakalářské práce jsem se utvrdila v tom, že i ta nejprobádaněǰśı ob-
last může pořád přicházet s novými poznatky, d́ıky kterým tak máme možnost
objevovat stále hlubš́ı souvislosti mezi r̊uznými oblastmi našich život̊u. Rozš́ı̌rila
jsem si povědomı́ o spoustu nových informaćı, co se prvoč́ısel týče a taktéž neméně
opomı́jeným př́ınosem mi byla, do té doby neznámá, práce s programem TEX,
resp. jeho baĺıkem LATEX, ve kterém je celá tato bakalářská práce vysázena.
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knihy Základy pocháźı od J. L. Heiberga (1883–1885), moderńı anglický překlad
editoval R. Fitzpatrick. ISBN 978-0-6151-7984-1.
http://farside.ph.utexas.edu/Books/Euclid/Elements.pdf

[3] Benjamin Fine, Gerhard Rosenberger: Number Theory — An Introduction via
the Density of Primes, second edition, Birkhäuser, Switzerland, 2016. ISBN
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(webová stránka), PrimePages, 2020.
https://primes.utm.edu/prove/merged.html

[12] Chris K. Caldwell, Angela Reddick, Yeng Xiong: The History of the Primality
of One: A Selection of Sources, Journal of Integer Sequences, Volume 15 (2012),
Article 12.9.8.
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL15/Caldwell2/cald6.pdf

[13] Cmglee: Number of sides of known constructible polygons (obrázek), 2018.
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https://rosettacode.org/wiki/Fermat_numbers

[17] J. C. Morehead: Note on the factors of Fermat’s numbers, Bulletin of the
American Mathematical Society, Volume 12, Number 9 (1906), pp. 449–451.
https://www.ams.org/journals/bull/1906-12-09/

S0002-9904-1906-01371-4/S0002-9904-1906-01371-4.pdf

[18] J. C. Morehead, A. E. Western: Note on Fermat’s numbers, Bulletin of the
American Mathematical Society, Volum 16, Number 1 (1909), pp. 1–6.
https://www.ams.org/journals/bull/1909-16-01/

S0002-9904-1909-01841-5/S0002-9904-1909-01841-5.pdf

[19] Thomas R. Nicely: Some Results of Research in Computational Number Theory
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https://en.wikipedia.org/wiki/Miller%E2%80%93Rabin_primality_test

[36] Wikipedia: Sieve of Atkin (webová stránka), 2020.
https://en.wikipedia.org/wiki/Sieve_of_Atkin

[37] Wikipedia: Sieve of Sundaram (webová stránka), 2020.
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