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Úvod

Uspo°ádaná grupa je struktura, která je sou£asn¥ grupou i uspo°ádanou mnoºinou a
navíc platí monotónost s£ítání vzhledem k uspo°ádání. Motivací pro studium t¥chto
struktur je p°edev²ím jejich dal²í vyuºití v r·zných uspo°ádaných topologických pro-
storech. Existuje mnoho nejr·zn¥j²ích konstrukcí uspo°ádaných grup. V této práci se
zabývám p°edev²ím uspo°ádanými grupami, které jsou uspo°ádány lineárn¥ nebo jsou
vzhledem k uspo°ádání svazem.

Práce je rozd¥lena na n¥kolik £ástí. V první kapitole se zavádí pojem uspo°ádané
grupy a charakterizuje se kladný kuºel. Dále se zabývá nejd·leºit¥j²ími vlastnostmi
kladného kuºele.

Druhá kapitola je v podstat¥ sbírka °e²ených p°íklad· zahrnující nejr·zn¥j²í kon-
strukce uspo°ádaných grup. Asi nejd·leºit¥j²ím p°íkladem je p°íklad 8, který se zabývá
automor�smy °et¥zce T.

T°etí a £tvrtá kapitola se zabývají základními vlastnostmi uspo°ádaných grup a
zavádí pojem absolutní hodnoty a ortogonálních prvk·, které pak dále zkoumá.

Poslední kapitola nasti¬uje problém archimedovských linárn¥ uspo°ádaných grup
a obsahuje d·kaz Hölderovy v¥ty. Tato d·leºitá v¥ta °íká, ºe kaºdá archimedovská
lineárn¥ uspo°ádaná grupa je izomorfní s podgrupou reálných £ísel.
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1 Uspo°ádané grupy

De�nice 1. Uspo°ádaná grupa je struktura G = (G; ·,≤), kde (G; ·) je grupa a ≤

uspo°ádání takové, ºe pro kaºdé f, g, h ∈ G platí f ≤ g ⇒ fh ≤ gh & hf ≤ hg. Je-li

(G;≤) °et¥zec, G se nazývá lineárn¥ uspo°ádaná grupa. Je-li (G;≤) svaz, G se nazývá

svazov¥ uspo°ádaná grupa (krátce `-grupa).

Z de�nice snadno plyne, ºe v `-grupách je násobení distributivní p°es svazové ope-

race, tj. platí x(u ∨ v)y = xuy ∨ xvy a duáln¥ x(u ∧ v)y = xuy ∧ xvy. Opravdu,

evidentn¥ x(y∨ z) ≥ xy, xz. Kdyº u ≥ xy, xz, pak x−1u ≥ y, z, tj. x−1u ≥ y∨ z, odkud

u ≥ x(y∨z). Tedy x(y∨z) = xy∨xz. Podobn¥ se dokáºe distributivita z prava. D·kaz

pro ∧ je duální.

V následujícím textu budeme v¥t²inou zna£it uspo°ádanou grupu (G; ·,≤) i grupu

(G; ·) písmenem G. Jednotku grupy G budeme obvykle zna£it 1.

Prvek g ∈ G se nazývá kladným prvkem, jestliºe 1 ≤ g. Mnoºina v²ech kladných

prvk· se nazývá kladný kuºel a zna£í se G+. Podobn¥ g ∈ G se nazývá záporný prvek,

kdyº g ≤ 1. Mnoºina v²ech záporných prvk· se nazývá záporný kuºel a zna£í se G−.

Kladný kuºel G+ charakterizuje uspo°ádání ≤, protoºe pro kaºdé f, g ∈ G evidentn¥

platí f ≤ g ⇔ f−1g ∈ G+ ⇔ gf−1 ∈ G+.

Navíc v `-grup¥ m·ºeme kaºdý prvek g ∈ G zapsat ve tvaru g = ab−1 pro n¥které

a, b ∈ G+. Skute£n¥, poloºíme-li a = g ∨ 1 a b = g−1 ∨ 1, potom gb = g(g−1 ∨ 1) =

1 ∨ g = a, tj. g = ab−1.

V¥ta 2. Grupu G lze uspo°ádat, práv¥ kdyº existuje podmnoºina P ⊆ G taková, ºe

platí:

1. P ∩ P−1 = {1}, kde P−1 = {g−1 | g ∈ P},

2. P · P = P,

3. xPx−1 = P pro kaºdé x ∈ G.

Uspo°ádání je lineární, práv¥ kdyº P ∪ P−1 = G.

D·kaz. Nech´ ≤ je kompatibilní uspo°ádání na G a nech´ P = G+ je kladný kuºel

ur£ený tímto uspo°ádáním. Kdyº x ∈ P ∩ P−1, pak platí x ≥ 1 a sou£asn¥ x = y−1

pro n¥které y ≥ 1. Tedy 1 ≥ y−1 = x, a proto x = 1 a první tvrzení platí. Zvolme nyní
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x, y ∈ P. Platí x ≥ 1 a y ≥ 1, a tedy i xy ≥ 1. D·sledkem je, ºe P ⊇ P ·P. T°etí tvrzení

dokáºeme tak, ºe zvolíme y ∈ P ; pak pro kaºdé x ∈ G platí xyx−1 ≥ x1x−1 = 1, a tak

xyx−1 ∈ P. Proto xPx−1 ⊆ P. Toto platí pro v²echna x, tedy kdyº x nahradíme x−1,

získáme x−1Px ⊆ P, coº nám dává opa£nou inkluzi P ⊆ xPx−1.

P°edpokládejme, ºe P je podmnoºinaG, která spl¬uje dané t°i podmínky. De�nujme

relaci ≤ na G takto: x ≤ y ⇔ yx−1 ∈ P. Je jasn¥ vid¥t, ºe ≤ je re�exivní. Kdyº

x ≤ y a y ≤ x, pak yx−1 ∈ P a také (yx−1)−1 = xy−1 ∈ P (tj. yx−1 ∈ P−1).

Z první podmínky dostáváme yx−1 = 1, tedy y = x a relace ≤ je antisymetrická.

Dokáºeme je²t¥ tranzitivitu. Zvolme x ≤ y a y ≤ z. Pak yx−1 ∈ P a zy−1 ∈ P. Pak

zy−1yx−1 = zx−1 ∈ P, tedy x ≤ z. Tedy relace ≤ je uspo°ádáním na G. Abychom

ov¥°ili kompatibilitu, vezm¥me x ≤ y. Pak yx−1 ∈ P a podle t°etí podmínky pro

v²echna a, b ∈ G platí

ayb(axb)−1 = aybb−1x−1a−1 = ayx−1a−1 ∈ P,

tedy axb ≤ ayb. Z toho plyne, ºe ≤ je kompatibilní s násobením. Kone£n¥ v²imn¥me

si, ºe 1 ≤ y, práv¥ kdyº y ∈ P, tedy P je kladným kuºelem vzhledem k uspo°ádání,

které je ur£eno mnoºinou P .

P°edpokládejme nyní, ºe P ∪P−1 = G. Potom pro v²echna x, y ∈ G platí xy−1 ∈ P

nebo xy−1 ∈ P−1, tedy xy−1 ≥ 1 nebo xy−1 ≤ 1. V prvním p°ípad¥ máme x ≥ y

a ve druhém x ≤ y. Proto G je lineárn¥ uspo°ádaná. Naopak, pokud G je lineárn¥

uspo°ádaná, pro v²echna x ∈ G platí x ≥ 1 nebo x ≤ 1. Proto x ∈ P nebo x ∈ P−1, a

tedy G = P ∪ P−1.

Následující v¥ta dává odpov¥¤ na otázku, které monoidy jsou kladným kuºelem

n¥které uspo°ádané grupy:

V¥ta 3. Monoid (P ; ·) je kladným kuºelem n¥které uspo°ádané grupy, práv¥ kdyº

1. v P lze krátit,

2. ∀a, b ∈ P : ab = 1⇒ a = b = 1,

3. ∀a ∈ P : aP = Pa.

D·kaz. D·kaz v¥ty 3 lze najít nap°íklad v [2]. Uve¤me aspo¬ nástin d·kazu: Podle

pomínek (1) a (3) pro kaºdé x, y ∈ P existuje jediný prvek xy ∈ P takový, ºe xy = yxy.

De�nujeme-li na P × P násobení p°edpisem (a, b) · (c, d) = (acb, db), pak (P × P ; ·) je
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pologrupa. Dál na P ×P zavedeme ekvivalenci ∼ takto: (a, b) ∼ (c, d)⇔ adb = cb. Pak

∼ je kongruence na (P × P ; ·) a faktorová pologrupa (P × P ; ·)/ ∼ je grupa, do níº se

p·vodní pologrupa (P ; ·) vno°í zobrazením x 7→ [(x, 0)]∼.Mnoºina {[(x, 0)]∼ | x ∈ P 2},

tj. kopie P pak spl¬uje podmínky (1), (2) a (3) z v¥ty 3, a je tedy kladným kuºelem

jistého uspo°ádání na grup¥ (P × P ; ·)/ ∼ .

Poznámka 1. Jestliºe P spl¬uje tyto podmínky, potom na P existuje p°irozené uspo-

°ádání, které je de�nováno takto: a ≤ b ⇔ b = ax pro n¥které x ∈ P ⇔ b = ya pro

n¥které y ∈ P . Navíc kdyº chápeme P jako kladný kuºel G, potom toto uspo°ádání

splývá s uspo°ádáním indukovaným G.

D·kaz. Nejprve si v²imn¥me, ºe podle podmínky 3 máme b = ax pro n¥které x ∈ P ,

práv¥ kdyº b = ya pro n¥které y ∈ P . Re�exivita ≤ je z°ejmá. Kdyº a ≤ b & b ≤ a, pak

b = ax a a = by pro n¥které x, y ∈ P , tedy a = by = axy. Z podmínek 1 a 2 dostáváme

x = y = 1, tj. a = b. Tedy ≤ je antisymetrická. Tranzitivita je evidentní: kdyº a ≤ b &

b ≤ c, pak c = axy, tj. a ≤ c. Nyní p°edpokládejme, ºe P je kladný kuºel uspo°ádané

grupy G. Nech´ a, b ∈ P a a ≤ b v G. V tom p°ípad¥ ale m·ºeme psát b = a(a−1b), kde

a−1b ∈ P . Naopak, kdyº a ≤ b v P , tj. b = ax pro n¥které x ∈ P , pak a−1b = x ∈ P, a

tedy a ≤ b v G. Tedy ob¥ uspo°ádání na P splývají.
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2 P°íklady uspo°ádaných grup

P°íklad 1. P°irozená £ísla, celá £ísla, racionální £ísla a reálná £ísla vzhledem k obvyk-

lému s£ítání a uspo°ádání jsou lineárn¥ uspo°ádané grupy.

P°íklad 2. Nech´ G je libovolná grupa. G se nazývá triviáln¥ uspo°ádaná, jestliºe platí

f ≤ g ⇔ f = g, tj. (G;≤) je anti°et¥zec. Vzhledem k ≤ je G uspo°ádaná grupa.

Poznámka 2. Kaºdou grupu lze uspo°ádat triviáln¥. Netriviální netriviáln¥ uspo°á-

daná grupa je ov²em vºdy nekone£ná.

D·kaz. Nech´ G je netriviální a netriviáln¥ uspo°ádaná, tj. existují a, b ∈ G tak, ºe

a < b. Pak x = a−1b > 1 a xn > 1 pro kaºdé n ∈ N, protoºe 1 < x ≤ x2 . . . . Kdyby

xk = xl pro n¥které k, l ∈ N, k > l, pak by platilo xk−l = 1, p°i£emº k − l ∈ N, coº

není moºné.

P°íklad 3. Komplexní £ísla s upo°ádáním a + bi ≤ x + yi ⇔ a ≤ x & b ≤ y tvo°í

`-grupu.

D·kaz. Komplexní £ísla se s£ítáním tvo°í komutativní grupu. Zjistíme, zda ≤ je uspo-

°ádání. Re�exivita je z°ejmá. Ov¥°íme asymetrii. Nech´ a + bi, x + yi ∈ C takové, ºe

a + bi ≤ x + yi & x + yi ≤ a + bi. Pak a = x & b = y, tedy a + bi = x + yi. Ov¥°íme

tranzitivitu. Nech´ a+bi, c+di, e+fi ∈ C takové, ºe a+bi ≤ c+di & c+di ≤ e+fi. Pak

a ≤ e & b ≤ f , tedy a+bi ≤ e+fi. Tedy ≤ je uspo°ádání. Nyní ov¥°íme, jestli se jedná

o uspo°ádanou grupu vzhledem k tomuto uspo°ádání. Nech´ a + bi, x + yi, c + di ∈ C

a platí a + bi ≤ x + yi. Pak a ≤ x & b ≤ y implikuje a + c ≤ x + c & b + d ≤ y + d,

tedy (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i ≤ (x+ c) + (y + d)i = (x+ yi) + (c+ di).

Komplexní £ísla s tímto uspo°ádáním tvo°í tedy uspo°ádanou grupu, která v²ak není

uspo°ádána lineárn¥, protoºe v ní existují nesrovnatelné prvky (nap°íklad 2 + 3i a

3+2i). Zbývá ov¥°it, ºe uspo°ádaná mnoºina (C;≤) je svazem. Vezm¥me dv¥ libovolná

£ísla a + bi, c + di ∈ C. Evidentn¥ platí (a + bi) ∧ (c + di) = (a ∧ c) + (b ∧ d)i a

(a+ bi)∨ (c+di) = (a∨ c)+(b∨d)i, tedy uspo°ádaná mnoºina je svazem a (C; +,≤) `-

grupa. Popí²eme si kladný kuºel (C; +,≤). Prvek a+bi je kladný, práv¥ kdyº 0 ≤ a+bi,

tj. a ≥ 0 & b ≥ 0.

P°íklad 4. Komplexní £ísla s uspo°ádáním a + bi ≤ x + yi ⇔ a < x nebo (a = x &

b ≤ y) tvo°í lineárn¥ uspo°ádanou grupu.

11



D·kaz. Op¥t musíme nejprve ov¥°it, ºe ≤ je uspo°ádání. D·kaz je velmi podobný

p°ede²lému p°íkladu. Re�exivita je z°ejmá. Antisymetrie: nech´ a + bi, x + yi ∈ C

taková, ºe a + bi ≤ x + yi & x + yi ≤ a + bi. Pak [a < x nebo (a = x & b ≤ y)] &

[x < a nebo (a = x & b ≤ y)]. Vzhledem k tomu, ºe nem·ºe platit sou£asn¥ a < x a

a > x, musí být a = x. Dále pak sou£asn¥ platí b ≤ y a b ≥ y, tedy b = y. Celkov¥

dostáváme a+ bi = x+ yi. Ov¥°íme tranzitivitu. Nech´ a+ bi, c+ di, e+ fi ∈ C. Kdyº

a + bi ≤ c + di & c + di ≤ e + fi, tj. [a < c nebo (a = c & b ≤ y)] & [c < e nebo

(c = e & d ≤ f)], pak a < e nebo (a = e & b ≤ f), tedy a + bi ≤ e + fi. Dokáºeme

monotónost s£ítání. Nech´ a+ bi, x+ yi, c+ di ∈ C a platí a+ bi ≤ x+ yi. Kdyº a < x,

pak a+ c < x+ c a tedy (a+ bi) + (c+ di) ≤ (x+ yi) + (c+ di). Kdyº a = x a b ≤ y,

pak a+ c = x+ c a b+ d ≤ y + d, tedy (a+ bi) + (c+ di) ≤ (x+ yi) + (c+ di). Jedná

se o uspo°ádanou grupu. Z de�nice uspo°ádání ≤ je vid¥t, ºe je to lineární uspo°ádání,

tedy (C; +,≤) je lineárn¥ uspo°ádaná grupa. Popí²eme kladný kuºel. Prvek a + bi je

kladný, práv¥ kdyº 0 ≤ a+ bi, tj a > 0 nebo (a = 0 & b ≥ 0).

P°íklad 5. Komplexní £ísla s uspo°ádáním a + bi ≤ x + yi ⇔ (a = x & b = y) nebo

(a < x & b < y) tvo°í uspo°ádanou grupu, která v²ak není `-grupa.

D·kaz. D·kaz je podobný jako v p°ede²lých p°ípadech. Re�exivita je jasná. Asymetrie

je také jasn¥ vid¥t. Ov¥°íme tranzitivitu. Nech´ a+ bi, c+ di, e+ fi ∈ C. Kdyº (a = c

& b = d) & (c = e & d = f), je vid¥t a+ bi ≤ e+ fi. Podobn¥ pro (a = c & b = d) &

(c < e & d < f) a (a < c & b < d) & (c < e & d < f). Ov¥°íme monotónost s£ítání.

Nech´ a+ bi, x+ yi, c+ di ∈ C. Z a+ bi ≤ x+ yi plyne a+ c = x+ c a b+ d = y + d,

a tedy (a + bi) + (c + di) ≤ (x + yi) + (c + di). Ve druhém p°ípad¥ z a + c < x + c a

b+ d < y + d také vyplývá (a+ bi) + (c+ di) ≤ (x+ yi) + (c+ di). Tedy (C; +,≤) je

uspo°ádanou grupou. Zbývá dokázat, ºe existují dvojice prvk·, které nemají in�mum

nebo supremum. Vezm¥me si nap°íklad prvky 1+2i a 2+i. Vidíme, ºe sup{1+2i, 2+i}

neexistuje, protoºe spole£né horní závory jsou prvky x + yi takové, ºe x > 2 & y > 2.

Zbývá je²t¥ popsat kladný kuºel. Prvek x+ yi je kladný, kdyº 0 ≤ x+ yi, tj. x = y = 0

nebo (x > 0 & y > 0).

P°íklad 6. Nech´ G =


 a b

0 1

 | a, b ∈ Q, a > 0

. Pak G je uspo°ádaná grupa

vzhledem k násobení matic a uspo°ádání:

 a b

0 1

 ≤
x y

0 1

 ⇔ a < x nebo (a =

x & b ≤ y).
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D·kaz. Tento p°íklad je podobný p°íkladu 4. Tato struktura je grupa. Re�exivita je

z°ejmá.

Nyní p°edpokládejme, ºe

 a b

0 1

,

 c d

0 1

 ∈ G a platí

 a b

0 1

 ≤
 c d

0 1

 &

 c d

0 1

 ≤
 a b

0 1

 .

Z první podmínky plyne a < c nebo (a = c & b ≤ d), ze druhé c < a nebo (c = a &

b ≤ d). Je vid¥t, ºe musí platit a = c a b = d, tedy

 a b

0 1

 =

 c d

0 1

 .

Ov¥°íme tranzitivitu. Nech´

 a b

0 1

,

 c d

0 1

,

 e f

0 1

 ∈ G a

 a b

0 1

 ≤
 c d

0 1

&

 c d

0 1

 ≤
 e f

0 1

 .

Pak [a < c nebo (a = c & b ≤ d)] & [c < e nebo (c = e & d ≤ f)], tedy a b

0 1

 ≤
 e f

0 1

 .

Dokáºeme monotónost násobení matic. Nech´

 a b

0 1

,

x y

0 1

 ∈ G a c, d ∈ Q a

platí

 a b

0 1

 ≤
x d

0 1

 . Pak a < x nebo a = x & b ≤ y.

1. Nech´ a < x. Pak ac < xc a tedy

 a b

0 1

 c d

0 1

 =

 ac ad+ b

0 1

 ≤
xc xd+ y

0 1

 =

 a b

0 1

 c d

0 1


2. Nech´ a = x & b ≤ y. Pak platí [ac = xc & (ad+ b ≤ ad+ y)] a [ac = xc & (ad+ b ≤

xd+ y)]. To implikuje

 a b

0 1

 c d

0 1

 =

 ac ad+ b

0 1

 ≤
xc xd+ y

0 1

 =

x y

0 1

 c d

0 1

 .
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Podobn¥ by se dokázalo, ºe násobení je monotóní zleva. Uspo°ádání je evidentn¥

lineární. Kladný kuºel je mnoºina kladných prvk·

 a b

0 1

. Prvek

 a b

0 1

 je kladný,

práv¥ kdyº

 1 0

0 1

 ≤
 a b

0 1

, tj. a > 1 nebo (a = 1 & b ≥ 0).

P°íklad 7. Nech´ V je racionální vektorový prostor s bází {~bi | i ∈ I}. Nech´ ~v, ~w ∈ V

a dále platí, ºe ~v =
∑

i∈I0 qi
~bi a ~w =

∑
i∈I0 ri

~bi, kde I0 je kone£ná podmnoºina I a

qi, ri ∈ Q. De�nujme ~v ≤ ~w, práv¥ kdyº qi ≤ ri (jako racionální £ísla) pro v²echna

i ∈ I0. Pak V je `-grupa.

D·kaz. Re�exivita je z°ejmá. Provedeme d·kaz antisymetrie. Zvolme ~u =
∑

i∈I0 ri
~bi,

~v =
∑

i∈I0 qi
~bi ∈ V , tak ºe ~u ≤ ~v & ~v ≤ ~u. Pak ri ≤ gi & gi ≤ ri pro kaºdé i ∈ I ,

tedy ~u = ~v. Pro dokázání tranzitivity p°edpokládejme ~a =
∑

i∈I0 pi
~bi, ~b =

∑
i∈I0 ri

~bi,

~c =
∑

i∈I0 si
~bi ∈ V takové, ºe ~a ≤ ~b & ~b ≤ ~c. Pak pi ≤ ri & ri ≤ si, tedy ~a ≤ ~c.

Je²t¥ dokáºeme monotónost s£ítání. Nech´ vektor ~u =
∑

i∈I0 qi
~bi, ~v =

∑
i∈I0 ri

~bi,

~w =
∑

i∈I0 si
~bi ∈ V a platí ~u ≤ ~u. Pak pro kaºdé i ∈ I0, qi ≤ ri ⇒ qi+si ≤ ri+si, tedy

~u + ~w ≤ ~v + ~w. Je dokázáno, ºe V je uspo°ádaná grupa. Je²t¥ popí²eme supremum a

in�mum kaºdých dvou vektor· ~u a ~v. Evidentn¥ platí ~u∨~v =
∑

i∈I0(ri∨ qi)~bi, podobn¥

~u∧ ~v =
∑

i∈I0(ri ∧ qi)~bi. Kladný kuºel: vektor ~u je kladný, práv¥ kdyº ~0 ≤ ~u, tj. 0 ≤ ri

pro v²echna i ∈ I0. Jedná se o `-grupu.

P°íklad 8. Nech´ T je lineárn¥ uspo°ádaná mnoºina. Ozna£me A(T ) mnoºinu v²ech

permutací f na T , které spl¬ují podmínku: pro kaºdé s, t ∈ T : s ≤ t⇔ f(s) ≤ f(t).

Takové permutace se nazývají automor�smy °et¥zce T , odtud ozna£ení A(T ). Potom

A(T ) je `-grupa vzhledem ke skládání zobrazení a uspo°ádání po bodech: f ≤ g ⇔

f(t) ≤ g(t) pro kaºdé t ∈ T. Tato grupa se nazývá `-grupa automor�sm· °et¥zce T .

D·kaz. Zvolme f, g ∈ A(T ). Pak pro kaºdé s, t ∈ T platí s ≤ t ⇔ f(s) ≤ f(t)

⇔ g(f(s)) ≤ g(f(t)) ⇔ (f · g)(s) ≤ (f · g)(t), tj. f · g ∈ A(T ). Tedy A(T ) je vzhledem

ke skládání zobrazení grupa. Ov¥°íme, zda takto de�nované ≤ je uspo°ádání. Relace

≤ je re�exivní. D·kaz antisymetrie je také z°ejmý. Nech´ f, g ∈ A(T ). Kdyº f ≤ g a

g ≤ f, pak platí f(s) ≤ g(s) a sou£asn¥ g(s) ≤ f(s) pro v²echna s ∈ T. To je ale spln¥no

pouze pro f(s) = g(s). Musí tedy být f = g. Zvolme nyní f, g, h ∈ A(T ) taková, ºe
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f ≤ g a g ≤ h. Pak pro kaºdé s ∈ T platí f(s) ≤ g(s) & g(s) ≤ h(s) ⇒ f(s) ≤ h(s).

Tedy f ≤ h.

Relace uspo°ádání je de�nována korektn¥. Dokáºeme, ºe se jedná o uspo°ádanou

grupu. Nech´ f, g, h ∈ A(T ) a f ≤ g. Pak pro kaºdé t ∈ T platí f(t) ≤ g(t) ⇒

h(f(t)) ≤ h(g(t)), tj. (f · h)(t) ≤ (g · h)(t). Analogicky, f ≤ g implikuje f(h(t)) ≤

g(h(t)), tj. (h · f)(t) ≤ (h · g)(t). Tato grupa není °et¥zcem, protoºe v ní existují

nesrovnatelné prvky, nap°íklad v A(R) funkce f a g de�nované takto f(x) = x + 1 a

f(x) = 2x.

-2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

6

Existuje v²ak f ∨ g kaºdých dvou zobrazení f , g ∈ A(T ), kde (f ∨ g)(x) =

max{f(x), g(x)}. Ov¥°íme, ºe f ∨ g je automor�smem. P°edpokládejme, ºe max{f(x),

g(x)} = max{f(y), g(y)} pro n¥které x, y ∈ T . Rozli²íme jednotlivé p°ípady. Kdyº

f(x) = f(y) nebo g(x) = g(y), pak x = y. Kdyº f(x) = g(y), pak x = y, protoºe kdyby

x < y, pak f(y) > f(x) = g(y), coº je spor. Podobn¥ pro f(y) = g(x). Tedy f ∨ g je

injektivní. Surjekce je z°ejmá. Je²t¥ dokáºeme, ºe x ≤ y ⇔ (f ∨ g)(x) ≤ (f ∨ g)(y).

M·ºeme op¥t rozli²it jednotlivé p°ípady. Kdyº f(x) ≤ f(y) nebo g(x) ≤ g(y), pak

x ≤ y. Kdyº f(x) ≤ g(y), pak x ≤ y, protoºe kdyº x > y, tak f(x) ≤ g(y) < g(x), coº

je spor s tím, ºe max{f(x), g(x)} = f(x).

Kladný kuºel je mnoºina v²ech f ∈ A(T ), pro které platí: id ≤ f , kde t = id(t) ≤

f(t) pro v²echna t ∈ T .

Poznámka 3. Tento p°íklad souvisí s Hollandovou v¥tou. Tato v¥ta °íká, ºe kaºdou

`-grupu je moºné vno°it do `-grupy automor�sm· n¥kterého °et¥zce T . D·kaz je moºné

najít nap°íklad v [3].

P°íklad 9. Nech´ C[0, 1] je mnoºina v²ech reálných spojitých funkcí na intervalu [0,1].

Spolu s operací s£ítání tvo°í komutativní grupu. Na ní je uspo°ádání de�nováno násle-

dovn¥ f ≤ g ⇔ pro kaºdé x ∈ I f(x) ≤ g(x).
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D·kaz. D·kaz je podobný p°ede²lým p°íklad·m. Jedná se op¥t o uspo°ádání po bo-

dech. Je z°ejmé, ºe C je grupa. D·kaz uspo°ádání je také jasný. Relace je re�exivní a

antisymetrická, protoºe pro f, g ∈ C evidentn¥ z f ≤ g a f ≥ g plyne f(x) ≤ g(x)

a f(x) ≥ g(x) pro v²echna x ∈ I, tedy f = g. Zvolne nyní f, g, h ∈ C. Kdyº

f ≤ g & g ≤ h ⇒ f(x) ≤ g(x) & g(x) ≤ h(x), tedy f ≤ h pro v²echna x ∈ I.

In�mum je mnoºina v²ech (f ∧ g)(x) = min{f(x), g(x)}, kde x ∈ I. Podobn¥ supre-

mum je mnoºina v²ech (f ∨ g)(x) = max{f(x), g(x)}. Kladný kuºel: prvek f je kladný,

práv¥ kdyº n ≤ f , kde 0 = n(x) ≤ f(x) pro v²echna x ∈ I. Jedná se také o `-grupu.

De�nice 4. Kartézský sou£in G =
∏

i∈I Gi je mnoºina v²ech zobrazení g : I →
⋃
i∈I Gi

takových, ºe g(i) ∈ Gi pro kaºdé i ∈ I. De�nujeme-li f ·g p°edpisem (f ·g)(i) = f(i)·g(i),

pak G je grupa, tzv. direktní sou£in grup Gi. Direktní sou£et
∑

i∈I Gi je pak de�nován

takto: ozna£íme-li supp(g) = {i ∈ I | g(i) 6= 0} (tzv. nosi£ funkce g), pak
∑

i∈I Gi =

{g ∈
∏

i∈I Gi | supp(g) je konečný}.

P°íklad 10. Nech´ Gi (i ∈ I) jsou uspo°ádané grupy. Direktní sou£in je de�nován jako

direktní sou£in grup G =
∏

i∈I Gi uspo°ádaný po sloºkách, tj pro f, g ∈ G, f ≤ g ⇔

pro kaºdé i ∈ I : f(i) ≤ g(i). Pak
∑

i∈I Gi je podgrupa
∏

i∈I Gi. Uspo°ádání z·stává

stejné.

D·kaz. Stejn¥ jako v p°edchozích p°íkladech snadno ov¥°í, ºe G =
∏

i∈I Gi je uspo°á-

daná grupa, protoºe uspo°ádání je de�nováno po bodech. Protoºe
∑

i∈I Gi je podgrupa

G =
∏

i∈I Gi, je to vzhledem ke stejnému uspo°ádání také uspo°ádaná grupa.

P°ipomeneme krátce pojem dob°e uspo°ádané mnoºiny. �ekneme, ºe uspo°ádaná

mnoºina (G;≤) je dob°e uspo°ádaná, jestliºe kaºdá její neprázdná podmnoºina má

nejmen²í prvek. Je z°ejmé, ºe kaºdá dob°e uspo°ádaná mnoºina je uspo°ádaná lineárn¥.

P°íklad 11. Nech´ I je dob°e uspo°ádaná mnoºina. Nech´ Gi (i ∈ I) jsou uspo°ádané

grupy. Direktní sou£in grup
∏

i∈I Gi lze uspo°ádat lexikogra�cky: f ≤ g ⇔ f(i) = g(i)

nebo f(i) < g(i), kde i ∈ I je nejmen²í takové, ºe f(i) 6= g(i).

D·kaz. Jedná se o zobecn¥ní p°íklad· 4 a 6.
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P°íklad 12. Nech´ W = ZWrZ je mnoºina dvojic (β, a), kde a ∈ Z a β : Z → Z.

De�nujme (β1, a1)+(β2, a2) = (γ, a1 + a2), kde γ : Z→ Z je dáno p°edpisem γ(x) =

β1(x) + β2(x + a1). Pak W je grupa. Uspo°ádání je dáno kladným kuºelem: (β, a) ∈

W+ ⇔ a > 0 nebo (a = 0 & β(x) ≥ 0 pro kaºdé x ∈ Z). Tato konstrukce se nazývá

v¥ncový sou£in.

D·kaz. Nejprve ov¥°íme, ºe tato struktura je grupou. Zjistíme, zda je s£ítání asocia-

tivní. Nech´ (β1, a1), (β2, a2), (β3, a3) ∈ W . Pak

((β1,a1) + (β2,a2)) + (β3, a3) = (γ1, a1 + a2) + (β3, a3) = (δ, a1 + a2 + a3),

kde γ1(x) = β1(x) + β2(x+ a1) a δ(x) = γ1(x) + β3(x+ a1 + a2) = β1(x) + β2(x+ a1) +

β3(x+ a1 + a2). Podobn¥

(β1,a1) + ((β2,a2) + (β3, a3)) = (β1,a1) + (γ2, a2 + a3) = (δ, a1 + a2 + a3),

kde γ2(x) = β2(x) + β3(x + a2) a δ(x) = β1(x) + γ2(x + a1) = β1(x) + β2(x + a1) +

β3(x+ a1 + a2).

Dostáváme, ºe (W ; +) je pologrupa. Najdeme nulový prvek. Vzhledem k tomu, ºe

druhou sloºkou prvk· z W je celé £íslo a s£ítá se obvyklým zp·sobem, musí být nulový

prvek ve tvaru (ν, 0). Musí platit (β1, a1) + (ν, 0) = (β1, a1), kde β1(x) = β1(x) + ν(x+

a1). Z toho je vid¥t, ºe pro zobrazení ν musí platit ν(x) = 0 pro kaºdé x ∈ Z. Nyní

najdeme ke kaºdému prvku opa£ný prvek. Musí platit (β1, a1) + (β1, a1)∗ = (ν, 0). Je

z°ejmé, ºe druhou sloºkou bude £íslo −a1. Pak ν(x) = β1(x) + β∗1(x + a1) = 0, tedy

β∗1(x) = −β1(x − a1). Opa£ným prvkem k (β1, a1) je dvojice (β∗1 ,−a1), kde β∗1(x) =

−β1(x− a1).

Uspo°ádání je dáno kladným kuºelem, coº m·ºeme ekvivalentn¥ p°epsat ve tvaru

(β, a) ≤ (γ, b) ⇔ a < b nebo (a = b & β(x) ≤ γ(x) pro kaºdé x ∈ Z). Ov¥°íme, ºe

≤ je uspo°ádání. Re�exivita je jasná. Dokáºeme asymetrii. Nech´ (α, a), (β, b) ∈ W .

Pak (α, a) ≤ (β, b) & (β, b) ≤ (α, a) implikuje (a < b nebo a = b & α(x) ≤ β(x)

pro kaºdé x ∈ Z) & (b < a nebo b = a & β(x) ≤ α(x) pro kaºdé x ∈ Z), tedy

a = b & α(x) = β(x) pro kaºdé x ∈ Z. Nyní vezm¥me (α, a), (β, b), (γ, c) ∈ W . Kdyº

(α, a) ≤ (β, b) & (β, b) ≤ (γ, c), pak (a < b nebo a = b & α(x) ≤ β(x) pro kaºdé x ∈

Z) & (b < c nebo β(x) ≤ γ(x) pro kaºdé ∈ Z). Z toho vyplývá a < c nebo α(x) ≤ γ(x)

pro kaºdé x ∈ Z.
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Nyní dokáºeme monotónost s£ítání. Nech´ (α, a), (β, b), (γ, c) ∈ ZWrZ. Dále nech´

platí (α, a) ≤ (β, b).

Kdyº a < b, pak a+c < b+c a tedy (δ1, a+c) ≤ (δ2, b+c), kde δ1(x) = α(x)+γ(x+a)

a δ2(x) = β(x) + γ(x+ b). Z toho dostáváme (α, a) + (γ, c) ≤ (β, b) + (γ, c).

Kdyº a = b, pak α(x) ≤ β(x). P°i£tením c k ob¥ma stranám rovnice a γ(x + a) k

nerovnici, získáme a+ c = b+ c a α(x) + γ(x+ a) ≤ β(x) + γ(x+ b). To ale znamená

(α, a) + (γ, c) ≤ (β, b) + (γ, c).

Jedná se o uspo°ádanou grupu. Tato grupa není v²ak uspo°ádána lineárn¥. P°íkla-

dem dvou nesrovnatelných prvk· jsou (α, a), (β, b) ∈ W, kde α(x) = x+ 1, β(x) = 2x

pro v²echna x ∈ Z. Jedná se o `-grupu.

P°íklad 13. Nech´ Γ je ko°enový systém, tj. uspo°ádaná mnoºina, kde pro kaºdé α ∈ Γ,

{β ∈ Γ | α ≤ β} je °et¥zec. Nech´ Gα(α ∈ Γ) jsou lineárn¥ uspo°ádané grupy. Nech´

V (Γ, Gα) je mnoºina takových g ∈
∏

α∈ΓGα, ºe supp(g) je ∅ nebo má maximální prvek.

Pak V (Γ, Gα) je podgrupa
∏

α∈ΓGα. Uspo°ádání je de�nováno takto: g je kladný prvek

⇔ g(α) je kladný prvek Gα pro kaºdé α ∈ Γ, které je maximální prvek supp(g). Tato

`-grupa se nazývá Hahnova `-grupa.

D·kaz. Ov¥°íme, ºe V (Γ, Gα) je podgrupa kartézského sou£inu
∏

α∈ΓGα. Nech´ a, b ∈

V (Γ, Gα). M·ºeme p°edpokládat, ºe supp(a) 6= ∅ 6= supp(b). Platí supp(a − b) ⊆

supp(a) ∪ supp(b), proto supp(a− b) má maximální prvek, pokud supp(a− b) 6= ∅.

Uspo°ádání si p°epí²eme do tvaru f ≤ g ⇔ f = g nebo f 6= g, tj. supp(g − f) 6= ∅

& f(α) < g(α) pro kaºdé α, které je maximální v supp(g − f). Je vid¥t, ºe se jedná

o relaci uspo°ádání. P°i£tením libovolného prvku z V (Γ, Gα) se uspo°ádání nezm¥ní,

protoºe se s£ítá po bodech. Tedy V (Γ, Gα) je uspo°ádaná grupa. Z°ejm¥ platí f ∨ g =

{f(α)∨g(α) | α ∈ Γ} a f ∧g = {f(α)∧g(α) | α ∈ Γ}. Celkov¥ dostáváme, ºe V (Γ, Gα)

je `-grupa.

18



3 Základní vlastnosti

De�nice 5. �ekneme, ºe grupa je bez torze, jestliºe gn 6= 1 pro kaºdé g ∈ G\{1} a

n ∈ N, tj. 1 je jediný prvek kone£ného °ádu.

V¥ta 6. Kaºdá lineárn¥ uspo°ádaná grupa je bez torze.

D·kaz. Nech´ G je lineárn¥ uspo°ádaná grupa a g ∈ G. Jestliºe g 6= 1, pak g > 1 nebo

g−1 > 1. Kdyº g > 1, pak gn > 1 pro v²echna n ∈ N, proto platí gn 6= 1 pro v²echna

n ∈ N. Podobn¥ ve druhém p°ípad¥.

P°ipome¬me, ºe kdyº G je uspo°ádaná grupa, pak G+ je podle v¥ty 3 normální

podmnoºina G, tj. xG+ = G+x pro v²echna x ∈ G. Podgrupu grupy G generovanou

G+ budeme zna£it 〈G+〉. Kaºdé g ∈ 〈G+〉 pak m·ºeme psát ve tvaru g = fh−1 pro

n¥které f, h ∈ G+.

De�nice 7. Uspo°ádaná grupa se nazývá usm¥rn¥ná, práv¥ kdyº kaºdé dva prvky mají

horní a dolní závoru.

V¥ta 8. Uspo°ádaná grupa G je usm¥rn¥ná, práv¥ kdyº 〈G+〉 = G.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe G je usm¥rn¥ná. Nech´ g ∈ G. Potom existuje h ∈ G

takové, ºe h ≥ g, 1. Pak h, hg−1 ∈ G+ a g = (hg−1)−1h. Proto 〈G+〉 = G. Naopak,

kdyº 〈G+〉 = G a g ∈ G, pak existují f, h ∈ G+ takové, ºe g = fh−1. Pak f = gh ≥ g a

f ≥ 1, tedy f je horní závora pro g a 1. Nyní nech´ a, b ∈ G. Ukázali jsme, ºe existuje

horní závora pro 1 a ab−1, ozna£me ji c. Pak cb je horní závora pro a i b. Podobn¥ kaºdé

dva prvky z G mají dolní závoru.

V¥ta 9. Nech´ G je uspo°ádaná grupa a g, h ∈ G.

1. Kdyº g∨h existuje v G, pak existuje také g−1∧h−1 a platí g−1∧h−1 = (g∨h)−1.

2. Kdyº g∧h existuje v G, pak existuje také g−1∨h−1 a platí g−1∨h−1 = (g∧h)−1.

D·kaz. Protoºe g ∨ h ≥ g, platí (g ∨ h)−1 ≤ g−1. Podobn¥ (g ∨ h)−1 ≤ h−1. Kdyº

f ≤ g−1, h−1, pak f−1 ≥ g, h. Proto f−1 ≥ g ∨ h a f ≤ (g ∨ h)−1. D·sledkem je, ºe

g−1 ∧ h−1 existuje a je rovno (g ∨ h)−1. D·kaz duálního tvrzení je podobný.

V¥ta 10. Nech´ G je uspo°ádaná grupa a dále nech´ g, h ∈ G komutují.
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1. Kdyº g ∨ h existuje, pak existuje také gn ∨ gn−1h ∨ · · · ∨ ghn−1 ∨ hn = (g ∨ h)n.

2. Kdyº g ∧ h existuje, pak existuje také gn ∧ gn−1h ∧ · · · ∧ ghn−1 ∧ hn = (g ∧ h)n.

D·kaz. Provádí se indukcí. Pro n = 1 je tvrzení z°ejmé. P°edpokládejme, ºe gn ∨

gn−1h ∨ · · · ∨ ghn−1 ∨ hn = (g ∨ h)n. Pak (g ∨ h)(gn ∨ gn−1h ∨ · · · ∨ ghn−1 ∨ hn) =

gn+1∨gnh∨· · ·∨ghn∨hgn∨· · ·∨ghn∨hn+1 = gn+1∨gnh∨· · ·∨ghn∨hn+1 = (g∨h)n+1.

Podobn¥ pro ∧.

Lemma 11. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a x, y, z ∈ G+. Pak

x ∧ yz ≤ (x ∧ y)(x ∧ z).

D·kaz. Z°ejm¥ platí (x∧ y)(x∧ z) = x2 ∧ xz ∧ yx∧ yz. Protoºe x2 ∧ xz ∧ yx ≥ x, platí

(x ∧ y)(x ∧ z) ≥ x ∧ yz.

V¥ta 12. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a g, h ∈ G. Kdyº g ∧ h = 1, pak g a h

komutují a g ∨ h = gh. Navíc platí g ∧ hf = g ∧ f pro v²echna f ∈ G+.

D·kaz. Nech´ G je `-grupa a f, g ∈ G. Kdyº g ∧ h = 1, pak gh = g(g ∧ h)−1h =

g(g−1 ∨ h−1)h = h ∨ g. Podobn¥ by se dokázalo gh = g ∨ h. Zvolme nyní f ∈ G+. Pak

f ≤ hf implikuje g ∧ f ≤ g ∧ hf ≤ (g ∧ h)(g ∧ f) = g ∧ f.

V¥ta 13 (Rieszova interpola£ní vlastnost). Nech´ G je `-grupa a nech´ f, g1, . . . , gn ∈

G+. Jestliºe f ≤ g1 . . . gn, pak existují f1, . . . , fn ∈ G+ tak, ºe f = f1 . . . fn a fi ≤ gi

pro kaºdé i = 1, . . . , n.

D·kaz. Provádí se indukcí. Pro n = 1 je tvrzení z°ejmé. P°edpokládejme platnost pro

n > 1. Kdyº 1 ≤ f ≤ g1 . . . gn+1, pak 1 ≤ fg−1
n+1∨1 ≤ g1 . . . gn. Pak fg−1

n+1∨1 = f1 . . . fn

pro n¥které fj ∈ G+takové, ºe fj ≤ gj (1 ≤ j ≤ n). Ale f(f ∧ gn+1)−1 = 1 ∨ fg−1
n+1,

takºe platí f = f1 . . . fn(f ∧ gn+1).

Jednoduché kritérium, aby uspo°ádaná grupa byla svazov¥ uspo°ádanou grupou,

°íká následující v¥ta.

V¥ta 14. Uspo°ádaná grupa G je svazov¥ uspo°ádaná, práv¥ kdyº x ∨ 1 existuje pro

kaºdé x ∈ G.
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D·kaz. Nech´ a, b ∈ G a poloºme x = (ab−1 ∨ 1)b, kde ab−1 ∨ 1 existuje podle p°ed-

pokladu. Je vid¥t, ºe x ≥ ab−1b = a a x ≥ 1 · b = b, tedy x je horní závora {a, b}.

Nyní vezm¥me y ∈ G takové, ºe y ≥ a a y ≥ b. Pak yb−1 ≥ ab−1 a yb−1 ≥ 1, z £ehoº

dostáváme yb−1 ≥ ab−1∨ 1, a proto y ≥ (ab−1 ∨ 1)b. Proto a∨ b existuje v G a je rovno

(ab−1 ∨ 1)b. D·kaz existence a ∧ b je podobný, proto G je `-grupa.

V¥ta 15. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Kdyº gn ≥ 1 pro n¥které n ∈ N, pak

g ≥ 1.

D·kaz. KdyºG je svazov¥ uspo°ádaná grupa a g ∈ G, pak (g∧1)n = gn∧gn−1∧· · ·∧g∧1

pro v²echna n ∈ N. Proto kdyº gn ≥ 1, pak (g ∧ 1)n = gn−1 ∧ · · · ∧ g ∧ 1 = (g ∧ 1)n−1.

Proto g ∧ 1 = 1, tedy g ≥ 1.

D·sledek 16. Kaºdá svazov¥ uspo°ádaná grupa je bez torze.

V¥ta 17. Kdyº G je lineárn¥ uspo°ádaná grupa, pak pro v²echna n ∈ N a g, h ∈ G

platí gn = hn ⇒ g = h.

D·kaz. Vezm¥me a, b ∈ G takové, ºe a < b. Ukáºeme, ºe am < bm pro kaºdé m ∈ N.

Pro m = 1 tvrzení platí. P°edpokládejme, ºe am < bm. Pak am+1 = am · a < bm · a <

bm · b = bm+1. Proto v kaºdé lineárn¥ uspo°ádané grup¥ gn = hn implikuje g = h.

V¥ta 18. Nech´ G je `-grupa. Prvky g, h ∈ G jsou konjugované, kdyº gn = hn pro

n¥které n ∈ N.

D·kaz. Nech´ gn = hn. Poloºme f = gn−1 ∨ gn−2h ∨ · · · ∨ ghn−2 ∨ hn−1. Pak gf =

gn∨ gn−1h∨ · · ·∨ g2hn−2∨ ghn−1 = gn−1h∨ · · ·∨ ghn−1∨hn = fh, tedy f−1gf = h.

P°ipome¬me, ºe svaz L se nazývá distributivní, kdyº x∧ (y ∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z)

pro kaºdé x, y, z ∈ L. Je známo, ºe L je distributivní, práv¥ kdyº spl¬uje podmínku

(x ∨ z = y ∨ z & x ∧ z = y ∧ z) ⇒ x = y.

Této charakterizace vyuºijeme v d·kazu následující v¥ty.

V¥ta 19. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pak G je distributivní svaz.

D·kaz. Nech´ G je `-grupa a a, b, c ∈ G takové, ºe a∧ b = a∧ c a a∨ b = a∨ c. Potom
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b = (a ∧ b)a−1a(a ∧ b)−1b = (a ∧ b)a−1a(a−1 ∨ b−1)b = (a ∧ b)a−1(b ∨ a) =

= (a ∧ c)a−1(c ∨ a) = (a ∧ c)a−1a(a−1 ∨ c−1)c = c.

V¥ta 20. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a f, gi ∈ G (i ∈ I). Kdyº
∨
{gi | i ∈ I}

existuje v G, pak existuje také
∧
{g−1

i | i ∈ I},
∨
{fgi | i ∈ I},

∨
{gif | i ∈ I} a∨

{f ∧ gi | i ∈ I}. Navíc platí:

1.
∧
{g−1

i | i ∈ I} = (
∨
{gi | i ∈ I})−1,

2.
∨
{fgi | i ∈ I} = f(

∨
{gi | i ∈ I}),

3.
∨
{gif | i ∈ I} = (

∨
{gi | i ∈ I})f,

4.
∨
{f ∧ gi | i ∈ I} = f ∧

∨
{gi | i ∈ I}.

D·kaz. Ozna£me g =
∨
{gi | i ∈ I}. Pak platí g−1 ≤ g−1

i a fg ≥ fgi pro v²echna i ∈ I.

1. Kdyº h ≤ g−1
i pro v²echna i ∈ I, pak h−1 ≥ gi pro v²echna i ∈ I. Proto h−1 ≥ g,

tedy h ≤ g−1, tedy g−1 =
∧
{g−1

i | i ∈ I}.

2. Kdyº h ≥ fgi pro v²echna i ∈ I, pak f−1h ≥ gi pro v²echna i ∈ I. Proto

f−1h ≥ g, odkud h ≥ fg. Tedy fg je supremum {fgi | i ∈ I}.

3. Analogicky se ukáºe, ºe gf je sup{gif | i ∈ I}.

4. Platí f ∧ g ≥ f ∧ gi pro kaºdé i ∈ I. Nech´ x ≥ f ∧ gi pro kaºdé i ∈ I. Pak

g−1
i x ≥ g−1

i (f ∧ gi) = g−1
i f ∧ 1 ≥ g−1f ∧ 1 = g−1(f ∧ g), tj. x ≥ gig

−1(f ∧ g) pro

kaºdé i ∈ I. Ale f ∧g = gg−1(f ∧g) =
∨
{gi | i ∈ I}g−1(f ∧g) =

∨
{gig−1(f ∧g) |

i ∈ I}. Proto x ≥ f ∧ g, a tedy f ∧ g =
∨
{f ∧ gi | i ∈ I}.

Poznámka 4. Platí i duální tvrzení, tj. kdyº
∧
{gi | i ∈ I} existuje, potom

1.
∨
{g−1

i | i ∈ I} = (
∧
{gi | i ∈ I})−1,

2.
∧
{fgi | i ∈ I} = f(

∧
{gi | i ∈ I}),

3.
∧
{gif | i ∈ I} = (

∧
{gi | i ∈ I})f,

4.
∧
{f ∨ gi | i ∈ I} = f ∨

∧
{gi | i ∈ I}.
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4 Absolutní hodnota a ortogonální prvky

De�nice 21. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pro kaºdé x ∈ G de�nujeme

kladnou £ást x takto: x+ = x ∨ 1. Podobn¥ se de�nuje záporná £ást x− = x ∧ 1.

V¥ta 22. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pak pro v²echna x, y ∈ G platí:

1. (x+)−1 = (x−1)− a (x−)−1 = (x−1)+,

2. x ∨ y = (yx−1)+x a x ∧ y = x(x−1y)−,

3. x = x+x− = x−x+,

4. x ≤ y, práv¥ kdyº x+ ≤ y+ a x− ≤ y−.

D·kaz. 1. Plyne p°ímo z de�nice.

2. x ∨ y = (yx−1 ∨ 1)x = (yx−1)+x a x ∧ y = x(x−1y ∧ 1) = x(x−1y)−.

3. x(x−)−1 = x(x−1 ∨ 1) = 1 ∨ x = x+, a tedy x = x+x−. Podobn¥ (x−)−1x =

(x−1 ∨ 1)x = 1 ∨ x = x+, tedy x = x−x+.

4. Pokud x ≤ y, je z°ejmé, ºe x+ ≤ y+ a x− ≤ y−. Opa£né tvrzení plyne z (3).

De�nice 23. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pak pro kaºdé x ∈ G de�nujeme

absolutní hodnotu x jako |x| = x ∨ x−1.

P°íklad 14. V lineárn¥ uspo°ádané grup¥ (Z; +,≤) platí x+ = max{x, 0}, x− =

min{x, 0} a |x| = max{x,−x}.

V¥ta 24. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pak pro v²echna x, y, z ∈ G platí

1. |x| = |x−1|,

2. |x| ∈ G+,

3. |x| = 1⇔ x = 1,

4. |x| ≤ |y| ⇔ |y|−1 ≤ x ≤ |y|,

5. |xy−1| = (x ∨ y)(x ∧ y)−1 = |yx−1|,
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6. |x| = x+(x−)−1,

7. x+ ∧ (x−1)+ = 1,

8. |x ∨ y| ≤ |x| ∨ |y| ≤ |x||y|,

9. |xy| ≤ |x||y||x|.

D·kaz. 1. Plyne p°ímo z de�nice.

2. 1 = (x ∨ x−1)(x ∨ x−1)−1 = (x ∨ x−1)(x−1 ∧ x) ≤ (x ∨ x−1)2 = |x|2. Z v¥ty 15

vyplývá |x| ≥ 1, tedy |x| ∈ G+.

3. Kdyº 1 = |x| = x ∨ x−1, pak x ≤ 1 a x−1 ≤ 1, tedy 1 ≤ x. Proto x = 1.

4. Je vid¥t, ºe |x|−1 = x ∧ x−1 ≤ x ≤ x ∨ x−1 = |x|. Proto kdyº |x| ≤ |y|, pak

|y|−1 ≤ |x|−1, a tedy |y|−1 ≤ x ≤ |y|. Naopak kdyº |y|−1 ≤ x ≤ |y|, pak také

|y|−1 ≤ x−1 ≤ |y|, a proto |x| = x ∨ x−1 ≤ |y|.

5. Máme |xy−1| = xy−1 ∨ (xy−1)−1 = xy−1 ∨ yx−1 = xy−1 ∨ yx−1 ∨ 1 =

= (xy−1 ∨ 1)(yx−1 ∨ 1) = (x ∨ y)y−1y(x−1 ∨ y−1) = (x ∨ y)(x ∧ y)−1.

6. Platí x+(x−)−1 = (x∨1)(x∧1)−1 = (x∨1)(x−1∨1) = 1∨x∨x−1 = 1∨ |x| = |x|.

7. (x ∨ 1) ∧ (x−1 ∨ 1) = (x ∧ x−1) ∨ 1 = (x−1 ∨ x)−1 ∨ 1 = 1.

8. |x∨ y| = x∨ y ∨ (x∨ y)−1 ≤ x∨ y ∨ x−1 = |x| ∨ y ≤ |x| ∨ |y|. Navíc |x| ≤ |x||y| a

|y| ≤ |x||y|, tedy |x| ∨ |y| ≤ |x||y|.

9. xy ≤ |x||y| ≤ |x||y||x| a x−1y−1 ≤ |y||x| ≤ |x||y||x|. Proto |x||y| ≤ |x||y||x|.

D·sledek 25. V kaºdé svazov¥ uspo°ádané grup¥ platí g1 = 1, . . . , gn = 1 práv¥ kdyº

|g1| ∨ · · · ∨ |gn| = 1.

V¥ta 26. Svazov¥ uspo°ádaná grupa G je komutativní, práv¥ kdyº |xy| ≤ |x||y| pro

kaºdé x, y ∈ G.

D·kaz. Nech´G je komutativní `-grupa. Pro kaºdé x, y ∈ G platí xy ≤ |x||y| a (xy)−1 =

y−1x−1 ≤ |y−1||x−1| = |y||x|. Z |x||y| = |y||x| dostaneme xy ∨ (xy)−1 ≤ |x||y|, tedy

|xy| ≤ |x||y|.
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Naopak nech´ x, y ∈ G+. Pak xy ∈ G+ a podle p°edpokladu xy = |xy| = |(xy)−1| =

|y−1x−1| ≤ |y−1||x−1| = |y||x| = yx. Podobn¥ yx ≤ xy. Proto x a y komutují, tedy G+

je komutativní. Nyní zvolme x, y ∈ G. Pak y+ komutuje s (x−1)+ i s [(x−1)+]−1 = x−.

Podobn¥ (x−1)+ = (x−)−1 komutuje s (y−1)+ = (y−)−1, tedy x− komutuje s y−. Proto

platí xy = x+x−y+y− = y+y−x+x− = yx.

De�nice 27. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pak x, y ∈ G se nazývají ortogo-

nální, pokud |x| ∧ |y| = 1.

Poznámka 5. Kdyº jsou x, y ∈ G+ ortogonální, pak podle v¥ty 12 komutují.

V¥ta 28. Nech´ G je uspo°ádaná grupa a prvky x, y, z ∈ G+. Kdyº x a y jsou ortogo-

nální a x a z jsou ortogonální, pak jsou ortogonální také x a yz .

D·kaz. Je z°ejmé, ºe yz ∈ G+. Dále platí x ∧ y = 1 a x ∧ z = 1. Z v¥ty 12 vyplývá

x ∧ yz = 1.

D·sledek 29. Pokud x, y ∈ G+ jsou ortogonální, pak jsou ortogonální také xm, yn pro

v²echna m,n ∈ N.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe x∧y = 1. Sta£í dokázat, ºe pro kaºdé n ∈ N platí x∧yn = 1.

Pro n = 1 tvrzení platí. Kdyº x∧ yn = 1, pak podle v¥ty 28 x∧ yn+1 = 1. Odtud ihned

plyne, ºe xm ∧ yn = 1 pro kaºdé m ∈ N.

V¥ta 30. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a x, y ∈ G+ jsou ortogonální. Pak

(xy−1)+ = x a (xy−1)− = y−1.

D·kaz. Máme (xy−1)+ = xy−1 ∨ 1 = x(y−1 ∨ x−1) = x(y ∧ x)−1 = x · 1 = x a podobn¥

(xy−1)− = xy−1 ∧ 1 = (x ∧ y)y−1 = 1 · y−1 = y−1.

V¥ta 31. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Pro v²echna x ∈ G a pro n ∈ N platí

(x+)n = (xn)+ a (x−)n = (xn)−.

D·kaz. (x+)n a (x−)−n jsou ortogonální, a proto [(x+)n(x−)n]+ = (x+)n. Ale protoºe

x+ a x− jsou ortogonální, platí (x+)n(x−)n = (x+x−)n = xn. Proto (xn)+ = (x+)n.

Podobn¥ (xn)− = (x−)n.

D·sledek 32. Nech´ G je `-grupa a x ∈ G, n ∈ N. Pak |xn| = |x|n.

D·kaz. Nech´ x ∈ G, n ∈ N. Pak |xn| = (xn)+((xn)−)−1 = (x+)n((x−)n)−1 =

= ((x+(x−)−1)n = |x|n.
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V¥ta 33. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a x, y ∈ G komutují. Pak pro v²echna

kladná celá £ísla n platí (x ∨ y)n = xn ∨ yn a (x ∧ y)n = xn ∧ yn.

D·kaz. Pokud x a y komutují, pak komutují také xy−1 ∨ 1 a y. Pak

(x ∨ y)n = (xy−1 ∨ 1)nyn = [(xy−1)+]nyn = [(xy−1)n]+yn = [(xy−1)n ∨ 1]yn =

= [xny−n ∨ 1]yn = xn ∨ yn.

Podobn¥ se dokáºe (x ∧ y)n = xn ∧ yn.

V¥ta 34. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a nech´ x1, . . . , xn ∈ G+ jsou po dvou

ortogonální. Pak x1 ∨ · · · ∨ xn = x1 . . . xn.

D·kaz. V¥ta 28 °íká, ºe kdyº x1 ∧ x2 = 1 a x1 ∧ x3 = 1 , pak x1 ∧ x2x3 = 1. P°ed-

pokládejme nyní, ºe x1 ∧ x2 . . . xn−1 = 1 a x1 ∧ xn = 1. Pak platí x1 ∧ x2 . . . xn = 1,

tedy x1 a x2 . . . xn jsou ortogonální. Protoºe x1, xn jsou ortogonální, podle v¥ty 12 platí

x1 ∨xn = x1xn. P°edpokládejme, ºe platí x1 ∨x2 . . . xn−1 = x1 . . . xn−1. Pak x1 . . . xn =

(x1 ∨ x2 . . . xn−1)xn = x1xn ∨ x2 . . . xn = x1 ∨ xn ∨ x2 . . . xn−1 ∨ xn = x1 ∨ x2 . . . xn.

Nyní p°edpokládejme, ºe pro n ≥ 2 platí x1 ∨ · · · ∨ xn−1 = x1 . . . xn−1. Pak platí

x1 ∨ · · · ∨ xn−1 ∨ xn = x1 . . . xn−1 ∨ xn = x1 . . . xn.
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5 Archimedovské lineárn¥ uspo°ádané grupy

De�nice 35. Nech´ G je uspo°ádaná grupa a a, b ∈ G+. Jestliºe an ≤ b pro kaºdé

n ∈ N, pak pí²eme a � b. �ekneme, ºe G je archimedovská, kdyº a 6� b pro kaºdé

a, b ∈ G+ \ {1}. Tedy kdyby pro n¥které a, b ∈ G+ platilo a� b, pak by a = 1.

Je-li G lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa, a, b ∈ G+ a a ≤ b, pak musí

existovat n ∈ N takové, ºe an ≤ b < an+1.

V¥ta 36. Kaºdá lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa je komutativní.

D·kaz. Nech´ G je lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa. Rozli²íme dva p°ípady.

1. G+ \ {1} má nejmen²í prvek. Pak pro kaºdé g ∈ G+ existuje takové n ∈ N, pro

které an ≤ g < an+1. Z toho 1 ≤ ga−n < a, tedy ga−n = 1, tj. g = an. Vidíme, ºe G je

cyklická grupa, tedy abelovská.

2. P°edpokládejme, ºe G+ \{1} nemá nejmen²í prvek. Pak pro kaºdé a > 1 existuje

c > 1 tak, ºe c2 < a. Opravdu, nech´ 1 < b < a tak, ºe b2 6< a. Pak b−1 < b−1ab−1 < 1,

protoºe kdyby a = b2, m·ºeme místo b vzít c takové, ºe b > c > 1, a v tom p°ípad¥ by

platilo a = b2 > c2. Proto 1 < (ab−1)2 < a. P°edpokládejme, ºe f, g ∈ G+ nekomutují.

M·ºeme p°edpokládat, ºe a = f−1g−1fg > 1. Zvolme c takové, ºe 1 < c < c2 < a, f, g.

Protoºe G je archimedovská, existují m,n ∈ N taková, ºe cm ≤ f < cm+1 a cn ≤

g < cn+1. Nyní a = f−1g−1fg < c−mc−ncm+1cn+1 = c2. To je spor s p°edpokladem, ºe

c2 < a.

V¥ta 37 (Hölderova). Kaºdá archimedovská uspo°ádaná grupa je izomorfní s n¥kterou

podgrupou (R; +).

D·kaz. Nech´ G je archimedovská lineárn¥ uspo°ádaná grupa. Zvolme c ∈ G+ \ {1}.

Pro kaºdé g ∈ G+, ozna£me Q(g) = {m
n
| m,n ∈ N0, n 6= 0, cm ≤ gn}. Tato mnoºina je

neprázdná, protoºe 0 ∈ Q(g). Dále platí Q(g) 6= Q+ a z r
s
< m

n
∈ Q(g) plyne r

s
∈ Q(g)

(protoºe z cnr < cms ≤ gns vyplývá cr ≤ gs). Mnoºina Q(g) je tedy Dedekindovým

°ezem.

De�nujme φ : G+ → R takto: φ(g) = supQ(g). Dokáºeme, ºe φ je homomor�smus

grup. Nech´ m
n
∈ Q(f) a r

s
∈ Q(g). Pak cm ≤ fn a cr ≤ gs. M·ºeme p°edpokládat,

ºe s = n. Pak cm+r ≤ fngn = (fg)n, tj. m+r
n
∈ Q(fg). Proto Q(fg) ⊇ Q(f) + Q(g).
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Podobn¥ kdyº u
n
6∈ Q(f) a v

n
6∈ Q(g), tj. u

n
> m

n
pro kaºdé m

n
∈ Q(f) a v

n
> m

n
pro kaºdé

m
n
∈ Q(g), pak cu > fn a cv > gn. Odtud cu+v > fngn = (fg)n, tedy u+v

n
6∈ Q(fg). To

ale znamená u+v
n
∈ Q(fg) ⇒ u+v

n
∈ Q(f) + Q(g), tedy Q(fg) ⊆ Q(f) + Q(g). Proto

Q(fg) = Q(f) +Q(g) a odtud φ(fg) = φ(f) + φ(g).

Je vid¥t, ºe φ zachovává uspo°ádání. Nech´ f ≤ g a Q(f) = {m
n
| cm ≤ fn}, Q(g) =

{ p
n
| cp ≤ gn}. Pak cm ≤ fn ≤ gn. Odtud plyne supQ(f) ≤ supQ(g). Navíc kdyº g > 1,

pak c < gn pro n¥které n ∈ N, tedy 1
n
∈ Q(g)\Q(1), tj. jádro obsahuje pouze jednotku.

Tedy φ je injektivní. D·sledkem je, ºe G je izomorfní s podgrupou (R; +).
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