UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KATEDRA ALCGEBRY A GEOMETRIE

BAKALARSKA PRACE

Usporadané grupy

Vypracoval: Petr Bafina

Studijni program: B1701 Fyzika
Studijni obor: Fyzika-Matematika
Forma studia: Prezenc¢ni

Vedouci préce: Doc. RNDr. Jan Kiihr, Ph.D.

2013



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem piedlozenou bakalafskou praci vypracoval samostatné pod
vedenim doc. RNDr. Jana Kiihra, Ph.D., v¥hradné za pouziti citované literatury.

V Olomouci dne 25. dubna 2013



Podékovani

Dékuji vedoucimu mé bakalaiské prace doc. RNDr. Janu Kiihrovi, Ph.D., za ochotu,
trpélivost a cenné rady, které mi poskytl. Dale dékuji své rodiné, kterd mé
podporovala po celou dobu studia.



Bibliograficki identifikace

Jméno a prijmeni autora Petr Bafina

Nazev prace Usporadané grupy

Typ prace Bakalarska

Pracoviste Katedra algebry a geometrie

Vedouci préace Doc. RNDr. Jan Kiihr, Ph.D.

Rok obhajoby prace 2013

Abstrakt Prace shrnuje zékladni vlastnosti a zabyva se
diilezitymi piiklady usporadanych grup.

Klicova slova uspofadana grupa, usporadani, (-grupa

Pocet stran 29

Pocet piiloh 0

Jazyk Cesky



Bibliographical identification

Autor’s first name and surname
Title

Type of thesis

Department

Supervisor

The year of presentation
Abstract

Keywords
Number of pages

Number of appendices
Language

Petr Bafrina

Partially Ordered groups

Bachelor

Department of Algebra and Geometry

Doc. RNDr. Jan Kiihr, Ph.D.

2013

The thesis summarizes basic properties and
collects important examples of partially or-
dered groups.

partially ordered group, partial order,
(-group

29

0

czech



Obsah

Uvod

1 Usporadané grupy

2 Priklady uspofadanych grup

3 Zakladni vlastnosti

4 Absolutni hodnota a ortogonalni prvky

5 Archimedovské linearné uspoiadané grupy

Literatura

11

19

23

27

29



Uvod

Uspotadana grupa je struktura, kterd je soucasné grupou i uspofadanou mnozinou a
navic plati monoténost s¢itani vzhledem k usporadani. Motivaci pro studium téchto
struktur je predevsim jejich dalsi vyuziti v riznych uspofadanych topologickych pro-
storech. Existuje mnoho nejriznéjsich konstrukei usporddanych grup. V této préci se
zabyvam piedevsim uspofadanymi grupami, které jsou usporadany linearné nebo jsou
vzhledem k uspoiadani svazem.

Prace je rozdélena na nékolik casti. V prvni kapitole se zavadi pojem usporadané

vvvvvv

kladného kuzele.

Druhéa kapitola je v podstaté shirka reSenych piikladi zahrnujici nejriznéjsi kon-
automorfismy retézce T.

Tteti a ¢tvrta kapitola se zabyvaji zadkladnimi vlastnostmi uspofadanych grup a
zavadi pojem absolutni hodnoty a ortogonalnich prvki, které pak dale zkouma.

Posledni kapitola nastinuje problém archimedovskych linarné uspotfadanych grup
a obsahuje dikaz Holderovy véty. Tato dilezitd véta tikd, ze kazda archimedovska
linearné usporadana grupa je izomorfni s podgrupou redlnych ¢éisel.



1 Usporadané grupy

Definice 1. Usporddand grupa je struktura G = (G;-, <), kde (G;-) je grupa a <
usporadani takové, ze pro kazdé f,g,h € G plati f < g = fh < gh & hf < hg. Je-li
(G; <) fetézec, G se nazyva linedrné uspoiddand grupa. Je-li (G; <) svaz, G se nazyva

svazové uspoiddand grupa (kratce (-grupa).

Z definice snadno plyne, Ze v {-grupach je nasobeni distributivni pfes svazové ope-
race, tj. plati z(u V v)y = zuy V zvy a dudlné z(u A v)y = zuy A zvy. Opravdu,
evidentnd z(yV z) > xy, vz. KdyZ u > xy, rz, pak 7 'u >y, 2, tj. 27 'u > yV z, odkud
u>z(yVz). Tedy z(yVz) = zy Vxz. Podobné se dokaze distributivita z prava. Dikaz

pro A je dualni.

V nésledujicim textu budeme vétsinou znacit usporadanou grupu (G;-, <) i grupu
(G;-) pismenem G. Jednotku grupy G budeme obvykle znacit 1.

Prvek g € G se nazyva kladnym prokem, jestlize 1 < g. Mnozina vSech kladnych
prvku se nazyva kladny kuZel a znaci se GT. Podobné g € G se nazyva zdporny pruek,
kdyz g < 1. Mnozina v8ech zapornych prvki se nazyva zdporng kuZel a zna¢i se G~.

Kladny kuzel G* charakterizuje usporfadani <, protoze pro kazdé f, g € G evidentné
plati f < g & flge Gt < gf e G .

Navic v f-grupé mizeme kazdy prvek g € G zapsat ve tvaru g = ab~! pro nékteré
a,b € G*. Skute¢ng, polozime-lia =gV 1lab=g'V1 potom gb=g(g7' V1) =
1Vg=a,tjg=abl

Véta 2. Grupu G lze usporddat, prdve kdyZ existuje podmnozZina P C G takovd, Ze

plati:
1. PP ' ={1}, kde P' ={g7' | g € P},
2. P-P=P,
3. xPx~ ! = P pro kazdé x € G.

Uspordddni je linedrnd, prave kdyZ? PU P! = G.

Diikaz. Necht < je kompatibilni uspofadani na G a necht P = G je kladny kuzel

uréeny timto usporadanim. Kdyz x € PN P!, pak plati # > 1 a soucasné z = y~!

1

pro nékteré y > 1. Tedy 1 > y= = z, a proto = 1 a prvni tvrzeni plati. Zvolme nyni



r,y € P.Platiz >1ay > 1, atedyixy > 1. Disledkem je, ze P O P- P. Tteti tvrzeni
dokazeme tak, ze zvolime y € P; pak pro kazdé x € G plati zyxz~! > xlz~! =1, a tak
ryr~t € P. Proto xPx~! C P. Toto plati pro viechna z, tedy kdyZ x nahradime z 71,
ziskame ! Pz C P, coz nam dava opac¢nou inkluzi P C xPx~!.

Pfedpokladejme, ze P je podmnozina G, které spliiuje dané t¥i podminky. Definujme

1

relaci < na G takto: x < y & yxr— € P. Je jasné vidét, 7ze < je reflexivni. Kdyz

r<yay <z pak yr™' € P ataké (yr' 1) = 2y € P (tj. yx~! € P71).

1

Z prvni podminky dostavame yxr~— = 1, tedy y = x a relace < je antisymetricka.

Dokazeme jesté tranzitivitu. Zvolme x < y ay < z. Pak yz=! € P a zy~! € P. Pak
2y lyr™t = za7! € P, tedy x < z. Tedy relace < je usporddanim na G. Abychom
ovéfili kompatibilitu, vezméme x < y. Pak yx~! € P a podle tieti podminky pro

vsechna a,b € G plati

ayb(axb)™t = aybb 'z la ™t = ayxla' € P,

tedy axb < ayb. Z toho plyne, ze < je kompatibilni s nasobenim. Konec¢né vSimnéme
si, 7ze 1 < y, pravé kdyz y € P, tedy P je kladnym kuzelem vzhledem k usporadani,
které je ur¢eno mnozinou P.

Predpokladejme nyni, Ze PUP~! = G. Potom pro viechna x,y € G plati zy~' € P
nebo zy~t € P! tedy xy~! > 1 nebo xy~! < 1. V prvnim piipadé mame = > y
a ve druhém x < y. Proto G je linearné uspoiadana. Naopak, pokud G je lineadrné
usporadand, pro viechna x € G plati # > 1 nebo z < 1. Proto z € P nebo z € P71, a
tedy G = PU P~ L. O

Nasledujici véta dava odpovéd na otazku, které monoidy jsou kladnym kuZelem

nékteré usporadané grupy:

Véta 3. Monoid (P;-) je kladngm kuZelem nékteré uspordadané grupy, prave kdyz
1. v P lze kratit,
2.Na,be P:ab=1=a=b=1,
3. Ya € P:aP = Pa.

Diikaz. Dikaz véty 3 lze najit napiiklad v [2]. Uvedme aspon nastin dikazu: Podle
pominek (1) a (3) pro kazdé x,y € P existuje jediny prvek x, € P takovy, ze zy = yz,,.
Definujeme-li na P x P nasobeni piedpisem (a,b) - (¢,d) = (acy, db), pak (P x P;-) je
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pologrupa. Dal na P x P zavedeme ekvivalenci ~ takto: (a,b) ~ (¢, d) < ad, = cb. Pak
~ je kongruence na (P X P;-) a faktorova pologrupa (P x P;-)/ ~ je grupa, do niz se
puvodni pologrupa (P;-) vno¥i zobrazenim z + [(z,0)]~. MnoZina {[(z,0)]. | z € P?},
tj. kopie P pak spliiuje podminky (1), (2) a (3) z véty 3, a je tedy kladnym kuzelem
jistého uspotradani na grupé (P x P;-)/ ~ . H

Poznamka 1. Jestlize P spliuje tyto podminky, potom na P existuje pfirozené uspo-
radani, které je definovano takto: a < b < b = ax pro nékteré x € P < b = ya pro
nékteré y € P. Navic kdyz chapeme P jako kladny kuzel G, potom toto usporadéani

splyva s usporddanim indukovanym G.

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze podle podminky 3 méme b = ax pro nékteré x € P,
pravé kdyz b = ya pro nékteré y € P. Reflexivita < je ziejma. Kdyz a < b & b < a, pak
b= ax a a = by pro nékteré x,y € P, tedy a = by = axy. Z podminek 1 a 2 dostavame
r=y=1,tj. a =0b. Tedy < je antisymetricka. Tranzitivita je evidentni: kdyz a < b &
b < ¢, pak ¢ = axy, tj. a < ¢. Nyni predpokladejme, ze P je kladny kuzel usporadané
grupy G. Nechf a,b € P aa <bv G.V tom ptipadé ale mizeme psat b = a(a~'b), kde
a~'b € P. Naopak, kdyZz a < bv P, tj. b= ax pro nékteré x € P, pak a b=z € P, a
tedy a < b v GG. Tedy obé usporadani na P splyvaji. O]
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2 Priklady usporadanych grup

Piiklad 1. Prirozena ¢isla, celé ¢isla, racionalni ¢isla a redlna c¢isla vzhledem k obvyk-

lému scitani a usporadéani jsou linedrné uspoirddané grupy.

Piiklad 2. Necht G je libovolné grupa. GG se nazyva trividlné uspofadana, jestlize plati

f<g< f=g,tj. (G;<) je antifetézec. Vzhledem k < je G usporfadana grupa.

Poznamka 2. Kazdou grupu lze uspotradat trividlné. Netrivialni netrivialné uspora-

dana grupa je ovsem vzdy nekone¢na.

Diikaz. Necht G je netrividlni a netrividlné usporadand, tj. existuji a,b € G tak, Ze
a<b Pakx=a'h>1aa">1prokaidé n € N, protoze 1 < z < z?.... Kdyby
z¥ = 2! pro nékteré k,l € N, k > [, pak by platilo 2! = 1, pficemz k — [ € N, coz
neni mozné.

]

Piiklad 3. Komplexni ¢isla s upofadéanim a + bt < x +yi < a < x & b < y tvori

(-grupu.

Diikaz. Komplexni ¢isla se séitanim tvoti komutativni grupu. Zjistime, zda < je uspo-
radani. Reflexivita je zfejma. Ovéiime asymetrii. Necht a + bi, x + yi € C takové, ze
a+bi<zx+yi&k x+yi <a+bi. Paka=z & b=y, tedy a + bi = x + yi. Ovéiime
tranzitivitu. Necht a+0bi, c+di, e+ fi € C takové, ze a+bi < c+di & c+di < e+ fi. Pak
a<e&b< f tedy a+bi < e+ fi. Tedy < je usporadani. Nyni ovéiime, jestli se jedna
o uspoiadanou grupu vzhledem k tomuto uspotradani. Necht a + bi, x + yi,c + di € C
aplatia+ b <z +yi. Paka <z & b <y implikuje a +c<zx4+c& b+d<y+d,
tedy (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i < (z+c¢)+ (y+d)i = (x + yi) + (¢ + di).
Komplexni ¢isla s timto usporadanim tvoii tedy uspoiadanou grupu, kterda vsak neni
uspotradana linearné, protoze v ni existuji nesrovnatelné prvky (napiiklad 2 + 3i a
3+ 2i). Zbyva overit, ze usporadand mnozina (C; <) je svazem. Vezméme dvé libovolna
¢isla a + bi, ¢ + di € C. Evidentné plati (a + bi) A (¢ +di) = (a Ae)+ (bAd)i a
(a+bi)V(c+di) = (aVe)+ (bVd)i, tedy usporadand mnozina je svazem a (C; +, <) (-
grupa. PopiSeme si kladny kuzel (C; +, <). Prvek a+bi je kladny, pravé kdyz 0 < a+bi,
tj.a>0& b > 0. O

Piiklad 4. Komplexni ¢isla s usporadanim a +bi <z +yi < a < x nebo (a =z &

b < y) tvoii linearné uspofadanou grupu.

11



Diikaz. Opét musime nejprve ovérit, ze < je usporadéni. Dikaz je velmi podobny
predeslému piikladu. Reflexivita je ziejma. Antisymetrie: necht a + bi,x + yi € C
takova, ze a+bi <z +yi & v+ yi < a+bi. Pak [a < x nebo (a =z & b <y)| &
[z < a nebo (a = x & b < y)]. Vzhledem k tomu, Ze nemiZe platit soucasné a < x a
a > x, musi byt a = x. Déle pak soucasné plati b < y a b > y, tedy b = y. Celkové
dostavame a + bi = x + yi. Ovérime tranzitivitu. Necht a + bi, c + di, e + fi € C. Kdyz
a+bi <c+di&c+di <e+ fi,tj]. [a <cnebo (a =c & b<y)| & [c <enebo
(c=e& d< f)],pak a < enebo (a=e& b < f), tedy a+ bi < e+ fi. Dokdzeme
monotonost s¢itani. Necht a +bi,x +yi,c+di € C aplati a+bi < x+yi. Kdyz a < ,
pak a+c <z +catedy (a+bi)+ (c+ di) < (x+yi)+ (c+ di). Kdyza=z a b <y,
paka+c=xz+cab+d<y+d, tedy (a+bi)+ (c+di) < (x +yi) + (¢ + di). Jedna
se 0 uspofadanou grupu. Z definice usporadani < je vidét, ze je to linearni uspofadéni,
tedy (C;+, <) je linearné uspoiradana grupa. Popiseme kladny kuZzel. Prvek a + bi je
kladny, pravé kdyz 0 < a + bi, tj a > 0 nebo (a =0 & b > 0). O

Pt#iklad 5. Komplexni ¢isla s usporadéanim a + bi < x + yi < (a =z & b = y) nebo

(a <z & b < y) tvofi usporadanou grupu, ktera vsak neni ¢-grupa.

Diikaz. Dukaz je podobny jako v predeslych pripadech. Reflexivita je jasna. Asymetrie
je také jasné vidét. Ovéfime tranzitivitu. Necht a + bi, ¢ + di,e + fi € C. Kdyz (a = ¢
&b=d) & (c=e& d=f),jevidét a+bi < e+ fi. Podobné pro (a=c & b=4d) &
(c<e&d< fla(fa<c&b<d) & (c<e&d< f) Ovéfime monotonost s¢itani.
Necht a + b,z +yi,c+di€e C.Za+bi<zx+yiplynea+c=z+cab+d=y+d,
a tedy (a+ bi) + (c+ di) < (v + yi) + (c+ di). Ve druhém piipadé z a+c <z +ca
b+ d < y+d také vyplyva (a + bi) + (¢ + di) < (z + yi) + (¢ + di). Tedy (C; +, <) je
uspoiadanou grupou. Zbyva dokazat, ze existuji dvojice prvki, které nemaji infimum
nebo supremum. Vezméme si napiiklad prvky 142 a 2+i. Vidime, ze sup{1+2i,2+1i}
neexistuje, protoze spole¢né horni zavory jsou prvky = + yi takové, ze v > 2 & y > 2.

s 0 NIY

nebo (z >0 & y > 0). O

ab
Priklad 6. Necht G = |a,b€Q, a>0p. Pak G je usporadana grupa
01
ab Ty

01 01

vzhledem k nésobeni matic a uspofadani: & a < x nebo (a =
r & b<y).
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Driikaz. Tento piiklad je podobny piikladu 4. Tato struktura je grupa. Reflexivita je

ziejma.
) ab cd
Nyni pfedpokladejme, ze , € G a plati
01 01
ab cd cd ab
< & <
01 01 01 01
Z prvni podminky plyne a < ¢ nebo (a = ¢ & b < d), ze druhé ¢ < a nebo (¢ =a &
) ) ab cd
b <d). Je vidét, ze musi platit a = c a b = d, tedy =
01 01

ab cd e f

Ovéfrime tranzitivitu. Necht , , €eGa
01 01 01
ab cd cd ef
< & <
01 01 01 01

Pak [a < cnebo (a=c & b<d)] & [c <enebo (c=e & d < f)], tedy

ab ef
01/ \o1
) ab Ty
Dokézeme monotonost néasobeni matic. Necht , ceGac,deQa
01 01

ab zd
plati <
01 01

1. Necht a < z. Pak ac < zc a tedy

.Paka<zxneboa=z & b<y.

ab cd ac ad+0b < xcxd+y ab cd
01 01 0 1 \o 1 01 01

2. Necht a =z & b < y. Pak plati [ac = zc & (ad+b < ad+y)] a [ac = zc & (ad+b <

xd + y)]. To implikuje

ab cd ac ad + b - xcxd—+y Ty cd

01/ \o1 o 1 /J \o 1 01/ \o01
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Podobné by se dokazalo, zZe nasobeni je monotoni zleva. Usporadani je evidentné

a
linearni. Kladny kuzel je mnozina kladnych prvka . Prvek je kladny,
01 01
10 ab
pravé kdyz < ,tj.a>1nebo (a=1& b>0).
01 01

Priklad 7. Necht V' je racionalni vektorovy prostor s bazi {l;Z | i€ I}. Necht v, € V
a ddle plati, ze 7 = >, gib; a i = Y el ribi, kde I je konetna podmnozina I a
¢i,mi € Q. Definujme ¢ < @, pravé kdyz ¢; < r; (jako raciondlni ¢isla) pro vSechna

1 € Iy. Pak V je (-grupa.

Diikaz. Reflexivita je zifejma. Provedeme diikaz antisymetrie. Zvolme @ = ). I ribj-,
U:Zigoqi[;iEV,takZeﬁSﬁ&Ugﬁ.Pakriggi&gignprokaidéiél,
tedy @ = ¥. Pro dokazéni tranzitivity predpokladejme @ =, . pibi, b= D ict ribi,
E:Zielosil):e‘/takové, ded<b& b<F@ Pak p; <r; & r; <s;, tedy d < C.

Jesté dokadZzeme monotonost séitani. Necht vektor @ = Zielo qib_;, U= Zielo rib_;,
w = Ziefo s,-b; € V aplati u < u. Pak pro kazdé ¢ € Iy, ¢; < r; = q;+s; < r;+s;, tedy
U+ w < U+ w. Je dokdzano, ze V je usporadana grupa. Jesté popiSeme supremum a
infimum kazdych dvou vektort « a v. Evidentné plati «V o =, ; (r;V qi)b;, podobné
UNT = e (i A qz)b_; Kladny kuzel: vektor @ je kladny, prave kdyz 0 < @, tj. 0 < r;

pro vSechna i € Iy. Jedna se o (-grupu. O

Priklad 8. Necht T je linearné uspofadand mnozina. Oznac¢me A(7") mnozinu vsech
permutaci f na T, které spliuji podminku: pro kazdé s, t € T : s <t & f(s) < f(t).
Takové permutace se nazyvaji automorfismy fetézce T', odtud oznaceni A(T). Potom
A(T) je l-grupa vzhledem ke skladani zobrazeni a uspofadani po bodech: f < g <

f(t) < g(t) pro kazdé t € T. Tato grupa se nazyva f-grupa automorfismu retézce 7.

Diikaz. Zvolme f, g € A(T). Pak pro kazdé s,t € T plati s < t & f(s) < f(¢)
< g(f(s)) <g(f(t) = (f-9)(s) < (f-9)(#), tj. f-g € A(T). Tedy A(T) je vzhledem
ke skladani zobrazeni grupa. Ovéirime, zda takto definované < je uspotradani. Relace
< je reflexivni. Diikaz antisymetrie je také ziejmy. Necht f,g € A(T). Kdyz f < g a
g < f, pak plati f(s) < g(s) asoucasné g(s) < f(s) pro vsechna s € T. To je ale splnéno

pouze pro f(s) = g(s). Musi tedy byt f = g. Zvolme nyni f,g,h € A(T) takova, ze
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f < gag<h.Pak pro kazdé s € T plati f(s) < g(s) & g(s) < h(s) = f(s) < h(s).
Tedy f < h.

Relace usporadéani je definovana korektné. Dokdzeme, 7Ze se jedna o uspotfadanou
grupu. Necht f, g, h € A(T) a f < g. Pak pro kazdé ¢t € T plati f(t) < g(t) =
BF®) < Alg(®), G- (f - B)() < (9 h)(®). Analogicky, f < g implikuje F(h(t)) <
g(h(t)), tj. (h- f)(t) < (h-g)(t). Tato grupa neni Fetézcem, protoze v ni existuji
nesrovnatelné prvky, napiiklad v A(R) funkce f a g definované takto f(x) =z + 1 a
f(z) =2x.

_al-
Existuje v8ak f V g kazdych dvou zobrazeni f, g € A(T), kde (f V g)(x) =
max{ f(x), g(x)}. Ovéfime, ze fV g je automorfismem. Pfedpokladejme, ze max{f(z),
g(x)} = max{f(y),g9(y)} pro nékteré =,y € T. Rozlisime jednotlivé piipady. Kdyz
f(z) = f(y) nebo g(x) = g(y), pak = = y. Kdyz f(z) = g(y), pak x = y, protoze kdyby
x <y, pak f(y) > f(z) = g(y), coz je spor. Podobné pro f(y) = g(z). Tedy fV g je
injektivni. Surjekce je ziejméa. Jesté dokazeme, ze x < y < (f V g)(x) < (f V g)(y).
Muzeme opét rozlisit jednotlivé piipady. Kdyz f(x) < f(y) nebo g(z) < g(y), pak
r <y. Kdyz f(z) < g(y), pak = < y, protoze kdyz = > y, tak f(z) < g(y) < g(z), coz
je spor s tim, ze max{f(x),g(x)} = f(z).
Kladny kuzel je mnozina vSech f € A(T), pro které plati: id < f, kde t = id(t) <
f(t) pro vsechna t € T O

Poznamka 3. Tento piiklad souvisi s Hollandovou vétou. Tato véta iika, ze kazdou
(-grupu je mozné vnorit do ¢-grupy automorfismu nékterého retézce T'. Diikaz je mozné

najit napiiklad v [3].

Piiklad 9. Necht C|0, 1] je mnoZzina vSech realnych spojitych funkei na intervalu [0,1].
Spolu s operaci s¢itani tvori komutativni grupu. Na ni je uspoifadani definovano nasle-

dovné f < g <« pro kazdé x € I f(z) < g(x).
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Diikaz. Dikaz je podobny predeslym prikladim. Jednd se opét o usporadani po bo-
dech. Je zfejmé, ze C je grupa. Dilkaz uspotadani je také jasny. Relace je reflexivni a
antisymetrickd, protoze pro f,g € C evidentné z f < g a f > g plyne f(z) < g(x)
a f(zr) > g(x) pro vSechna = € I, tedy f = g. Zvolne nyni f,g.h € C. Kdyz
f<g&g<h= flz) < gz) & g(x) < h(z), tedy f < h pro v8echna z € I.
Infimum je mnozina v8ech (f A g)(x) = min{f(x),g(x)}, kde x € I. Podobné& supre-
mum je mnozina viech (fV g)(z) = max{f(z), g(z)}. Kladny kuzel: prvek f je kladny,
pravé kdyz n < f, kde 0 = n(x) < f(x) pro vSechna = € I. Jedna se také o f-grupu.
O

Definice 4. Kartézsky soucin G = [[,.; G je mnozina vSech zobrazeni g : I — |J,.; Gi

i€l
takovych, ze g(i) € G; pro kazdé i € I. Definujeme-li f-g predpisem (f-g)(i) = f(i)-g(7),
pak G je grupa, tzv. direkind soucin grup G;. Direktni soucet Y ., G; je pak definovan
takto: oznacime-li supp(g) = {i € I | g(i) # 0} (tzv. nosic¢ funkce g), pak >, ; G; =

{9 € [Lic; Gi | supp(g) je koneény}.

P#iklad 10. Necht G; (i € I) jsou uspofadané grupy. Direktni soucin je definovan jako

direktni soucin grup G = [[,.; G; usporadany po slozkach, tj pro f,g € G, f < g &
pro kazde i € I : f(i) < g(i). Pak > ,_, G; je podgrupa [[,., G;. Usporadani zustava

stejné.

Diikaz. Stejné jako v piedchozich piikladech snadno ovéii, ze G = [],.; Gi je uspofa-
dand grupa, protoze usporadani je definovano po bodech. Protoze ), G; je podgrupa

G = [Lic; Gis je to vzhledem ke stejnému usporadani také usporadana grupa.

Ptfipomeneme kratce pojem dobre usporddané mmnoziny. Rekneme, Ze uspotadana
mnozina (G; <) je dobfe usporadand, jestlize kazda jeji neprazdnd podmnozina ma

nejmensi prvek. Je ziejmé, Ze kazda dobfe usporfadana mnozina je usporadané linearné.

Pfiklad 11. Necht I je dobfe uspofddana mnozina. Necht G; (7 € I) jsou uspofadané

grupy. Direktni soucin grup [],.; G; lze uspotadat lezikograficky: f < g < f(i) = g(i)

nebo f(i) < g(i), kde i € I je nejmensi takové, ze f(i) # g(i).

Diikaz. Jedna se o zobecnéni piikladi 4 a 6. O
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P#iklad 12. Necht W = ZWrZ je mnozina dvojic (8,a), kde a € Z a 5 : Z — Z.
Definujme (51, a1)+(fa, a2) = (v,a1 + az), kde v : Z — Z je dano predpisem v(x) =
fi(x) + Pa(x + a1). Pak W je grupa. Uspotfadani je dano kladnym kuzelem: (5, a) €
W+ < a>0nebo (a =0 & p(z) > 0 pro kazdé = € Z). Tato konstrukce se nazyva

VENCOVY SOUCIN.

Diikaz. Nejprve ovérime, ze tato struktura je grupou. Zjistime, zda je sc¢itani asocia-

tivni. Necht (Bl,al), (52,&2), (53,&3) e W. Pak
((Br,a1) + (B2,a2)) + (B3, a3) = (71, a1 + az) + (B3, a3) = (0, a1 + az + as),

kde 71(2) = B1(2) + ol + 1) a 6(x) = 71(2) + B0+ a1 +02) = Bi(w) + ol +a1) +
B3(x + a1 + as). Podobné

(Br,a1) + ((B2,a2) + (Bs,a3)) = (Br,a1) + (72, a2 + a3) = (d, a1 + az + a3),

kde vo(x) = Ba(x) + B3(z + az) a 0(x) = Bi(x) + y2(x + a1) = Bi(x) + Bo(x + ar) +
63(m+a1 —|—CL2).

Dostavame, ze (W;+) je pologrupa. Najdeme nulovy prvek. Vzhledem k tomu, zZe
druhou slozkou prvki z W je celé ¢islo a sc¢ita se obvyklym zptisobem, musi byt nulovy
prvek ve tvaru (v,0). Musi platit (51, a1)+ (v,0) = (1, a1), kde py(x) = fi(z) +v(x+
ay). Z toho je vidét, ze pro zobrazeni v musi platit v(z) = 0 pro kazdé x € Z. Nyni
najdeme ke kazdému prvku opaény prvek. Musi platit (51, a1) + (81,a1)* = (v,0). Je
ziejmé, 7e druhou slozkou bude &islo —ay. Pak v(x) = f1(x) + B (z + a1) = 0, tedy
Bi(z) = —=pfi(z — a1). Opacnym prvkem k (B, a1) je dvojice (87, —a1), kde Bi(z) =
—Bi(z — ay).

Uspoiadani je dano kladnym kuzelem, coz miizeme ekvivalentné prepsat ve tvaru
(B,a) < (7,b) & a < bnebo (a =b & B(x) < y(x) pro kazdé x € Z). Ovéiime, Zze
< je usporfadani. Reflexivita je jasna. DokdZzeme asymetrii. Necht (o, a), (5,b) € W.
Pak («o,a) < (B,b) & (5,b) < (a,a) implikuje (¢ < b nebo a = b & a(z) < p(x)
pro kazdé © € Z) & (b < a nebo b = a & B(x) < a(x) pro kazdé = € Z), tedy
a="b& alx) = p(z) pro kazdé = € Z. Nyni vezméme (o, a), (8,b), (v,c) € W. Kdyz
(a,a) < (B,b) & (6,b) < (v,¢), pak (a < bnebo a =b & a(x) < f(x) pro kazdé = €
Z) & (b < cnebo B(x) < y(x) pro kazdé € Z). Z toho vyplyva a < ¢ nebo a(z) < v(x)

pro kazdé x € Z.
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Nyni dokdZeme monotonost s¢itani. Necht (a, a), (8,b), (v, c) € ZWrZ. Dale necht
plati (a,a) < (5,b).

Kdyz a < b, pak a+c < b+catedy (61,a+c) < (82,b+c¢), kde 61(z) = a(z)+y(x+a)
a d2(z) = B(x) + v(x + b). Z toho dostavame (o, a) + (v,¢) < (8,b) + (7, ¢).

Kdyz a = b, pak a(x) < B(z). Pfi¢tenim ¢ k obéma stranam rovnice a y(z + a) k
nerovnici, ziskime a +c=b+c a a(x) + y(z + a) < B(x) + y(x + b). To ale znamena
(a,a) + (v,¢) < (8,b) + (7,¢).

Jedna se o usporddanou grupu. Tato grupa neni vSak usporddana linearné. Prikla-
dem dvou nesrovnatelnych prvki jsou (a,a), (8,b) € W, kde a(z) =z + 1, f(z) = 2z

pro vSechna x € Z. Jedna se o ¢-grupu. O

Piiklad 13. Necht I je kofenovy systém, tj. usporadana mnozina, kde pro kazdé a € T,
{8 €T | a < p} je fetézec. Necht G,(a € I') jsou linearné usporadané grupy. Necht
V (I, G,) je mnozina takovych g € [[,cr Ga, Ze supp(g) je § nebo ma maximalni prvek.
Pak V(I', G,,) je podgrupa [ [, G- Uspofadani je definovano takto: g je kladny prvek
< g(a) je kladny prvek G, pro kazdé a € T', které je maximalni prvek supp(g). Tato

(-grupa se nazyva Hahnova ¢-grupa.

Diikaz. Ovétime, ze V(I', G,,) je podgrupa kartézského soucinu [] . Go. Necht a,b €
V(T,G,). Mazeme piedpokladat, ze supp(a) # 0 # supp(b). Plati supp(a — b) C
supp(a) U supp(b), proto supp(a — b) mé maximalni prvek, pokud supp(a — b) # ().

Usporadani si prepiSseme do tvaru f < g < f =g nebo f # g, tj. supp(g — f) # 0
& fla) < g(a) pro kazdé a, které je maximalni v supp(g — f). Je vidét, ze se jedna
o relaci usporadani. Pti¢tenim libovolného prvku z V(I', G,) se usporadéani nezméni,
protoze se s¢ita po bodech. Tedy V(I', G,) je uspotddand grupa. Ziejmé plati f V g =
{fla)Vg(a) |laeT}ta fAg={fla) g(a)| a € I'}. Celkové dostavame, ze V(I', G,,)
je (-grupa.
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3 Zakladni vlastnosti

Definice 5. Rekneme, 7e grupa je bez torze, jestlize ¢" # 1 pro kazdé g € G\{1} a

n € N, tj. 1 je jediny prvek konec¢ného Fadu.
Véta 6. KaZdd linedrné uspordidand grupa je bez torze.

Diikaz. Necht G je linearné usporadana grupa a g € G. Jestlize g # 1, pak g > 1 nebo
gt > 1. Kdyz g > 1, pak ¢g" > 1 pro vSechna n € N, proto plati ¢" # 1 pro vSechna
n € N. Podobné ve druhém ptipadé. O]

Piipomenme, Ze kdyz G je uspoifadana grupa, pak G je podle véty 3 normalni
podmnozina G, tj. G = Gz pro v8echna x € G. Podgrupu grupy G generovanou
G budeme znacit (GT). Kazdé g € (GT) pak mizeme psat ve tvaru g = fh™! pro
nékteré f,h € GT.

Definice 7. Uspotradana grupa se nazyva usmeérnend, pravé kdyz kazdé dva prvky maji

horni a dolni zavoru.
Vé&ta 8. Usporddand grupa G je usmérnénd, prdvé kdyz (G*) = G.

Diikaz. Predpokladejme, ze G je usmérnéna. Necht g € G. Potom existuje h € G
takové, ze h > g,1. Pak h,hg™! € G* a g = (hg~')"'h. Proto (GT) = G. Naopak,
kdyz (GT) = G a g € G, pak existuji f,h € GT takové, ze g = fh™!. Pak f = gh > g a
f > 1, tedy f je horni zavora pro g a 1. Nyni necht a,b € GG. Ukazali jsme, Ze existuje
horni zavora pro 1 a ab™!, ozna¢me ji c. Pak cb je horni zévora pro a i b. Podobné kazdé

dva prvky z G maji dolni zavoru. m
Véta 9. Necht G je usporddand grupa a g,h € G.
1. Kdyz gV h ezistuje v G, pak existuje také g~ Ah™t a plati g ' AR~ = (g h)~L
2. Kdyz g A h ezistuje v G, pak existuje také g~V h™ a plati g7*Vh™' = (g Ah)L.

Diitkaz. Protoze g V h > g, plati (g V h)™! < ¢g~'. Podobné (g Vv h)™! < h™'. Kdyz
f<gtnt pak f7' > g,h. Proto f7' > gV haf < (gVh)! Disledkem je, ze

g~ A bt existuje a je rovno (g V h)~L. Ditkaz dualniho tvrzeni je podobny. O

Véta 10. Necht G je usporddand grupa a ddle necht g, h € G komutugi.
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1. Kdyz gV h ezistuje, pak existuje také g" vV g" th v .-V gh" Vv h" = (g V h)".
2. Kdyz g A\ h existuje, pak existuje také g" A g" *h A--- A gh" L AR = (g A R)".

Diikaz. Provadi se indukei. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpoklddejme, ze ¢g" Vv
g th V-V gh"t v A" = (gV h)" Pak (gV h)(g"V g"th V-V gh" PV A") =
gV g "hV -V gh" vV hg" V- -V gh" VAT = gt gthv -V ght v RV = (g v R) L
Podobné pro A. O]

Lemma 11. Necht G je svazové usporddand grupa a x,y,z € GT. Pak
rAyz < (xAy)(zA=2).

Diikaz. Ziejmé plati (z Ay)(z A z) = 2? Axz Ayx Ayz. Protoze 22 Axz Ayx > x, plati
(xAy)(xAz)>xAyz. O

Véta 12. Necht G je svazové usporddand grupa a g,h € G. KdyZz gNh =1, pak g a h
komutuji a gV h = gh. Navic plati g Nhf =g A f pro viechna f € GT.

Diikaz. Necht G je l-grupa a f,g € G. Kdyz g A h = 1, pak gh = g(g A h)"'h =
g(g7' VA Yh = h Vv g. Podobné by se dokazalo gh = g V h. Zvolme nyni f € GT. Pak
f < hf implikuje g A f <gAhf <(gAR)(gAf)=gAf. O

Véta 13 (Rieszova interpola¢ni vlastnost). Necht G je (-grupa a necht f,g1,...,9n €
G*t. Jestlize [ < g1...gyn, pak existuji fi,..., fn € G tak, Ze f = fi...[fn a fi < g;

pro kazdé i =1,... n.

Diikaz. Provadi se indukci. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpokladejme platnost pro
n>1Kdyz1<[<g1.. gnp1, pak 1< fg, V1< gi...gn Pak fg, V1= fi... [
pro nékteré f; € GFtakove, ze f; < g; (1 < j < mn). Ale f(f Agn1) =1V fg, 11,
takze plati f = f1... fu(f A gns1)- ]

Jednoduché kritérium, aby usporadand grupa byla svazové uspofadanou grupou,

fika nasledujici véta.

Véta 14. Usporddand grupa G je svazové uspordadand, prdivé kdyz x V 1 existuje pro

kazdé x € G.
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Ditkaz. Necht a,b € G a polozme x = (ab™! vV 1)b, kde ab~! V 1 existuje podle pied-
pokladu. Je vidét, ze > ab™'b =aax > 1-b = b, tedy = je horni zévora {a,b}.
Nyni vezméme y € G takové, ze y > a ay > b. Pak yb=* > ab™! a yb~! > 1, z &eho
dostavame yb= > ab~'V 1, a proto y > (ab~' VvV 1)b. Proto a V b existuje v G a je rovno

(ab=! v 1)b. Diikaz existence a A b je podobny, proto G je f-grupa. ]

Véta 15. Necht G je svazove usporddand grupa. Kdyz g > 1 pro nekteré n € N, pak
g>1.

Ditkaz. Kdyz G je svazové usporadand grupa a g € G, pak (gA1)" = g"Ag" A -AgAl
pro vSechna n € N. Proto kdyZ ¢" > 1, pak (g A1)"=g" P A---AgAl=(gn1)"L.
Proto g A1 =1, tedy g > 1. O]

Disledek 16. KazZdd svazové uspordadand grupa je bez torze.

Véta 17. Kdyz G je linedrné usporddand grupa, pak pro vSechna n € N a g,h € G
plati g" = h" = g = h.

Diikaz. Vezméme a,b € G takové, ze a < b. Ukdzeme, ze a™ < b™ pro kazdé m € N.
Pro m = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze a™ < b™. Pak a™™ =a™-a < 0™ -a <

b™ - b= b™"L. Proto v kazdé linearné uspoiadané grupé ¢ = h" implikuje g = h. O

Véta 18. Necht G je {-grupa. Prvky g,h € G jsou konjugované, kdyz g" = h™ pro

nékteré n € N.

Diikaz. Nechf g" = h™. Polozme f = ¢g" 'V ¢g" 2hV ---V gh" 2V h" ! Pak gf =

"V g thv -V gPhh 2V ghtt = g"thv -V gh" VA" = fh, tedy flgf = h. O
Pfipomenme, ze svaz L se nazyva distributivni, kdyz z A (yVz) = (z Ay) V (x A 2)

pro kazdé x,y, z € L. Je znamo, Ze L je distributivni, pravé kdyz splhuje podminku

(xVz=yVz & zANz=yANz) = zx=uy.
Této charakterizace vyuzijeme v dikazu nasledujici véty.
Véta 19. Necht G je svazové usporddand grupa. Pak G je distributivni svaz.

Diikaz. Necht G je (-grupa a a,b,c € G takové, ze aAb=aAcaaVb=aVc Potom
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b= (aAba " aland) b= (aAb)a a(a' Vb b= (aAba ' (bVa)=

=(anc)a(cVa)=(anc)aala Ve He=c
]

Véta 20. Necht G je svazové usporddand grupa o f,g; € G (i € I). Kdyz\/{g: | i € I}

existuje v G, pak existuje také N{g;' | i € I}, \[{fg:i | i € I}, {g:f | i € I} a
VA{fAgi|i€l}. Navic plati:

LNt liell =g liel})™,
2. NV{fgliely=Ff(\N{gliecl}),
3. Vgif liely =g liel})f,
4 NH{fAgiliely=fAVigiliel}.

Diikaz. Oznaéme g = \/{g; | i € I}. Pak plati g~' < g;' a fg > fg; pro viechna i € I.

1. Kdyz h < g;* pro vSechna i € I, pak h™' > g; pro viechna i € I. Proto h™! > g,
tedy h < g7', tedy g=' = AN{g; ' | i e I}.

2. Kdyz h > fg; pro v8echna i € I, pak f~'h > g¢; pro vsechna ¢ € I. Proto
f7'h > g, odkud h > fg. Tedy fg je supremum {fg; |i € I}.

3. Analogicky se ukaze, ze gf je sup{g:f |i € I}.

4. Plati f Ag > f A g; pro kazdé ¢ € I. Necht x > f A g; pro kazdé i € I. Pak
9w > g7 (fANg) =g, fALZ g  fAL=g7" (f Ag), tiz > gig™ ' (f A g) pro
kazde i € I. Ale fAg=gg~ ' (fAg) =V{gilie€ I g~ (fAg) =V{gig (fAg) |
iel}. Protox> fAg,atedy fAg=V{fAgi|iel}.

Poznamka 4. Plati i dualnf tvrzeni, tj. kdyz Af{g; | i € I} existuje, potom
L V{g ' liel}=(Maliel})™
2. NMfgiliel}=f(Nailiel}),
3. Maiflielt=(Ngliel})f,
L N{fvgliell=fvNgliel}
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4 Absolutni hodnota a ortogonalni prvky

Definice 21. Necht G je svazové usporadand grupa. Pro kazdé z € G definujeme

kladnou ¢dst x takto: ™ = 2V 1. Podobné se definuje zdpornd éast x= = x A 1.
Véta 22. Necht G je svazové uspordadand grupa. Pak pro vSechna x,y € G plati:
1L @)t =@ a@) =),
2. xVy=@wr HtzazAy=a(xly),
3. x=xtx =aa",

4. x <y, prdvé kdyz x* <yt axz” <y .

Diikaz. 1. Plyne piimo z definice.
2. xVy=(yr'V)r=(yr HzarAy=z(x'ynl) =z(x"ly)".

3. x(z7) =2z Vvl =1Vae =2" atedy x = x7x~. Podobné (z7) 'z =

(x7'v1)x=1Ve=2z" tedy x =z 2.

4. Pokud z <y, je ziejmeé, ze xt < y* a = <y~ . Opac¢né tvrzeni plyne z (3).
]

Definice 23. Necht G je svazové usporadana grupa. Pak pro kazdé x € G definujeme

absolutni hodnotu x jako |z| =z Vv ™.

Pi#iklad 14. V linearné usporadané grupé (Z;+,<) plati 2¥ = max{x,0}, 2= =

min{z,0} a |z| = max{z, —z}.

Véta 24. Necht G je svazove usporddand grupa. Pak pro vSechna x,y,z € G plati

1. |z =]zt

2. x| € GT,

3. jxl=12=1,

4ozl <yl eyl <o <yl

5. vy~ = (xVy) e Any)t = [yl
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6. |z|=at(xz)7
7. 2t A (z7hHT =1,
8. Jw vyl <zl Vyl < fxllyl,
9. |xy| < |z|lyllxl.
Diikaz. 1. Plyne piimo z definice.
2. 1l=(xvzY)zvez)t=(@@vehHatrz) <(zvat)?=|z% Z vty 15
vyplyva |z] > 1, tedy |z| € GT.
3. Kdyz 1= |z| =2 Vot pakx <laz! <1, tedy 1 <z Protoz=1.
4. Je videt, ze |z|™' =z Azt < x <z Va! = |z|. Proto kdyz |z| < |y|, pak

ly|7t < |27, a tedy |y|™' < z < |y|. Naopak kdyz |y|™' < = < |y|, pak také

ly| ™t <@t <yl, aproto |z| =z VaTt <yl

1

5. Mame |zy | =2y 'V (zy ) =2y tvyr =yt vy tvil =

= (zy 'V (ya ' V1) = (@ Vyly lyl@t vy = (@ vy)z Ay
6. Plati z(z7) ' = (xv1)(x A1)t = (zVv1)(z7' V1) =1Vvavz ! =1V]|z| = |z|.
7. (V) A@@IV)=@Az ) vi=(ztvae)tvi=1.

8. lxVyl=xVyV(zVy) ' <zvyVvz!=lz|Vy <|z|V|y|. Navic |z| < |z||y| a

lyl < |zlly], tedy |z V |y| < |z]]y].

9. zy < |z|ly| < |z|ly|lz| a 27y~ < yllz| < |z||y||z]. Proto |z||y| < |z||y||z|.
0

Diisledek 25. V kaZdé svazove uspordadané grupé plati g1 = 1,...,9, = 1 prdvé kdyz
g1 V-V gn| = 1.

Véta 26. Svazové uspordadand grupa G je komutativni, pravé kdyz |xy| < |z|ly| pro

kazdé x,y € G.

Diitkaz. Necht G je komutativni f-grupa. Pro kazdé x,y € G plati zy < |z||y| a (zy)~! =

y~lamt <y 2T = yllo]- Z Jllyl = [yllz| dostaneme xy V (zy)~" < [af]y], tedy

lzy| < [x|yl.
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Naopak necht z,y € GT. Pak xy € G a podle piedpokladu zy = |xy| = |(zy) ™| =

ly~tx=Y < |y~ Y|x7Y = |y||z| = yz. Podobné yr < xy. Proto x a y komutuji, tedy G
je komutativni. Nyni zvolme z,y € G. Pak y™ komutuje s (z7 )t is [(z7 )] =a".
Podobné (z7H)* = (z7)~! komutuje s (y~ )" = (y7)~!, tedy 2~ komutuje s y~. Proto

plati zy = 2tz yTy~ =yty ata” = yx. ]
Definice 27. Necht G je svazové uspofadané grupa. Pak z,y € G se nazyvaji ortogo-
ndlni, pokud |z| A y| = 1.

Poznamka 5. Kdy7 jsou x,y € G* ortogonalni, pak podle véty 12 komutuji.

Véta 28. Necht G je uspoiddand grupa a proky x,y,z € GT. KdyZ v a y jsou ortogo-

ndlni a x a z jsou ortogondlni, pak jsou ortogondlni také x a yz .

Diikaz. Je ziejmé, 7e yz € GT. Dale plati t Ay = 1 ax Az = 1. Z véty 12 vyplyva
rANyz=1. L]

Disledek 29. Pokud x,y € G jsou ortogondlni, pak jsou ortogondlni také x™, y™ pro

vSechna m,n € N.

Diikaz. Predpokladejme, ze zAy = 1. Staci dokézat, ze pro kazdé n € N plati zAy™ = 1.
Pro n = 1 tvrzeni plati. Kdyz x Ay™ = 1, pak podle véty 28 x Ay"™! = 1. Odtud ihned
plyne, ze ™ A y™ = 1 pro kazdé m € N. O

Véta 30. Necht G je svazoveé uspoiddand grupa a x,y € GT jsou ortogondini. Pak

(zy Dt =z a(ey™') =y "

Diikaz. Mame (zy )T =azy 'Vi=z(y'Vva ) =z(yAz)'=2-1=2zapodobnd
(xy™)" =ay ' Al=(zAyy =1y =y " O

Véta 31. Necht G je svazove uspordadand grupa. Pro vSechna x € G a pro n € N plati

(@) = (@")" a (z7)" = (2")

Diikaz. (z7)™ a (x7)™" jsou ortogonalni, a proto [(z1)™(z7)"|T = («*)™. Ale protoze
xt a x” jsou ortogonalni, plati (z™)*(x7)" = (zT27)" = 2. Proto (™)t = (x)™

Podobné (z")~ = (z7)™. O
Disledek 32. Necht G je {-grupa a © € G, n € N. Pak |2"| = |z|".

Diikaz. Necht z € G, n € N. Pak |z"| = (2™)"((2")7)~! = (a7)"((xz7)") " =
= ((a*(@7)~h)" = ||™ 0
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Véta 33. Necht G je svazove usporddand grupa a x,y € G komutuji. Pak pro vSechna

kladnd celd ¢isla n plati (xVy)" =2"Vy* a (x Ay)" =z" ANy".

Diikaz. Pokud z a y komutuji, pak komutuji také xy~' Vv 1 a y. Pak
(xVy)" = (zy=' vV 1)ry" = [(ay ) ]"y" = [(wy™ )" Fy" = [(my~)" V 1y" =
= [x"y "V 1|y" = 2"V y".
Podobné se dokaze (z A y)" = 2™ A y™.
m

Véta 34. Necht G je svazové uspotddand grupa a necht xy,...,x, € Gt jsou po dvou

ortogondlni. Pak x1V ---V x, =21...2,.

Diikaz. Véta 28 tika, ze kdyz x1 Axg = 1 a 1 Axg = 1, pak x1 A zox3 = 1. Pred-
poklddejme nyni, 7e 1 Axy... 2,1 = 1 a xz; ANx, = 1. Pak plati 1 Axo...2, = 1,
tedy z1 a x5 ...z, jsou ortogonélni. Protoze x1, x,, jsou ortogonalni, podle véty 12 plati
x1V x, = r17,. Ptedpokladejme, ze plati 1 Vao... 2 1 =21...2, 1. Pak 21 ... 2, =
(x1 Vg . .y )Ty = 01T, VT .. Ty = 2y VI VT . Tpg VT, =21V Ty .. Ty
Nyni predpokladejme, ze pro n > 2 plati x4 V---V 2,1 = x1...2,_1. Pak plati

1V VT VT, =21...2,1VTp =2T1...Ty. O
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5 Archimedovské linearné usporadané grupy

Definice 35. Necht G je uspofddand grupa a a,b € G*. Jestlize a™ < b pro kazdé
n € N, pak pfSeme a < b. Rekneme, 7e G je archimedovskd, kdyz a <« b pro kazdé
a,b € G\ {1}. Tedy kdyby pro nékteré a,b € G* platilo a < b, pak by a = 1.

Je-li G linearnd usporadana archimedovska grupa, a,b € G™ a a < b, pak musi

existovat n € N takové, ze a" < b < a".
Véta 36. Kazdd linedrne usporddand archimedovskd grupa je komutativni.

Diikaz. Necht G je linedrné uspofadana archimedovska grupa. Rozlisime dva ptipady.

1. G*\ {1} ma nejmensi prvek. Pak pro kazdé g € G existuje takové n € N, pro
které a” < g < a"'. Z toho 1 < ga™" < a, tedy ga™" = 1, tj. g = a”. Vidime, Ze G je
cyklickd grupa, tedy abelovska.

2. Piedpokladejme, ze G\ {1} nem4 nejmensi prvek. Pak pro kazdé a > 1 existuje
c > 1 tak, ze ¢® < a. Opravdu, necht 1 < b < a tak, Ze b*> £ a. Pak b= < b~ tab™! < 1,
protoZe kdyby a = b%, mizeme misto b vzit c takové, ze b > ¢ > 1, a v tom piipadé by
platilo a = b* > 2. Proto 1 < (ab™!)? < a. Predpokladejme, Ze f,g € GT nekomutuji.
MiZzeme predpokladat, ze a = f~1g~'fg > 1. Zvolme c takové, 7e 1 < c < c® < a, f, g.
ProtoZe G je archimedovskd, existuji m,n € N takova, Zze ¢™ < f < ™l a ¢ <
g<c™ . Nynia= flglfg < c™c ™ e = 2 To je spor s piedpokladem, Ze
A <a.

]

Véta 37 (Holderova). Kazdd archimedovskd usporddand grupa je izomorfni s nékterou

podgrupou (R;+).

Diikaz. Necht G je archimedovska linedrné uspofadana grupa. Zvolme ¢ € G* \ {1}.
Pro kazdé g € G*, oznacme Q(g) = {™ | m,n € Ny, n # 0, ¢™ < g"}. Tato mnozina je
neprézdna, protoze 0 € Q(g). Déle plati Q(g) # QT az £ <™ € Q(g) plyne £ € Q(g)
(protoze z " < ™ < g™ vyplyva ¢ < ¢°). Mnozina Q(g) je tedy Dedekindovym
Fezem.

Definujme ¢ : Gt — R takto: ¢(g) = sup Q(g). Dokézeme, Ze ¢ je homomorfismus
grup. Necht ™ € Q(f) a £ € Q(g). Pak ¢™ < f" a ¢ < g°. Miuzeme piedpoklidat,
ze s = n. Pak ¢ < frg" = (fg)", tj. = € Q(fg). Proto Q(fg) 2 Q(f) + Q(g).
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Podobné kdyz * ¢ Q(f) a > € Q(g), tj. © > ™ pro kazdé¢ ™ € Q(f) a 2 > ™ pro kazdé
e Q(g), pak ¢* > f"a ¢’ > g Odtud ¢ > frg" = (fg)", tedy “2 & Q(fg). To
ale znamend =2 € Q(fg) = = € Q(f) + Q(g), tedy Q(fg) C Q(f) + Qlg). Proto
Qf9) = QF) + Q) a odtud 6(fg) = 6(f) + 6(0).

Je vidét, ze ¢ zachovava uspotradani. Necht f < ga Q(f) ={" | " < f"},Q(9) =
{Z]cP? < g} Pak ¢ < f* < g™ Odtud plyne sup Q(f) < sup Q(g). Navic kdyz g > 1,
pak ¢ < g" pro nékteré n € N, tedy £ € Q(g)\ Q(1), tj. jadro obsahuje pouze jednotku.
Tedy ¢ je injektivni. Dusledkem je, Ze G je izomorfni s podgrupou (R;+). ]
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