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Anotace:

Hlavnim cilem mé diplomové prace na téma ,,Derivace Vv aplika¢nich tlohach — sbirka
feSenych priklada“ je vytvofit soubor feSenych ptikladl, které néjakym zplisobem
vyuzivaji pfi feSeni diferencidlni pocet. Sbirka obsahuje 43 fesenych praktickych uloh,
které se tykaji funkci jedné nebo dvou proménnych. Ugelem je, aby tato sbirka slouzila
jako cvi¢ebni pomucka pro zaky stfednich ¢i vysokych $kol. Pro lepsi piehled jsou
jednotlivé ulohy fazeny do odpovidajicich védnich oblasti (matematicka, biologicka,

fyzikélni, ekonomicka).

Kli¢ova slova: derivace, parcialni derivace, extrém funkce, lokalni extrém funkce,

globalni extrém funkce, minimum, maximum

Annotation:

The main goal of my diploma work on the topic "Derivative in apllied problems —

a digest of solved examples™ is to create a set of solved exercises that somehow use
calculus during solving. The collection contains 43 solved practical problems relating to
calculus of one or two variables. This collection intends to serve as a training aid for
students of middle or high schools. For a better overview individual tasks are sorted by

appropriate fields of science (mathematical, biological, physical, economic).

Key words: derivative, partial derivative, extreme of a function, local extreme of a

function, global extreme of a function, minimum, maximum
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1 Uvod

Z 8 m dlouhého uhlového zZeleza se ma svarit kostra akvaria, jehoz hrany dna maji byt
V pomeéru 2 : 3. Jaké rozméry ma mit kostra, aby se do akvaria veslo co nejvice vody?
S touto lohou jsem se setkala jiz na gymnaziu a vybrala jsem ji jako motivacni prvek
na uvod mé diplomové prace, protoze prave lohami tohoto typu se budu zabyvat.

Hlavnim cilem této prace je sestavit sbirku feSenych ptikladt na aplika¢ni Glohy
vyuzivajici derivaci funkce jedné nebo vice proménnych, kterou by bylo mozné vyuzit
nejen pii studiu na stiednich ¢i vysokych skolach, ale i v bézném zivoté. Do prace jsou
zakomponovany Ulohy vychazejici z konkrétnich situaci a cisel, ale i ulohy feSené
obecn¢ (napf. 3.1.12).

Zadani tloh jsou vybrana z riznych uéebnic — nejen z téch, podle kterych se
dnes$ni zéci uci, ale i ze starSich, které se jiz nepouzivaji. Dalsi inspiraci pro m¢ byly
internetové portdly a matematicka fora, kde zaci uvetejniuji Glohy, které¢ jim délaji
nejvetsi obtize.

Sbirka obsahuje celkem 43 feSenych tloh. Zadani 3 tloh jsem zformulovala
sama, u ostatnich 40 tloh jsem z uvedenych zdroju pievzala pouze zadani. Z toho jsem
35 tuloh vytesila samostatné a u 5 uloh jsem zjednodusSila pivodni feSeni (nebo jsem
nalezla feSeni jiné).

Pii feSeni tloh jsou vyuzivany piedevsim aplikace diferencialniho poctu (hledani
extrému funkce, souvislost znaménka derivace a monotonie, atd.), piestoze nékteré
ulohy lze fesit 1 jinymi metodami. Pro lepsi pfedstavivost je vice nez polovina uloh
doplnéna nazornymi obrazky, které jsem vytvoftila v programu GeoGebra.

Nejen v matematickém, ale i v dalSich v&€dnich oborech jako je fyzika, biologie
¢i ekonomie, je mozné setkat se s tilohami, jejichZ feSeni lze nalézt prostfednictvim
diferencialniho poctu, proto zde uvadim 1 n€kolik ptikladi z téchto oblasti.

Praktickd c¢ast diplomové prace je rozc€lenéna na podkapitoly podle védnich
oblasti a na podkapitolu Derivace dvou proménnych. Derivace jedné proménné jsou
spiSe vhodné na stfedni Skoly, resp. gymnazia, na rozdil od derivaci dvou (resp. vice)

proménnych, hodicich se spise na Skoly vysoké.



2 Zakladni pojmy a navod K feSeni

Tato uvodni kapitola je vytvorena na zakladé podkladi z literatury [7] a [22].

2.1 Stacionarni bod

Bod, lezici v definicnim oboru dané funkce, nazveme stacionarnim, jestlize prvni
derivace v tomto bod¢ je rovna nule nebo neexistuje. Stacionarni body jsou body
podezielé z extrému. Existuje nékolik zptisobtl, jak zjistit, zda je ve staciondrnim bod¢

lokalni & globalni extrém."

2.2 Lokalni extrémy

Necht f je funkce definovana v intervalu (a, b). Rekneme, e funkce f ma v bodé
¢ € (a,b) lokalni maximum (resp. lokalni minimum), existuje-li § > 0 tak, ze pro
viechna x € (¢ — J,c + &) plati f(x) < f(c) (resp. f(x) = f(c)). Lokalni maxima a

lokalni minima funkce f souhrnné nazyvame lokalni extrémy funkce f.

2.3 Urdceni lokalnich extrémt pomoci monotonie

Piedpokladejme, ze funkce je na celém svém defini¢nim oboru spojita. Stacionarni body
pak déli definiéni obor na vice intervali:

Je-li na intervalu vlevo od stacionarniho bodu derivace kladna (tedy funkce je rostouci)
a na intervalu vpravo od stacionarniho bodu zéporna (tedy funkce je klesajici), je

ve staciondrnim bodé¢ lokéalni maximum.

Je-li na intervalu vlevo od stacionarniho bodu derivace zaporna (tedy funkce je
klesajici) a na intervalu vpravo od stacionarniho bodu kladna (tedy funkce je rostouci),

je ve stacionarnim bod¢ lokalni minimum.

1V jinych nez stacionarnich bodech lokalni extrémy byt nemohou.



2.4 Urceni lokalnich extrémi pomoci druhé derivace

Je-1i druha derivace ve stacionarnim bodé zaporna a funkce je na celém jejim
defini¢nim oboru spojita, je ve stacionarnim bod¢ lokdlni maximum.
Je-li druha derivace ve stacionarnim bodé¢ kladné a funkce je na celém jejim defini¢nim

oboru spojita, je ve stacionarnim bod¢ lokalni minimum.

2.5 Hessova matice (funkce dvou proménnych)

Hessova matice druhého tadu se sklada z druhych parcialnich derivaci dané funkce

9%F(x,y) 0%F(xy)

, . 02%x dy 0x .. s .
a vypada takto: PFGy)  02FGey) | Hessovu matici vytvatime proto, abychom mohli
0x dy 0%y

spocitat jeji determinant, ktery poté rozhodne o lokalnich extrémech dané funkce.

9%F(x,y) 9%F(xy)

N _ 62F(x,y)| _ 0%x dy 9x
Oznaéme Dy = | 2x 12027 | Gerieyy  a2rcy|
ax oy 02y

Je-li D, >0, D; > 0, ma funkce v daném bod¢ [X, Y] lokdlni minimum.
Je-li D, >0, D; < 0, ma funkce v daném bod¢ [X, Y] lokdlni maximum.
Je-li D, < 0, ma funkce ve stacionarnim bodé¢ [x, y] sedlo.

Je-li D, = 0, nelze o extrému touto metodou rozhodnout, je tfeba zvolit jiny postup.

2.6 Globalni extrémy

Existuje-li max {f (x); x € D(f)}, nazyvame toto ¢islo globalnim maximem.
Existuje-li min {f (x); x € D(f)}, nazyvame toto ¢islo globalnim minimem.

Souhrnné nazyvame globalni minimum a globalnim maximum globalnimi extrémy.?

2V literatuie se také mizeme setkat s pojmem absolutni extrémy, coZ je synonymum pro globalni
extrémy.



2.7 Urceni globalnich extrémi

Predpokladejme, ze funkce je na celém svém definicnim oboru spojitd. Porovname
funk¢ni hodnoty ve vSech lokalnich extrémech a hodnoty nebo limity v krajnich bodech
defini¢niho oboru. Z nich pak vybereme nejvétsi a nejmensi.® Je-1i nejvétsi hodnota
limitou, globalni maximum neexistuje. V ostatnich ptipadech se jedna o globalni
maximum. Je-li nejmensi hodnota limitou, globalni minimum neexistuje. V ostatnich

ptipadech se jedna o globalni minimum.

® Ma-li funkce pouze jeden stacionarni bod, je lokalni minimum (resp. maximum) zaroveii globalnim
minimem (resp. maximem).
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3 Derivace jedné proménné v aplika¢nich tlohach - Fesené
priklady

3.1 Matematické ulohy

3.1.1 Priklad 1

Naleznéte takova dvé prirozena Cisla, jejichZ soucet je 100 a soucet jejich tietich mocnin
je co nejmensi.

([14], str. 333)

Ozna¢me hledana ¢isla jako x ay, kde x € (1,99). Soucet jejich tretich

mocnin zapiSeme jako funkci

fl) =x*+y> 1
a dale vime, ze
x+y=100. 2
Ze vztahu (2) vyjadiime proménnou y:
y =100 — x, 3)
kterou poté dosadime do (1):
f(x) =x3+ (100 — x)3. 4)
Po upravé vyrazu (4) dostaneme:
f(x) =300x? — 30 000x + 1 000 000. (5)

Soucet tfetich mocnin hledanych ¢isel méa byt minimalni, proto funkeci (5)
zderivujeme:

f'(x) = 600x — 30 000. (6)
Prvni derivace je nulova, je-li x = 50.
Provedeme druhou derivaci:

f”(x) = 600. (7)

Jelikoz f"(50) = 0 a f"(50) > 0, ma funkce v hodnoté 50 lokalni minimum.
ProtoZe je to jediny stacionarni bod funkce f(x) v intervalu (1,99) a funkce
f(x) je v tomto intervalu spojita, jde zaroven také o globalni minimum této

funkece.
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Druhé hledané ¢islo dopocteme dosazenim x do (3):
y =100 — 50 = 50.

Dvojice hledanych cisel spliujici pocatec¢ni podminky jsou ¢isla 50 a 50.

Soucet tfetich mocnin téchto ¢isel je roven 250 000.

3.1.2 Priklad 2

Z plechu tvaru obdélniku 0 rozmérech 40 cm a 80 cm

je tieba v rozich vystfihnout shodné ¢tverce tak, aby

ze zbytku slozena krabice méla co nejvétsi objem. S

Urcete délku strany téchto ¢tverc. 80

([13], str. 354)

(8)

40

Ozna¢me délku étvercd, které je tfeba vystiihnout jako x cm, kde x € (0,20) cm.

Potom objem vzniklé krabice je
V(x) = (80— 2x) - (40 — 2x) - x,
neboli
V(x) = 4x3 — 240x2 + 3 200x.
Funkci (2) zderivujeme:
V'(x) = 12x? — 480x + 3 200.

, . . T 20V3
Prvni derivace je nulova, je-li x; , = 20 & -

20v3

Kofen x; = 20 + —— vSak nelezi v intervalu (0, 20), proto nas bude zajimat

v 20V3
pouze kotfen x, = 20 — -

Druha derivace:
V7 (x) = 24x — 480,
,, 203
% (20 - T) < 0.

Protoze V’ (20 — @) = 0 a zaroven V"’ (20 — %g) < 0, ma funkce V(x)
< 20v3 R . . T L
V hodnoté 20 — —; ostré lokalni maximum. ProtoZe je to jediny staciondrni

bod funkce V (x) v intervalu (0, 20) a funkce V' (x) je v tomto intervalu spojita,

12
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jde také o globalni maximum této funkce.

Aby méla krabice maximalni objem, musime v rozich vystiihat ¢tverce
20v3
3

Objem této krabice pak bude piiblizné 19 080 cm?.

o strané 20 — cm.

3.1.3 Priklad 3

Jaké rozméry musi mit bazén se ¢tvercovym dnem a

objemem V = 108 m3, ma-li se na jeho vyzdéni : h
spotfebovat co nejméné materialu? ST Ry
X
([9], str. 323) <
Délku strany ¢tvercového dna oznaéme x m, kde x € (0, +o0) a vysku
bazénu h. Potom objem
V=x%h, Q)
neboli
V108
h = F = ? (2)
Plocha k vyzdéni bazénu
S = x? + 4xh. (3)
Dosazenim vztahu (2) do (3) ziskdvame funkci
108 432
S(x) = x*+4x-— =x* +—. 4
x X
Plocha k vyzdéni bazénu ma byt minimalni, provedeme derivaci:
432
S (.X) =2x — ? (5)
Funkce ma nulovou derivaci, je-li x = 6.
Nyni provedeme druhou derivaci:
864
S (x) =2+ x—3 (6)

13



S7(6) =2+ sg = 6. ()
Protoze S'(6) = 0 a zaroven S”(6) > 0, ma funkce S(x) v hodnoté 6 ostré
lokalni minimum. JelikoZ je to jediny stacionarni bod funkce S(x)
v intervalu (0, +o0) a funkce S(x) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni minimum této funkce.

Nyni dopocitame chybéjici rozmér h ze vztahu (2):

V108
T Y (®)
Abychom spotiebovali co nejméné materialu na vyzdéni bazénu se ¢tvercovym

dnem o objemu V = 108 m3, musi byt rozméry bazénu 6 m, 6 ma 3 m.
Na vyzdéni takového bazénu spotiebujeme 108 m? materialu.

Pozn.:

U 1loh tohoto typu je v readlném zivoté ur¢ena hloubka, napt. chceme,

aby byl bazén hluboky alespont 1 m. Potom by strana ¢tvercového dna méla
smysl pouze pro x € (O, \/m) Déle bychom postupovali obdobné.

V tomto konkrétnim piipad¢€ se dostaneme ke stejnym vysledklim.

3.1.4 Priklad 4

Které kladné¢ €islo dava s ¢islem k nému pfevracenym nejmensi soucet?

([1], str. 214)

Hledané ¢islo oznac¢ime x, kde x € (0, +00). Potom jeho pfevracena

1
hodnota bude e Jejich soucet oznacime jako funkci

o) =x+>. 1)

Hledame globalni minimum této funkce, proto funkci zderivujeme:

14



1
ffx)=1- e (2)
Funkce ma nulovou derivaci, je-li x; , = +1, avSak x, = —1 nelezi v intervalu

(0, +0). Proto nas bude zajimat pouze kofen x; = 1.

Nyni provedeme druhou derivaci:

2
Fw=2, ©

2
Fm=Zes @

Protoze f(1) = 0 a zaroven f”'(1) > 0, ma funkce f(x) v hodnoté 1 ostré
lokalni minimum. JelikoZ je to jediny stacionarni bod funkce f(x) v intervalu
(0, +0) a funkce f(x) je v tomto intervalu spojita, jde také o globalni minimum

této funkce.

Kladné cislo, které dava s ¢islem k nému prevracenym nejmensi soucet je ¢islo 1.

Soucet bude roven ¢islu 2.

3.1.5 Priklad §

Z kanalu $itky a vychazi pod pravym thlem kanal Sitky b.
Najdéme nejvétsi délku [ dieva, které je mozno splavit z jednoho
kanélu do druhého.

([5], str. 481)

Z obrazku je patrné, Ze délka dieva

=04 +1,=VxZ+a?+b?+y2 (1)
Dale plati, ze
*.2 @
y
odtud
a-b
y=— 3)

15



Dosazenim vztahu (3) do (1) dostaneme nasledujici funkci:

2b2
[(x) =vVx?+a®*+ ’bz 2

242 2K2 2 2 2 4
N s S G L BN oy g /”“a) ®

b b
x2+a2+;\/x2+a2= \/x2+a2-<1+;).

Nejvetsi délka dieva, které Ize splavit z jednoho kanalu do druhého, nesmi
byt vlastné vétsi nez minimum funkce [ na intervalu (0, +o0).

Vypocteme derivaci [(x):

1
, 7 2x b —— (b
l(x)=—-(1+;)+ Z+a -(—x—2)=

Nropars
x+b _bm_x3+bx2—b(x2+a2)_ (5)
Vx2? + a? x? x%Vx?% + a?
_ x*—a’b
Funkce I'(x) = 0, je-li ¢itatel roven nule, tedy je-li x*> — a?b = 0.
x*—a?h =0 x = asbs. (6)

Vzhledem k obtiznosti druhé derivace funkce [(x) ur¢ime monotonii funkce
. 21 21 .

[’(x) na intervalech (—oo, asbs) a (aaba, +oo). Funkce ['(x) je v levém

intervalu zaporna, tedy klesajici, a v pravém kladna, tedy rostouci. Funkce

2 1
ma v hodnoté azb3 lokalni minimum.

Jelikoz je funkce na celém jejim defini¢nim oboru spojitd a ma pouze jeden

Stacionarni bod, nastava v tomto bod¢ také globalni minimum.

Nejvetsi hledanou délku dieva [ dostaneme dosazenim (6) do (4):

16



N[ =

_2 2 _2. 2
=a-(a 3b3+1) -(a 3b3+1>=

3
2 2\ 2 3
2.2 b3 + a3 2 2\2
=a-(a 3b3+1) =a- > =(b3+a3>.

a3

N W

2

Nejveétsi délka dieva, které 1ze splavit z jednoho kanélu do druhého je (bE + aE) .

3.1.6 Priklad 6

Urcete rozméry valcové naddoby s vikem tak, aby pii objemu 2 litry méla
tato nadoba minimalni povrch.

([11], str. 161)

3
2\2

(D
(=

(7)

Objem valce V = mr?v. Povrch valce S = 2mr (r + v), kde r € (0, +00).

Dale vime, Ze

odtud

v=—,
r?

Nyni vztah (2) dosadime do vzorce pro vypocet povrchu valce:
2
S(r)y=2 ( + —)
(r) mr{r+—3

4
S(r) = 2nr? +=
Hledame globalni minimum této funkce, proto ji zderivujeme:

i 4
S'(r) = 4nr 7

17
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w
B

Derivace je nulova, je-li r =

Druha derivace:

Protoze S’ (i/%) = (0 a zaroven S’ (i]%) > 0, ma funkce S(r) v hodnot¢

3\/% ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce S(r)

na intervalu (0, +0) a funkce S(r) je na tomto intervalu spojita, jde také

o globalni minimum této funkce.

Nyni dopocitame chybéjici rozmér dosazenim r do (2):
2 2 2

v= = ==

w2 ( 1>2‘%
w

Vilcova nadoba o objemu 2 | m& minimalni povrch, je-li polomér podstavy

31 . _ 2
r= \/;dmavyskav— %dm'

Povrch nadoby s témito rozméry odpovidé ptiblizné 8,788 dm?.

3.1.7 Priklad 7

Drat dlouhy 12 cm se rozdéli na dva kusy, z nichz

(6)

()

(8)

prvni se ohne do kruZnice a druhy do ¢tverce. Ukazte, Q D

ze soucet obou obsahtt ma minimalni hodnotu

36 5

4+

([2], str. 148)
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Ze zadani je patrné, ze obvod kruhu a ¢tverce je roven 12 cm:
2nr + 4a = 12, Q)
odtud

)

Soucet obsahti kruhu a ¢tverce oznacime jako funkci
f(r) = nr? +a? (3)
6
kde r € (0,2).

Nyni (2) dosadime do (3):
6 — mr\? 36 — 127tr + mr?
f(r) = nr2+( ) = mr? =
2 4
(4)
1
=nr?+9—3nr+ anrz.
Hledame globalni minimum této funkce, proto ji zderivujeme:
1
f'(r) =2nr —3m + Enzr. (5)
. . , .- 6
Derivace je nulova, je-lir = —.
4+m
Druha derivace:
1 6
f(r)=2n +§T[2, ©)
6 1 (7
,r _ — .2
f <4+n)—2n +2TL' > 0.
Protoze f (=) = 0 a zaroven (=) > 0, mi funk hodnot
rotoze f ) = a zaroven f py , ma funkce f () v hodnoté
(ﬁ) ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce
f(r) vintervalu (0, %) a funkce f(r) je v tomto intervalu spojita, jde také
o globalni minimum této funkce.
Nyni dopocitame stranu ¢tverce a dosazenim r do (2):
6
6—nr:6—ﬂ'(4+—n)_ 24 1 12 )

~ 1
a= 2

2 2 T4+ 2 4A+T
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Soucet obsahii kruhu a ¢tverce je potom
6)2 (12 )2_ 36m 144 _
447 4+n)  (4+m? (4+m?
_36-(m+4) 36
4+ m? 4+

) =

, .- v v o , o e g1y 36

Ukézali jsme, Ze soucet obou obsahi ma minimalni hodnotu . cm? ato
NPT y 12 . e sr s

Vv ptipadé, ze délka strany Ctverce (a = Cm) je dvakrat delsi nez

y . - 6
polomér kruznice (r = — cm).
4+1

3.1.8 Priklad 8

Z valcového kmene s kruhovym prifezem o priméru
d = 6 dm se ma vytesat tram obdélnikového prufezu,
aby mél maximalni nosnost, pfi¢emz z nauky o
pevnosti je zndmo, Ze nosnost y tramu je ur¢ena

vzorcem y = kab?, kde k > 0 je soucinitel materiélu,

a sitka a b vyska obdélniku. a

([17], str. 559)

(9)

Z obrazku je patrné, Ze plati Pythagorova véta:
d? = b? + a?,

odtud

b? = d?*—a? = 62 — a? = 36 — a?,
kde a € (0,d).
Ze zadani vime, Ze nosnost trdmu je urcena vzorcem

y = kab?,
neboli
y(a) = ka - (36 — a?).

Hledame globalni maximum této funkce, proto ji zderivujeme:

y’'(a) = 36k — 3ka?.

Derivace je nulova, je-li a = +2+/3. Zapornou délku viak nelze brat v uvahu,
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proto stadi vysetiit jediny stacionarni bod: a = 2+/3.
Druha derivace:
y“(a) = —6ka, (6)
y”“(2V3) = —6ka = —12k V3 ©)

Protoze y'(Z\/§) = (0 a zaroven y"(2x/§) < 0, mé funkce y(a) v hodnoté

2+/3 ostré lokalni maximum. JelikoZ je to jediny stacionarni bod funkce
y(a) v intervalu (0, d) a funkce y(a) je v tomto intervalu spojita, jde také
o globalni maximum této funkce.

Nyni dopocitame chybéjici rozmér dosazenim a do (4):
y=ka (36 —a) = k-2V3- (36— (2V3) ) = 48kV3. (8)

Aby mél tram maximalni nosnost, musely by byt jeho rozméry 2v/3 dm a 48k+/3 dm.

3.1.9 Priklad 9

Dva hmotné body jsou umistény v soustavé

soufadnic v bodech A[0, 8], B[7, 0]. Soufadnice jsou ! A

uvedeny v metrech. V témze okamziku se oba

hmotné body daji do pohybu po oséach soustavy A';I{J,B-t]
soufadnic smérem k jejimu pocatku. Hmotny bod
umistény v bodé A se pohybuje rychlosti

v, = 1m - s~1, hmotny bod umistény v bodé B se

pohybuje rychlosti v, = 2m - s~1. Po kolika

sekundach bude vzdalenost hmotnych bodi nejmensi
a jak velka tato vzdalenost bude?
([8], str. 131)

Mame-li dva body Ala4, a,], B[by, b,] Vv roving, jejich vzdalenost je dana

vzorcem

|AB| = \/(bl —a;)? + (b — ay)?. 1)
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Dréha, kterou hmotné body urazi, je ddna vztahem

s =v-t,
kde s je draha (m), t je Cas (s) a v je rychlost (m/s).
V naSem piipadé chceme, aby vzdalenost d = |A’B’|, kde
A" =[0; 8—v,t] =[0; 8—t]aB =[7 —vyt;0] =[7 — 2t; 0], v Case t
byla minimalni.

Dosazenim téchto bodi do (1) dostaneme funkci:

d(t) = |A'B| =+/(7 -2t —0)2+ (0 — 8 + t)?,

neboli

d(t) = +/5t2 — 44t + 113,
kde t € (0, +).
Délka d ma byt minimalni, proto funkci (4) zderivujeme:
10t — 44
2V5t2 — 44t + 113

Rovnice (5) ma smysl bez ohledu na t. (Diskriminant kvadratické rovnice ve

d'(t) =

jmenovateli je zaporny, tudiz cela funkce lezi nad osou x.)
Derivace je nulova, je-li t = 4,4.
Zda je v Case t = 4,4 s vzdalenost d, musime ovéfit pomoci druhé derivace:

1

V5t2 — 44t + 113
4 - (5t? — 44t + 113) ’

d”’(4,4) > 0.

10 - 2562 — 44t + 113 — (10t — 44) -

4 (t) =

Protoze d’(4,4) = 0 a zaroven d""(4,4) > 0, ma funkce d(t) v hodnoté
4,4 ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce d(t)
v intervalu (0, +0) a funkce d(t) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni minimum této funkce.

Délku vzdalenosti d dopocitime dosazenim t do (4):

d=+5t2—44t + 113 = /5 4,42 —44 - 4,4+ 113 = 4.

vvvvv
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3.1.10 Priklad 10

Farmaf chce postavit obdélnikovy vybéh, jehoz jednu BUDOVA

stranu tvofi budova. K oploceni tfi stran ma pletivo

délky 18 m. Pii kterych rozmérech vybehu bude jeho

plo$na vymeéra maximalni?

([1], str. 214)

Strany obdélnikového vybéhu oznacime jako a a b. Ze zadani je patrné, ze

2a + b =18,
odtud
b =18 — 2a.
Obsah vyb&hu spocteme jako
S=a-b,

kde a € (0, +0).
Nyni (2) dosadime do (3) a dostaneme funkci
S(a) =a- (18 — 2a),
S(a) = 18a — 2a2.
Hleddame globalni maximum této funkce, proto ji zderivujeme:
S(a) = 18 — 4a.
Derivace je nulova, je-li a = g.
Nyni musime ov¢fit, zda je v tomto bod¢ globalni maximum:

S”(a) = —4 < 0.

Protoze S” (z) = 0 a zaroven S”’ (g) < 0, mé funkce S(a) v hodnoté g
lokalni maximum. JelikoZ je to jediny stacionarni bod funkce S(a)

v intervalu (0, +0) a funkce S(a) je v tomto intervalu spojita, jde také
o globalni maximum této funkce.

Nyni dopocitame stranu b dosazenim a do (2):

9
b=18—2a=18—2-§=9.
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. I3 r . ™ ’ ~ 9
Plosna vyméra vyb&hu bude maximalni, budou-li rozméry vybéhu Sma 9m.

Takovy vybéh pak bude mit 40,5 m?.

3.1.11Priklad 11

Primyslovy zavod Z je vzdalen 5 km

od silnice vedouci do mésta M. z
Vzdalenost zdvodu Z od mésta M je
13 km. Urcete, pod jakym uhlem « je 5 km 13 km
tieba vybudovat cestu k silnici, aby
< - Ya
doprava materialu ze Z do M byla N A =

nejlevngjsi. Pfedpokladané naklady
na pfepravu 1 t materidlu na 1 km jsou po silnici 5 K¢ a po vybudované cesté tiikrat
VEtsi.

([4], str. 132)

Pomoci Pythagorovy véty lze dopo¢itat délku silnice |AM|:

|AM|? = 132 — 52, 1)
odtud

|AM| = 12 km. )
Pfeprava materialu bude nejprve ze Z do X a poté z X do M.
Cestu ze Z do X lze vyjadfit jako

5
|ZX| =) (3)
sina

T
kde o € (o, 5).
Cestu z X do M Ize vyjadfit jako
| XM| = [AM| — |AX], (4)

kde |[AM| = 12 a |AX| = tgia

24



Cestu z X do M Ize tedy vyjadrit jako

5
IXM| =12 — —.
tga

()

Za 1 km cesty z X do M zaplatime 5 K¢, za 1 km cesty ze Z do X zaplatime tfikrat vice,

tedy 15 K&
Cestu ze Z do M pres X Ize vyjadiit funkei
fl@)=15——+ 5-(12 —i),
sina tga
f(a) =£+ 60—£.
sina tga

Hledame minimum dané funkce, proto provedeme prvni derivaci:

@=_ " L2501
fla)= sina % T tgZa costa
75cosa 25 1 75cosa 25 25 — 75cosa
= —— + == = —— + — = - .
sin?a sin‘a  cos?a sina sin?a = sina

cos?a

Derivace je nulova, je-li ¢itatel zlomku nulovy a to je pravé tehdy, kdyz

1
coso = §,
odtud
o = 70°31".

Druha derivace:

75sina - sina — (25 — 75cosa) - 2sina - cosa

f ()=

)

sin*a
£7(70°31") > 0.

Protoze f(70°31") = 0 a zaroven f'(70°31") > 0, ma funkce f (@)

v hodnoté 70°31" ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny stacionarni
bod funkce f(a) v intervalu (O, g) a f () je v tomto intervalu spojita,

jedna se rovnéz o globalni minimum této funkce.

Naklady na ptepravu ze Z do M pies X budou minimalni, bude-li cesta

k silnici vybudovana pod uhlem a = 70°31".
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Tyto néklady budou ve vysi zhruba 130 K¢.
Tuto ulohu lze fesit 1 jinym zplisobem:

Nejprve uré¢ime idealni polohu bodu X a teprve poté dopocitame uhel, pod jakym ma byt

silnice vybudovand, aby byly ndklady na pfepravu minimalni.

13

N A X Xx 12-x M

Nejprve stejné jako V pfechozim zptisobu feseni dopocitdme délku silnice
|AM|: |AM| = 12 km. Déle ozna¢me vzdalenost bodt |AX| = x. Potom plati,
ze | XM| =12 — x.

Dle Pythagorovy véty plati, e vzdalenost |[AX| = Vx2 + 25.

Za 1 km cesty ze Z do X zaplatime 15 K¢, za 1 km cesty z X do M zaplatime

5 K¢, proto je ziejmé, ze cela cesta je dana funkci
f(x) = 15yx2 + 25 + 5(12 — x), 1)
kde x € (0,12).

Hleddme minimum této funkce, proto ji zderivujeme:

15 2x

f(x) = Wi 5. (2
Derivace je nulova, je-li
15x .
Vi +25 ®)
3x = Vx? + 25, (4)
9x2 = x2 + 25. (5)
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(6)

-

25
2=t
YT

()

x =4

(3]
|4

. oy 1, . . SR 5v2
Délka nemiize byt zapornd, proto nds zajima pouze x = -

Vzhledem k obtiZznosti druhé derivace funkce f (x) uréime monotonii

funkce f '(x) na intervalech (0,%E

) a (%E 12). Funkce f'(x) je
v levém intervalu zaporna, tedy klesajici, a v pravém kladna, tedy

, , . 5V2 1 e
rostouci. Funkce ma v bodé e lokalni minimum.

Jelikoz je funkce na celém jejim definicnim oboru spojitd a ma pouze

jeden stacionarni bod, nastava v tomto bod¢ také globalni minimum.

Jelikoz zname nyni délku x, lze z trojihelniku AZX dopocitat uhel a.

V pravouhlém trojuhelniku AZX plati:

5
5v2’ ®
4

tga =

odtud
o = 70°31". 9)

Dosli jsme ke stejnému zavéru jako v predchozi uvaze.

3.1.12 Priklad 12

Najdéte pravouhelnik, ktery ma pii daném obsahu minimalni obvod.

([4], str. 130)

Strany pravouhelniku oznac¢me a a b. Potom obvod o pravothelniku
spocteme jako

0 = 2a + 2b. Q)

27



Obsah S pravothelniku spo¢teme jako
S=a-b,
odtud
S
a=.,.
Nyni (3) dosadime do (1) a dostaneme funkci:

S 28
o(b)=2a+2b=2-z+2b=?+2b,

kde b € (0, +o0).

Hledame minimum této funkce, proto ji zderivujeme:

Derivace je nulova, je-li b = ++/S. Ale protoze b je délka, bude nas zajimat

pouze b = ++/S.

Zbyva ovéftit, zda v tomto bod¢ nabyva funkce skutecné minima.

. 45

0"(b) = 73

. 4S5 4
o (\/E) _F = E> 0.

Protoze 0'(\/§ ) = 0 a zaroven 0"(\/§ ) > 0, ma funkce o(b) v hodnoté /S
ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce
o(b) v intervalu (0, +0) a funkce o(b) je v tomto intervalu spojita, jedna

se také o globalni minimum této funkce.

Nyni dopocitame stranu a dosazenim b do (3):

= /5.

Q

I
ST

I

5
5l

Pravouhelnik, ktery ma p¥i daném obsahu minimalni obvod je étverec o strang v/S.

Tento obvod bude roven 4+/S.
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3.1.13 Priklad 13

y
: _ _ M=[m,,m,]
Do elipsy 4x? + 9y? = 36 vepiste obdélnik, jehoz
strany jsou rovnob¢&zné s osami elipsy, a jeho obsah je \ 0 X
maximalni. Urcete jeho rozméry. ~—1

([11], str. 161)

Oznacime-li bod, ktery lezi na dané elipse a zaroven tvoii vrchol hledaného
obdélnika M = [m; m,], lze pak pomoci jeho soufadnic spocitat obsah
obdélnika:
S =2my - 2m, = 4mym,. Q)

Vzhledem k tomu, Ze bod M lezi na dané elipse, musi spliiovat rovnici

4m? 4+ 9m3 = 36, (2)

’ 4
m, = 4—§mf, (3)

kde m; € (—3,3), protoze m, lezi na elipse a defini¢ni obor elipsy je také

(—3,3).

odtud

Dosazenim (3) do (1) dostaneme funkci:

4
S(my) = 4mym, = 4m, - |4 — gmf 4

Hleddme maximum této funkce, proto ji zderivujeme:

) 4 1 8
S(my)=4- 4—§mf+4m1-—-(—§m1)=
2 4—gm§
®)
4 16m?
=4 [4—-—m?— S
9 4—gmf



144

144 ——mi-16m{ 144 — 32m}
9. |4 —gm? 9- [4—gm?
Derivace je nulova, je-li
144 — 32m?

9- ’4—%m%

144 — 32m? = 0,

32m? = 144,
, 144
™=
9
mf = E,
9
m1 == \/;,

_ i

1 2

Zda v tomto bod¢ nabyva funkce maxima, musime provést druhou derivaci:

—64m, -9 |4 —gmf (144 - 32m2)  — 2.
f 4
2 4—§m1

S7(my) =
81 (4 - %mf)
3v2
s(57) <o
2
Jelikoz §” (%E) = 0 azaroven S (%E) < 0, ma funkce S(m,) Vv hodnoté

3v2 At . e, LAt .
%_ ostré lokalni maximum. Protoze je to jediny ostry lokalni extrém

funkce S(m;) na intervalu (—3,3) a funkce S(m,) je na tomto intervalu

spojita, jde také o globalni maximum této funkce.

Nyni dopocitame druhou chybéjici soufadnici dosazenim m, do (3):

O

2
’ 4 4 (32
my, = 4—51’7’1%:\/4—5(7) = |4 —
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ProtoZe zname ob¢ dvé soutadnice bodu M, lze dopocitat rozméry
hledaného obdélnika:

Delsi strana: 2m, = 2 - 22 = 3v/Z,

2 (16)
kratsi strana: 2m, = 2 -2 = 2v/2.

Obsah obdélnika s témito rozméry bude 12 j2.

Jiny zpusob FeSeni:
VyuZijeme zobecnénych polarnich soufadnic. Elipsu 4x? + 9y? = 36 upravime

do nasledujiciho tvaru:
X2 y?
9 4
Nyni zavedeme polarni soutadnice:

m; = 3cos @,

m, = 2sin g, @
kde ¢ € (0, 2m).
Potom obsah obdélnika spocteme jako
S(p) =6cos@-4sinp =12-2cos@sing =
=12 - sin 2¢. ®
Hledame maximum této funkce, proto ji zderivujeme:
S(p) =12 cos2¢ - 2. 4)
Derivace je rovna nule, je-li
2¢ = g+ krm, (5)
I I
p=gtk (6)
pfi¢emz pro nas je postacujici feSeni
I
=7 ()
Zda je v tomto bod¢ skute¢né maximum oveétime pomoci druhé derivace:
S"(p) = —24sin2¢ - 2, (8)
S (%) = —24sin2¢-2 = —48 < 0. 9)
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Jelikoz §° G) = 0 a zaroven S”’ (g) < 0, mé funkce S(¢) Vv bode %

ostré lokalni maximum. Protoze je to jediny ostry lokalni extrém funkce

S(p), jde také o globalni maximum této funkce.

Nyni dopocitame soutfadnice dosazenim (7) do (2):

T V2
my; = 3cos(—) =3-—,
4 2
7 (10)
T 2
m, = ZSIH(Z) =2 -7=\/§.
Rozmeéry a obsah obdélnika dopocitame stejnym zpiisobem jako v ptedchozim
feSeni:
Delsi strana: 2m,; = 2 22 3V2,
? (11)

kratsi strana: 2m, = 2 -2 = 2v/2.
Obsah hledaného obdélnika je 12 j2.

Tento piiklad lze fesit obéma zpisoby, nicméné tento je dle mého nazoru piehlednéjsi.

3.1.14 Priklad 14

Na ploté, jehoZ vyska je 1 metr, sedi vrabec. Ve vzdalenosti 15 metrli od plotu roste
strom, ktery ma vétev ve vySce 3 metry.
Na zemi mezi plotem a stromem jsou
husté rozesety zizaly. V jaké vzdalenosti
od plotu mé vrabec sezobnout zizalu, 3m
aby proletél trasu plot-Zizala-vétev po 1m
ptimkach a po nejkratsi draze? a e

X 15-x
([26], str. 15)

Vzdélenost x je misto od plotu, kde vrabec sezobne ZiZalu. Potom je ziejmé,

ze délka trasy, kterou vrabec musi uletét, je dana funkci
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F(x) = /x2% + 12 +4/(15 — x)2 + 32,
kde x € (0,15).

Hledame minimum této funkce, proto ji zderivujeme:

£ = 2x N 2(15—x)-(-1) _
2+ 1 2J(15-02+9
X 15 —x

ZVx2+1_J(15—x)2+9'

Derivace je nulova, je-li
x _ 15 —x
VaZ+1 J(A5-x)?2+9

Z obrazku je dale patrné, Ze:

X
= cosa
x2+1
a
15 —x
= cosp.
J(A5-x)2+9

Proto plati, Ze
cosa = cosf,
neboli
a=2/}.
JelikoZ jsou oba trojuhelniky na obrazku pravothlé a & = £, jsou

trojihelniky podobné. A proto plati:

_ 3
x 15—x

odtud

—15—375
x=—=375

Zda je v bode¢ 3,75 skute¢né minimum, oveétime pomoci funk¢nich hodnot

Vv krajnich bodech a v bodé¢ 3,75:
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£(0) =+/x2 +12+/(15-x)2 +32 = 16,3

£(3,75) = /x2 + 12 + /(15 — x)2 + 32 = 15,52 (10)

f(15) = \/x2 + 12 + /(15 — x)% + 32 = 18,03

v

Vrabec musi sezobnout zizalu ve vzdalenosti 3,75 m od plotu, aby uletél
co nejkratsi drahu plot-zizala-vétev.

Tato draha bude dlouha ptiblizné 15,52 metrt.

3.1.15 P¥iklad 15 M

30°
Do rovnostranného trojuhelniku o strané a vepiste

. . - [P
rovnoramenny trojuhelnik maximalniho obsahu tak, t
aby vrchol proti jeho zakladné lezel ve stfedu strany

rovnostranného trojuhelniku.

([23], str. 3) K : :

V rovnostranném trojuhelniku plati, ze vyska v = \/2—5 a.* Délku |MP| pak Ize

napsat jako
V3
|[MP| =7a—x. 1)
V trojuhelniku MNP plati, ze
Y
2
tg30 = ———,
g NG )
Ta — X
odtud
V3
%=tg30- <7a—x>, (3)

* Pievzato z [36].
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%:\/?. <§a—x>, 4)

3 \2
3
y_a_¥3 )
2 2 3
Obsah hledaného trojuhelniku pak miizeme napsat jako funkci
1
fG) =5yx, (6)
a V3
=|=-——x])" 7
£G) (2 - x) x, ™
kde x € (0, v).
Hleddme maximum této funkce, proto ji zderivujeme:
a 2v3
=228, 6)
f)=5-—x
Derivace je nulova, je-li
3¢ aV3
== 9)
43 4
Druhé derivace:
2V3
£ =- Tf (10)
a3 2v/3
fﬂ(T) = —T<O. (11)

Jelikoz f~ (%g) = 0 a zaroven ' (aﬁ) < 0, mé funkce f(x) v hodnoté

4
—, ostré lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém

funkce f(x) v intervalu (0, v) a funkce f(x) je v tomto intervalu spojita,

jde také o globalni maximum této funkce.

3
Vyska hledaného trojuhelniku je dlouha %.
Zakladnu dopocitdme dosazenim (9) do (5):

22" 3%
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a
y=2-(3). (14)
a
y=5 (15)

Zakladna hledaného trojahelniku mé&fi %

23
Obsah tohoto trojihelniku bude a’V3 j2.

Pozn.:
Vzhledem k tomu, ze zakladna hledaného trojuhelniku lezi ptesné v poloviné vysky
trojihelniku pivodniho, je zdkladna mensiho trojuhelniku zarovei stfedni ptickou

vétsiho.

3.1.16 Priklad 16

Urcete Cislo, jehoz dekadicky logaritmus se nejméné 1i$i od jeho druhé odmocniny.

([21], str. 312)

Chceme, aby se dekadicky logaritmus daného ¢isla co nejméné 1isil od jeho

druhé odmocniny, tedy hledame minimum funkce

f(x) = Vx —logyo x, )
kde x > 0.
Funkci zderivujeme:
f(x) = L1 : (2)
2vx x-In10
Derivace je nulova, je-li:
11 0 .
2vx x-In10
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1 1

2\x ~x-In10’
x-In10 = 2vx,
aby se v rovnici nevyskytovala odmocnina, umocnime obé dvé strany
rovnice:
x? - 1n?10 = 4x,
x-1n?10 = 4,
v 4
In210

Vzhledem k obtiznosti druhé derivace funkce f (x) ur¢ime monotonii funkce

f(x) naintervalech (0, ﬁ) a (L,

In210

intervalu zépornd, tedy klesajici, a v druhém kladna, resp. rostouci. Funkce

ma v bodé globalni minimum.

In210

+00). Funkce f(x) je v prvnim

(4)
(5)

(6)
(7)

(8)

-

Usecka AB na vyse uvedeném obrazku graficky predstavuje nejkratsi vzdalenost mezi

vvvvv
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3.1.17 Priklad 17

Zkusme nyni nahradit dekadicky logaritmus logaritmem pfirozenym:

(vlastni ptiklad)
f(x) =+vx —Inx, 1)
kde x > 0.
Funkci zderivujeme:
, 1 1
f) = e x (2)
Derivace je nulova, je-li:
1 1
N ©)
x = 2x, 4)
x?% = 4x, (5)
x=0Vx=4 (6)

Reseni x = 0 viak nespliiuje podminku x > 0.

Nyni vySetiime monotonii funkce f“(x) na intervalech (0,4) a (4, +).

Funkce f’(x) je v prvnim intervalu zaporna, tedy klesajici, a v druhém kladna,

resp. rostouci. Funkce ma v bod¢ 4 globalni minimum.
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Usecka AB graficky predstavuje nejkratsi vzdalenost mezi funkcemi g(x) a h(x) a méii

pfiblizné 0,61 j.

Pozn.:
Porovname-li tento graf s grafem z predchoziho piikladu (3.1.16), zjistime, Ze na rozdil
od dekadického logaritmu, kde nejblizsi misto je mezi kladnou a zapornou hodnotou, je

u ptirozené¢ho logaritmu nejblizs$i misto mezi dvéma kladnymi hodnotami.

3.1.18 Priklad 18

Jakou nejvétsi délku ma horizontalni usecka ohrani¢ena kiivkami y = vx ay = x?,
definovanymi na intervalu (0,1)?

([2], str. 148)

Protoze jsou ob& dvé kfivky na intervalu {0,1) symetrické®, miizeme hledat nejvetsi

délku vertikalni usecky, ktera je stejn¢ dlouha jako nejvétsi délka horizontalni usecky.

Hleddme tedy maximum funkce

f(x) =Vx —x?, 1)
kde x € (0, 1).
Funkci zderivujeme:
i 1
fx) = SNl 2x. )
Derivace je nulova, je-li:
1
ﬁ —2x = 0, (3)
1
N “
1
Ix 4x2, ®)

® Funkce jsou symetrické, protoZe jsou na intervalu {0, 1) inverzni.
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1= 16x3, (6)

= 0
_1_1_va 8)
Vie 2z 4
Druha derivace:

) = ————2, ©)

4\x3

L (VA 1

f <T>=—4. £—Z<O. (10)

64

3

3 3
Jelikoz f~ (?) = 0 a zaroven [’ (\/TZ) < 0, ma funkce f(x) v hodnoté¢ va

4
ostré lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce f(x)
v intervalu (0, 1) a funkce f(x) je v tomto intervalu spojita, jde také o globalni

maximum této funkce.

Usecka AB graficky predstavuje nejvétsi délku vertikalni usecky mezi funkcemi,

usecka A'B’ znazornuje nejvetsi délku horizontélni usecky.
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Nyni délku dopocitdme dosazenim (8) do (1):

f(x) =+vx—x%= E - <§> =0,472. (11)

Nejvetsi délka horizontalni usecky danych kiivek je 0,427 j.

3.1.19 Priklad 19

Jakou nejvétsi délku ma horizontalni usecka ohrani¢ena kiivkami y = vVx ay = x3,
definovanymi na intervalu (0,1)?

(vlastni piiklad)

Vzhledem k tomu, Ze tyto dvé kiivky na intervalu (0,1) nejsou symetrické, nelze

postupovat jako v uloze 3.1.18. Podivejme se tedy na tlohu vzhledem k y:
y = \/} = X = yZ’
y=x2 = x=3

Hleddme tedy maximum funkce

fO) =Yy —y% 1)
kde y € (0,1).
Funkci zderivujeme:
i 1
)= 352 — 2y. (2)
Derivace je nulova, je-li:
1
35 20 3)
! =2
1
6 =3 y>, ®)
1
=5 6
16 =7 (6)



L (7)

216
= (8)
Y~ 216
Druha derivace:
f ) : 2 (9)
y) =— - 2.
03
f ( 1 ) 2 5= 2 5= 10 <0
V216 s 1 - 1 " 37 (10)
9. |— 9 3
216
Jelikoz f~ ( \/_) = 0 a zaroven [~ ( \/_) < 0, ma funkce f(y) v hodnoté¢ =— 5\/_

ostré lokalni maximum. JelikoZ je to jediny ostry lokalni extrém funkce f(y)
v intervalu (0, 1) a funkce f(y) je v tomto intervalu spojita, jde také o globalni

maximum této funkce.

04 -02 |0 02 04 06 08 1 1.2

Usecka AB graficky znazoriuje nejvétsi délku horizontalni Gse¢ky mezi danymi

funkcemi.
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Nyni délku dopocitdme dosazenim (8) do (1):

2

5= g _ 3 1 B 1 _
fo)=3Yy—y*= /m (m) = 0,582, (11)

Nejvetsi délka horizontalni usecky danych kiivek je 0,582 j.

3.1.20 Priklad 20 P
g=1dm
Je dan rovnoramenny trojuhelnik PQR, ve kterém r=1dm
|PQ| = |PR| = 1 dm. Necht thel pii vrcholu P ma b
velikost a. Jak velky musi byt tthel a, aby byl obsah
trojuhelniku maximalni? Q
([30D)
Obsah trojuhelnika Ize vypogitat pomoci vnitiniho thlu:®
1
S(a) = Sar- sin«, 1)
kde g = r = 1, proto:
1
S(a) = 5 sina, 2
kde a € (0, ), protoze plati, Ze soucet vnitinich thli v trojuhelniku je
vzdy 180°.
Hleddme maximum této funkce, proto ji zderivujeme:
S(a) = S cosa. )
Derivace je nulova, je-li
s 3 (@))]
a = E V a= ET[,

avSak a € (0, ), proto nas bude zajimat pouze kofen @ = g

® Vzorec pievzat z [37].
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Druha derivace:
1
S (a) = —Esin a, (5)
. 1.
S (§)=—Esma<0. (6)
Jelikoz §° (E) = 0 a zaroven S”’ (E) < 0, mé funkce S(a) v hodnoté z
2 2 2

ostré lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce
S(a) vintervalu (0, ) a funkce S(a) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni maximum této funkce.

Bude-li a = %, bude obsah hledaného trojuhelniku maximalni, tedy % dm?.

3.1.21 Priklad 21
S
Do koule o poloméru R je vepsan valec. Urcete jeho
rozméry, aby mél maximalni objem. R %
([19], str. 50) A\~
r
Pro objem valce plati, Ze
V=nr?w. (1)
Z obrazku je dale patrné Ze plati
> v
sina = % =oR’ )
odtud
v = 2R -sina. 3
Dale plati, ze
cosa ==, )
R
odtud
r=R-cosa. )
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Nyni vztahy (3) a (5) dosadime do (1):
V(a) =m-R?-cos’a- 2R -sina,
V(a) = 2mR3cos?a - sina,
kde a € (0, g).

Chceme, aby byl objem maximalni, proto funkci (7) zderivujeme:

V'(a) = 4R3-cosa - (—sina) - sina + 2nR3cos?a - cos a .

Derivace je nulova, je-li
—47R3 - cosa - sin? a +2nR3cos3a = 0,
2mR3cos3a = 4mR3 - cos a - sin? q,

cos’a = 2sin? q,

1 _ sina

2 cos?d’
1

tgla = —.
5%¢=75

Protoze mame rozméry valce vyjadiené pomoci funkce sinus a cosinus,
vyuZzijeme vzorec

cos?’a + sina = 1,

déle vztah (14) vydélime vyrazem cos®a:

sina 1

cos?a  cos?a’

1+tgla = g

1

2, —
oS E=TH tg?a’
Nyni vztah (13) dosadime do (17):

11
1+tg2a_1

cos’a =

cosa = + =+

Sl

y TV V6
Vzhledem k tomu, ze a € (0, g), Je jediné mozné feseni cos a = 5

) 6
neboli ¢ = arccos (g)

(6)
()

(8)

9)
(10)
(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

A7)

(18)

(19)



Zda je v bod¢ arccos (?) skute¢né maximum, ovéfime pomoci funkénich hodnot
Vv krajnich bodech a v bod¢ a:
V() =0,

V6
V (arccos <?>> >0, (20)
T

s s “ . y 6
Je patrné, ze nejvétsi funkeni hodnota je v bod¢ arccos (%)

Protoze zname hodnotu cos @, mizeme nyni dopocitat polomér valce

dosazenim cos a = \/3—6 do (5):

V6 +6R
r=R-cosa=R-?=T. (21)

Abychom mohli dopocitat vysku vélce, musime zjistit hodnotu sin «

dosazenim (18) do (14):

2
3 + sina =1, (22)
sin®a = —, (23)
Vi 3
sima=+—=+—. (24)
V3 3
Opét do intervalu a € (0, g) spada pouze kladné feseni.
Vyska valce:
V3 2V3R
v=2R-sina=2R —=——. (25)

Aby mél valec maximalni objem, musel by byt jeho polomér r = @

,y 2v/3R
avyskav = —.

4+/3R31 3

]

Tento objem bude roven
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3.1.22 Priklad 22

Ucitel matematické analyzy dovolil studentim, aby zvolili kladné Cislo x S tim, ze

12x
10x2+21

student, ktery bude mit z testu alespont 100 (1 - ) bodt, udéla tspésné zkousku.

Jaké x maji zvolit?

([25], str. 6)

M¢jme funkci

12x

- 1
10x2 + 21)' @

ktera v zavislosti na x vyjadiuje pocet bodl urcujicich hranici spésné

f(x)::1oo(1

vykonané zkousky. Ze zadani vime, ze x € (0, +00),

Vzhledem k tomu, Ze pravdépodobné budeme chtit slozit zkousku uspésné
S nejniz§im poctem bodt, budeme hledat globalni minimum funkce (1).
Aby se nam funkce (1) 1épe derivovala, upravime ji do tvaru:

1200x

f) =100 - 55757

)

Derivace funkce (2):

1200 - (10x2 + 21) — 1200x - 20x

(10x2 + 21)2 @)

f(x)=—

Po upravé (3) dostaneme:

12000x2 — 25200

& =—doz sz @)

Derivace je nulova, je-li ¢itatel zlomku nulovy:

12000%2 — 25200 = 0, (5)
25200

2 _ 6

X = 12000’ ©)

x=+/21. ()

Zaporny koten vSak nelezi v defini¢nim oboru funkce, proto nas bude

zajimat, zda se globalni minimum funkce nachazi v hodnoté v/2,1.

Vzhledem k obtiZznosti druhé derivace funkce f(x) uréime monotonii funkce
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f'(x) naintervalech (0,+/2,1) a (v/2,1, +). Funkce f'(x) je v prvnim
intervalu zépornd, tedy klesajici, a v druhém kladna, resp. rostouci. Funkce

ma v hodnoté v2,1 globalni minimum.

Pro zaky je idealni hodnota x = /2,1, protoze pak by uspésné slozili zkousku
jiz pii 59 bodech.

2s

3.1.23 Priklad 23 ‘

Najdéte kruhovou vysec, kterd ma pti daném obvodu 2s
maximalni obsah.

([4], str. 130)

Obsah kruhové vysece Ize vypocitat jako

ar
S =— 1
> 1)
kde r je polomér kruhové vysede a tthel a je vyjadien v radianech.’

Obvod kruhové vysece je pak

o= (a+2)r. 2
Ze zadani vime, Ze obvod kruhové vysece je 2s:
2s = (a+ 2)r, (3)
odtud
oy = 2s ; 2r. @)
Vztah (4) dosadime do (1):
2SI 2 2sr — 2r?
S(r)=—-= > = > =sr—r2 ®)

kde r € (0, +).

’ Vzorec pievzat z [35].
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Funkci (5) nyni zderivujeme, protoze hledame jeji maximum:
S'(r)=s—2r.
Derivace je nulova, je-li
s—=2r=0,
s
r=o

Zda je v tomto bod¢ skute¢né¢ maximum ovéfime pomoci druhé derivace:

S7(r) =-2,
s (%) = -2<0.

Jelikoz §” (%) = 0 a zaroven S”’ G) < 0, ma funkce S(r) v hodnoté % ostré
lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce S(7)

v intervalu (0, +o0) a funkce S(r) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni maximum této funkce.

Nyni dopocitame ihel a dosazenim (8) do (4):

a:25—2-(%)
@

Hledana kruhova vysec je o poloméru r = % se sttedovym uhlem a = 2.

= 2.

2
Obsah této kruhové visede bude SZ i2.

Pozn.:

Je zajimavé, Ze tihel a neni zavisly na obvodu 2s.
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3.1.24 Priklad 24

Vypoctéte rozméry obdélniku maximalniho

obsahu, vepsaného do pulkruhu o poloméru r.

al2
([9], str. 327)

Oznac¢me strany obdélnika a a b. Potom obsah obdé¢lnika 1ze napsat jako
S=a-b.
Z obrazku je dale patrné, ze dle Pythagorovy véty plati:
2

(%) +b% =12,

kde r je polomér ptlkruhu.

Ze vztahu (2) vyjadiime stranu obdélnika a:
a=2r?—>b2.
Nyni (3) dosadime do (1):
s = (2vr2 - b?)-b.
Obsah obdélnika je dan funkei:
S(b) = (2r2 = b2) -,
kde b € (0, +o0).

Funkci (5) nyni zderivujeme, protoze hledame jeji maximum:

—2b
() = ———— - [r2 _ p2
S’(b) = b + 2y7r?% — b=

Derivace je nulova, je-li

——— b+ 2{Jr2—-»h2=0,
rz_bz
—2b% +2(r? —=b? =0,
2r? —4bh% =,

b? ==,
2
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r? V2
b=+ |—= J_ri_ (12)
2 2
Zaporny kofen vsak v tomto piipadé nema smysl, proto nas bude zajimat
V2
pouze —.
2
Vzhledem k obtiznosti druhé derivace funkce S(b), ur¢ime monotonii
funkce S’(b) na intervalech (0, ?) a (% +oo). Funkce S’(b) je v prvnim
intervalu kladn4, tedy rostouci, a v druhém zéporna, resp. klesajici. Funkce
2
ma v hodnoté % globélni maximum.
Nyni dopocteme chybé&jici rozmér obdélnika a, a to dosazenim b do (3):
a = 212 — b?, (12)
N 2
r
a=2 r2—<—> , (13)
2
272
a=2 /rz_L' (14)
4
r2
a=2 /rz——, (15)
2
r2
=2 |—, (16)
“ / 2
a=+rv2. (17)

Délka obdélnika viak nemiize byt zaporna, proto je jedinym fesenim a = /2.

V2

Aby mél obdélnik maximalni obsah, musely by byt jeho rozméry rv2 a >

Maximalni obsah obdélnika je 2.



3.2 Biologické discipliny

3.2.1 Priklad 1
Vysku rostliny popisuje funkce

2 2
f(x)=§\/ﬁ—%,

kde x je ¢as v mésicich a f(x) je vyska rostliny na konci x-tého mésice. Kdy roste

rostlina rychleji, na konci 1. nebo na konci 4. mésice?

([28])

Abychom zjistili, zda rostlina roste rychleji na konci 1. nebo 4. mésice,

musime danou funkci nejprve zderivovat:

X
f@) =vx—7. 1)
Na konci prvniho mésice roste rostlina rychlosti:
1 3
‘M =Vvi-==23 2
FO=Vi-;=3 @

na konci meésice ¢tvrtého:

f4) =4 —% =1. @)

N 3 . . .. .
Je zieymé, ze 1 > 2> proto 1ze tvrdit, Ze rostlina poroste rychleji na konci

¢tvrtého mésice (1 metr za mésic).

3.2.2 Priklad 2

Pocet Zab na sledovaném tzemi vyjadiuje funkce
3

X
f(x) =80 + 3x2 -3
kde x je pocet roku od zacatku sledovani a f(x) je pocet Zab na konci x-tého roku.

Uzemi se sledovalo 10 let. Ktery rok bylo Zab nejvice a ktery nejméné?

([15], str. 65)
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Uzemi se sledovalo 10 let, tedy x € (0, 10). Potiebujeme uréit maximum
a minimum funkce f(x) na intervalu (0, 10), proto funkci zderivujeme:

f(x) = 6x — x2. (1)
Derivace je nulova, je-li x = 0 nebo x = 6.

Zjistime hodnoty v podezielych bodech (0, 6 a 10):
f(0)=80+302 -2 =80,
f(6)=80+362~< =11, @)

f(10)=80+3-102 — 1> =47,

Z téchto hodnot vidime, Ze nejvice zab bude na sledovaném tizemi na konci

6. roku, a to 116. Naopak nejméné jich bude na konci 10. roku, a to 47 zab.

3.2.3 Priklad 3

Vliv chemikalie na rust bakterii vyjadiuje funkce
f(x) = 1000 + 30x% — x3,
kde x je ¢as v minutach od pocatku pokusu a f(x) je pocet bakterii na konci x-té

minuty. Zjistéte maximalni a minimalni pocet bakterii béhem prvnich 30 minut pokusu.

([15], str. 65)

Pokus bude trvat celkem 30 minut, tedy x € (0, 30). Potiebujeme urcit
maximum a minimum funkce f(x) na intervalu (0, 30), proto funkci
zderivujeme:
f'(x) = 60x — 3x2. (1)
Derivace je nulova, je-li x = 0 nebo x = 20.
Zjistime hodnoty v podezielych bodech (0, 20 a 30):
£(0) =1000 + 30 - 02 — 03 = 1000,

£(20) = 1000 + 30 - 202 — 203 = 5000, (2)

£(30) = 1000 + 30 - 302 — 303 = 1000.
Vidime, Ze maximalni pocet bakterii béhem prvnich 30 minut pokusu bude

5000, a to na konci 20. minuty. Minimalni pocet bakterii je 1000 a této
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hodnoty bude dosazeno béhem pokusu celkem dvakrat — v ¢ase 0 a 30 minut.

3.2.4 Priklad 4

Teplota vzduchu ve skleniku mezi 5. a 21. hodinou je ur¢ena funkci
(x—=5m
)
kde x je konkrétni Cas (tj. pocet hodin od pilnoci) a f(x) je teplota skleniku v Case x

F) =15 + 255in<

hodin. Kdy bude teplota nejvyssi a kolika stupiiti dosahne?
([15], str. 65)

Teplota vzduchu ve skleniku je danou funkci vyjadiena mezi 5. a 21. hodinou,
proto x € (5,21).

Potiebujeme ur¢it maximum funkce f(x) na intervalu (5, 21), proto funkci
zderivujeme:

(x — 5)7‘[) m

f(x)= 25cos( >4 27

Derivace je nulova, je-li
24 24

(x—=5m _o (x=5)m m (x—=5m _ 3m
C“(T)‘ ‘:’<T>‘EV<T)‘?

odtud x = 17 v x = 41.

25cos (ﬂ) RPN

neboli

Reseni x = 41 nas viak nezajima, protoze nelezi v intervalu (5, 21).

Nyni zjistime funkéni hodnoty v podezielych bodech (5, 17 a 21):

£(5) = 15 + 25sin (@) — 15,

24
£(17) = 15 + 25sin (%) — 40,
£(21) = 15 + 25sin (%) — 36,7

Vidime, Ze nejvyssi namérena teplota dosahne 40° a bude to v 17 hodin.
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3.3 Fyzikalni ulohy

3.3.1 Priklad 1

Zavislost drahy na ¢ase je ddna vztahem s(t) = —2t3 + 14t2. Vypoditejte okamZitou

rychlost a okamzité zrychleni v ¢ase 2 sekundy.

(vlastni ptiklad)

Okamzitou rychlost ziskame prvni derivaci drahy podle ¢asu:
s’(t) = —6t? + 28t.
Okamzité rychlost v Case 2 vtefiny je pak:

s'(2) = —6-22+28-2 =32,

Okamzité zrychleni je dané druhou derivaci drahy podle casu:

s”(t) = =12t + 28.
Okamzité zrychleni v ¢ase 2 vtefiny:

s7(2)=-12-2+28 = 4.

3.3.2 Priklad 2

1)

)

©)

(4)

Mi¢ je vyhozen z vysky h = 20m kolmo vzhtiru a jeho pocatecni rychlost vo = 30 m/s.

Jakou rychlost bude mit mi¢ v ¢ase t = 2,5 s? V jakém case bude mi¢ dosahovat

maximdlni vysky a jaké vysky bude dosahovat? (g = 10 m- s~2)

([29])

Draha mice je dana vztahem
1
s(t) = h + vyt — Egtz.8

kde t € {0, t;). Cas t, je ¢as, kdy mi¢ dopadne na zem.

¥ Vzorec prevzat z [3].
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Nyni dosadime informace ze zadani:

1
s(t)=20+30-t—§-10-t2=20+30t—5t2.

Abychom zjistili rychlost v ur¢itém ¢ase, musime funkci (2) zderivovat:
s’(t) = 30 — 10¢.
Rychlost v ¢ase t = 2,5 s:
s'(2,5) =30—-10-2,5 =5.
Rychlost mice v ¢ase t = 2,5 s bude 5 m/s.
Pro zjisténi, v jakém cCase bude mi¢ dosahovat maximalni vysky,
musime ziskat stacionarni body: s’(t) = 0:
30 — 10t =0,
odtud t = 3s.
Zda mic ve 3 sekundach dosahuje maximalni vysky, ovéfime druhou derivaci:
s”(t) = —10,
s7(3) =-10 <0,
Protoze s'(3) = 0 a zaroven s”'(3) < 0, ma funkce s(t) v hodnoté 3 ostré
lokalni maximum. JelikozZ je to jediny ostry lokalni extrém funkce s(t)
v intervalu (0, +0) a funkce s(t) je v tomto intervalu spojita, jedna se rovnéz
o globalni maximum této funkce.
Nyni zjistime, jaké maximalni vysky bude mi¢ dosahovat (dosazenim

t =3do(1)):
1
s(t)=20+30-3—z-10-32=65.

Maximalni vyse, které mi¢ dosahne, je 65 m.

3.3.3 Priklad 3

Urcete trajektorii a rychlost hmotného bodu, jehoZ pohyb je popsan rovnicemi
x =at3,y=>bt?,z=0,a,b > 0.
([20], str. 125)

)

©)

(4)

()

(6)
(")

(8)
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Abychom ziskali rovnici hledané trajektorie, vytkneme z prvni rovnice Cas t:
x
t = s -, (1)

a

ktery dosadime do druhé rovnice:

3x2
y:bt2=b-<\f5). @

Rovnici (2) upravime — umocnime na teti:
2

y?=b=, 3)
odtud
x2b? = y3a?, (4)
coz je rovnice semikubické paraboly.9
Velikost rychlosti hmotného bodu je déna vztahem™
v(t) = (' () + (' ()2 ®)
Derivace
x'(t) = 3at? (6)
a
y'(t) = 2bt. (7
Vztah (6) a (7) dosadime do (5):
v(t) = (D)% + (' (1)? = (3at?)? + (2bt)?, (8)
odtud
v(t) = V9a?t* + 4b%t2 = \[t2 - (9a2t? + 4b?) = @

= tV9a?t? + 4b2,

Trajektorii hmotného bodu je x2b3 = y3a? (semikubick4 parabola) a rychlost

v = tV9a?t? + 4bh2.

% Semikubicka parabola je prvni rovinna kiivka (vyjma primky), u které byla vypocitana délka. V roce
1657 ji objevil anglicky matematik William Neil, proto se nékdy uZiva nazev Neilova parabola. [32]
10'Vztah pievzat z [20].
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Pro ptedstavu je na nésledujicim obrazku znazornén graf semikubické paraboly, pro

kterou plati, Ze a = b.

Graf semikubické paraboly pro a > b.

Graf semikubické paraboly pro a < b.
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3.3.4 Priklad 4

Dva svételné zdroje jsou umistény 30 m od sebe a pomér jejich svitivosti je 27 :

Najdéte na jejich spojnici nejméné osvétleny bod.
([34], str. 2)

Ozna¢me hledanou vzdalenost od prvniho svételného zdroje x. Vzdalenost
od druhého svételného zdroje je pak rovna 30 — x. Svitivosti jednotlivych

zdroji oznacme I; a I,. Potom pro intenzitu osvétleni v bodech plati:11

Iy I
fx) = 2 + W )
kde x € (0,30).
Je dan pomér svitivosti
L 27
LT
odtud
I z12
8
Vztah (3) dosadime do (1):
flx) = %212 oz
x (30 — x)?

Hleddme nejméné osvétleny bod, proto budeme hledat minimum funkce.
Funkci (4) zderivujeme:
27

=1 (=2) 21
, _ 82 2
fe) = x3 + (30 — x)?’

Derivace je rovna nule, je-li

27
@12 (=2) 21,

=0,
x3 M (30 — x)3

" Vzorec prevzat z [18].
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= ()
(30 —x)3 x3
1 27 ®)
(30 —x)3  8x3¥
3 27
= =2 (©)
(30—x)3 8
X 3
=— 10
30—x 2 (10)
2x =90 — 3x, (11)
x = 18. (12)
Zda v tomto bodé¢ nastava extrém, ovéfime pomoci druhé derivace:
27
<6 61
vy — 8 2 2 (13)
fr&) x* + (30 — x)¥
27
g 26 61
frag) =2 2__>0. (14)

>
x* * (30 — x)*

Protoze f'(18) = 0 a zaroven f"'(18) > 0, ma funkce f(x) v hodnoté 18
ostré lokalni minimum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce
f(x) vintervalu (0,30) a f(x) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni minimum této funkce.

Nejmeéng osvétlené misto je 18 m od prvniho (siln€j$iho) zdroje.

3.3.5 Priklad 5

Vykon elektrického spotiebice zapojen¢ho do stejnosmerného obvodu je dan vztahem

P = I?R, kde I je proud v obvodu a R odpor spotiebi¢e. Pokud nezanedbavame vnitini

Ue
R+R;’

odpor zdroje, plati pro velikost proudu vztah I = kde R; je vnitini odpor zdroje

60



a U, jeho elektromotorické napéti. Urci, jaky musi byt vztah mezi R a R;, aby byl vykon
spotiebi¢e maximalni.

([33])

Vykon elektrického spottebice je dan vztahem

Ue \° R-U?
P(R) = I?R = (R :Ri) R= TRy (1)
Chceme zjistit, pro jakou hodnotu odporu R je vykon maximalni,
proto funkci zderivujeme podle R:
P(R) = UZ-(R+ Rl-)(ZR—-l_RR-i)lie2 ‘2(R+R;)) _
_ U2 (R?+ 2RR; + R?) — 2R?UZ% — 2RR;U? _ @)
(R + R)*
_UZ-(RE-R?)
(R + Ry)*
Derivace je nulova, je-li Citatel zlomku nulovy, tedy pokud
Ué-(Rf —R*) =0, 3)
R? — R? =0, (4)
R = %R ()
V tvahu vSak nebudeme brat kofen R = —R;, protoze odpor byt z&porny
nemiize.

Zda je v R; skute¢né globalni maximum ovéfime pomoci monotonie funkce
P’(R) na intervalech (—oo, R;) a (R;, +0). Funkce P’(R) je v levém
intervalu kladnd, tedy rostouci, a v pravém zapornd, tedy klesajici. Funkce

ma v hodnoté R; globalni maximum.

Vykon spotiebice bude maximalni v ptipadé, Ze se jeho odpor bude rovnat odporu

zdroje.
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3.3.6 Priklad 6

Urcete délku jednozvratné paky tak, aby ke zdvizeni bfemene tihy G, umisténého ve

vzdalenosti a od podpéry, bylo tieba nejmensi sily. Linearni hustota materialu paky je

¥. Reste Glohu obecné a potom pro hodnoty G; = 1 000 N, a = 0,49 m, y = 32 kg/m.

Tihové zrychleni g = 10 m/s?.

F
2 w |

Gy

([20], str. 115)

Hledanou délku paky oznaéime x, pro které plati, ze x € (0, +0). Tiha pélky12

G2 = xvg,
pusobici silu, kterd udrzuje paku s btemenem v rovnovaze, ozna¢ime F.
Pfi rovnovaze je souc¢et momentu sil pasobicich na paku vzhledem k ose

otaceni roven 0 N. Proto musi platit tato rovnice:
b
F'x_Gzz_Gla: O
Nyni dosadime vztah (1) do (2) a ziskdme nasledujici rovnici:
x
F-x= xyg§+ Gqa,

x? G,a
F=2'9, ma
2x X

Chceme, aby bylo tieba co nejmensi sily, proto hleddme minimum funkce

X G.a

Funkci (5) zderivujeme:

, Yg Gia
F(x)=7—%.

12 pievzato z [20].
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Derivace je rovna nule, je-li

G.a
ygxz = ZGla' (8)
2G,a
x? = : 9
” 9)

2G
x=4 |22 (10)
Yg

Zaporna hodnota vSak nenalezi definicnimu oboru, proto nas bude zajimat

261a
Z

pouze x =

Zda se jedné opravdu o minimum funkce, ovétime druhou derivaci:

2G,a
x3 "’

F'(x) = (11)

2Gia|  2Gia
vg | x3

Protoze F’ < ’Z]G/;a) = (0 a zaroven F”’ ( /Zz—j) > 0, ma funkce F(x)

« G . SOV I N T , I
V hodnot¢ ZV—;a ostré lokalni minimum. JelikoZ je to jediny ostry lokalni

(12)

extrém funkce F (x) na intervalu (0, +) a funkce F(x) je v tomto intervalu

spojita, jde také o globalni minimum této funkce.

Minimalni silu, ktera je potfebna ke zdvizeni biemene, vypocteme
dosazenim x do (5). Funkci (5) vSak nejprve upravime pievedenim na
spole¢ného jmenovatele:

x*yg + 2G,a

>x (13)

F(x) =

; 2G1a
Dosadime x = .
"z
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F(x) = , (14)

2G,a+2G1a

5. [2Gia’ (15)
Y9

2G,a
2G,a (16)
Yg

F(x) =

F(x) =

Zlomek (16) rozsitime a dale upravujeme:

2G.a \/ZGla \/ZGla
26.a Nvg _ " Nyvg _Nv9 _
1a

2Ga [2G 26 1
Y9 Y9 Y9 Y9 (17)

2G,a 2Gia-y? - g?
Rl T T

F(x) =

14

2Gia J2-1000-0,49 _

Je-liG, =1000N, a =049 may = 32 kg/m, pak x = J o 3210

=1,75aF(1,75) = \/2Giayg =v2-1000-0,49-32-10 = 560 N.
Pro dané hodnoty je minimalni délka x = 1,75 m a odpovidajici minimalni sila

F =560 N.
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3.4 Ulohy z oblasti ekonomie

Tato Cast kapitoly je vytvoiena na zakladé podkladu z literatury [6].

V této kapitole je nutné, abychom véd¢li, ze:
p ...cenap
D(p) ... poptavkova funkce, ktera vyjadiuje mnozstvi zbozi D = D(p), které

spotrebitel zamysli koupit pii dané ceng.

D(p)-p ... mnozstvi penéz, které je spotiebitel ochoten utratit za dané zbozi pti
cené p
D’(p) ... mezni poptavka (derivace funkce D podle proménné p).

Predpokladejme, ze

(r-D(@) =0
Odtud je patrné, ze funkce p - D(p) je konstantni. Vydaje na nakup D (p) kust o cené p
jsou konstantni. V praxi to znamena, ze s poklesem ceny statku se objem vydaji na
nakup tohoto statku nezméni (napt. 100 g syra stoji 30 K¢. Po slevé stoji 25 K&.
Koupim-li 120 g syra, moje vydaje na ndkup syra se nezméni a budu mit o 20 g syra

vic.)

Podle vzorecku

(p-D(®)) =D()+p-D'(®)

plati, ze
D()+p-D'(p) =0,
odtud
p-D’'(p) = =D(p),
neboli
@)
D(p)

Leva strana této rovnice piedstavuje elasticitu®® poptavkové funkce D(p). Je-li rovna

¢islu -1, pak fikdme, Ze poptavkova funkce je jednotkove elasticka.

13 Elasticita (pruznost) poptavky graficky udavé ,,rychlost poklesu poptavkové kfivky.
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V piipadé, ze
(r-D() <0,
pak
D’
p . ﬁ < _1.
D(p)
Jedna se o klesajici funkci, coz znamena, ze s poklesem ceny statku bude objem vydaju
na nakup tohoto statku rast (napt. klesne-li cena 1kg zlata z 860 000 K¢ na 820 000 K¢,
nezakoupim pouze 1kg, ale 2kg, protoze zlato je uchovatel hodnoty a moje vydaje na

nakup zlata se tak zvysi — misto 860 000 K¢ utratim 1 640 000 K¢). Poptavka je tzv.

cenové elasticka.

Je-li
(p-D(®) >0,
pak
D
TR

Jedna se o rostouci funkei, coz znamena, ze s poklesem ceny statku bude objem vydaji
na nakup tohoto statku klesat (napi. klesne-li cena 1éku z 800 K¢ na 750 K¢, nebudu
kupovat 1€kt vice, zakoupim pouze 1€k jeden (kvili kratké dobé spotieby), piesto se

moje vydaje na 1ék se snizi o 50 K¢). Poptavka je tzv. cenové neelasticka.

3.4.1 Priklad 1

100
Vypoctéte elasticitu poptavkové funkce D (p) = > prop > 0.

([6], str. 31)

D’ .
Elasticita poptavkové funkce je dana vztahem p - %. Abychom mohli do toho

vztahu dosadit v§e potiebné, musime zjistit D'(p):
100

D'(p) = T 1)
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Potom

100

) N N I

P D) P 100 - P ( p)— 1. (2)
P

Elasticita poptavkové funkce je pro p > 0 jednotkové elasticka.

3.4.2 Priklad 2

Vypoététe elasticitu poptavkové funkce D(p) = 800 — p pro p € (0,800).
([6], str. 31)

D'(p) _ -1

P'W—P'm- (1)

Nyni je tfeba zjistit, pro jaké p je funkce jednotkove elastickd, elasticka a neelasticka.

Funkce je jednotkové elasticka, je-li

P 80;1— i @
—p = =800 + p, 3)
p = 400. (4)
Funkce je elasticka, je-li
-1
Prgoo—p - 1 ©)
p > 800 —p, (6)
p > 400. @
Funkce je neelasticka, je-li
-1
Prgoo—p  © ©
p < 800 —p, ©)
p < 400. (10)
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Dana funkce je pro p € (400,800) elasticka, pro p = 400 jednotkov¢ elasticka a pro
p € (0,400) neelasticka.

3.4.3 Priklad 3

Americky vyrobce mydlovych vlocek ma stalé tydenni vydaje 10 000 dolarti a nadto
200 dolart na kazdou tunu vlocek. Ur¢i-li cenu vlocek P dolard, proda 500 — g tun
tydné. Pii jaké cené bude jeho zisk maximalni? (Navod: Povazujte cenu za spojitou
proménnou.)

([2], str. 149)

Nejprve musime sestavit funkcei, kterd bude vyjadiovat zisk. Zisk ziskame
odectenim vydaji od vynosu. ProtoZe P je cena vlo¢ek v dolarech pfi prodeji

500-1/2P tun vlocek tydné, je vynos vyjadien funkci

P
f(P)=P- (500 - §>,14 1
kde P € (0, +0).
Vydaje vyjadiuje funkce
P
g(P) =10000 + 200 - (500 - E) 2
Funkeci pro zisk ziskdme rozdilem funkci (1) a (2):
h(P) = f(P) — g(P), @)
P P
h(P) =P - (500 — E) — (10 000 + 200 - (500 — E))' 4
PZ
h(P) = ——-+ 600P — 110000. (®)

Ptame se, pii jaké cen¢ bude zisk maximalni, proto funkci zderivujeme:
h’(P) = —P + 600. (6)

Derivace je nulova, je-li P = 600.

¥ Vynos je z pohledu vyrobce. Kdyby vsak vie koupil 1 zdkaznik, pak z jeho pohledu plati £(P) = D(p).
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Zda pti cené 600 dolart nastava skute¢né¢ maximum, oveéfime pomoci
druhé derivace:
h’(P) = -1, ()
h”(600) = -1 < 0. (8)

Protoze h’(600) = 0 a zarovein h”'(600) < 0, ma funkce h(P) v hodnoté 600
ostré lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce h(P)
v intervalu (0, +00) a funkce h(P) je v tomto intervalu spojita, jde také o globalni

maximum této funkce.

Americky vyrobce mydlovych vlocek bude mit maximalni zisk v pfipadé,
ze urci cenu vlocek na 600 dolart.

Vyrobce ziska 120 000 dolart.

3.4.4 Priklad 4

Bylo zjisténo, Ze zisk z prodeje jistého typu vyrobkll zavisi na investicich do reklamy
podle vzorce I1(a) = —a* + 200a + 80, (0 < a < 150), kde a je investice v tisicich
korun. Urcete, jakou ¢astku je tfeba do reklamy investovat, aby zisk z prodeje byl
maximalni.

([6], str. 48)

Investice do reklamy je dana funkci
II(a) = —a® + 200a + 80, (1)
kde a € (0, 150).

Hledame maximum této funkce — funkci zderivujeme:

II'(a) = —2a + 200. )
Derivace je nulova, je-li a = 100.
Zda v tomto bod¢ opravdu nastava maximum, ovétime pomoci druhé derivace:

11"(a) = —2. ©)
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Protoze 11'(100) = 0 a zaroveni I1”°(100) < 0, ma funkce I1(a) v hodnoté
100 ostré lokalni maximum. Jelikoz je to jediny ostry lokalni extrém funkce
I1(a) v intervalu (0, 150) a funkce I1(a) je v tomto intervalu spojita, jde také

o globalni maximum této funkce.

Ze zadani vime, ze a je investice v tisicich korunach, proto musime investovat

100 - 1000 = 100 000 K<¢. 4)
Aby byl zisk z prodeje maximalni, je tfeba investovat do reklamy 100 000 K¢.
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4 Derivace dvou proménnych v aplika¢nich ulohach - FeSené

priklady

4.1 Priklad 1

Pti jakych rozmérech bude mit oteviena nadoba tvaru

kvadru o objemu 36 litri miniméalni povrch?

([31], str. 19)

Ozna¢me strany kvadru X, y, a z. Potom povrch
S =xy + 2xz + 2yz.

Dale zname vzorec pro vypocet objemu:

V=x-y-z=36,
odtud
36
:E'

Vztah (3) dosadime do (1) a tim ziskdvame:

V4

Sx,y) =xy+ 2x-§+2y-ﬁ,
xy xy
kde x,y > 0.
Rovnici (4) upravime do tvaru:
S(x,y) =xy +2+2.
y X

Hledame globalni minimum funkce (5), proto provedeme prvni parcialni

derivace:
0S(x,y) 72 aS(x,y) 72
ax 7% ay =x_ﬁ'
Abychom nasli stacionarni body, poloZime prvni parcialni derivace rovny
nule:
72
_ x_z =0,

71
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72
X — F = 0. (8)
Z rovnice (7) vyjadiime y a dosadime do (8):
2 .
Ol X

x2

neboli

x4-

_Z 10
X 7 0. (10)

Resenim rovnice (10) jsou dva koteny: x; = 0 a x, = 23/9. Kofen x, nelze
brat v tvahu, protoze délka nemtiZze byt rovna nule.

Dosazenim x, do (1) ziskame y: y = 23/9.

Podeziely bod z extrému ma soufadnice [23/9, 23/9]. Nyni musime ovéfit,
zda v tomto bod¢ skute¢né nastava lokalni minimum. Provedeme druhé

parcialni derivace:

0°S(x,y) 144 0°S(x,y)
92x  x3 oxdy 1)
02S(x,y) . 0°S(x,y) 144
dyox 92y  y3
Hessova matice:
9*s(xy)  9°S(xy) 144
02x dy 0x X3 1 .
250ey)  250ey)| = LY. = Dosadime stacionarni bod:
0x dy 02y y3
Dosazeni stacionarniho bodu [23/9, 23/9]:
144

— 1
< 144 = |2 1| =2-2—1-1=3 > 0. Funkce ma v bodé lokalni extrém.
1 = 1 2

y3

02S(x,y)
0%x

| =2 >0 = Funkce ma v bodé [23/9, 23/9] lokalni minimum.

Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce S(x, y) na celém jejim definiénim oboru a

funkce S(x, y) je spojita, jde zaroven také o globalni minimum této funkce.

Nyni zbyva dopocitat tieti chybéjici rozmér z:
36 36

Z=5=23\/§-zi/§=\/§' 42
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Aby méla oteviena nadoba tvaru kvadru o objemu 36 litrit minimalni povrch,

musela by mit étvercovou podstavu o strané 239, 23/9 a vysku V9.
Povrch této nadoby bude ptiblizné 42,93 dm?.

4.2 Priklad 2

Na vyrobu akvaria se pouziva sklo (na stény) a bfidlice

(na dno). Bridlice je 5 krat drazsi nez sklo. Pfi jakych

rozmérech 160 - litrového akvaria budou néklady

na sklo + bfidlici nejmensi?

([16]) —

Oznac¢me strany kvadru X, Yy, a z. Potom povrch
S =5xy + 2xz + 2yz.

Objem akvaria

V=x-y-z=160,

odtud
160
zZ= E
Vztah (3) dosadime do (1) a tim ziskdvame funkci vyjadiujici cenu akvaria:
S(x,y) = 5xy + 2x-@+2y-@,
xy xy
kde x,y > 0.
Rovnici (4) upravime do tvaru:
320 320

S(x,y) =5 s
(x,y) xy+y+x

Cena materialu pro rozméry x,y = s - S(x,y), kde s je cena za sklo.
Hledame globalni minimum funkce (5), proto provedeme prvni parcidlni
derivace:
aS(x,y) 320 aS(x,y) 320
=5 = 5x ——-

0x YTy ay yz -
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Abychom nasli stacionarni body, polozime prvni parcialni derivace rovny
nule:

320
- =0, (7)

5x — @ =0. (8)
2
Z rovnice (7) vyjadiime y a dosadime do (8):
320
&) ©

x2

neboli
x4-

_Z 10
X - 0. (10)

Resenim rovnice (10) jsou dva kofeny: x; = 0 a x, = 4. Kofen x; nelze
brat v tivahu, protoze délka nemuize byt rovna nule.

Dosazenim x, do (1) ziskame y: y = 4.

Podeziely bod z extrému ma soutadnice [4, 4]. Nyni musime ovéfit,
zda v tomto bod¢ skute¢né nastava lokalni minimum. Provedeme druhé

parcialni derivace:

92S(x,y) _ 640 0*S(xy) _ .
92x  x3 oxdy
(11)
0°S(x,y) c 0°S(x,y) _ 640
dyox 2y 3
Hessova matice:
25(x,y)  9%S(xy) 640
02%x dy dx X3 5 , .,
250ey)  25Cey)| = T = Dosadime stacionarni bod:
dx dy a2y y?
Dosazeni stacionarniho bodu [4, 4].
640
= °|_ 1o s
ea0| = | c 10| =10-10—-5-5 =75 > 0. Funkce ma v bod¢ lokalni extrém.
> 3
OZS(x,y) 7 v r 7 H .
—2. | = 10 > 0 = Funkce ma v bod¢ [4, 4] lokalni minimum.

Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce S(x, y) na celém jejim defini¢énim oboru a

funkce S(x, y) je spojita, jde zaroven také o globalni minimum této funkce.
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Nyni zbyva dopocitat tieti chybé&jici rozmér z:

_ 160 _ 160 ~ 10
Z_xy_4-4_ ' (12)
Povrch akvaria:
320 320 320 320
S(x,y)=5xy+7+7=5-4-4+T+T=240. (13)

Bude-1i mit akvarium ¢tvercové dno o strané 4 dm, budou néaklady na vyrobu tohoto

akvaria nejmensi a budou ¢init 240 s.

4.3 Priklad 3

Cislo 30 rozlozte na soucet ti1 kladnych ¢&isel tak, aby jejich sou¢in byl maximalni.

([24], str. 18)

Oznacme tfi kladna hledana ¢isla jako X, y a z. Soucin téchto ¢isel pak l1ze
napsat jako funkci
Flx,y)=x"y-z 1)
a soucet bude
x+y+z=30, (2)
kde x,y,z > 0.
Ze vztahu (2) vyjadiime proménnou z:
z=30—x—y. 3)
Vztah (3) dosadime do (1) a tim ziskavame:
F(x,y) =xy- (30 —x —y) = 30xy — x%y — xy2. (4)
Hleddme globéalni maximum funkce (4), proto vytvofime prvni parcidlni
derivace:

0F(x,y)
0x

JF (x,
= 30y — 2xy — y*? % = 30x — x? — 2xy (5)
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Abychom nasli stacionarni body, polozime prvni parcialni derivace rovny

nule:
30y — 2xy —y? =0, (6)
30x — x% — 2xy = 0. (7)
Ze vztahu (6) vyjadiime proménnou x:
x =15 — %y, (8)
a dosadime do (7):
30-(15—13;)—(15—13;)2—2y-<15—1y)=0. )
2 2 2
ZjednoduSenim rovnice (9) dostaneme kvadratickou rovnici
y% — 40y + 300 = 0, (10)

jejimz feSenim jsou dva kotfeny: y; = 10 a y, = 30.

Druhy koten v$ak nelze brat v ivahu; je-li y = 30, pak x = z = 0, ale
proménné X a Z maji byt kladné.

Dosazenim y; do (8) vypocteme x: x = 10.

Nyni je tteba ovéfit, zda v bodé [10, 10] nastava skuteéné lokalni maximum.

Provedeme druhé¢ parcialni derivace:

0%F(x,y) 0%F(x,y)

=2 =30 —2y—2
d0%x Y 0x dy 30 -2y —2x

0°F(x,y) _ 30 — 25 — 2 0°F(x,y) , (11)
dyox X ey 2y x

Hessova matice:
0%F(x,y) 0%F(x,y)

0%x dyox | _ | -2y 30—-2y—2x
9%F(x,y) 0%F(x,y)| 130 —2x—2y —2x
0x dy 0%y

Dosadime stacionarni bod: [10, 10]

0%F(x,y) 0%F(x,y)

F(xy) 9F(oy)|~ 1-10 —z0l = (72007 (720) = (=10) - (=10) = 300.
6X6y azy

Funkce ma v bodé¢ lokalni extrém, protoze 300 > 0.
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9%2F (x,y)
92x

| = 20 < 0 = Funkce ma v bodé [10, 10] lokalni maximum.
Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce F (x, y) na celém jejim definiénim oboru a
funkce F(x, y) je spojita, jde zaroven také o globalni maximum této funkce.
Dopocteni nezname z:

z=30—x—y=30-10— 10 = 10. (12)
Tti hledand kladna ¢isla jsou: 10, 10, 10.

Soucin téchto ¢isel je 1000.

4.4 Priklad 4

Vyrobce sportovnich potieb produkuje dva typy surfovacich prken. Rovnice

P(x,y) = —2x% + 2xy — y? + 10x — 4y + 107 vyjadiuje ro¢ni zisk v z4vislosti na
poctu prodanych kust 1. a 2. typu. Jakého maximalniho ro¢niho zisku lze dosdhnout a
pti jaké produkci?

([10], str. 115)

Abychom zjistili, jakého maximalniho ro¢niho zisku Ize dosahnout, musime
provést prvni parcialni derivace této funkce:

P(x,y) = —2x% 4+ 2xy — y? + 10x — 4y + 107, (1)
kde x,y > 0.

Prvni parcidlni derivace funkce (1):

0P(x,y)
———=—4x+2 10,
e x+ 2y + -
oP(x,y)
——=2x—-2y—4.
dy
Abychom nasli stacionarni body, poloZime prvni parcialni derivace rovny
nule:
—4x+2y+10 =0,
®)

2x—2y—4=0.
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Scitaci metodou dostaneme rovnici:

—2x+6=0, 4)
odtud
x = 3. ®)
Dosazenim (5) do (3) zjistime, ze
y=1 (6)

Podezrely bod z extrému ma soutadnice [3, 1]. Nyni musime ovéfit, zda

V tomto bod¢ skutecné nastava lokalni minimum. Provedeme druhé parcialni

derivace:
*Pxy) _ 0*P(x,y) _
0%x 0x dy o
0*P(x,y) _ 0*P(ry) _
dy 0x 0%y

Hessova matice:

9%P(x,y) 0?P(x,y)

02x 6yax _ _4 2 _ e B . B
92P(xy) 92P(xy) _| 2 _2| = (—4)-(-2)—2-2=4 > 0. Funkce
0x 0y 02y

ma v bodé lokalni extrém.

9%2P(x,)
0%x

| = —4 < 0 = Funkce ma v bodé¢ [3,1] lokalni maximum.

Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce P(x,y) na celém jejim defini¢nim oboru a

funkce P(x, y) je spojita, jde zaroven také o globalni maximum této funkce.

Maximalniho ro¢niho zisku lze dosahnout:
P(x,y)=-2-(3)*+2-3-1-12+10-3—-4-1+ 107, (8)
P(x,y) = 120. 9)

Maximum ro¢niho zisku je 120 a to pii produkei 1. typu v poétu 3 a 2. typu

V poctu 1.
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4.5 Priklad 5

Cislo 1000 rozlozte na soucin tii kladnych &isel tak, aby soucet jejich prevracenych
hodnot byl minimalni.

([10], str. 116)

Hledana ¢isla ozna¢me X, Yy, a z. Soucet prevracenych hodnot 1ze napsat jako

funkci
F(x,y)=1+l+1, 1)
Xy z
kde x,y,z > 0.
Dale vime, ze
x-y-z=1000, 2
odtud
= 1000. 3)
xy
Vztah (3) dosadime do (1) a tim ziskavame:
F(x,y) =1+1+;,
x y 1000 4)
xy
po Upraveé
Faoy) =442 5)
x y 1000
Hledame globalni minimum funkce (5), proto provedeme prvni parcidlni
derivace:
0F (x,y) 1 y 0F (x,y) 1 x
“ox % 1000 oy 21000 ©
Abychom nasli stacionarni body, poloZime prvni parcialni derivace rovny
nule:
. ™)
1 x
—F+1000=0. (8)
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Z rovnice (7) vyjadiime y:

1000
y = —

)

X2
A dosadime do rovnice (8):
1 x

(1000)2 " To00 ~
xZ

0,

x* N x
1000000 1000’

—x*+1000x = 0,
x3 = 1000,
x = 10.
Dosazenim (14) do (9) zjistime y:
1000 1000
Y=—"7 =72 = 10.

Podeziely bod z extrému ma soutadnice [10,10]. Nyni musime ovéfit, zda

V tomto bod¢ skute¢né nastava lokalni minimum. Provedeme druhé parcialni

derivace:
0°F(x,y) 2 0?F(x,y) 1
0%x x3 ox dy 1000
’F(x,y) 1 0°F(x,y) 2
dy 0x 1000 0%y y3

Hessova matice:

9%F(x,y) 92%F(x,y) 2 1
02x dy dx x3 1000 , o,
= = :
FGoy)  92F(xy) 1 2 Dosadime stacionarni bod

0x dy a2y 1000 y3

Dosazeni stacionarniho bodu [10,10].

= Funkce mé v bodé lokalni extrém.

ZF(xy)| _ 2
a2x | 1000

> 0 = Funkce ma v bod¢ [10,10] lokalni minimum.

80

2 1 2 1
x3 1000| _ 1000 1000|__2 2 1 _3 s
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9)

(10)

(11)

(12)
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(15)
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Jelikoz je to jediny stacionarni bod funkce F (x, y) na celém jejim definiénim oboru a
funkce F(x, y) je spojita, jde zaroven také o globalni minimum této funkce.
Nyni zbyva dopocitat tieti chybé&jici rozmér z:
= 1000 1000
xy 10-10

(17)

Hledana ¢isla jsou 10, 10 a 10.

. 3
Soucet prevracenych hodnot téchto Cisel je o
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5 Zavér

témat matematické analyzy, totiz derivace v aplika¢nich tlohach. V prub&hu psani prace
jsem si uvédomila, ze n¢které uvedené tlohy lze fesit bez znalosti diferencialniho poctu.
Na druhou stranu, pokud ¢lovék poznatky z diferencialniho po¢tu ma, jedna se pak

o jednodussi cestu k feSeni tlohy.
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