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Pouzité znaceni

1 absolutni hodnota z ¢isla x
Rt ... .. v8echna kladna redlnd ¢isla, tj. RT = (0, 00)
N, vSechna prirozena cisla
Nyt vSechna pfirozena c¢isla véetné nuly,

tj. No = NU {0}
R™. n-rozmeérny realny prostor
R™™ prostor vSech realnych matic typu n x m

Nl libovolné z vektorovych norem ||.||1, ||-||2; ||-|loo

nebo libovolna jim pfidruzena maticova norma
Ula). oo, okoli bodu o, tj. U(ex) = {x;||x — a|| < r},r € RT
xeR". ... L x je n-slozkovy sloupcovy vektor,

tj. x = [21,20,...,2,)T, kde 2; eR,i=1,...,n

Oijie o Kroneckerovo 9, tj. 6, =0 proi¢ # j a d;; =1
pro i =j
A= (ay)ljmy e oznaceni matice, kde a;; je prvek v i-tém fadku
a j-tém sloupci
jednotkova matice, tj. I = (0;)7;—;
O.. ... ... nulovd matice, tj. vSechny prvky matice jsou
rovny nule
B = diag(by,...,b,)  diagonélni matice typu n X n ve tvaru
by 0 ... 0
0 by ... 0
0...... by,
Al ..o determinant matice A
(o Y nulovy sloupcovy vektor, tj. o = [0,0,...,0]T
agi’:) ............... parcialni derivace funkce f podle proménné x;



Uvod

Téma numerické feseni soustavy nelinearnich rovnic jsem si pro svou bakalaf-
skou praci vybrala, protoze jsem se s timto tématem pfi svém studiu setkala jen
okrajové a chtéla jsem se o tomto problému dozveédét vice.

Na zacatek této prace jsem zaradila pripravnou kapitolu s tématy, ktera sice
nejsou obsahem prace, ale v nasledujicim se jejich znalost predpoklada. V nasle-
dujici kapitole zformulujeme tilohu feseni soustav nelinearnich rovnic. V kapitole
3 se zamérime podrobné na itera¢ni metody, uvedeme si ne€které véty potiebné k
nalezeni feseni systému nelinearnich rovnic a vSechny tyto véty aplikujeme na pii-
kladech doplnénych obrazky. V dalsi kapitole zformulujeme Newtonovu iteracni
metodu a podivame se na konvergenci této metody. Véty v této kapitole opét
aplikujeme na prikladech, které budou doplnény obrazky. V posledni kapitole se
podivame na moznost, jak urychlit konvergenci itera¢ni metody z kapitoly 3 a
konvergenci Newtonovy metody. Tato kapitola bude opét doplnéna priklady.

Vypocty budou provadény v matematickém softwaru MATLAB za pouZiti
m-fild, které jsem si pro tento tcel sama vytvorila.

Konce dtikazi, ptikladt resp. m-fili budou v této praci znaceny po fadé [,

& resp. A.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole si uvedeme nékteré véty a definice, které se tématu feseni
systému nelinedrnich rovnic piimo netykaji, ale jejich znalost je pro nastudo-
vani a pochopeni tohoto tématu nezbytna. Zamétime se zde zejména na teorii

vektorovych a maticovych norem.

Definice 1.1. Zobrazeni h : R" — R" h = [hy, ho, .. ., hn]T, se nazyva diferen-
covatelné v bodé x = [x1, s, ... ,xn]T, jestlize v tomto bodé existuji prislusné

parcialni derivace 0h;(x)/0x;, kde 4,5 =1,2,...,n.

Definice 1.2. Ctvercova matice A se nazyva regularni, jestlize je jeji determinant

ruzny od nuly, tj. |A| # 0.

Véta 1.1. Ke ctvercové matici A existuje inverzni matice A= prdvé tehdy, kdyZ

je matice A reguldrni.
Dukaz: Viz [0], strana 120.

Definice 1.3. Metrickym prostorem nazyvame dvojici (P, p), kde P je libovolna
neprazdna mnozina a p je tzv. metrika, coz je zobrazeni p : P x P — R, které

spliuje nasledujici axiomy
(i) axiom nezépornosti: p(x,y) > 0,
(ii) axiom totoznosti: p(x,y) =0< x =y,
(iii) axiom symetrie: p(x,y) = p(y, X),
(iv) trojuhelnikova nerovnost: p(x,z) < p(x,y) + p(y, z)
pro libovolna x,y,z € P.

Definice 1.4. Pokud (P, p;) a (Q, p2) jsou metrické prostory a pokud pro zob-
razeni f : P — Q existuje A € R, 0 < A < 1, takové, ze

pa(E(x). £(y)) < Api(x,y)  pro viechna x,y € P,

pak zobrazeni f nazyvame kontrakci.



Definice 1.5. Necht f : P — P je zobrazeni. Prvek x € P nazveme pevnym

bodem zobrazeni f, jestlize plati f(x) = x.
Definice 1.6. Libovolna funkce ||.|| : R* — R s vlastnostmi
1) ||x]| > 0 pro kazdé x € R",
2) x| =0&x=0=10,0,...,0]T,
3) ||kx|| = |k|.||x|| pro kazdé k € R a kazdé x € R",
2 Ix+yll < [l + Iyl pro kazdé x,y € R"

se nazyva vektorova norma.

Pro nasi potiebu uvedeme tii typy vektorovych norem:

maximalni norma: |x||cc = max |z;| pro kazdé x € R™,
1<i<n
n
oktaedrickd norma: Ix|[1 = >_ |z;| pro kazdé x € R",
i=1
1
n 2
euklidovska norma: Ix||2 = (Z ‘1‘1’2> pro kazdé x € R™.
i=1
Véta 1.2. KaZdd vektorovd norma ||.|| je spojitou funkci vektoru.
Dukaz: Viz [2], strana 6.

Véta 1.3. Kazdé dvé vektorové normy ||.||a, |||l jsou ekvivalentni v tom smyslu,
Ze existugi kladné konstanty m, M takové, Ze m||x||, < ||x||s < M||x||o pro kazdé

x € R".

Duikaz: Viz [2], strana 7.

Véta 1.4. Pro vektorové normy ||.||1, ||-|l2 @ |||« plat?
a) [[xllo < [lx[lx < nllx[loo
b) Zlxll < [kxll2 < f1xlls,

¢) %l < [1xll2 < nl[x[loo,
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pro kaZdée x € R".

Dukaz:
a) Necht 7 € {1,...,n} je takové, Ze |z;| = max |z;|. Pak plati
1<j<n
n n
Ixlloo = lzal < Jzil + Dl = D Lyl = Il
=Li#i =1

n

el = Ji] < n max |z;] = n|x|w.
1=1

Z téchto nerovnosti tedy dostavame ||x|lo < [|%]l1 < n/|X||oo-

b) Plati

n
Ixfls =) Jail < ZIW 212 NG ||X||2:>THXH1<||X||2>
=1

kde jsme uzili Holderovy nerovnosti. Dale plati

(i i ) Z S SN Z 4]

i=1 j=1

a odmocnénim dostavame

n n
o= Jail 2 | D al? =[xl
i=1 i=1

Celkem tedy dostavame \%HXHl < Ix|le < ||x]|1-

c) Plati

2 n
(max | ;] ) < Z 1zi? = ||1X]|oe = ﬁlﬂ}ﬂxJ <

1<i<
i=1

n
D lzil? = Jxlle.
i=1

Druha nerovnost plyne z jiz dokazanych predchozich nerovnosti, protoze

1xll2 < Ixl[x a fIx[ly < 7nflx]lo 0



Véta 1.5. Pron € N je n-rozmérny redlny prostor R™ metricky prostor s metri-

kou definovanou vztahem p(x,y) = ||x —y||, x,y € R™

Dukaz: Musime ukazat, ze (R™, p) splituje axiomy metrického prostoru uvedené

v definici 1.3.Tedy

(i) p(x,y) = |lx —y|| > 0 pro kazdé x,y € R", kde jsme uzili vlastnosti 1)

vektorové normy.

(i) p(x,y)=|x—yl|=0 x—y =0 < x =y, kde jsme uzili vlastnosti 2)

vektorové normy.

(iif) p(x,y) = Ix =yl = I(=1)(y =x)[| = Uy = x[| = ly = x[| = p(y,x) pro

kazdé x,y € R", kde jsme uzili vlastnosti 3) vektorové normy.

(iv) p(x,2) = ||x—z| = [x—y+y—z| = [(x=y)+(y—2)|| < [[x=yl+[ly—zl =
= p(x,y) + p(y,z) pro kazdé x,y,z € R", kde jsme uzili vlastnosti 4)

vektorové normy. 0
Definice 1.7. Libovolna funkce .|| : R™" — R s vlastnostmi
1) ||A|| > 0 pro kazdé A € R™",
2) ||A]| = 0 < A je nulova matice, tj. a;; =0, proi,j =1,2,...,n,
3) ||kA|l = |k|||A]| pro kazdé k € R, A € R™",
4) ||A + BJ| < ||A]| + ||B|| pro kazdé A,B € R™",
5) [|AB|| < ||A[|||B]| pro kazdé A, B € R™™

se nazyva maticova norma na R™".

Definice 1.8. Rekneme, Ze maticovd norma ||.|| je souhlasna s danou vektorovou

normou ||.||a, jestlize plati [|Ax||, < ||A||||x]|o pro kazdé x € R™ A € R™".



Véta 1.6. Necht ||.||, je dana vektorovd norma. Pak éislo ||Al|. definované pred-

pisem ||All, = max ||Ax||, je maticovd norma souhlasnd s danou vektorovou

[Ix/|a=1

normou. Tato maticovd norma se nazyvd maticovd norma pridruZend k dané

vektorové normeé.

Dukaz: Nejprve dokdzeme existenci ¢isla ||.||,. Vzhledem k tomu, Ze vekto-
rovd norma ||.||, je spojitou funkci vektoru, bude na uzaviené mnoziné M =
= {x € R"||x|lo« = 1} nabyvat svého maxima, tj. existuje x9 € R" : ||x¢[la = 1

a [|Axollo = max [[Ax[lo.

lxlla=1

Déale musime ukézat, Ze jsou splnény vSechny vlastnosti z definice 1.7.

1) Necht A € R™" je nenulova matice. Pak [|Ax||, > 0 pro kazdé ||x|l. =1 a
tedy ||Alla = ‘mlax |Ax]|o > 0.

l[x[[a=1

2) Necht A € R™" je nulova matice. Pak ||Ax||, = 0, nebot Ax = o pro kazdé
x € R" [|x]la = 1. A tedy ||Alln = Irllaxl |Ax]||o = 0.

lxlla=

Naopak necht ||A|l, = 0. Pak ”nﬁa>_<1||AxHa = 0 a tedy ||Ax|o = 0 pro

Pak

|x||o = 1. Nyni zvolme y € R" libovolné, y # o, a polozme z = ”y”a

Izlle = Iprlle = mHyHa = 1 a tedy ||Az||, = 0. Navic pro x = o je
|Ax|l« = 0 a tedy ||Ax||, = 0 pro kazdé x € R™. Z toho plyne, ze A = O.

3) kAl = mas | (kA)x] = max [F(Ax)], = max [k]]Ax]o =

Ix[la=1 [[x/[a=1 x[la=1

= |k| ”HﬁaX |AX||o = |E|||A]|o pro kazdé k € R, A € R™™.

4) Necht existuje xo € R", ||x¢]|o = 1, takové, ze plati ||(A + B)x¢||o =

= max [[(A+ B)xla. Pak [[(A + B)[la = max [[(A+B)x|. =

lIx[la=1 l[x[la=1

= [[(A 4+ B)Xo[la = [[A%o + BXol|a < [|A%o[la + [[BXo[la < ax, [AX]|a+

+ max [|Bx|lo = ||Allo + ||Bl|o pro kazdé A, B € R™".

lIx/la=1
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Nez dokazeme vlastnost 5) z definice 1.7, dokéZeme souhlasnost, protoze tu

pak vyuzijeme v dikazu vlastnosti 5). Necht y € R" )y # o, a polozme

7z =
||y||a

Pak |[z]le = 1 a plati [|Ay[la = [|A(z]lylla)llo = [¥lallAz]la <

< [lylle max |Ax[la = [[Allallylla- Pro y = o je [[Ay[la = 0 a zaroven

[xlla=1

[Allallylla = [Ala0 = 0, tedy [[Ay]la < [|Allallylla pro kazdé y € R",

A e R,
5) |AB|o = max [[(AB)x[[, = max [|[A(Bx)[l, < max [|Al[4|Bx[lo =

[Ix[la=1 [Ix[la=1 x[la=1

= ||A|lo max [|Bx||o = [|Allo||Bla, ¢imz je dikaz hotov.

lIx/la=1

Véta 1.7. Uvazujme vektorové normy ||.||1, |||z, ||-llc definované vyse. Pak

Al = 1I§Ei<X Z ;] tzv. sloupcovd norma

je pridruZend maticovd norma k vektorové normé ||.||1,
|All2 = /p(A*A) tzv. spektralni norma

je pridruZend maticovd norma k vektorové normé ||.||s a

|Al|c = max Z |ai;] tzv. fadkovd norma
1<i<n

je pridruzend maticovd norma k vektorové norme ||.| -

A* je komplexné sdruZend a pak transponovand matice A a p(A) je spektrdlni

polomér matice A.
Dukaz: Viz. [2], strana 9.
Véta 1.8. Kazdd maticovd norma ||.|| je spojitou funkci matice.

Diikaz: Pro kazdé dveé matice A, B plati

A+ B[ < [[All +[IB],
11



tedy
A+ B[l — Al < 1B}

Zaroven plati

[A[l= 1A +B = B[ < [[A+B[ + B,

a tedy
=Bl < A+ B[ - [|A]l.

Celkem tedy dostavame
A + B = [[A[l| < [[BJ]. (1.1)

Pokud oznacime E;; matici, kterd mé na pozici ¢j jednicku a jinak samé nuly, pak

miizeme matici B psat ve tvaru

n n

i=1 j=1

kde b;; jsou prvky matice B. Nyni miiZeme psat

IBIl =11 22 22 bisEyll < Z 2 [1bi; Eij| <

i=1j5=1
n o n
<2 Z (b ||| Bl < max by >3 Byl <
i=1j=1 1<k, i=1j=1
< 1<k<anl mg; ||Ezg|| = M||Bc,

kde M : Z Z |Eij||. Pouzitim tohoto vysledku v nerovnosti (1.1) dostavame
i=1j=

pro libovolné € > 0 a B takové, Ze ||B||. < 57,
€
A + Bl = |Alll < Bl < M[|Bllc < M7 =€

Z tohoto dostavame, ze ||.|| je spojita funkce v bodé A. Jelikoz A bylo libovolné,
plyne z toho, Ze ||.|| je spojita v kazdém bodg, ||.|| je tedy spojité. O

Véta 1.9. Kazdé dvé maticové normy ||.||a, ||.|ls jsou ekvivalentni v tom smyslu,
Ze existugi konstanty m, M takové, Ze m||All, < ||Allg < M[|A|a-

12



Dukaz: Nejprve ukdzeme, Ze libovolna norma ||.|| je ekvivalentni s normou . ||o-
Ozna¢me S := {A;||A]l« = 1,A € R™"}. S je uzaviend a ohrani¢end mnozina.
Protoze ||.|| je spojita funkce, pak z Weierstrassovy véty plyne, Ze ||.|| nabyva na

S svého minima a maxima. Tedy existuji matice A%, Al € S takové, Ze
1A% = min [[A]l, A" = max [[A],
.
0 < [|[A% <Al < ||AY| < o0,  pro kazdé A € S.

Necht nyni B # O. Pak € S, protoze ||ﬁ”oo = W = 1. Tedy

IIBII

14° < o | < 4

Bl

a z toho dostavame

IBllsoll A%l < 1Bl < [[Blloo 1A

Ukézali jsme tedy, Ze existuji konstanty m = [|A°]] a M = ||A!|| takové, Ze
m|[Bllee < Bl < M|[Bl|o-

Nyni ukazeme, Ze libovolné dvé normy ||.||a,|.||s jsou ekvivalentni. Jelikoz
jsou tyto normy ekvivalentni s normou ||.||, existuji konstanty m, M,n, N € R
takové, ze

ml|Allee < [[Alle < M|A]e, (1.2)
nf[Allee < [|Alls < N[[Alloo- (1.3)

Vydélenim nerovnosti (1.2) konstantou m dostdvame nerovnost

[Alloo < —IIAIIa < —IIAlloo,

vydélenim nerovnosti (1.3) konstantou N dostdvame nerovnost

n 1
—|Alle < =|Allg < [|A]|so-
SlAlle < S IAlls < 1Al

7 poslednich dvou nerovnosti pak dostavame

1 1
—IAlls < —|A]la
ClAls < A

13



a vynasobenim této nerovnosti konstantou m pak dostavame

m
—||Allg < [|Alla- 14
1Al < JIA] (1.4)
Podobné z nerovnosti (1.2) a (1.3) postupné dostavame
m 1
Al < 2 1A < 1A ]
1 N
Al < HIAl < A
z nich dostavame
1 1
—||Allo < —||A
LA < Lpai,
a vynasobenim této nerovnosti konstantou M dostavame
M
[Alla < —IAlls- (1.5)
n
Celkem pak z nerovnosti (1.5) a (1.4) dostavame
m M
—I|A]l5 < ||Alla—1|All5,
" Al < 1AL ATl
¢imz je dikaz hotov. 0
Véta 1.10. Pro maticové normy ||.||1, |||z @ ||-||cc na R™™ plati:
a) 3 l[Alle < IAllr < nl[All,
b) ZlIAllL < Al < Vol AllL,
¢) wllAllz < [Allo < nl[All2,
pro kazde A € R™".
Dukaz: V dikazu vyuZijeme toho, ze maticové normy ||.|1, ||.||2; ||-|lcc jsou

pfidruzené k piislusnym vektorovym normam ||.|1, ||.||2, ||-||cc @ déle nerovnosti

ve vété 1.4. Protoze pfidruzend maticovd norma |.|[; k vektorové normé ||.|;

je souhlasnd s danou vektorovou normou, plati ||Ax|; < ||All1]|x]: pro kazdé

(1

x € R"A € R", tedy ||Aly = max IAx]1  Podobné to plati i pro normy
X#+0

[-1l25 [1-l]oe-
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a) Mizeme tedy psat

A A A 1
HA”I _ I’I(laX || X||1 > ma || XHOO >m || XHOO o ||AA||007

so [x[i T xte [x]i T xte nlx[w n

kde jsme vyuzili nerovnosti ||Ax||; > [|AX||o, [|X|l1 < n||X|lec pro vekto-

rové normy dokazané ve vété 1.4. Tim jsme tedy dokazali prvni nerovnost
vztahu a). Nyni se podivejme na druhou nerovnost.
1| AX||oo 1| AX||o

< max ———— < max ———— = n||A
[1x]1 x#o ||x[1 2o ||X[|o Ao,

Celkem tedy dostavéme Z||A|l < [|All1 < nf|All, ¢imZ je dikaz hotov.

b) Pro ||Al|; mizeme psét

A A A
Al = max 1232 o M8 I8
xto ||xlla T xte [lxlla T e Ix[h

kde jsme uzili nerovnosti ||Ax|ls < [[Ax||,[|x]2 > \/LﬁHle pro vekto-
rové normy dokazané ve vété 1.4. Tim jsme tedy dokazali prvni nerovnost

vztahu b). Nyni se podivejme na druhou nerovnost.

1 1
|A]l, = max [[A%]|2 M > maXM _ LI|A||1,
x#o  |[x|o xzo  [|x][2 xzo  [|x]|s Vn

kde jsme uzili nerovnosti ||Ax|s > \/LﬁHAle, |Ix|l2 < |Ix||1 pro vektorové
normy dokazané ve vété 1.4. Celkem tedy dostédvame \%HAHI < A2 <
< /nllA||1, ¢imz je dikaz hotov.

c¢) Pro ||Al|o miZeme psat

A A A
|Al|oe = max |1Ax|oo <m 141> < max ”1 x|z = n||Al|o,
xto X[l T xte [[X[leo T xFo x|

kde jsme uzili nerovnosti [|Ax|l. < [|AX|l2, %]l > Lx][> pro vekto-

rové normy dokazané ve vété 1.4. Tim jsme tedy dokazali prvni nerovnost

15



vztahu c). Nyni se podivejme na druhou nerovnost.

Al = mae 1Ay wllAl A,
< T e T e T R L

1
= —[All2,
n

kde jsme uzili nerovnosti [|Ax|ls > L[|Ax]|s, [|x[lo < |Ix[l2 pro vektorové
normy dokédzané ve vété 1.4. Celkem tedy dostdvame L||Alls < [|Aflo <

< nl|Al|2, ¢imZ je dukaz hotov. O

Definice 1.9. Posloupnost {x*}%° bodii z R" se nazyva konvergentni v R",
jestlize existuje x € R” takové, ze

lim ||x" — x| = 0.
n—oo

Cislo x se nazyvé limita posloupnosti {x*}2°.

Definice 1.10. Posloupnost {x*}?°, bodi z R™ se nazyva cauchyovskd v R",
jestlize pro kazdé € > 0,¢ € R, existuje ng € N takové, ze pro kazdé m,n € N,
m > ng,n > ng plati

x™ —x"|| < e

Véta 1.11. (Bolzano-Weierstrassova) Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat

konvergentni posloupnost.
Dukaz: Viz. [7], strana 10.

Véta 1.12. Posloupnost {x"}2°, je cauchyovskd v R™ prdvé tehdy, kdy? je kon-

vergentni v R™.

Dukaz:

”

(i) Nejprve dokazeme implikaci 7 < ”. Protoze posloupnost {x*} je konver-
gentni, plati, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng je ||x" — x|| < e. Tedy pro kazdé n,m € N,n,m > ng plati
[x™ = x| = [x" = x+x = x"[| < [|x" —x[| + [x" —x[| <2 = e
Tedy posloupnost {x*} je cauchyovska.
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(i) Nyni dokdZeme implikaci ” = ”. ProtoZe posloupnost {x*} je cauchyovska,
plati, Zze pro kazdé ¢ > 0,e¢ € R, existuje ng € N takové, ze pro kazdé
m,n € N, m,n > ngje ||[x™ —x"|| < e. Polozme K = max{||x°|], ||x!],. ..,
|x"™]|, [|[x™|| + €} a tedy [|x"|| < K pro kazdé n € N. To znamend, ze
posloupnost {x"} je omezend, a podle véty 1.11 z ni lze vybrat konvergentni

posloupnost {x™}. Necht lim x™ = x. Pak pro kazdé ¢; > 0 existuje n
n—oo

takové, ze pro kazdé ny > ny je |x™ — x|| < €. Pro n,n; > ny navic plati

||x" —x"|| < e. Odtud pak pro n,n; > max{ng,ni} dostavame ||x" —x|| <

< Ix™ — x| 4 ||x™ — x|| < €+ €1 = € a tedy lim x" = x, ¢imz je dikaz
n—oo

hotov. O

Véta 1.13. (Weierstrassova) Necht funkce f je spojitd na omezené a uzaviené
mnozine M. Pak f nabyvda na M svého minima a mazima, tj. existuji proky

X, X* € M takové, Ze f(x.) < f(x) < f(x*) pro kazdé x € M.
Dukaz: Viz [7], strana 26.

Definice 1.11. Necht funkce f : R” — R mé v bodé @ € R" parcialni derivace

az do radu p. Pak Taylortiv rozvoj funkce f v bodé o ma tvar

= o
L & s
+§ Z Z Oz, Oxr, ( k1 akl)('r’m ak2) + +
k1=1ko=1 12
" P
+5 kzl > EI Ji(.az)kp (Thy — any) - (21, — )+
1= D
n n op+1
+(p—i1)' Z ) Z al«kl_,,ggf) (xlﬁ _akl) (xkzﬂ-l akp+1)’
ki=1  kpyi=1

kde E =x—od(x—a)al< o<1
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2 Formulace ulohy

Uvazujme funkce f; : R* — R az; € R,i = 1,2,...,n. ReSeni soustavy

nelinearnich rovnic znamena hledat feseni systému n rovnic o n neznamych ve

tvaru
fi(zy, 20,. .., 2,) = 0
fo(wy, e, ..., 2y) : 0 -
fo(x1, T, .0 2y) _ 0.
Pokud oznacime
fi T
f= f_é , X = x.Z ,
i o
kde f : R” — R™, x € R", mizeme soustavu (2.1) psat ve tvaru
f(x) = o. (2.2)

Resenim této soustavy je kazdy vektor £ € R", & = [€1,&,,. .., &,]7, pro ktery
plati f(£) = o.
Reseni soustav nelinearnich rovnic tvaru (2.2) je slozitym problémem. Pii

jejich feseni mohou nastat nasledujici situace.
1. Soustava ma konecny pocet feseni.

Prikladem je soustava dvou rovnic ve tvaru

’ / N , T T . /
kterda mé dvé Feseni [0,0]" ,[—1,—1]" , viz. obrézek 1.
2. Soustava méa spocetny systém feseni.
Prikladem je soustava dvou rovnic ve tvaru

arctg r1 — 1y =0
sinz; —ay+2 =0,
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Obr. 1

ktera ma spocetny systém feSeni, viz. obrazek 2.

3. Soustava mé mnozinu FeSeni mohutnosti kontinua.

Prikladem je soustava dvou rovnic ve tvaru

ZE:I’)—.TQ—Fl:O
|l’1|3—$2+1:0,

jejimz fesenim je ¢ast hyperboly x5 = 23 + 1 lezici v prvnim kvadrantu, viz.

obrazek 3.

Pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic tvaru (2.2) se pouziva celd fada metod,
které se déli do dvou skupin: pfimé metody a iteracni metody.

Ptimé metody jsou obvykle vhodné pouze pro malé systémy nelinearnich rov-
nic specialniho tvaru, kdy lze postupnou eliminaci jednotlivych proménnych ¢i
vhodnou kombinaci jednotlivych rovnic ziskat analyticky tvar feseni nebo aspon
prevést ptvodni soustavu na feseni soustavy o mensim poctu neznamych.

Protoze obvykle neni mozné urcit nulovy bod & funkce f : R” — R"™ explicitné

béhem konecného poctu kroktl, pouzivaji se pii feseni soustav nelinearnich rovnic
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iteraéni metody. Ty spocivaji v tom, Ze systém (2.2) prevedeme ekvivalentnimi
Upravami na systém ve tvaru

x = g(x), (2.3)

kde g : R* — R", a hledame pevny bod & zobrazeni g. Tedy tlohu nalezeni
nulového bodu zobrazeni f pfevadime na tilohu nalezeni pevného bodu zobrazeni
g a plati, Ze pevny bod zobrazeni g je zaroven hledanym feSenim soustavy (2.2) a
naopak. Regen{ systému (2.3) najdeme pomoci itera¢nich metod tak, Ze zvolime
libovolnou pocatecni aproximaci x° € R" a generujeme posloupnost {x*} danou
predpisem
xtt=g(x¥), k=01,2.... (2.4)
Potiebovali bychom, aby tato posloupnost konvergovala k hledanému pev-
nému bodu £ zobrazeni g, coz ale nemusi byt vzdy zaruceno. Otazkou tedy je,
za jakych predpokladt konverguje tato posloupnost k bodu &. V ptripadé konver-
gence nas bude zajimat také rychlost. S analyzou itera¢niho procesu jsou spojeny

3 zékladni problémy.

k+1 spravné definovany,

1. Prvnim problémem je ovéreni, zda jsou iterace x
tj. zda zobrazeni g je definované v bodech x* k € Ny. Obecné je nemozné
najit mnozinu vsech pocatecnich iteraci, pro které by byl dany proces dobte
definovany. Omezime se tedy pouze na urceni podminek, které zaruci, ze

itera¢ni posloupnost je dobfe definovana pro urcity pocatecni bod.

2. Druhy problém se tyka konvergence posloupnosti generované itera¢nim pro-

cesem a otazky, zda limita této posloupnosti je feSenim soustavy.

Podle toho, zda predpokladame existenci néjakého feseni & nebo existence
feSeni vyplyne az ze splnéni néjakych predpokladii, a podle velikosti mno-
Ziny pocatecnich aproximaci, pro které je zarucena konvergence, rozlisujeme

3 typy konvergenci.

(a) Prvni typ nazyvany lokalni konvergence za¢ind predpokladem, Ze

existuje néjaké feseni &, a za splnéni urcitych podminek pak existuje
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okoli U (&) bodu & takové, ze pro vSechny pocéatecni iterace lezici v okoli
U(€) jsou iterace generované iteracnim procesem dobie definované a

konverguji k &.

(b) Druhy typ konvergence se nazyva semilokalni. Tento typ konvergence
nevyzaduje znalost existence feSeni, ale vezmeme-li za poc¢atecni iteraci
bod, pro ktery jsou splnény urc¢ité podminky, je konvergence k néja-

kému feSeni £ zarucena.

(c¢) Pokud je konvergence k feSeni zarucena pro pocate¢ni vektor lezici kde-
koliv v R™ nebo aspon ve velké casti R", pak se tento typ konvergence

nazyva globalni.

3. Treti problém se tyka celkové tispornosti vSech operaci a otazky, jak rychle

dané posloupnost bude konvergovat.
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3 Iteracni metody

Nyni se budeme podrobnéji zabyvat iteracnimi metodami pro feseni soustav
nelinearnich rovnic.

Systém f(x) = o tedy prevedeme ekvivalentnimi ipravami na systém

x = g(x), (3.1)

kde g(x) je n-rozmérny vektor funkénich hodnot, tedy je to sloupcovy vektor

se slozkami ¢;(x), g2(X), ..., gn(x). Hleddme TeSeni systému (3.1), kterym je né-

jaky vektor & € R” se slozkami &;,&,...,&,. Zvolime pocatecni aproximaci

x' € R x? = [29,23,...,2%]" a generujeme iterac¢ni posloupnost {x"} danou
vztahem

x"th=g(x¥)  k=0,1,2,.... (3.2)

Bude nas zajimat, za jakjch podminek dana posloupnost {x*} konverguje

k feSeni £ systému (3.1) a jak rychla je tato konvergence. K urcovani rychlosti

konvergence posloupnosti nam poslouzi pojem fad metody, ktery je uveden v na-

sledujici definici.

Definice 3.1. Necht £ je feSenim systému (3.1) a necht pro libovolny pocateéni
vektor x° € R” lezici v okoli bodu £ a pro posloupnost {x*} generovanou vztahem

(3.2) plati nerovnost
X =gl < ClIx" —¢P,  peN

pro vSechna k € Ny, kde pro p = 1 je C' < 1. Pak se itera¢ni metoda (3.2) nazyva

metoda minimalné p-tého fadu pro urceni bodu &.

Véta 3.1. Kazdd metoda tvaru (3.2) minimdlné p-tého tddu pro uréeni bodu
& je lokdlné konvergentni, tj. existuje okoli U(E) bodu & takové, Ze pro kaZdou
pocdtecni iteraci x° € U(€) posloupnost {x*} konverguje k bodu €.

Diikaz: Nejprve dokdzeme platnost tvrzeni pro p = 1, C < 1. Plati nerovnost

0< x" ! ¢l <COlx* ¢ <C?xF =g < - < CFIXO = €|
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a protoze klim CFIx® — &[] = 0 a klim 0 = 0, dostavame z véty o limité tii
—00 —00

k+1

posloupnosti, Ze klim |xk+1 — €] = 0. Tedy posloupnost {x*}?°, konverguje k

bodu &.
Nyni se podivejme na pripad, kdy p > 1. Plati

0 < [[x*! — €]l < Ollx* — &P < COP|Ix" — €|IP" < COPCP||x"> — g <

x0 — g7

k )
<...<ocre Lo x0 - gt = [ o
=0

Nyni, pokud okoli U(£) zvolime ve tvaru U(§) = {x;|x — &|| < 1}, tak pro

koo
x? € U(&) dostavame klim [1C¥|x° — &||"""" = 0. Potom, protoze klim 0=0,
—00 ;0 —00
dostavame opét z véty o limité t¥ posloupnosti, ze klim |xF — ¢&|| = 0 a tedy
posloupnost {x*}2°, konverguje k bodu &. O

Nyni se podivejme na podminky, které nam zaruci konvergenci posloupnosti

{x*} k hledanému Feseni £ systému (3.1).
Véta 3.2. Necht zobrazeni g je kontrakce na R™, tj. pro g : R™ — R™ plati

lgx) g <Allx—yll,  0<A<1, (3-3)

pro viechna x,y € R™. Pak pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° € R™ posloupnost

{x*} generovand vztahem (3.2) konverguje k bodu €, tj. leHJO xF = ¢, a € je jediné
reSent systému (3.1).
Dukaz:

(i) Nejprve ukazeme, Ze posloupnost {x*} konverguje. K tomu ndm sta¢i uka-

zat, ze posloupnost {x*} je cauchyovskd, protoze pak podle véty 1.12 je

také konvergentni. Pro n € N miZzeme za pouziti nerovnosti (3.3) psat
" = x| = [lg(x") — g(x" )| < Aflx" — x| =
= Mlgx"h) —gx" ) < Mx" —x"E < (34)

< <A Tg(x!) = g(x)) < ATkt = x|
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Pro m > n pak za pouziti nerovnosti (3.4) plati
™ — x| < [l — x| 4 [l = xR 4 - x| <
< [ = XO (A4 AR A =
= |Ix! = XA (1 + X+ -+ X <

< [xt = xXOAN (T + A+ N2+ = ||x — XOH)\”ﬁ

a tedy

n

0< mo_ N <
< Jxm = x| < 15

et — x|

Nyni, protoze

n

. o . 1,0 _
A 0=0- Jim e =l =0
a z véty o limité ti{ posloupnosti dostavame lim ||x™ — x"| = 0.
n—oo

(ii) Nyni ukdZeme jednozna¢nost existence FeSeni, a to sporem. Predpokla-
dejme, Ze existuji dvé rizna feseni €, ¢ systému (3.1), tj. £ = g(£), ¢ = g(¢),
& # (. Pak muzeme psat

1€ = ¢l = [[8(€) —&(Q)ll < Allg =<l < 1€ =<,
coz je spor. Tedy existuje jediné feseni systému (3.1). O
Priklad 3.1. Ovéite, zda systém rovnic

2x1 —sinzy =0

3cosxy —4xy =0

splnuje predpoklady véty 3.2 a pripadné najdéte feseni tohoto systému.

Z grafu funkci viz. obr.4 vidime, Ze TeSeni systému se nachéazi v okoli bodu

(0.5, 0.5].
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3 cos By -y = 0

Hy - 1/2%sin Ky = 0

Obr. 4

Funkei g(x) 1ze psat napf. ve tvaru

B g1(x) B Ssinzy
9~ (o]~ |teen]

V obecném piipadé neni snadné podminku (3.3) ovéfit, v tomto pfipadé to
ale lze. Ozna¢me y = [y1, 927 a za normu zvolme ||.||o. Musime tedy ovéfit, zda

je splnéna nerovnost
18(%) — &8(¥)llec < Allx =yl
pro kazdé x,y € R%,0 < X\ < 1, tj.

max{|g1(x) — g1(¥), |92(x) — g2(¥)|} < Amax{|z; — w1, |12 — 32]}.

Miuzeme psat

lg1(x) — 1 (y)| = |%Sinm2 — %siny2| = %| sin xe — sinyo| =
= 312 cos(®512) sin( #2522 )| = | cos( ™25 || sin(*25%2)| <
< |sin(252)] < |25 = Jxy — 1|
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92(x) — g2(y)| = |2 coszy — 2 cosys| = 3| coszy — cosy| =

— 3| — 25in(Z) sin( )| = 2| sin(T0)|| sin(25R)| <
< glsin(258)] < 51=5% | = Gl — u

kde jsme uzili nerovnosti |sinz| < |z| pro kazdé x € R.

Nyni mtizeme uzitim predchozich nerovnosti psat
Ilg(x) — &(y)lloc = max{z|sinz, —siny,|, j| cos 1 — cosyi[} <
< max{%|:c2 — Yal, 4§1|371 —ul} <
< fmax{|z2 — g, |21 — p1l} = §lIx — ¥l

coZ plati pro kazdé x,y € R% Ukézali jsme tedy, Ze zobrazeni g je kontrakce
na R2. Jsou tak splnény piedpoklady véty 3.2 a proto posloupnost iteraci {x*}

generovana vztahem

2yt = Lsinaf
25t = 3 cosak

konverguje k Teseni £ a toto feSeni je jediné.

Jelikoz v Matlabu neexistuje zadny piikaz pro nalezeni feseni systému neli-
nearnich rovnic itera¢ni metodou, vytvotila jsem vlastni m-file (viz. m-file 3.1),
ktery je uveden hned za piikladem. Vstupy u tohoto m-filu jsou pocatecni ite-
race x°, vektor symbolickych proménnych, vektor funkei g(x) ze systému (3.1)
a presnost e, se kterou chceme pocitat. Pfesnost e neni nutné udavat. Pokud ji
neuvedeme, je v m-filu automaticky nastavena na hodnotu 10~°. Jako zastavo-
vaci kriterium pfi vypoctu feseni systému pouzijeme maximalni normu a vypocet

zastavime pokud ||x* — x*71|, = max |2¥ — 2571 < e. Vystupy u tohoto m-filu
<i<n

jsou odhad feSeni zk, pocet iteraci k a pripadné také posloupnost iteraci I. Pro-
toze posloupnost iteraci generovana iteracni metodou muze mit i tisice ¢leni a

nebo nemusi viibec konvergovat, je v m-filu uvedeno dalsi zastavovaci kriterium:
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Obr. 5

vypocet je zastaven, pokud pocet iteraci dosdhne 1000. Posloupnost iteraci I je
pak lepsi zadat na vystupu jen pro mensi k. Za pouziti tohoto m-filu pak pro

rizné podatecni iterace x° € R" ptikazem [xk, k, I|=iterace(F, x, x0), kde

F = [(sin(x(2)))/2,3 * cos(x(1)) /4],
xr = sym('[x1, 22]'),
z0 = [10, 20] nebo z0 = [-5, §],

dostavame nasledujici hodnoty:

xk = [0.326096931, 0.710474922],
k=17 pro x° = [10, 20,

xk = [0.326096930, 0.710474922],
k=18 pro x° = [-5, 8],
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i 5 i 3
10 20 -5 8

0.4564726254 |—0.6293036468
—0.2942909713| 0.6732096683
0.3117492958 | 0.7177560335
0.3288479932 | 0.7138488565
0.3273738809 | 0.7098112616
0.3258453137 | 0.710167542
0.32598041 | 0.7105353538

0.4946791233|0.2127466391
0.10557270400.6600908183
0.3065942976|0.7458242821
0.33928875 |0.7150252379
0.3278182367|0.7072437148
0.3248705180|0.7100603074
0.3259397523|0.7107690474

NN OO | WIN | O
OO | W N O

16| 0.326096932 | 0.7104749246 | |17{0.3260969313|0.7104749208
17} 0.3260969311 | 0.7104749223 | |18]0.3260969297(0.7104749224
18] 0.3260969302 | 0.7104749223 | |19(0.3260969303|0.7104749228

Pro x° = [10,20] tedy dostavame feseni xk = [0.326096931,0.710474922]
pii pfesnosti e = 107 po sedmnécti iteracich a pro x° = [-5, 8] feseni zk =
= [0.326096930, 0.710474922] po osmnécti iteracich. Pro pocatecni iteraci x° =

1 zakresleno na obrazku 5.

&

= [—5, 8] je nékolik prvnich iteraci pocinaje iteraci x

M-file 3.1. functionl[xk,k,I]=iterace(F,x,x0,e)

hiteralni metoda pro feSeni systémi nelinedrnich rovnic

%hvstupni data: x  symbolicky vektor

b F  tadkovy vektor symbolickjch funkci
b x0 pocatecni iterace (fadkovy vektor)
b e Dpresnost, se kterou chceme politat

%(neni nutné ji udavat)

hvistupni data: k  pocCet iteraci
b xk odhad ¥eSeni systému
b I  posloupnost iteraci

%vstupni argumenty mohou vypadat nap¥iklad takto:
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ho x = sym(’ [x1,x2]7);
% F=[(sin(x(2)))/2,3*cos(x(1))/4];
%  x0=[10,20];

hovéfeni vstupnich dat
if (nargin<4)’pokud uZivatel nezadad presnost, nastavime ji na
%9 desetinnych mist
e=1e-9;
end
if (nargin<3)
error (’Neodpovidd polet vstupnich dat’)
end
if (length(x) "=length(x0))
error (’Vektory x a x0 nemaji stejnou velikost’)
end
if (e<=0)
error (’pfesnost e neni kladné ¢islo’)
end
if (length(F) "=length(x0))
error(’Vektory F a x0 nemaji stejnou velikost’)
end
%hodhad FeSeni systému
format long
n=length(F);
v=ones(1,n);
X(1, :)=v+x0;
X(2,:)=x0;
for j=1:n
E(j)=abs(X(2,j)-X(1,3));

end
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k=0;
1=2;
while max(E)>e && k<1000
g=double (subs(F,x,X(1,:)));
X(1+1,:)=g;
for j=1:n
E(j)=abs(X(1+1,j)-X(1,j));%zastavovaci kriterium:maximalni
Jnorma vektoru xk-x(k-1)
end
1=1+1;
k=k+1;
end
X(1,:)=0;
xk=X(1-1,:);
if k==1000
disp(’Posloupnost iteraci k feSeni systému nekonverguje
a nebo konverguje a ma vice jak 1000 &lend.’)
else

k=k-1;

A

Kontrakce na R™ v predchozi vété je ale pomérné silny pozadavek. Konver-
gence k néjakému feseni muiize byt zajisténa i za slabsiho predpokladu, naptiklad
pokud zobrazeni g je kontrakce pouze na né&jakém okoli pocate¢ni aproximace x°.

K tomu nam slouzi nasledujici véta.

Vé&ta 3.3. Necht pro libovolné x° € R™ a pro viechna x,y € R™ lezici v U(x°) =
= {x;||Jx — x°|| < p}, kde p € RY, plati vztah (5.3). Necht pro pocdtecni aproxi-
maci x° plati ||g(x°) — x°|| < (1 — \)p. Pak plati ndsledugjici tvrzeni.

(i) Pro vsechny iterace x* plati x* € U(xP).
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(ii) Posloupnost iteraci {x*} konverguje k néjakému bodu &, ktery je Tesenim

systému (3.1).
(iii) & je jediné veseni systému (3.1) v okoli U(xY).
Dukaz:

(i) Dokdzeme matematickou indukci. Protoze x! = g(x%) a 0 < A < 1, do-

stavame ||x! — x°|| < (1 — A)p < p. Predpokladejme déle, Ze tvrzeni plati

pro k € N a ukdZeme platnost i pro k + 1. ProtoZe plati ||x*™1 — x*|| =
lg(x*) — g(x*71)||, miiZeme uZitim nerovnosti (3.4) psat
" — x| < At = X7 < AR = M),
a tedy
[l = x| = [ (" = xF) + (xF = ) 4 (3 X0 <

< I = o [t =Tt =) <
SN DA = A)p= (1= MH)p < p,
¢imz je dikaz tvrzeni (i) hotov.

(ii) Postupujeme podobné jako v ¢asti (i) dikazu véty 3.2 s tim rozdilem, Ze

nyni pracujeme na okoli U (x°).

(iii) Postupujeme podobné jako v ¢asti (ii) dikazu véty 3.2 s tim rozdilem, Ze

nyni pracujeme na okoli U(x?). O

Priklad 3.2. Ovéite, zda systém rovnic

10z1 + cos?(zy + z2) =0
22 /5 — 15/2 =0

spliiuje predpoklady véty 3.3 a pripadn€ najdéte feseni tohoto systému.
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1 -
25 - w,02=10
Nl B dyle =
RS
10, + |:052(}{1 +u) =0
2
_3 1 1 1 1 | ]
-3 2 1 o 1 2 3

Obr. 6

Funkei g(x) 1ze psat napf. ve tvaru

. g1(x) B _Cosz(f—éﬂm)
g(x) = [gz(x)] a [ %x% ]

Za normu ||.|| si zvolime maximalni normu ||.|| -
Z grafu funkci viz. obrazek 6 vidime, ze feSeni systému se nachéazi v okoli bodu
[0,0]. Za poc¢atecni iteraci tedy zvolme bod x° = [0, 0].

Nyni vypocitdme normu ||g(x°) — x°||... Protoze

2
0 0 _  cos?(0+0) o 1
n(x%) —aj = —=55— —0=—x,

ga(x%) — 2§ =20-0=0,

pak

—1 1
0 0 _
lg(x”) — x"||0o —max{ ‘ 10',0} =10

Nyni tedy musime najit p a A takové, aby platilo 1—10 < (1= \)p. Za p zvolme
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napfiiklad éislo p = 0.5 a podivejme se, zda zobrazeni g je kontrakce na U(x°) =

= {x;]|x — X°||c £0.5}. Ozna¢me y = (y1,y2). Musime tedy ukézat, ze plati
max{[g1(x) = 1(¥)], [92(x) — g2(¥)[} < Amax{[zy — v, [22 — 12}
pro kazdé x1, 2,41, y2 € (—0.5,0.5). Mizeme psat
|92(x) — g2 (¥)| = 223 — 243] = 2|af — ] = 2|z — wlloa + wa| < 2oy — ),

kde jsme vyuzili toho, ze |21 4+ y1| < 1 pro kazdé z;,y; € (—0.5,0.5).
Nyni se podivejme na |g;(x) — g1(¥)|:

COSQZE €T COS2
191(x) — g1(y)| = |- tea) | cosluitia) | — Leos?(1) + 25) — cos®(y1 + )]

= %| cos(ry + x2) — cos(y1 + yo)|| cos(xy + x2) + cos(y1 + y2)|

Vyraz |g1(x) — ¢1(y)| je tézké nebo vibec nelze zhora vhodné omezit zadnym
vyrazem k|xo — 2|, 0 < k < 1. Podminku kontrakce tedy nelze ovéfit.

Budeme tedy potiebovat néjaky aparat, ktery nam zajisti splnéni podminky
kontrakce. Tento priklad tedy dokonc¢ime az za vétou 3.6, ktera nam zaruci spl-

néni podminky kontrakce. &

Konvergence k hledanému feseni je zarucena i pokud zobrazeni g je kontrakce

pouze na néjakém okoli feseni &. To uvadi nasledujici véta.

Véta 3.4. Necht systém (3.1) ma Teseni &. Necht pro vSechna x,y € R" spliiujici
nerovnosti ||x — &|| < p,|ly — €|l < p, kde p € RY, plati vztah (3.3). Pak pro

libovolnou pocdtecni aprozimaci x° takovou, Ze ||x° — &|| < p, plati
(i) vsechny iterace x* spliiuji podminku ||x* — €| < p,

(ii) ||x*t—¢]| < A||x*—€&| < ML |x0—¢€||, tedy posloupnost iteract konverguje

aspon linedrné k bodu §.

Dukaz: Viz. [3], strana 267.
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Priklad k vété 3.4 uvedeme déle, az za vétou 3.6, kterd nam zaruci splnéni
predpokladii ve véte 3.4.

Jelikoz podminku kontrakce je tézké v obecném piipadé ovérit, ma praktictéjsi
vyuziti nasledujici véta, ve které je podminka kontrakce nahrazena jinou, snadnéji

ovétitelnou, podminkou.

Véta 3.5. Necht systém (3.1) md teseni &. Necht funkce g;(x),i = 1,2,...,n

?

maji spojité prung parcidlni derivace a necht nerovnost

Jgi(x)
8xj

A
<Z
n

., AeERTA<Lij=12...n (3.5)

plati pro vsechna x € R" spliugici nerovnost
Ix—&le<p  peERT (3.6)
Pak

(i) pro libovolnou pocdtecni aprozimaci x° spliiujici nerovnost (5.6), viechny

iterace x* generované vztahem (3.2) spliiugi také nerovnost (3.6),

(ii) pro libovolnou pocdtecni aprozimaci x°, kterd spliuje nerovnost (3.6), po-
sloupnost iteraci (3.2) konverguje k feseni € systému (3.1) a toto Tesent je

jediné spliiugici nerovnost (3.6).

Dukaz: Viz. [2], strana 111.

Podminka (3.5) v pfedchozi vété mize byt nahrazena jinymi podminkami,
které jsou méné omezujici, a véta zistava platna. Jednou takovou podminkou je
napriklad

n
max Z lgi;(x)] < A <1, pro vSechna x € R" : ||x — &]| < p, (3.7)

1<i<n 4
Jj=1

kde g;;(x) = 0gi(x)/0x;. Pokud definujeme matici G(x) = (g:;(x))7,=1, pak
nerovnost (3.7) mizeme psat ve tvaru ||G(X)[[oc < A < 1.

Touto nerovnosti muzeme dokonce nahradit podminku kontrakce ve vSech
predchozich vétach, jelikoz plati nasledujici véta.
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Véta 3.6. Jestlize |G(X)|lo < A < 1 pro kazdé x z néjakého okoli U(z) bodu z,

pak plati [|g(x) — g(¥)|loo < A|X — ¥||eo pro kaZdé x,y € U(z).

Diikaz: Protoze Taylorovy rozvoje funkci g;,7 = 1,2,...n, v bodé y mizeme

psat ve tvaru

gi(x) = gi(y) + '

kde « lezi mezi body x a y, plati

—(a)(zj — ),

-(@)] max |z; —y;| < [[G(x)[eollx = ¥lloo-

Uzitim pfedpokladu [|G(X)[|cc < A < 1 pak dostavame [|g(x) — g(¥)|le <

< A||x = ¥]|oo, ¢ImZ je ditkaz hotov.

O

Ve vétach 3.5 a 3.6 jsme sice uvazovali konkrétni normu ||.||, ale vzhledem

k tomu, ze kazdé dvé normy jsou podle vét 1.3 a 1.9 ekvivalentni, plati tato véta

pro vSechny normy.

Priklad 3.3. Nyni, protoze uz mame k dispozici vétu 3.6, muzeme dopocitat

pitklad 3.2.

K ovéfeni podminek véty 3.3 nam uz staci jen ukézat, Ze zobrazeni g je

kontrakce na U(x?) = {x;||x — x||oc < 0.5}. Stadi tedy, abychom ukézali, Ze

|G(X)|le < A < 1 na U(x%), a potom podle véty 3.6 je g kontrakce na U(x°).

Spocitame tedy parcialni derivace funkci g (x)

kladu 3.2 podle proménnych 1, x5:

991 (x) = 5 sin(2z, + 215)

10 » 92

S8 (x) = 5 cos(wy + @2) sin(wy + w2) = 55 sin(221 + 22)

() = ¢

5

2 vz
x] z pIi-



Norma [|G(x)||c potom vypadéa takto:

|G(%X)|loc = max {\ sin(2x; + 2z9)| + ]—sm(2x1 + 215)|, ]%x |} =

1
x€U(x°
xg{ljé%ico {| sin(221 + 219) |, glan [} < g{ljax {53} =3

Nyni sta¢i uz jen ukdzat, Ze je splnéna podminka 1g(x%) = x| = 75 < (1= X)p.
Protoze (1 - A)p=(1—2); =23 =3 a = <2 je podminka splnéna.

Jsou tedy splnény vsechny pfedpoklady véty 3.3 a proto posloupnost iteraci
{x*} konverguje k feSen{ £ systému pro pocatecni iteraci x° = [0, 0].

Pro nalezeni feSeni toho systému opét uzijeme m-file 3.1 a pro chybu e = 107

pak v Matlabu piikazem [xk, k, I|=iterace(F, x, x0), kde

F = [(—(cos(z(1) + z(2)))?/10,2/5 * z(1)2],
x = sym('[z1, 22]'),
20 = [0,0],

dostavame nasledujici hodnoty:

zk = [—0.099097019, 0.003928088],
k =6,

E E
Ty Lo

0 0
—0.1000000000 0
—0.0990033289/0.0040000000
—0.0991001489|0.0039206637
—0.0990968189/0.0039283358
—0.0990970270{0.0039280718
—0.0990970181]0.0039280883
—0.0990970186|0.0039280876

| O U x| W N | O

Pro pocatecni iteraci x = [0, 0] tedy feSeni zk = [—0.099097019, 0.003928088]
dostavame pii presnosti e = 107 po Sesti iteracich.

L]
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5in %518 - 3,27 = 0

2t Sx, + cas (3w, +,/2) + 1B =10

Obr. 7

Priklad 3.4. Ovéite, zda systém rovnic

splinuje predpoklady véty 3.4 a pripadné najdéte feSeni tohoto systému rovnic.

Systém si vhodnym zpiisobem pfevedeme na systém tvaru x = g(x). Funkci

g(x) lze psat napf. ve tvaru

X L cos?@ritaa/2)
g(x) = [91( )] o [ 30 5 ]

sin 22 2
92(x) % o1
Za normu ||.|| si zvolime maximdalni normu ||.||o.

Z grafu funkci viz. obrazek 7 vidime, Ze feSeni & systému lezi v okoli bodu
[0,0]. Nyni si zvolme napiiklad p = 1 a musime tedy ukazat, Ze zobrazeni g je

kontrakce na U(€) = {x; ||x — €||cc < 1}. Podle véty 3.6 staci, kdyz ukazeme, ze
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|G(x)]|loc < A < 1 na okoli U(&), protoze potom bude g kontrakce. Spocitame

tedy parcialni derivace:

o5}
)
=

a_rl(X) = %cos(Sm + 2)sin(3z; + )3 = %sin(le + 23),
g_;z;(X) = %Sin(G:m + $2)% = %0 sin(6x; + x9),

g—ﬁ(x) = %Cosx% = %Cosx%,

2 (x) =0

a uzitim maximalni vektorové normy muizeme psat

|G(x)]lc = max {|2sin(6z1 + 2)| + | & sin(6z1 + 25)],

T 2 _
Ecosxl‘} =

xeU (&)

= ma)é {(2+ %) Isin(6z1 + 32)|, |4 cosa?|} =
xelU

= maé){% |sin(6z1 + 23), |4 cosx}|} <max{5, 5} =15 =A<1,
xeU

protoze [sin(6x1 + z2)| < 1, |4 cosz?| < 1 pro kazdé x € U(€). Ukdzali jsme
tedy, ze ||G(X)|lco < A < 1 na okoli U(§) a proto je zobrazeni g kontrakce na
U(g).

Jsou tedy splnény vsechny predpoklady véty 3.4 a proto posloupnost iteraci

{x*} generovana vztahem

E+1 1 0032(3:15’1“4-3:’2“/2)
1 = 730 5
l’k+1 . sin(a:’f)2 2

2 - 24 21

konverguje k hledanému feseni & daného systému pro libovolnou pocatecni apro-
ximaci x° € U(€).

Pro nalezeni feseni tohoto systému nelinearnich rovnic uzijeme opét m-file 3.1
a pri piesnosti e = 1079 pro riiznou volbu pocéatecnich iteraci x° € U(&) dosté-

vame v Matlabu piikazem [xk, k, I|=iterace(F, x, x0), kde

F =[-1/30 — (cos(3 * z(1) + z(2)/2))?/5, (sin(x(1)))?/24 — 2/21],
x = sym('[z1, 22]'),
z0 = [—0.5,0.3] nebo z0 = [0.7, —0.4]
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nasledujici hodnoty:

rk = [—0.174826785, —0.093964777],

k = 33, pro x° = [-0.5,0.3],

rk = [—0.174826785, —0.093964777],

k = 33, pro x° = (0.7, —0.4],

0 —0.5 0.3 0 0.7 —0.4

1]—0.0429261191|—0.0849295969| | 1 |—0.0542365621|—0.0756286832
2 [—0.2275255933|—0.0951613181| | 2 |—0.2253985689|—0.0951155286
3 1—0.1443590161|—0.0930820629| | 3 |—0.1456310617| —0.093122151
4 1—0.1907478884|—0.0943698445| | 4 |—0.1901180276|—0.0943544779
5 [—0.1659210271|—0.0937223982| | 5 |—0.1662795313|—0.0937323871
6 |—0.1796484816|—0.0940911657| | 6 |—0.1794568474|—0.0940862052
32| —0.1748267864| —0.0039647767| 32| —0.1748267863| —0.0939647767
33|—0.1748267851|—0.0939647766| |33|—0.1748267852|—0.0939647766
34|—0.1748267858|—0.0939647766| |34|—0.1748267858|—0.0939647766

Reseni vk = [—0.174826785, —0.093964777] dostavame pro x° = [—0.5,0.3]

1072 po tficetitfech iteracich a pro pocatecni iteraci

x% = [0.7, —0.4] dostavame feseni zk = [—0.174826785, —0.093964777] také po

tedy pfi pfesnosti e

tTicetitfech iteracich. Konvergence k hledanému feseni je tedy pomérné pomala.
0 _

Nékolik prvnich iteraci pocinaje iteraci x° = [—0.5,0.3] je zakresleno na ob-

razku 8.

&

Priklad 3.5. Az dosud jsme ve vSech prikladech uvazovali vhodné itera¢ni funkce,
které spliovaly predpoklady danych vét. Nyni si ukdzeme, Ze ne kazda iteracni

funkce musi tyto predpoklady splniovat.
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Obr. 8

Uvazujme systém rovnic

221 — cos?(xy + x9) = 0

z3sin(2z;) — 3z, =0

a zkusme najit iteracni funkci, ktera bude spliovat predpoklady véty 3.4.

Z grafu viz. obrazek 9 vidime, Ze TeSeni £ systému se nachazi v okoli bodu
(0.4, 0]. Systém rovnic pfepiSeme do tvaru x = g(x) a musime ukazat, ze zobrazeni
g je kontrakce na né&jakém okoli U(€) bodu &. K tomu ndm podle véty 3.6 staci
ukazat, ze ||G(X)|l < A < 1 pro kazdé x z okoli U(£). Za okoli bodu £ si zvolime
mnozinu U(€) = {x;]|x — €]|o < 0.1}.

Zvolme iteracni funkci g napiiklad ve tvaru

cos?(z1+x2)
g1 (X) 2
g(x) = = o
9z (X) sin(2z1)
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Obr. 9
Nyni spoc¢itame parcialni derivace:
g1 _ —2cos(zi+wa)sin(z1+x2) _  sin(2z1+272) dg1 ___ sin(2z1+2w9)
oy (X) = 2 = 2 oy (X) = 2
@(X) _ —V3wz cos(2x1) @(X) _ V3
Omy \/sin®(2z1) Oz 24/ x2 sin(2z1)

Déle musime ukazat, ze pro kazdé x € U (&) plati

£

IG60l = ma { e

xeU(&)

g1 I
8x1 (X ’ 81:2 <X>

%(X
81’1

}§A<1.

Y

sin(2x1+42x2)
2

50| +

0,
o ()| =2

= |sin(2(z1 + 22))| <

< |sin(2(0.55 4 0.15))| = sin(1.4) < 0.99 < 1

pro kazdé [x1,xs] € U(E), kde vyraz |sin(2(z1 + x2))| jsme mohli shora omezit

vyrazem |sin(2(0.55 + 0.15))|, protoze plati z; < 0.55, 25 < 0.15 pro kazdé x =
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= [z1,22] € U(€), 0 < 2(x1 + 22) < 2(0.55 4+ 0.15) < 7 a funkce sinus je na

intervalu (0, 5) rostouci. Tedy g; je dobrd iteracni funkce.

Ptedchozi postup bychom v obecném pripadé ale pouzit nemohli. Tyto presné
odhady lze délat jen v nékterych specidlnich ptikladech, kdy mame k dispozici
grafy, pomoci nichz lze vhodné odhadnout vétsinou velmi mala okoli feseni &.

Parcialni derivace funkce go nejsou definovany v bodech x = [z1,0] a g tedy
neni vhodné itera¢ni funkce.

Zkusme iteracni funkci g, napsat ve tvaru

x2 sin(2x)

g2(x) = 3
Parcialni derivace vypadaji takto:
g_fﬁ(x) = %x% cos(2z1) g—gz(x) = %xz sin(2x1).

Déle pro kazdé x € U(&) plati

d 2 2 2 2 (15\2 , 215 _ 3 1
—afﬁ(X)‘ﬂL a—i’i(X)‘ <33+ 3wl <3 (i) t30 =m0t 10 =
23
200

Nasli jsme tedy vhodnou iterac¢ni funci.

V predchozich nerovnostech jsem opét vyuzili velmi presné odhady, které jsme
mohli urcit jen diky grafiim funkci na obrazku 9. Prestoze tento postup neni nej-
vhodnéjsi, pro nase jednoduché priklady je postacujici, a proto podobné odhady
budeme pouzivat i v nasledujicim textu.

Celkem tedy mame iteracni funkci g ve tvaru

x cos2(:c1+z2)
£(x) = [gl( )] _ [— ; ]

G2 (X) x5 Sil;(2fl‘1)

ktera spliiuje predpoklady véty 3.4. Tedy posloupnost {x;} generovana predpisem

Xk+1 _ cos? (ac’f—&-ac’g)
1 2

b1 _ (@§)?sin2al)
2 - 3
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konverguje k Teseni & soustavy.
Pro nalezeni teseni tohoto systému nelinearnich rovnic uzijeme opét m-file
3.1 a pro riznou volbu poéatecnich iteraci x° € U(&) pti presnosti e = 1077

dostavame v Matlabu ptikazem [xk, k, I]=iterace(F, x ,x0), kde

F = [(cos(z(1) + z(2)))?/2, 2(2)* x sin(2 * (1)) /3],
x = sym('[x1, 22]'),
20 = [0.45, 0.05] nebo 20 = [0.35, —0.03]

néasledujici hodnoty:

xk = [0.417714792, 0],

k=19, pro x° = [0.45, 0.05]

xk = [0.417714793, 0],

k=19, pro x° = [0.35, —0.03]

0 0.45 0.05 0 0.35 —0.03

1 {0.3850755764|0.0006527724| | 1 |0.4474980579| 0.0001978154
210.4292239624|0.0000000988| | 2 [0.4063032810|—0.0951155286
30.4134031902 0 310.4219020446| 0.0000000102
410.4193072466 0 410.4161563286 0
510.4171234732 0 510.4182918436 0

6 10.4179339321 0 610.4175007149 0
18]0.4177147941 0 18]0.4177147912 0
19]0.4177147921 0 19]0.4177147932 0
20(0.4177147929 0 20(0.4177147925 0

Pro x° = [0.45, 0.05] tedy dostavame feSeni xk = [0.417714792, 0] pti presnosti

e = 107 po devatenécti iteracich a pro pocate¢ni iteraci x [0.35, —0.03]

0 _

dostavame feSeni xk = [0.417714793, 0] také po devatenécti iteracich.
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Nyni se podivejme na predpoklady, které zaruéi, ze metoda (3.2) je druhého
fadu. Pokud pro funkci g(x) plati

G(g)z<agf)>n -0  i,j=1,2...,n (3.8)
i Jig=1

a derivace 0g;(§)/0x; jsou spojité na néjakém okoli feSeni &, pak vztahy (3.5) a
(3.7) jsou splnény pro néjaké p > 0. Jestlize navic v okoli tohoto kofene existuji

druhé parcialni derivace

0?g;(x)
a!L'jaZL'k ’

pak pomoci Taylorova rozvoje funkce g; v bodé &

" Og; 92y
5 =al®) + S 28 gy IS T )0
k=1 J

]lkl

kde ¢' e R, (' =x — p(x—€),0 < ¢ < 1, mizeme psét

D?g;
9:0) = i€ ZZaj] o (@ = ) - ).

7=1 k=1

Odtud dostavame

)~ 0(6) < ' max { T80 0, - ) - ) .

1<j.k<n | Oz,;0x)

Nyni uzitim maximélni vektorové normy ||.||s v pfedchozi nerovnosti dostavame

Ig(x) — 8(&)le = max |gi(x) — g;(§)] <

1<i<n

VAN
w|3m
NS
AL
|é\><
—N
—
=
>0
AW
3
—N
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92g:(¢")

IA
o3,

\nax |\ e 1g;g>§<n\<wj—€j)(xk—€k)\=
2 920:(¢") . e —
=T e | 1225 1~ 6 g e 6l =

7
— 2 max |29 ik — g% — €.

2 1<i,j,k<n Ox;0xy,

1

Nyni dosadime-li x*~! za x v pfedchozi nerovnosti a ozna¢ime-li M € R* takové,

aQQi(Ci)

Oxj0xy,

Y

n2
M > — max
2 1<ijk<n

miuzeme dale psat

1" — &lloo < M — €12,

coz znamena, ze metoda je druhého fadu. Tim jsme tedy dokazali nasledujici

vétu.

Véta 3.7. Necht systém (3.1) md teSeni &. Necht ddle plati

G(¢) = (aL@)” =0  i,j=1,2....n

;)=

a derivace 0g;(€)/0x; jsou spojité na néjakém okoli Teseni & a necht v okoli bodu
& existuji druhé parcidlni derivace. Pak iteracni metoda (3.2) je druhého Tddu,

pokud pocdtecni iteraci x° zvolime dostatecné blizko vesend €.

U itera¢ni metody (3.2) je potieba si pamatovat vSechny slozky predchozi

iterace. Misto toho ale mtizeme pouzit modifikaci, ktera spociva v tom, Ze pro
k+1

k+1 ,k+1 k+1
7 i—1

vypocet z; 7" pouZzijeme jiz vypoc¢tenych hodnot x7" ", x5, ...,z . Iteracni me-

toda ma potom nésledujici tvar:

k+1 __ k .k k
Ty gl(x1>x27 ,In)
k+1 k+1 k k
Ty - 91($1 y Lo, » Ly
k+1 k+1 k+1 k
e (51 (1‘1 y Ly ) n)
k+1 _ k41 k41 k+1 ok
T - gl(xl y Lo 7"'7In717‘7"n)'

46



Tato modifikace se nazyva nelinearni Gauss-Seidelova metoda. Touto me-

todou se zde podrobnéji zabyvat nebudeme, ale pro nazornost si uvedeme jeden

priklad.

Priklad 3.6. Reste systém rovnic

2x1 — sin xo

=0

3cosxy —4xy =0

pomoci nelinearni Gauss-Seidelovy metody.

Reseni tohoto systému jsme v piikladu 3.1 pro po¢ateéni iteraci x° = [10, 20]

nalezli pomoci iteracni posloupnosti

po sedmnacti iteracich.

Nelinearni Gauss-Seidelova itera¢ni posloupnost je tvaru

a v Matlabu pro chybu [|x*

hodnoty:

k+1 _ 1
ZEl —5

k+1 3

sin x4

cos ¥

— 1
) = 5sinxg
k+1 _ 3 k+1

— x| < 107Y pak dostdvdme nésledujici

v

3

10

20

0.4564726254

0.6732096683

0.3117492958

0.7138488565

0.3273738809

0.710167542

0.3259804097

0.7105029132

0.3261075398

0.7104723737

0.3260959642

0.7104751548

0.3260970183

0.7104749015

0.3260969223

0.7104749245

O 0| N[O T =W+~ O

0.3260969311

0.7104749225

—_
=)

0.3260969303

0.7104749227
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Tedy posloupnost generovana nelinearnim Gauss-Seidelovym procesem kon-
verguje k feSeni € = [0.326096931, 0.710474923] systému po deviti iteracich.
&

Ve vsech prikladech této kapitoly jsme Tesili pouze systémy dvou nelinearnich
rovnic. Reseni £ téchto systémil a tedy také vhodné pocatecni iterace x° nebo
vhodné okoli U(€) jsme mohli odhadnout z grafu funkci. P¥i feSeni systému tii
rovnic by byl odhad feseni £ z grafu funkci obtizny a pro odhad feseni systému
vice rovnic uz tento postup pouzit nelze.

Protoze u systémil tii a vice rovnic nezname odhad feseni £ a dokonce ani
nevime, zda toto feSeni viibec existuje, nelze pro reseni téchto systému pouzit véty
zajistujici lokélni konvergenci. Tyto véty totiz predpokladaji existenci a znalost
feSeni &.

Dalsim typem konvergence zminénym v kapitole 2 je semilokalni konvergence.
Véty zajistujici tento typ konvergence bychom k feseni téchto systému teoreticky
pouzit mohli, protoZe tyto véty nevyzaduji znalost existence feSeni £, ale zajistuji

Y vezmeme bod, ve kterém

konvergenci k Teseni &, pokud za pocatecni iteraci x
jsou splnény uréité podminky. Staci tedy najit pouze vhodné x°. V praxi jsou
vsak tyto véty nevhodné, protoze najit bod x°, ve kterém jsou tyto podminky
splnény, by bylo velmi naro¢né ne-li nemozné.

Poslednim typem konvergence je konvergence globalni. Véty zajistujici glo-
balni konvergenci k feSeni £ nepiredpokladaji znalost ani existenci feseni & a ani
neptedpokladaji splnéni n&jakych podminek pro poc¢atecni iteraci x°. Staci jen,
aby iteracni funkce splnovala urcité podminky na celém R", a pak posloupnost
{x*} konverguje k feseni & pro kazdou pocatecni iteraci x° € R™.

Jedinou vétou této kapitoly, kterd nam pii splnéni uréitych podminek zajistuje
globalni konvergenci, je véta 3.2. Pokusme se tedy v nasledujicim pfikladu ovérit

splnéni podminek této véty pro systém tii nelinearnich rovnic.
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Priklad 3.7. Ovéite, zda systém rovnic

3r; +sinxs =0
4coszy — 929 =0

sin(2x2) + 5333 =0

spliiuje predpoklady véty 3.2 a prfipadné najdéte feseni tohoto systému.

Tento systém pievedeme na systém x = g(x). Funkci g(x) lze psat napt. ve

tvaru

g1(x) —$sinxy
g(x)=|g0x) | = g COS 71
g3(x) —% sin(2x2)

Oznaéme y = [y1,¥2,y3)7 a za normu zvolme ||.||oo. Nyni musime ovéfit splnéni

nerovnosti
lg(x) —g(¥)llo < Allx— ¥/l

pro kazdé x,y € R3,0 < X\ < 1.

Miuzeme psat

l91(x) — g1(y)| = | — 3 sinws + 3sinys| = 3|sinzz — sinys| =
— 1[2 cos(22522) sin(22522) | = 2| cos(52) | sin(£252) | <
< 2sin(=58)] < 2252 = Ly — g

|92(x) — g2(y)| = |§ cosay — §cosy1| = 5| cosay — cosyy| =

— g| — 2sin(leﬂ“) sin(%ﬂ — §| sin(“;ryl)H sin(x1§y1)| <

< $lsin(252)] < §1252| = do —
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195(%) — galy)| = | — L sin(2r2) + L sin(2y)] = 1] sin(2a) — sin(2ys)| =

=12 cos( 222tz ) gin(2r2_202)| =

= 2| cos(wz + yo)|| sin(w> — 1o)| <

IN

2|sin(zy — ya2)| < 2|22 — y2l,

kde jsme uzili nerovnosti | sinz| < |z| pro kazdé = € R.

Nyni uzitim pfedchozich nerovnosti mizeme psat

||g(X) o g(y) ||OO _ max{|sin:633—siny3\’ 4|cosz19—cosy1|’ |sinzg;siny2|} S

< max{3|zs — ys[, glv1 — vl Slvz — o} <
< gmax{|x1 =yl |z2 — w2l |3 — ys|} = %IIX — ¥l

coz plati pro kazdé x,y € R”. Ukéazali jsme tedy, Ze obrazeni g je kontrakce
na R3. Jsou tak splnény ptedpoklady véty 3.2 a proto posloupnost iteraci {x*}

generovana vztahem

it = %sin zk

a5t = 2cosaf
k+1 1 k

T3 = — gsin(2zy)

konverguje k feSeni £ tohoto systému pro kazdou podatecni aproximaci x° a toto
feseni je jediné.

Pro nalezeni feseni tohoto systému nelinearnich rovnic uzijeme opét m-file 3.1
a pro riiznou volbu po¢atecnich iteraci x° € R™ pii presnosti e = 1079 dostavame

v Matlabu piikazem [xk, k, I|=iterace(F, x, x0), kde

F = [=(sin(2(3)))/3,4 * (cos(x(1))) /9, = (sin(2 x 2(2))) /5],
r = sym('[z1, 22, 23]’),
20 = [-9,4,11] nebo z0 = [17, 43, 29],

nasledujici hodnoty:
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xk = [0.051501434, 0.443855153, —0.155125710],

k=11,

pro x° = [-9,4,11],

xk =[0.051501434,0.443855153, —0.155125710],

pro x° = [17,43,29],

k=11,

0 -9 4 11

1] 0.3333300689 |—0.4049467831|—0.1978716493
2| 0.0655276523 | 0.4199813397 | 0.1448427569
3 |—0.0481122783| 0.4434905918 |—0.1489236419
4| 0.0494579248 | 0.4439301456 |—0.1550336260
5| 0.0514711074 | 0.4439009805 |—0.1551446422
6 | 0.0515076686 | 0.4438558467 |—0.1551372799
7| 0.051505244 | 0.4438550103 |—0.1551258853
81 0.0515014914 | 0.4438550658 |—0.1551256742
9| 0.0515014219 | 0.4438551517 |—0.1551256882
10| 0.0515014265 | 0.4438551533 |—0.1551257098
11| 0.0515014336 | 0.4438551532 |—0.1551257102
12| 0.0515014337 | 0.4438551530 |—0.1551257102
0 17 43 29

1| 0.2212112947 |—0.1222948169| 0.1846916894
2 |—0.0612144917| 0.4336143969 | 0.0484316386
3 |—0.0161375690| 0.4436119902 |—0.1525078114
4| 0.0506391038 | 0.4443865743 |—0.1550642991
5| 0.0514812091 | 0.4438747176 |—0.1552597936
6 | 0.0515455910 | 0.4438556156 |—0.1551306496
7| 0.0515030604 | 0.4438541423 | —0.155125827
81 0.0515014722 | 0.4438551158 | —0.155125455
9| 0.0515013497 | 0.4438551521 |—0.1551257008
10| 0.0515014306 | 0.4438551549 | —0.15512571
11| 0.0515014337 | 0.4438551531 |—0.1551257107
12| 0.0515014339 | 0.4438551530 |—0.1551257102

Pro obé pocatecni iterace tedy dostavame pii piesnosti e = 1072 stejné feseni

xk = [0.051501434, 0.443855153, —0.155125710] po jedenécti iteracich.
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4 Newtonova metoda

Nyni se budeme zabyvat pfipadem, kdy funkce g ma jeden konkrétni tvar.

Podivame se na to, kdy ma ptvodni systém
f(x) = o, (4.1)

a novy systém

x = g(x), (4.2)
stejnou mnozinu feseni a aplikujeme zde nékteré poznatky, které byly uvedeny
pro itera¢ni metody obecné.

Funkci g budeme tedy psat ve tvaru
g(x) = x — A(x)f(x), (4.3)

ke A(x) = (05,011

Rovnosti (4.1) a (4.2) budou mit stejnou mnozinu feSeni, jestlize matice A(x)
je regularni. V tom pfipadé, jelikoz x = g(x) = x — A(x)f(x), dostavame
A(x)f(x) = o, a tedy f(x) = o.

Nejjednodussi volbou matice A(x) je
A(z) = A, (4.4)

kde A = (ai;); ;=1 aij € R a A je reguldrni.

Jestlize pro x € R” oznacime matici

= (%) (15)

ij=1

jejiz determinant je Jakobian funkce f(x), pak ze vztahu (4.3), (4.4) a (4.5) do-

stavame

G(x) = (‘9%";;‘))” =1- AJ(x). (4.6)

ij=1
Podle véty 3.5 nebo jeji modifikace, kdy podminka (3.5) je nahrazena pod-

minkou (3.7), posloupnost {x*} generovand vztahem
xFh = xF — Af(xF)
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bude konvergovat ke kofenu £ funkce f(x) pro x° € R" zvolené dostate¢né blizko
kofenu &, jestlize jsou prvky matice (4.6) dostatecné malé. Tak je tomu napfiklad
v piripadé, kdy J(£) je regularni a A je pfiblizné rovna inverzni matici k matici
J(&), protoze potom AJ(€) ~ I a tedy G(§) ~ O, a proto také G(x) = I—
—J71(€)J(x) ~ O na né&jakém okoli koiene &.

ProtoZe kofen £ nezname, miizeme konstantni matici J=!(£) nahradit matici
J7!(x) za predpokladu, Ze |J(x)| # 0 pro x takové, ze ||x — &|| < p, kde p € RT.

Tim dostavame Newtonovu metodu, ktera je tvaru
xF = xP — JTH(xM)F(xF). (4.7)

P1i pouzivani predchoziho postupu je potfeba v kazdém kroku vypocitat in-
verzni matici J7}(x¥), coZ je ¢asové i poetné narocné. Misto toho ale miiZeme

feSit systém linedrnich rovnic n-tého fddu. Upravou vztahu (4.7) dostdvame
kY (kL _ kY k
JOE) (T = x") = —f(x), (4.8)
coZ je uz soustava linedrnich rovnic, kterou fesime pro vektor (x**! — x*).

Algoritmus 4.1. Algoritmus pro FeSeni soustavy (4.8) vypadé takto:
- zvolime pocatecni aproximaci x° € R"
-prok=0,1,2,...
- vypoditdme J(x¥), f(x*)
- vyfesime soustavu J(x*)h = —f(x*)
- polozime x**! = x* + h

KL k|

- zastavovaci kritérium: [|x w0 < e, kde e je chyba, s kterou pocitame

Nyni se podivime na geometricky vyznam Newtonovy metody. Pro

jednoduchost uvazujme systém dvou rovnic o dvou neznamych ve tvaru

fi(wy, 72)
fo(w1, 72)

()=(2) ()= (fe).
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Obr. 10

of (@) Of(zy)
J(X) — ny 5yy = fx(xay) fy(xay) )
Og(zyy) Og(zy) o (z,7)

T ow Sy ’

Systém (4.8) pak mtzeme psat takto:

(2P — 2P) fo (R, yF) + (W — oF) £, (28, F) + f(2F,yF) = 0

(4.9)
(@ = a¥)ga(2®, y) + (1 = y*)gy (", %) + g(a, %) = 0.
V prostoru R? rovnice
2= (w = 2") L@, y") + (y = v9) o (2%, %) + Fab,yh), (4.10)
2= (z — 2 g (2%, vF) + (y — v¥) gy (%, vF) + g (2", 4")

reprezentuji kazda rovinu. Rovina dand prvni rovnici je te¢nou k ploge z = f(z,y)

v bodé (2, 4%, f(z*,y¥)) a rovina dana druhou rovnici je teénou k ploge z =

z,y) v bodé (¥, y*, g(z*, y*)). Bod (2", ¢*1) urdeny ze soustavy (4.9) je

prisecikem téchto dvou rovin s rovinou z = 0.
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Uvazujme napiiklad systém dvou rovnic ve tvaru

% — 2y =0
2 — 9y —1=0.

J(x) = (2; —_223/)

a pokud zvolime pocatecni aproximaci x° = [2;2], jsou rovnice (4.10) ve tvaru

Matice J(x) ma tvar

n=@—-24+@y—-2)(-2)+4—-4 =dxr —2y—4
zo=(r—-2)2+@Wy—2)(-4)+4—-4—-1=2x—4y+3.
Rovina 2; je te¢nou k ploge f = 22 — 2y v bodé (2,2,0) a rovina 2, je te¢nou
k plose g = 22 —y*> — 1 v bod¢ (2,2, —1) viz. obrézek 10. Bod x' = [, 2] je

prusecikem rovin 2y, 25 a 2 = 0.

4.1 Konvergence Newtonovy metody

Podivejme se nyni na fad konvergence Newtonovy metody. K tomu, abychom
ukézali, Ze tato metoda je druhého Fadu, musime ovéfit, ze funkce g(x) = x—

—J71(x)f(x) splituje pfedpoklady véty 3.7. Musi byt tedy splnéna podminka

G(E) = (3gi(§)>n _0

drj )5

Pfitom j-ty sloupec matice G(x) muiZeme psat ve tvaru

Jg(x) ox 0 . Ox of(x) 01'(x)

oz, 0z, oz I (x)f(x)] = r, I (x) o, o, f(x).

Pokud nyni polozime x = £ a protoze plati f(§) = o a J = (0f;/0x;), dosta-
vame
G(&) =1-J7'(£)J(€) -0 =0,
coZ jsme chtéli ukdzat. Nyni ale jesté musime ovéfit, zda existuje vyraz )~ (x)/0x;.
K tomu, abychom uréili dJ7!(x)/0z;, si vSimneme, Ze
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0= aifj 0" ézjﬂx)) _ ) a;;? N aJ(;xEX)J ) i
a tedy
oI Y (x) .y, 0)(x) .,
“or, ) WX (4.12)

Vyraz 0J 1 (x)/0z; mé tedy smysl, pokud existuje inverzni matice J~*(x) a vyraz
0J(x)/0z;. Tudiz sta¢i pouze pozadovat, aby f(x) méla druhé parcidlni derivace
a matice J(x) byla regularni v bodé &, a potom je fad konvergence Newtonovy

metody dva.

JestliZe je po¢atecni iterace x° zvolena dostatecné blizko kofene & funkce f(x),
pak mizeme pouzit vétu 3.5 k tomu, abychom ukazali, Ze posloupnost iteraci
{x"*} generovand Newtonovou metodou bude konvergovat k hledanému kotrenu &.
Jestlize je navic matice J(x) regularni a diferencovatelnd v bodé x = &, pak je
konvergence druhého radu.

Nyni si uvedeme dalsi vétu, kterd nam pii splnéni urcitych podminek v okoli
feSeni £ zajisti konvergenci posloupnosti {x*} k fegeni £ pro poc¢atecni aproximaci

xY zvolenou dostateéné blizko feseni €.

Vé&ta 4.1. Necht & je Tesent systému £(x) = o,f = [f1, fa, ..., fu]*. Necht Ja-
kobidn J(x) funkce f(x) je reguldrni se spojitymi proky na néjakém okoli U(§)
bodu &, pricemz pro kazdé x € U(E) plati

[T ®)l <a,  a€R

Necht ddle funkce f;,i = 1,2,...,n, maji spojité druhé parcidlni derivace na
okoli U(). Pak iterace generované Newtonovou metodou konverquji ke kotenu

€ funkce f(x) za predpokladu, Ze pocdteéni aproximace x° je zvolena dostatecné

blizko korene €.

Dukaz: Ditkaz provedeme tak, Ze ukdZeme existenci okoli Us(&) C U(&) =
{x;]|x —&]| < &1}, na kterém iteracni funkce g(x) = x — J 7 (x)f(x) spliiuje pred-
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poklady véty 3.4. Z predpoklad plyne |J(x)| # 0 na U(£), tedy také |[J~1(x)| # 0
na U(&), a funkce g je spojitd na U(&). Déle plati

dg(x)  ox _,,  0f(x) 0J(x)
oz, _a_xj_‘] () oz,  og, f(x). (4.13)

Musime v8ak ovefit, ze vyraz 0J1(x)/dx; existuje pro kazdé x € U(&). Jelikoz
podle (4.11) a (4.12) plati

9J1(x)
axj

0J(x)

_ 11
n J <X) al‘j

I (x),

a protoze podle pfedpokladti méa f;,i = 1,2, ..., n, spojité druhé derivace a J(x) je
regularni se spojitymi prvky na U (&), dostavame, Ze vyraz 0J~'(x)/0x; existuje.

Pro x = £ tedy z rovnosti (4.13) dostavame

Proto tedy existuje ¢ € R*,0 € R,0 < § < 4y, takové, ze ||G(x)|]| < ¢ < 1
pro kazdé x € Us(€) = {x;||x — &|| < 0}. To znamena, ze %(x) jsou dosta-
teéné blizko nule pro kazdé x z okoli Us(€). (Pokud napiiklad za normu |.||

zvolime fadkovou normu ||. ||, staci, aby |5

2g; (x)) < 4 pro kazdé x € Us(€), kde

agz

q<1l,j=1,2,... ,n Pak totiz ||G(X)|c = max Z Ty

1<i<n

(x)’ ni=gq<1)

Z toho uzitim véty 3.6 plyne, Ze zobrazeni g je kontrakce na R", a jsou tedy spl-
nény predpoklady véty 3.4. Iterace generované Newtonovou metodou tedy kon-

verguji ke kofenu £ funkce f(x) pro libovolnou poc¢atecni aproximaci z Us(€). O

Priklad 4.1. Reste systém rovnic

x%—i—xg:O

Zsin(r) —x9 =0
za pouziti véty 4.1.
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Obr. 11

Uvazujme maximalni normu ||.||, a ozna¢me

fi(x) = 22 + 2o
= §sin(zy) — 2.

Z grafu funkei f1(x) a fo(x) viz. obr. 11 vidime, Ze tato soustava mé 2 FeSeni
& = (&11,612), &5 = (21, &92), kde & lezi v okoli bodu [0,0] a &, lezi v okoli bodu
[—1.2, —1.5].

Nejprve se zaméfime na nalezeni feseni &, v okoli bodu [0, 0]. Pokud bychom
dosadili bod [0,0] do rovnic, zjistime, Ze pfimo tento bod je FeSenim. V ramci
procviceni ale ovérime predpoklady véty 4.1 i pro tento bod.

Nejdiive musime ovétit, zda je matice J(x) regularni se spojitymi prvky na né-

jakém okoli hledaného feseni &;. Parcidlnim derivovanim funkci f; a fy dostavame

. 21’1 1
() = (Ecos:cl —1) ’

2

matici J(x) ve tvaru
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Obr. 12

Matice m4 vSechny prvky spojité. Body, ve kterych neni matice J(x) regularni, ur-

s

¢ime z grafu jejiho determinantu (obr.12), ktery ma tvar [J(x)|= —22, — 5

COS I7.
Vidime, ze matice J(x) neni regularni na okoli bodu z; = —0.6. Nyni tedy

zvolime vhodné okoli U(&;) = {x;||x — &;|lcc < r} tak, aby body, jejichz prvni

soufadnice lezi v okoli bodu —0.6, v tomto okoli nelezely, viz. obr. 13.

Musi tedy platit
max{|zy — &, |2 — &2} <7 pro kazdé x = (1, x9) z U(&,).

To je splnéno naptiklad pro r = 0.5, tj. uvazujme U(&;) = {x;||x — &;||oc < 0.5}.
Nyni musime ovéfit, zda existuje néjaké a € R takové, ze ||J71(x)|| < a pro

kazdé x € U(&;). Ruénim vypoctem dostavame

2 2
4x1+mcosxy 4x1+mcosx

-1
J7(x) =
T COS T —4xq
4x1+mcosx1 4xi1+mcosxy
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Obr. 13

a tedy

1

P 2]+ ]2 — 44|}
4x1 4 7 Ccos T max{[2] + |2, [ cos 2| + | — 4z}

177 () e =

2
4x1+4mcosxy

2
4x1 -+ Ccos T

—4xq

T COS X1
4x147 cos x1

4x1 47 cos 1

_|_

, Viz.

_|_

Z grafu funkci

obr. 14, pak dostavame, Ze ||J71(x)[|o < 10 na U(&;).

Dale funkce f; a f; maji spojité druhé parciani derivace a tedy jsou spl-
nény vsechny predpoklady véty 4.1. Iterace generované Newtonovou metodou
tedy konverguji ke kofenu &, pokud pocateéni aproximaci zvolime v okoli U(§,).

Newtonova metoda pro tento systém rovnic ma tvar

$k+1 . Qﬁ'k _ 2((z%)%+zk) . 2(5 sinz¥—zk)
1 -1 dak 7 cosah dzk 47 cosaf
. 4.14
I‘k+1 _ .’L’k B (ﬁcosx’f)((x’f)2+x§) + 4x’f(g smm]f—x’;) ( )
2 2 4x’f+7rcosx’f 4x’f+7rcosm’f
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30

2F | mcos }{1f(4}{1+'n Cos }{1) |+ —4x1f(4}{1+11 Cos }{1) |

20r

101 | 2/(x, 41 cos 1) | + | 2k, +7 cos x,) |

Obr. 14

Jelikoz v Matlabu neexistuje zadny pfikaz pro nalezeni feSeni systému neline-
arnich rovnic Newtonovou metodou, vytvofila jsem vlastni m-file (viz. m-file 4.1),
ktery je uveden hned za timto prikladem. Vstupy u tohoto m-filu jsou pocatecéni
iterace x°, vektor symbolickych proménnych, vektor funkci f(x) ze systému (4.1)
a presnost e, se kterou chceme pocitat. Pfesnost e neni nutné udavat. Pokud ji
neuvedeme, je v m-filu automaticky nastavena na hodnotu 10~%. Jako zastavovaci
kritérium pri vypoctu feseni systému pouzijeme maximalni normu a vypocet za-

stavime pokud ||x* —x*71||,, = max |zF —2F7| < e. Vystupy u tohoto m-filu jsou
<i<n

odhad Teseni xk, pocet iteraci k£ a pripadné také posloupnost iteraci I. Protoze
posloupnost iteraci generovana Newtonovou iteracni metodou miize mit i tisice
¢lentt a nebo nemusi viitbec konvergovat, je v m-filu uvedeno dalsi zastavovaci
kriterium: vypocet je zastaven, pokud pocet iteraci dosdhne 1000. Posloupnost
iteraci I je pak lepsi zadat na vystupu jen pro mensi k.

Za pouziti tohoto m-filu pak pro rfizné pocatecni iterace pii piesnosti e = 107

ptrikazem [xk, k, I|=newton(F, x, x0), kde
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F = [z(1)* + 2(2), pi/sin(x(1)) — 2(2)],
z = sym('[x1, 22]"),
20 = [—0.4,0.3] nebo 20 = [0.4, —0.2],

dostavame nasledujici hodnoty:

xk =10,0],

k=5 pro x° = [-0.4,0.3],

xk =[0,0],

k= pro x° = [0.4, —0.2],
0 —-0.4 0.3 0 0.4 —0.2
1] 0.298357208 |0.3986857664 | |1|0.0565349976| 0.114772002
210.0358580260 | 0.0676200225 | [2]0.0018447146|0.0029876241
310.0007686007 | 0.0012306770 | |3]0.0000021592/0.0000033950
410.0000003756 | 0.0000005902 | |4]0.0000000000{0.0000000000
510, 0000000000|0, 0000000000( |5]0.0000000000{0.0000000000
6/0, 00000000000, 0000000000

Tedy feseni &; = [0,0] dostavame pfi piesnosti e = 107 pro pocatecni ite-
raci x° = [—0.4,0.3] po péti iteracich a pro po¢atecni iteraci x° = [0.4, —0.2] po
¢tytech iteracich. N&kolik prvnich iteraci pro poc¢atecéni iteraci x° = [—0.4,0.3] je

zakresleno na obrazku 15.

Nyni se podivejme na nalezeni FeSeni &, v okoli bodu [—1.2, —1.5]. Protoze
funkce f; a fo jsou spojité a matice J(x) ma spojité prvky, sta¢i nalézt néjaké
okoli U(&,), na némz bude matice J(x) reguldrni, a konstantu a takovou, Zze
|[J71(x)]|oo < a bude platit pro kazdé x € U(&,).

Okoli mtizeme zvolit napiiklad takto U(&,) = {x; ||x — &;]|cc < 0.4} a z grafu

2
4x1-+7mcos Ty

ze plati ||J71(x)]|o < 20 pro kazdé x € U(&,).

2
4x1+7 cos xy

—4xq
4x1+7mcosTy

T COS X1

funkCI 4x1+7m cosx

, Viz. obr. 16, vidime,
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Opét jsou tedy splnény predpoklady véty 4.1. Podobné tedy uzitim m-filu 4.1

pii presnosti e = 1079 pitkazem [xk, k, I]=newton(F, x, x0) pro riizné poc¢atecni

iterace x°, kde

F = [z(1)* + 2(2),pi/sin(z(1)) — z(2)],
sym('[x1,22]),

€Tr =

0 = [-1.5,—1.8] nebo z0 = [-0.8, —1.2],

dostavame

xk = [—1.212973413, —1.471304501],

k=4

pro x° = [-1.5, —1.8],

zk = [—1.212973413, —1.471304501],

k=6 pro x° = [-0.8, —1.2],
] 5 i 5
—-1.5 —1.8 —0.8 —1.2

—1.2635287523

—1.5405862570

—1.7628268098

—2.1805228944

—1.2151462321

—1.4742394971

—1.3535579038

—1.6646179623

—1.2129777651

—1.4713103564

—1.2276406588

—1.4912464344

—1.2129734132

—1.4713045011

—1.2131674984

—1.4715659068

QY W N OO T

—1.2129734132

—1.4713045011

—1.2129734480

—1.471304548

—1.2129734132

—1.4713045011

N OO | W N~ O

—1.2129734132

—1.4713045011

Tedy feSeni &, = [—1.212973413, —1.471304501] dostavame pii presnosti e =

= 1072 pro pocatecni iteraci x° =

[—1.5,—1.8] po ¢tyfech iteracich a pro po-

¢atecni iteraci x° = [—0.8, —1.2] po Sesti iteracich. N&kolik prvnich iteraci pro

pocatecni iteraci x° = [—0.8, —1.2] je zakresleno na obrazku 17.

M-file 4.1. function[xk,k,I]=newton(F,x,x0,e)

Jnewtonova metoda pro feSeni systémi nelinedrnich rovnic

&



1.8 17 -18 1.4 1.4 13 1.2 1.1 1 09 na
%
Obr. 17
Jhvstupni data: X  symbolicky vektor
b F radkovy vektor symbolickjch funkci
b x0 pocateéni iterace (¥adkovy vektor)
A e presnost, se kterou chceme pocitat
%(neni nutné ji udavat)

Jvystupni data: k poclet iteraci
o xk odhad ¥eSeni systému
b I  posloupnost iteraci

hvstupni argumenty mohou vypadat napfiklad takto:
% x = sym(C’ [x1,x2]7);

% F=[x(1)"2+x(2),pi/2*sin(x(1))-x(2)];

% x0=[-0.4,0.3];

hovéfeni vstupnich dat

if (nargin<4)’pokud uZivatel nezadad pfresnost, nastavime ji na
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%9 desetinnych mist

e=le-9;
end
if (nargin<3)

error (’Neodpovidd pocet vstupnich dat’)
end
if (length(x) "=length(x0))

error(’Vektory x a xO nemaji stejnou velikost’)
end
if (e<=0)

error (’pfesnost e neni kladné ¢islo’)
end
if (length(F) “=length(x0))

error (’Vektory F a x0 nemaji stejnou velikost’)
end
%odhad FeSeni systému
n=length(F) ;
v=ones(1,n);
X(1, :)=v+x0;
X(2,:)=x0;
for i=1:n Yvjpolet Jakobiovy matice

for j=1:n

J(i,j)=diff (F(1i),x(3));

end

end

K=inv(J) ;% inverzni matice k Jakobiové& matici

L=K.’; ‘transponovand matice
for j=1:n
E(j)=abs(X(2,3)-X(1,3));
end
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k=0;
i=2;
while max(E)>e && k<1000%zastavovaci kriterium: max(E) je
Jmaximdlni norma vektoru xk-x(k-1)
A=double(subs(L,x,X(i,:)));
B=double(subs(F,x,X(i,:)));
X(i+1,:)=X(i,:)-B*A;%vipolet (kt+l)-iterace newtonovou metodou
for j=1:n
E(j)=abs(X(i+1,j)-X(4i,j));%zastavovaci kriterium:maximalni
Jnorma vektoru xk-x(k-1)
end
i=i+1;
k=k+1;
end
X(1,:)=[1;
xk=X(i-1,:);
if k==1000
disp(’Posloupnost iteraci k feSeni systému nekonverguje
a nebo konverguje a ma vice jak 1000 &lend.’)

else

A

Obecné nevime, zda je pocatecni iterace x° dostateéné blizko hledaného fe-
Seni &£. Méli bychom tedy najit takové postacujici podminky, které 1ze ovérit bez
znalosti kofene € a za kterych bude posloupnost {x*} generovana Newtonovou

metodou konvergovat.
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Véta 4.2. Necht jsou ddny konstanty a,b,c € R takové, Ze plati

DN | —

abe <

Necht je ddna pocdtecni iterace x° takovd, Ze Jakobiho matice J(x°) definovand

predpisem (4.5) md inverzni matici, pro kterou plati
177 (=) < a. (4.15)

Necht ddle
Ix! = x° = [J T xOEEO) < b (4.16)

a necht slozky vektoru f(x) maji spojité druhé parcidlni derivace, pro které plati

P ] P (@.17
“— | 0z}, n
pro viechna x takovd, Ze ||x — x°|| < 2b; 4,5 =1,2,...,n. Pak

(i) pro iterace x* generované Newtonovou metodou (4.7) plati

ka — XOH < 20,

(ii) posloupnost iteraci {x*} konverguje ke kotenu & funkce f(x), tj. f(€¢) = o,

a plati
< 2b

<o pro kazdé k € N.

Ix* — €]
Dukaz: Viz. [2], strana 116.
Priklad 4.2. Ovéite, zda systém rovnic

2 2 —

2 _ .2 _
] — 25— 22 =0

spliiuje predpoklady véty 4.2 a pfipadné najdéte feseni tohoto systému.
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Obr. 18

Za normu ||.|| si zvolime maximalni normu ||.||o, a oznac¢ime

fi(x) =22 + 23 — 24,

fa(x) = af — 2] — 2.
Z grafu téchto funkci na obr. 18 vidime, Ze jedno feSeni se nachazi v bodé [0, 0] a
druhé v okoli bodu [0.8,0.5]. My se zaméfime na feseni & v okoli bodu [0.8,0.5],

Zvolme tedy za pocatecni aproximaci bod x° = [0.8,0.5] a podivejme se na

konstanty a, b, c. Jakobiovu matici mizeme psat ve tvaru
. 2[E1 -1 2.%‘2
T = ( 2y —2wy — 1)
a matice k ni inverzni potom vypada takto:

2x9+1 2x2
8ri1xo+2x1—2x2—1 8rix0+201—272—1

J7H(x) =
211 —2x1+1
8ri1xo+2x1—2x2—1 8rixe+201—222—1
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Pokud do matice J™(x) dosadime bod x°, dostavame

0 5
4 14
J7H(x%) =
8 =3
4 T4

a tedy [|[J7H(x") || < 2 =a.

Nyni vypocitdme prvni iteraci x!:

0.8 T 14 0.8%2 4 0.52 — 0.8
x! = + -
0.5 PR 0.82 —0.52 - 0.5
!
08y (3 A\ [ o\ (08It
0.5 4 -3 _ 1 05— 49 _ 311
7 14 100 : 7 100 14 100

_(0.755000
—\.0.425000
a tedy plati

|x! — x°||oe = max{|0.755 — 0.8],|0.425 — 0.5|} =
= max{]0.045|, |0.075|} < 0.08 = b.

Nyni se podivejme na druhé parcidlni derivace funkci f; a f5. Plati

PHhx) _ 9 PhHx) _ 0— 9% f1(x) PHhEx) _ 9
Ox10x1 Ox10x2 Ox20x1 Oxo0x2
Pfa(x) _ Pfa(x) _ n_ 92fo(x) Pfa(x) _
8:(;12('91‘1 =2 8:(:12(%02 =0= 81‘228901 8x228x2 =—2
a tedy
= |fi(x) 1 0 .
——<2=— pro vSechna x takova, ze |[|[Xx—X"||c < 0.16,4,7 = 1,2,
— Ox;j0xy, 2
7 ¢ehoz dostavame ¢ = 4.
Dale plati
15 12 1
be =4—0.08 = — < —.
W=y 35 2
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Jsou tedy splnény vsechny piedpoklady véty 4.2 a tedy posloupnost {x*}%°,
konverguje k hledanému feSeni & systému.

Pro nalezeni feseni tohoto systému nelinearnich rovnic uzijeme opét m-file 4.1.
Pokud za poc¢atecni aproximaci zvolime naptiklad x° = [0.8, 0.5], pak pro presnost

e = 107Y v Matlabu ptikazem [xk, k, I|=newton(F, x, x0), kde

F = [2(1)? + 2(2)? — 2(1), 2(1)? — 2(2)? — z(2)],
x = sym('[x1, 22]),
20 = [0.8,0.5],

dostavame

xk = [0.771844506, 0.419643378],
k=4

% 12
Ly )

0 0.8 0.5

1{0.7750000000{0.4250000000
2]0.7718683084|0.4196734475
3(0.7718445074|0.4196433787
4
)

0.7718445063|0.4196433776
0.7718445063(0.4196433776

Tedy feseni € = [0.771844506, 0.419643378] dostavame pii presnosti e = 1077

po ¢tytech iteracich. Néekolik prvnich iteraci je zakresleno na obrazku 19.

Nyni se podivejme na ptipad, kdy vezmeme za pocatec¢ni iteraci horsi odhad
x? =[1,1].

Pokud dosadime bod x° = [1, 1] do matice J~!(x), dostavame

32
7
J7H(x%) =

2 _
7

a tedy [[771(x%) [ < 3 = a.
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nsr i
0.48 -
0.46
0.44
0.42

o004

038 -

036 -

034

032

DS 1 1 1 1 1 1
0.7a 0.76 077 0.7a 079 0.6 0.81 0.52

¥

Obr. 19

Nyni vypoéitdme prvni iteraci x!

2

7 12+12-1
12-12 -1

x»—l

Il
RS
==
N

+

~INo ~lw

|

(

~1|E~0
N——

=

a tedy plati

! = x| = max{|? —1],[F —1[} =7 =1

Podobné jako v predchozim ptipadé pro druhé parciadlni derivace funkci f; a

£, plati

>

k=1

0% fi(x
6?%833;~C

6
== pro viechna X takové, 7e ||x — x°||o < ?,i,j =1,2,

7 ¢ehoz dostavame ¢ = 4.

Dale plati



a tedy neni splnéna podminka abc < % Pro pocatecni iteraci x° = [1,1] tedy
nejsou splnény piedpoklady véty 4.2 a proto posloupnost {x*} nemusi pro tuto

pocatecni iteraci konvergovat k feSeni £ systému. &
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5 Urychlovaci metody

Pti reseni systému
x = g(x) (5.1)
’ l-b l v 1 v/t N . . 0 Rn l t _
nemusi pro libovolné zvolenou pocate¢ni aproximaci x° € posloupnost gene

rovana itera¢nim procesem
xF = g(x), k=1,2,....n (5.2)

konvergovat k hledanému feseni. Podobné jako u soustav linearnich rovnic ale
muzeme obménit postup (5.2) zpusobem, ktery obecné zlepsi fad konvergence
nebo zajisti konvergenci u schémat, ktera za normalnich okolnosti nekonverguji.

Urychlovaci postup je definovan takto
x’ libovolné,  x*"™ =0gx")+ (1-0)x", k=01,..., (5.3)
kde © je diagonalni matice dana predpisem
© = diag(by,6s,...,60,), O] = 0105 ...0, #0,
a &-ta slozka (k+1)-ni iterace v urychlovacim postupu (5.3) je tvaru

o =000 + (1 -0k, 1<i<n (5:4)

)

V piipadé © = I dostavame puvodni schéma (5.2).

Predpokladejme, ze systém (5.1) ma FeSeni £ a ze v né&jakém okoli U(&) =
= {x;||x — &|| < p} tohoto FeSeni ma funkce g spojité prvni parcidlni derivace
gij(x) = 0g;(x)/0x;. Nyni ukdzeme, Ze za splnéni urc¢itych podminek bude proces
dany predpisem (5.3) konvergovat k feseni systému (5.1) pro libovolny pocatecni
odhad x° takovy, ze ||x° — &|| < p.

k

Jestlize chybu k-té iterace oznac¢ime e* = x* — ¢, pak z predpisu (5.3) dosté-

vame
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e

B = X g = Og(x*) + (1 - O)xF — £ =

= Og(x}) + (1 O)(e} +&) & =

(5.5)
=0O[gx") —g)]+(I-0)e" +1€ - ¢ =
= O[g(x") — (&) + (I - ©)e".
Uvazujme Taylorovy rozvoje funkci g;,7 =1,2,...,n,
B() = 0(6) + 3 E 6t~ )
B(x") = 0(6)+ z 89““” G A3 (5.6)

gn(x) = ga(€ >+zagn @) (o — ¢;),

kde a(WF) = x+ — Pi(xF — &), 0, €R,0 < ¢p; < 1,i=1,2,...,n. Nyni oznacime

G (") = (gij (™)) iy = (0gi(e™) /0;)7;

tj. i-ty fddek matice Gj(a) je vycislen v bodé a**). Pak miizeme systém (5.6)
psat ve tvaru

g(x") = g(€) + Gi(a®)(x" - &),

coz je Taylortv rozvoj funkce g v bodé &. Nyni uzitim tohoto rozvoje v rovnosti

(5.5) dostavame
= O0GL(a")(x* — &)+ (1-0)e" = (1- 0 +6G,(a"))e" = Mie*, (5.7)

kde jsme oznacili M, = I — O + ©Gy(aF). Posloupnost iteraci {x*} genero-
vand vztahem (5.3) zfejmé bude konvergovat, jestlize pro matici My, bude platit
[Mgllo < g < 1 pro vechna k = 0,1,2,..., protoZze potom |x"! — ¢|, <
< q|x* — €l
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Nerovnost |[Mg|lw < ¢ < 1 je zfejmé splnéna, jestlize pro ity fadek R;(0;)
matice My plati

Ri(0:) = [1 = 6:[1 = gia (@] +16:] X2, 1, 193, (@M)] < ¢ < 1,
(5.8)
1<i<n, k=0,1,2, ...,
protoze potom
- —0.01 — g (R A (k)
Ml = uax [1= 651 = (@) + 16D gy (@) < g < 1.
J#
Uvazujeme tedy nerovnosti ve tvaru

R(#) = |1 —6a| +16]b < 1, b >0,

kde jsme oznacili = 6;,a = 1 — gu(a(®) a b

> i |gij ()|, Upravou
dostavame

|1 —60a] <1—10b,
a tedy
1010 < fa <2 —10]b. (5.9)

Z nerovnosti fa > |0|b > 0 dostaneme

a>@:b pro 6 > 0,

a<@:—b pro 6 < 0,

tedy |a| > b.
Z nerovnosti 0 < fa < 2 — |0|b dostaneme

2 |0]b

2
a < 7 25—6 pro 6 > 0,

a>T —+b pro 8 <0



a tedy |a| > b.
Celkem tedy dostavame R(#) < 1 pro |a| > b, tj. plati R(f) < 1 pokud je splnéna

nerovnost

n

19500l > > lgu(®)l, 1<i<n (5.10)

=L,

Déle z nerovnosti (5.9) pro a > b dostavame
0b < fa <2—0b

Oa+60b<2ab>0

2
0<l<——,
a+b

a pro —a > b dostavame

—0b < bOa<2+06b

fa —0b<2a6<0

2
0> ——-0o!.
0> >a—b

Tedy R(A) < 1 pro |a| > b a 6 lezi v intervalu

2
0<d< A pro a > b, (5.11)

2
m<0<0 pro —a > b. (5.12)

Navic v kazdém z téchto intervali nabyva funkce R(6) svého minima v bodé

b

a

1
0" = - a plati R* = R(0") = (5.13)

K tomuto zévéru dojdeme, pokud budeme uvazovat grafy funkei |0]b, |1 —60a| jako
funkci proménné 6 pro ruznou volbu a, b, viz. obr. 5.

Celkem ze vztahti (5.8), (5.11) a (5.12) dostévame, Ze posloupnost iteraci {x*}
generovand vztahem (5.3) konverguje, jestlize je splnéna podminka (5.10) a pro

urychlujici parametry 6; plati
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(3,k
je-li 1—g;(ax ) g |9ij(cx , pak
J#
2
0<b; <
.. i,k .. i,k ?
1 — gi(alth) + 57 1gi(ck)]
. . l k
Je'h 1_gu( ) E |gz] pak
J#i
2
. 4 <6, <0
— . i,k _ . i,k i
1= gii(@R)) =37 [gi(elR)]
kde al*) je takové, Ze ||[aF) — €| < p.
1axb=0 axbx1 a»1>b=0
1 25 1.4
12
08 2
11-8al 1
|6lb
06 15 us
|1-6a| B
0.4 1 16lb 06 1-&al
0.4 ek
02 0&
02
1] 1] u]
a 0.5 1 1a 15 2 a 05 1/a 1 15 05 a1 15 2
T=b=>0-1<a<-b b=1,a<-b T=b>=0a<-1
1 25 16
14
ng 2
12
06 [1-Ba 15 L [8lb
&lb
[1-8a] ns
0.4 1 1616 0
1-#a|
0.2 05 o4
02
DE 1.5 1/a 4 0.5 0 DE -1.5 -1 1fa-05 D -1.4 -1 1a 0a u]
Z (5.13) navic dostavame, ze
0F 1

T 1 ga(al®)
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je nejlepsi hodnota pro 6;. Protoze ale tato hodnota zavisi na a™®, je nejlepsi
volbou 6} takové, pro které plati
1

0% = mi ' (i,k) <. £ 14
o] alid [T — gu(alh)|’ |l £l <p (5.14)

Tato tvaha nabizi modifikaci schématu (5.3), ve které je aproximace nejlepsiho
0, pouzita v kazdém kroku iterace. Pokud je x* blizko feseni, mohou byt ve
schématu (5.3) konstanty 0 nahrazeny hodnotami

o 1

= — =1,2,...,n. 5.15
f L= ga(xh) Z et ( )

K realizaci tohoto postupu potiebujeme pouze v kazdém kroku vycislit n parci-
alnich derivaci g;; = dg;/0z; k tomu, abychom uréili vhodné 6¥. Pokud jsou tyto
derivace slozité nebo tézko vyjadritelné, mizeme pouzit diferencni aproximace,
které vyzaduji pouze vy¢isleni funkénich hodnot g¢;(x*). Protoze g;(x*) zndme,
pouZijeme aproximaci

;

gi(xh, o al L ab bk 2k — gi(xF)

h Y

gis(x*) =
kde h je néjakd vhodna kladné hodnota.
Priklad 5.1. V piikladu 3.4 jsme systém nelinearnich rovnic

521+ cos’(3x1 +2) + ;=0
(5.16)

2
smnry _ 2 —
3 3$2 - =0

prepsali na systém tvaru x = g(x), kde

sin 2

COS2 X T
91<X)] B [_% _ (3 é+ 2/2)]

g2(x) i

g(x) = [

24 21

Posloupnost generovana iteracnim procesem

k+1 _ 1 _ cos?(3af+af/2)
T = 730 5
l’k—H sin(:p’f)2 2

2 2 21
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Obr. 20

konvergovala k Feseni systému (5.16) pomalu. ReSeni jsme pro pocatecni ite-
race [—0.5,0.3] a [0.7, —0.4] dostali p¥i zastavovacim kriteriu ||x* —x*~1||,, < 107°
az po 33 iteracich. Podivejme se, jak rychle bude konvergovat posloupnost gene-

rovana urychlovacim itera¢nim procesem

l’]erl _ elf[_% . cos2(3xé+12/2)] + ([ . elf)xlf

25" = O[5 — 2]+ (1 - 65)ah
pro 0% k=0,1,..., definované predpisem (5.15).

Jelikoz v Matlabu neexistuje zadny prikaz pro nalezeni feseni systému neline-
arnich rovnic urychlovaci metodou, vytvorila jsem vlastni m-file (viz. m- file 5.1),
ktery je uveden hned za piikladem. Vstupy u tohoto m-filu jsou pocatecni ite-
race x°, vektor symbolickych proménnych, vektor funkei g(x) ze systému (5.1)
a presnost e, se kterou chceme pocitat. Pfesnost e neni nutné udavat. Pokud ji
neuvedeme, je v m-filu automaticky nastavena na hodnotu 107°. Jako zastavovaci
kritérium pri vypoctu feseni systému pouzijeme maximalni normu a vypocet za-
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stavime pokud ||x* —x"71||, = max |zF — 2¥71 < e. Vystupy m-filu jsou odhad
<i<n

feSeni xk, pocet iteraci k a pripadné také posloupnost iteraci /. Protoze posloup-
nost iteraci generovana urychlovaci iteracni metodou mtize mit i tisice ¢lent a
nebo nemusi viibec konvergovat, je v m-filu uvedeno dalsi zastavovaci kriterium:
vypocet je zastaven, pokud pocet iteraci dosdhne 1000. Posloupnost iteraci I je
pak lepsi zadat na vystupu jen pro mensi k. Za pouziti tohoto m-filu pak na-

[—0.5,0.3] a pfesnost e = 1072 v Matlabu

priklad pro pocitecni iteraci x°

ptikazem [xk, k, I]=urychleni(F, x, x0), kde

F = [—(cos(3*z(1) + x(2)/2))?/5 — 1/30, sin(x(1)?) /24 — 2/21],
x = sym('[z1,22]),
20 = [~0.5,0.3],

dostavame

xk = [—0.174826786, —0.093964777],

r="17,

o s
0 —0.5 0.3
1/—0.1362116198 | —0.0849295969
2|—0.1764004067|—0.0944650727
31—0.1747985603|—0.0939417585
41—0.1748281407|—0.0939651876
5/—0.1748267614|—0.0939647569
6|—0.1748267867| —0.093964777
7|—0.1748267856|—0.0939647766
8—0.1748267856|—0.0939647766

Tedy teSeni [—0.174826786, —0.093964777] dostdavame pro pocatecni iteraci
x% = [-0.5,0.3] pfi piesnosti e = 1072 uz po 7 iteracich. N&kolik prvnich iteraci

L]

je zakresleno na obrazku 20.

M-file 5.1. function[xk,k,I]=urychleni(F,x,x0,e)

Jhurychleni iteraéni metody pro feSeni systémd nelinedrnich rovnic
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Jhvstupni data: x  symbolicky vektor

b F radkovy vektor symbolickjch funkci
b x0 pocateéni iterace (¥adkovy vektor)
A e presnost, se kterou chceme pocitat
b (neni nutné ji udavat)

Jvystupni data: k  poclet iteraci

o xk odhad ¥eSeni systému

b I posloupnost iteraci

Jvstupni data mohou vypadat nap¥iklad takto:

% x = sym(C’ [x1,x2]7);

h o F=[(cos(x(1)+x(2)))"2/2, (x(2) "2*sin(2*x(1)))/3];
% x0=[0.3,-0.3];

hovéfeni vstupnich dat
if (nargin<4)’pokud uZivatel nezadad pfresnost, nastavime ji na
%9 desetinnjch mist
e=1e-9;
end
if (nargin<3)
error (’Neodpovidd polet vstupnich dat’)
end
if (length(x) "=length(x0))
error (’Vektory x a xO nemaji stejnou velikost’)
end
if (e<=0)
error (’pfesnost e neni kladné ¢islo’)
end
if (length(F) "=length(x0))
error(’Vektory F a x0 nemaji stejnou velikost’)

end
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%hodhad FeSeni systému
format long
I=eye(2)*1;
n=length(F);
v=ones(1,n);
X(1, :)=x0+v;
X(2,:)=x0;
for j=1:n
E(j)=abs(X(2,3)-X(1,3));
end
for i=1:n
for j=1:n
0(i,j)=diff (F(i),x(j));
end
end
k=0;
1=2;
while max(E)>e && k<1000
g=double (subs(F,x,X(1,:)));
for i=1:n
P(i,i)=1/(1-double(subs(0(i,i),x,X(1,:))));
end
X(1+1,:)=g*xP+X (1, :)*(I-P);%vypolet (k+l1)-iterace
for j=1:n
E(j)=abs(X(1+1,j)-X(1,j)) ;%zastavovaci kriterium: maxi-
Jmalni norma vektoru xk-x(k-1)
end
1=1+1;
k=k+1;

end
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X(1,:)=[1;
xk=X(1-1,:);
if k==1000
disp(’Posloupnost iteraci k feSeni systému nekonverguje

a nebo konverguje a ma vice jak 1000 &lend.’)

A

V této kapitole jsme se zabyvali urychlenim konvergence obecného itera¢niho
procesu ve tvaru x*! = g(x*), k = 1,2,.... Nyni se v piikladu 5.2 podivame na

konkrétni pripad urychleni Newtonovy metody.

Priklad 5.2. V prikladu 4.2 konvergovala posloupnost generovana Newtonovym

itera¢nim procesem

AL gk el D[Eh) @8-t 20b ()~ (eh)2—al]
1 1 8x’fx§+2x’f72x§71
SR QU (i Yt )

890’1“96’2“ +2x’f 7296’2“ —1

k Teseni systému

2 2 —

2 _ .2 _
] — 25— 22 =0

pii pocatecni iteraci x° = [0.8,0.5] po &tyfech iteracich. Nyni se podivame, jak
rychle bude konvergovat posloupnost generovana urychlovacim Newtonovym pro-
cesem.

Protoze v Matlabu neexistuje zadny prikaz pro nalezeni feseni tohoto systému
urychlovaci Newtonovou metodou, vytvorila jsem vlastni m-file (viz. m-file 5.2),

ktery je uveden hned za timto prikladem. Vstupy u tohoto m-filu jsou pocatecni
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iterace x°, vektor symbolickych proménnych, vektor funkci f(x) ze systému (4.1)
a presnost e, se kterou chceme pocitat. Pfesnost e neni nutné udavat. Pokud ji
neuvedeme, je v m-filu automaticky nastavena na hodnotu 107. Jako zastavovaci
kritérium pri vypoctu feseni systému pouzijeme maximalni normu a vypocet

zastavime pokud |x* — xF71|| = max |2k — 2571 < e. Vystupy u tohoto m-
<i<n

filu jsou odhad Teseni zk, pocet iteraci k a ptfipadné také posloupnost iteraci I.
Protoze posloupnost iteraci generovanéd urychlovaci Newtonovou metodou miize
mit i tisice ¢lenti a nebo nemusi viibec konvergovat, je v m-filu uvedeno dalsi
zastavovaci kriterium: vypocet je zastaven, pokud pocet iteraci dosahne 1000.
Posloupnost iteraci I je pak lepsi zadat na vystupu jen pro mensi k.

Za pouziti tohoto m-filu pak pro pocatecni aproximaci x° = [0.8,0.5] pii

piesnosti e = 1072 v Matlabu pifkazem [xk, k, I|=urychnew(F, x, x0), kde

F=[z(1)*+2(2)* - 2(1),2(1)* — 2(2)* — 2(2)],
x = sym('[x1, 22]'),
20 = [0.8,0.5],
dostavame
xk = [0.771844506, 0.419643377],
k=3

E E
Ty )

0.8 0.5

0.7735849057

0.4149797571

0.7718505749

0.4196247500

0.7718445065

0.4196433773

0
1
2
3
4

0.7718445063

0.4196433776

Tedy Feseni & = [0.771844506, 0.419643378] dané soustavy dostavame pii pres-

nosti e = 107 po tiech iteracich.

M-file 5.2. function[xk,k,I]=urychnew(F,x,x0,e)

L]

Jurychleni newtonovy metody pro feSeni systémi nelinedrnich rovnic
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Jhvstupni data: x  symbolicky vektor

b F radkovy vektor symbolickjch funkci

b x0 pocateéni iterace (fadkovy vektor)

b e presnost, se kterou chceme politat
%(neni nutné ji udavat)

hvistupni data: k  pocet iteraci

o xk odhad FeSeni systému

b I  posloupnost iteraci

hvstupni argumenty mohou vypadat napfiklad takto:
% x = sym(C [x1,x2]7);

hoo [x(1)"2+x(2)"2-x(1) ,x(1) "2-x(2) "2-x(2)];

% x0=[0.8,0.5];

hovéfeni vstupnich dat
if (nargin<4)’pokud uZivatel nezadad pfesnost, nastavime ji na
%9 desetinnych mist
e=1e-9;
end
if (nargin<3)
error (’Neodpovidd polet vstupnich dat’)
end
if (length(x) "=length(x0))
error (’Vektory x a x0 nemaji stejnou velikost’)
end
if (e<=0)
error (’pfesnost e neni kladné ¢islo’)
end
if (length(F) "=length(x0))

error(’Vektory F a x0 nemaji stejnou velikost’)
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end
%hodhad FeSeni systému
format long
n=length(F);
I=eye(n)*1;
v=ones(1,n);
X(1, :)=x0+v;
X(2,:)=x0;
for j=1:n
E(j)=abs(X(2,3)-X(1,3));
end
for i=1:n
for j=1:n
0(i,j)=diff (F(i),x(j));
end
end
K=inv (0) ;
L=K.’;
k=0;
1=2;
%h% nyni politame parcidlni derivace funkce g= xk-J~{-1}(xk)*F(xk),
%% abychom mohli urdit parametry theta_i"k
R=x-Fx*L;
for j=1:n
Q(j)=diff (R(j),x(j));
end
T le
for j=1:n
E(j)=abs(X(2,j)-X(1,3));

end
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while max(E)>e && k<1000%zastavovaci kriterium: max(E) je
Jmaximdlni norma vektoru xk-x(k-1)
A=double(subs(L,x,X(1,:)));
f=double(subs(F,x,X(1,:)));
for i=1:n
P(i,i)=1/(1-double(subs(Q(i),x,X(1,:))));
end
X(1+1,:)=[X(1, :)-£xA]1*P+X(1, : ) *(I-P) ;%hvipolet (k+1l)-iterace
Jurychlenou newtonovou
%metodou
for j=1:n
E(j)=abs(X(1+1,j)-X(1,j));%zastavovaci kriterium:maximalni
Jnorma vektoru xk-x(k-1)
end
1=1+1;
k=k+1;
end
X(1,:)=[1;
xk=X(1-1,:);
if k==1000
disp(’Posloupnost iteraci k feSeni systému nekonverguje
a nebo konverguje a mad vice jak 1000 &lend.’)

else
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ZAavér

Cilem této bakalaiské prace bylo nastudovat moznosti numerického feseni
soustav nelinearnich rovnic, nastudovanou teorii predvést na prikladech, sestavit
M-fily k témto prikladim a doplnit ty dikazy, které nejsou v literatufe bézné
dostupné. Dalsim ne méné diilezitym cilem bylo zpracovat praci tak, aby mohla
slouzit jako studijni material studenttim, ktefi maji zdjem o tuto oblast numerické
matematiky. Doufam, ze oba tyto cile byly splnény.

Reseni systémii nelinearnich rovnic je velmi komplikované tloha. V této praci
byly predvedeny jen velmi jednoduché ptiklady, na kterjch jsme demonstrovali
pouziti riznych vét zajistujicich konvergenci. Az na jednu vyjimku se vzdy jed-
nalo o systémy pouze dvou rovnic. Pfi jejich TeSeni jsme tzce pracovali s grafy,
bez nichz bychom vét$inu piikladid ani nebyli schopni vyfesit, nebof jsme je vyu-
zivali pii odhadech feSeni £ a casto i velmi malych vhodnych okoli téchto feseni.
Tento postup nebyl tplné optimalni, ale pro nase jednoduché ptiklady postacu-
vétsinou Tesit nelze.

Z rozsahu prace je ziejmé, ze tato oblast numerické matematiky je velmi ob-
sahla. V této praci jsou zminény jen zakladni metody a nékteré jejich modifikace.
Dalsi metody, o kterych jsem se nezminila, jsou uvedeny napiiklad v literatuie [5].

Tato prace pro mé byla pfinosem nejen tim, Ze jsem se seznamila s riznymi
moznostmi numerického FeSeni soustav nelinearnich rovnic, ale i tim, Ze jsem
si prohloubila své znalosti v programu MATLAB a také v programu KITEX, ve

kterém je tato prace vytvorena.
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