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Anotace

Rozklad matice je vyjadreni matice za pomoci dvou dilcich matic takovych, Ze je-
jich rozndsobenim dostaneme puvodni matici. Rozklad slouZi k odhaleni skrytijch
faktoriu v datech. Existuje mnoho algoritmi pro rozklad obecnyjch matic, v této
praci se zameéruji na zdkladni algoritmy pro rozklad Booleovskych matic, tedy
matic, které obsahuji pouze hodnoty 0 a 1. Naleznete zde tvod do problematiky
rozkladu matic, generovani nahodnych matic obsahugicich faktory, podrobny popis
zdkladnich algoritmi, vliv jejich parametri na rozklad a jejich vlastnosti. V po-
sledni casti naleznete srovndni vsech popsanych algoritmi jak na redlnych, tak i
na nahodnych datech.

Synopsis

The Boolean matriz decomposition is a method for the decomposition of Boo-
lean matriz into a product of two (smaller) matrices. Decomposition is used to
reveal hidden relationships (factors) in data. There’s lots of algorithms for de-
composition of real-valued matrices, in this thesis are described basic algorithms
for decomposition of Boolean matrices. This thesis contains description of the
problem, detailed description of selected algorithms with their parameters and
properties. In the last part is a comparsion of algorithms on real and randomly
generated data.

Klicova slova: Rozklad binarnich matic; Booleovska faktorova analyza; formalni
konceptualni analyza

Keywords: Binary matrix decomposition; Boolean factor analysis; Formal con-
cept analysis
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1 Uvod

Pomoci Booleovskych (bindrnich) matic miZeme reprezentovat vztahy mezi ob-
jekty a atributy, kde radky matice reprezentuji objekty a sloupce atributy. Objekt
¢ ma atribut j, jestlize se v matici vyskytuje 1 na i-tém radku v j-tém sloupci.

Tato reprezentace se muze pouzit napriklad v internetovém obchodé, kde by
radky reprezentovaly zadkazniky a sloupce zbozi, které si zakoupili. Pfipadné mize
binarni matice simulovat transakcni databazi nebo vysledky méreni fyzikalnich
jevi, kde radky symbolizuji jednotliva méreni.

Tretim, a ne poslednim, vyuzitim reprezentace vztahu mezi objekty a atributy
pomoci binarni matice je z medicinské praxe, kde tfadky matice reprezentuji
pacienty a sloupce mozné priznaky chorob.

Binarni data lze snadno ziskat, ale pti jejich velkém mnozstvi se stavaji pro
clovéka tézce citelnd a je témér nemozné z nich vycist zavislost ¢i vzor. Proto
je vhodné provést nad daty analyzu, ktera odhali skryté souvislosti v datech.
Jednou z takovych analyz je faktorovd analyjza, kterda dokaze odhalit faktory,
které vysvétluji vznik dat.

Vysledkem faktorové analyzy prvniho prikladu jsou faktory, které se snazi
vysvétlit koupi daného zbozi. Poté mize faktory pojmenovat odbornik a vysled-
kem bude napriklad faktor ,zena v domaéacnosti“ nebo ,nakupci knihkupectvi®.
Tento vysledek miize poté poslouzit ke klasifikaci zdkazniki a k cilené reklamé.
Ve tretim prikladé mohou faktory splyvat s nemocemi.

V podkapitole je proveden rozbor faktoru faktorové analyzy bindrni ma-
tice, kterd reprezentuje zvitata. Nékteré faktory splyvaji s taxonomickymi kate-
goriemi, které zavedli zoologové.

Binarni faktorova analyza piimo vede na rozklad binarnich matic. Pokud
zname jednotlivé faktory, mizeme sestrojit dvé matice. Prvni bude reprezento-
vat vztah objekt-faktor, tedy jaké faktory ovliviiuji vlastnosti objektu, druha
faktor-atribut, tedy jaké atributy zahrnuje dany faktor. Byla-li analyza presna,
(bindrnim) vynéasobenim takto vzniklych matic dostaneme puvodni objektove-
atributovou matici.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1

Binarni matice I dimenze n x m je matice, kterd ma n radkd a m sloupct
a kde I;; € {0,1} pro vSechna i € {1,...,n},5 € {1,...m}. i-ty fddkovy vektor
matice znacime I; a j-ty sloupcovy vektor I ;.

Definice 2
Objektove-atributova matice je jakakoliv binarni matice I.

Kazda binarni matice muze reprezentovat vztah objektt a atributi. Dané
matici je pouze prifazen urcity vyznam.



PRIKLAD 1
Méjme 5 objektit, u kterych sledujeme 4 atributy. Pfitomnost téchto atributi
u objektlt mizeme vyjadrit pomoci bindrni matice dimenze 5 x 4 néasledovné:

41 82 43 4 110 1
o1 | X X X 1110
O2 | X x X ~| 1001

1010
O5 | X X

Definice 3
Hustota binarni matice I dimenze n X m je pomér 1 obsazenych v matici a
nasobku rozméri matice.

n m
i=1 Zj:1 ]ij
nm

dens(I) =

Je ziejmé, ze dens(I) € |0, 1], pricemz dens(I) = 0 znaci, ze matice I je
nulovd a dens(I) = 1, ze matice I obsahuje pouze 1. Nékdy se hustota udava
v procentech.

PRIKLAD 2

Matice z prikladu |1l obsahuje 13 jednicek, tedy jeji hustota je %, tedy 65 %.

Definice 4
Pro binarni matice I; a I, definujeme:

I, < I, (I je obsazena v I5) p.k. (11);; < (I2)i; pro vSechna i, j

Definice 5

Binarni matice je klarifikovana, jestlize neobsahuje duplicitni radky ani du-
plicitni sloupce. Klarifikace, tedy odstranéni duplicitnich radka a sloupct, neo-
vlivnuje vlastnosti dat, pouze odstranuje redundantni informace.

Definice 6

Rozkladem binarni matice I dimenze n X m jsou dil¢i matice A a B s di-
menzemi n X k a k X m takové, ze A o B = I. Nasobeni bindrnich matic je
definovano:

k
(A o} B)zg = \/ Ail . Blj

=1

kde \/ znad logickou disjunkci a - logickou konjunkei. Cislo k je nazyvano pro-
stfednim rozmeérem rozkladu nebo spole¢nym rozmérem matic A a B.

10



PRIKLAD 3
Matici z prikladu 1| 1ze rozlozit na dvé diléi matice s dimenzemi 5 x 3 a 3 x4
nasledovneé:

1101 1 01
1110 011 1 001
1001 ]=[100]of1 010
1 011 1 10 1 100
1 010 010

Pro danou matici nemusi existovat jedinec¢ny rozklad, jednotlivé rozklady se
mohou lisit poradim radkit a sloupcti, dokonce i spoleénym rozmérem k. Prikla-
dem muze byt trividlni rozklad za pomoci jednotkové matice, ten je mozny vzdy,
ale nemd zadnou analytickou hodnotu.

Definice 7

Nejmensi £ takové, ze existuje rozklad matice I dimenze n x m na matice
A, B s dimenzemi n X k a k X m se nazyva Booleovskd hodnost (rank) matice I.
Znadi se rankp(I).

Problém 1 (Rozklad bindrni matice). Pro danou bindrni matici I dimenze
n X m naleznout rozklad na matice A s dimenzin X k a B s dimenzi k x m s co
nejmensim spolecnym rozmerem k.

Véta 1

Problém nalezeni rozkladu bindrni matice I dimenze n X m na matice A
dimenze n X k a B dimenze k x m tak, aby spolecny rozmer k byl co nejmenst,
je NP-tézky a odpovidajici rozhodovaci problém, zda existuje takové k, pro které
existuje rozklad I = A o B se spolecnym rozmérem k je NP-iplny problém. [5]

Diikaz

Pomoci redukce Set basis problému (SBP) na problém rozkladu bindrni ma-
tice. Set basis problém: Rozhodnout, zda pro mnozinu S = {51, ...S,} mnozin
S; CA{1,...,m} a kladné celé ¢islo k existuje mnozina C' = {C1,...,Cy} pod-
mnozin C; C {1,...,m} takova, ze pro kazdou S; existuje D; C {C4,...,Ck},
pro které U D; = ;. Prislusny optimaliza¢ni problém: Pro dané S najit nejmensi
C takové, ze splnuje predchozi podminky. Rozhodovaci problém je NP-tiplny,
ptislusny optimaliza¢ni problém je NP-tézky.[25]

Redukce SBP na rozklad binarni matice: Pro dané S sestrojime n x m matici
I, kde I;; = 1 pk. j € S;. Lze ovétit, Ze I = A o B plati pro bindrni matice
A, B srozméry n x kak xmpk C; (I =1,...k) a D; definované jako j € C
pk. Bj;aC € D; pk. Ay = 1 jsou feSenfim SBP pro dané S. Tedy problém
nalezeni rozkladu I = A o B s co nejmensim spolecnym rozmérem k je NP-tézky
a prislusny rozhodovaci problém je NP-tuplny. O

11



Pri realnych aplikacich se miize stat, ze data nejsou presna. Jednda se bud
o chyby v méreni, nepresné zaznamenana data ¢i chyby v datovych prenosech.
Tyto odchylky jsou nékdy oznacovany jako bindrni sum. Algoritmy jako napii-
klad Asso [18] ¢i PANDA [17] se snazi Sum potlacit a ¢dsteéné jej néjakym
zpusobem odfiltrovat®. Touto filtraci nemusi dochazet k presnému rozkladu, ale
zato k analyticky hodnotnéjsimu vysledku. Naopak u presnych algoritmti muze
zameéna nekolika 1 a 0 vést k naprosto odlisnym vysledktim.

Pti nepresném rozkladu mohou nastat dva druhy chyb:

e Nepokryti — V puvodni matici se na dané pozici vyskytuje 1, ve vysledném
nasobku je 0

e Prekryti — V piivodni matici se na dané pozici vyskytuje 0, ve vysledném
nasobku je 1

Celkovou chybu F vyjadiime jako:
E=%_> |li— (Ao B)yl
i=1j=1

Tedy jako pocet pozic, na kterych se lisi pivodni matice s nasobkem dil¢ich
matic.

V pripadé binarniho Sumu je dilezité si uvédomit, na kolik ovliviiuje data a
nalézt hranici, jakou miru Sumu vibec uvazovat. Napiiklad v ¢lanku [1§] autori
uvazuji miru sumu az 40 %, coz vyvolava diskuzi, zda lze viibec s takovou mirou
sumu pracovat a zda budou vysledky relevantni.

Definice 8
Algoritmus vytvari rozklad zdola, jestlize pro jakykoliv vstup nedojde k pre-
kryti.

1.2 Pouziti metod pro obecné matice

V nasledujici podsekci popisi dvé znamé metody pro rozklad matic s realnymi
hodnotami a jejich pouziti pro bindrni matice. Metod pro matice s realnymi
hodnotami existuje mnoho a jejich vyznam a interpretace rozkladu se odlisuje od
bindrniho ptipadu. Napiiklad LU rozklad [27], ktery se mtzZe pouzit pro FeSeni
linearnich rovnic ¢i vypoctu determinantu matice a dalsi metody zalozené na
rozkladu pomoci vlastnich hodnot.

Prvni metodou je Singular value decomposition (SVD) [10], kterd rozklada
matici A dimenze n X m,n > m na dvé ortogonalni matice U a V' s dimenzemi
n X n am x m a diagonalni matici ¥ dimenze m x m, ve které jsou hodnoty na

diagonale nerostouci tak, ze:
_ b T
A=U ( 0 )V

12



Hodnoty na diagonale matice ¥ se nazyvaji singuldrni hodnoty a interpretuji
se jako ,dulezitost” faktoru. Je dokézano, ze rozklad pomoci SVD je optimalni
vzhledem k Frobeniové normé. Tato metoda muze slouzit k vypoctiim vlastnosti
matic (hodnost, béze oboru hodnot a nulového prostoru, norma matice || - ||2),
pouziva se ve zpracovani signalu a obrazu, doporucovacich systémech ¢i ziskavani
informaci z dat. [4].

Pti pouziti této metody na binarni data dil¢i matice obsahuji realné hod-
noty, jez mohou byt dokonce i zaporné, coz zpusobuje neptimocarou interpretaci
rozkladu.

PRIKLAD 4
Pro matici z prikladu|l{je vysledny rozklad (pomoci funkce svd [24] v Matlabu,
diléi matice zaokrouhleny na tisiciny) nasledujici:

—-0.474 -0.500 —-0.522 —-0.047  0.500 3.091 0.000 0.000 0.000
—-0.474  0.500 -0.522 —-0.047 —0.500 0.000 1.414 0.000 0.000
U =1 -037 —-0.500 0294 0522 —0.500 [,> = | 0.000 0.000 1.131 0.000
—0.518  0.000  0.530 -0.671 0.000 0.000 0.000 0.000 0.404
—0.375 0.500  0.294  0.522 0.500 0.000 0.000 0.000 0.000

—-0.717  0.000  0.066  0.694
—-0.307 -0.000 -0.924 -0.230
—-0.442  0.707  0.267 —0.483
—-0.442 —-0.707  0.267 —0.483

V=

Po roznésobeni dostaneme vysledek:

1.000 1.000 —0.000 1.000
1.000 1.000 1.000  0.000
USVT = 1.000 —0.000 —0.000 1.000
1.000 —0.000 1.000 1.000
1.000 —0.000 1.000 —0.000

Coz je presné puvodni matice, avsak metoda nemusi vzdy vést k pfesnému vy-
sledku, viz 4. kapitola [1§], kde autofi uvazuji verzi SVD se zaokrouhlenim vy-
slednych hodnot.

Problém s interpretaci zapornych hodnot fesi metoda Non-negative Matrix
Factorization (NMF) [15], kterd sice neni optimalni (muze konvergovat k lokél-
nimu optimu), ale rozkladd zdrojovou matici na dvé diléi matice pomoci nezé-
pornych redlnych hodnot. Po zaokrouhleni vyslednych matic mize davat dobré
vysledky.

PRIKLAD 5

Nasledujici dveé matice tvori nezaporny rozklad matice z prikladu [1} vypoé-
teny byly v Matlabu pomoci funkce nnmf [20] s vychozim algoritmem.
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0.000 1.216 1.046

1.219 0.000 1.046 0.573 0.000 0.820 0.005
A =1 0127 1.341 0.048 [,B={ 0.569 0.000 0.000 0.823
1.061 1.051 0.000 0.294 0.956 0.000 0.000
1.346 0.117 0.048

0.997 1.001 0.002 1.002 1101

1.005 1.007 1.002 0.011 1110

(A -B)=] 0851 0.045 0.104 1.104 [~ 1 0 0 1

1.206 0.000 0.869 0.869 1 011

0.852 0.045 1.103 0.029 1 010

Vv

moznost zaokrouhlit i diléi matice. U tohoto prikladu by se vysledek nezménil,
ale obecné se v dil¢ich maticich mohou vyskytovat jakakoliv nezdporné cisla a
obycejné zaokrouhleni by nemuselo prinést ¢isté bindrni matici.

Pokud nezaokrouhlime dil¢i matice, tak i nasobeni mezi maticemi je klasické
nasobeni matic a vysledné hodnoty nemusi pouhym zaokrouhlenim padnout do
binarnich hodnot. Nastava tedy problém, jak urcit prah hodnot, ktery rozdéli,
zda ve vysledné matici bude 0 ¢i 1.

Tento problém a neptimé interpretace rozkladua déla vétsinu obecnych metod
nevhodnymi pro rozklady bindrnich matic, a proto je vhodné pro binarni data
pouzit metody vyuzivajici ¢isté binarni rozklad.

1.3 Zakladni pojmy z formalni konceptualni analyzy

Formalni konceptudlni analijza (FCA) [7] je metoda pro analyzu (bindrnich) dat,
na které jsou zalozeny prvni tii algoritmy, jez byly vybrany do této prace. Z téchto
divodt zde uvedu zakladni pojmy a vztahy.

Definice 9
Méjme mnozinu objekta X = {1,...,n} a mnozinu atributa ¥ = {1,...,m}
a bindrni relaci I mezi X a Y. Trojice (X,Y,I) se nazyva formalni kontext.

Definice 10
Formalni koncept formalniho kontextu (X, Y, I') je jakykoliv par (C, D) mno-
7zin C C X, D CY takovy, ze CT = D a D' = C, kde C" je mnozina vsech
atributii, které maji viechny objekty z C' a D* je mnozina vsech objektti, které
maji vsechny atributy z D, tedy:
Ct = {yeY|VoeC:(zx,y) €}
DY = {reX|VWeD: (xy) cl}

Je-li (C, D) formalni koncept, pak se C' nazyva extent a D intent.
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Definice 11
Mnozinu vSech formdlni koncepti (X, Y, I) znacime B(X,Y,I) a je defino-
vana nasledovné:

B(X,Y,I) = {(C,D)|C" = D,D* = C}

Spolu s ¢dsteénym usporadanim formélnich konceptu < definovanym pro (Cy, Dy),
(Cy, Dy) € B(X,Y, I) nasledovné:

(C1, D1) < (Co, Do) pk. C1 € Cy pk. Dy € Dy
je B(X,Y,I) uplny svaz, nazyvany konceptudlni svaz.

Formalni koncepty lze pouzit pro konstrukei rozkladu bindrnich matic [12].
Z konceptudlniho svazu lze vybrat mnozina konceptu F = {(Ay, By), ..., (A, Bx) },
F C B(X,Y, ), ze kterych lze zkonstruovat rozklad Ar o Bx matice I takto: [3]

0 7€ A
(Am:{ :

1 i¢ A
0 j€eB
Br),; =
(B {1 j¢ B

Prol=1,...,k. Tedy I-ty sloupec (Ar) ; matice Ar obsahuje charakteristicky
vektor extentu A; a [-ty fadek (Bz); obsahuje charakteristicky vektor intentu
B,.

PRIKLAD 6
Pro formalni kontext (X, Y, I) reprezentovany matici z prikladu (1| je koncep-

tudlni svaz B(X,Y,I) = {({1, 2,3,4,5},{1}), ({1, 3,4}, {1,4}), ({2,4,5},{1,3}),
({43,41,3,43), ({1, 2}, {1,2}), ({1}, {1,2,4}), ({2}, {1,2,3}), (0, {1,2,3,4}) }
Oznac¢me koncepty postupné (A1, By), ..., (As, Bs). Pfivybéru (A, By), (As, Bs),
(A3, Bs) a (As, Bs) zkonstruujeme rozklad:

1101 L0 00
Lo 100 1
Ar=|110 0 |,Br=
1010
1110 100
1010

Tento rozklad je presny, ale neni optimalni. Lepsim rozkladem je rozklad z pri-

kladu (3| kde byly pouzity koncepty (As, Bs), (A3, B3) a (As, Bs).
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Véta 2 (Existence rozkladu pfi pouziti formalnich koncepti)
Pro kazdou bindrni matici I existuje F C B(X,Y,I) takovd, Ze I = Aro Br
5

Diikaz

Vyplyva z toho, ze I;; = 1 p.k. existuje formalni koncept (C, D) € B(X,Y,I)
tz. i € Caj € D. (Kazdd 1 v matici I je obsazena alespon v jednom for-
malnim konceptu.) Staci vzit F = B(X,Y,I) a dostaneme (Ar o Br);; p-k.
existuje | t.7. (Ar)y = 1a (Br); pk. existuje (C, D) € B(X,Y,I),i € C
ajGDl pk Iwzl O

Véta 3 (Optimalita rozkladu pti pouziti formalnich konceptii)

Mejme rozklad matice I = Ao B na dil¢i matice A a B s dimenzemin X k
a k x m. Pak existuje mnoZina formdlnich koncepti F C B(X,Y,I) o velikosti
|F| < k takovd, Ze matice Ax a Br s dimenzemin X |F| a |F|x m tvori rozklad
matice I = Ar o Br.

Diikaz
Kvuli rozsahu vynechén [3]. O
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Cast 1
Algoritmy pro rozklad binarnich
matic

2 GreCon

Algoritmus GRECON [3] je zalozeny na FCA a vytvaii rozklad zdola. Zkratkové
slovo GRECON zastupuje vyraz Greedy Concept. Jak jiz nédzev napovida, algo-
ritmus greedy zptisobem vybira formalni koncept, ktery pridava do rozkladu.

Algoritmus 1 GRECON
Input: Binarni matice 1
Output: Mnozina faktoru F tvorici rozklad
S« B(X,Y,I)
U {{i, )|l =1}
F 0
for each (C,D) € S do
if (C,D) € O(X,Y,I)nA(X,Y,I) then
F <« FU(C,D)
S+ S\ (C,D)
for each (i,j) € C x D do
U—UNGJ)
while U/ # () do
vyber (C, D) € S které maximalizuje (C' x D) NU:
F <+ FuU(C,D)
S+ S\ (C,D)
for each (i, j) € C' x D do
U—UN (i, j)
: return F

— = = = s =
AR A > ouli e

—_
=

Na radku 1 dochéazi k vypoctu celého konceptualniho svazu. Implementace
této casti prinasi nékolik dalsich problému, proto vypoctu konceptualniho svazu
vénuji podkapitolu [2.1]

V cyklu na tadcich 4-9 dochazi k vybéru povinnych koncepti do rozkladu.
Tyto koncepty budou vzdy pritomné v rozkladu.

Definice 12
Méjme mnozinu O(X, Y, I') vSech objektovych konceptt a mnozinu A(X,Y, I)
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vsech atributovych koncepti definovanych:
ox, Y, 1) = {{z}" {z}") |z € X}
AX YT = {{yt Ay ly eV}
Koncepty z mnoziny M(X, Y, I) = O(X,Y,I)NA(X,Y, I) nazyvame povinnymi.

Véta 4
Jestlize I = Ar o B pro néjaké F C B(X,Y,I) pak M(X,Y,I) C F.

Diikaz

Jestlize (C, D) € M(X,Y,I), tedy (C, D) = ({z}™, {x}") pro ngjaké v € X
a (C,D) = {{y}+, {y}") pro néjaké y € Y, pak (C, D) je jedinym formdlnim
konceptem z B(X,Y,I) takovym, ze x € C ay € D.

Pokud by existoval jiny koncept (Ci, Dp) takovy, ze {x} € Ci, pak C =
{2} C O]V = C,. Z antitonie T dostévame: D = CT D C] = Dy. Déle z {y} C
D, dostavame D = {y}*1 C D' = D. Tedy D = Dy, a tedy (C, D) = (Cy, Dy).
Tedy (C, D) je jedinym konceptem, ktery pokryva 1 na pruseku fadku a sloupce
odpovidajicim z a y. O

Predchozi véta fika, ze povinné koncepty M(X,Y, ) budou v kazdém roz-
kladu matice I, protoze pro kazdy (C, D) € M(X,Y, I) plati, Ze jednicky pokryté
formalnim konceptem (C, D) nepokryva zadny jiny formélni koncept.

Cyklus na radcich 4-9 je mozné vynechat, protoze povinné koncepty se stejné
béhem vypoctu musi vybrat. Pokud je vybereme predem, dochézi ke zrychleni,
které je dobte patrné u vstupt, které generuji velky konceptudlni svaz. Priichod
velkym svazem zabirda vétsinu casu algoritmu a vybérem povinnych konceptii
zredukujeme pocet priichodi, aniz bychom ovlivnili vysledek.

Pri experimentech jsem si vSiml, Ze pocet povinnych koncepti s hustotou
matice klesa. Tedy ptidani povinnych konceptl snizi pocet prichodt konceptu-
alniho svazu v pripadech, kdy je svaz jesté relativné maly, tedy zrychleni neni tak
markantni. Na obrédzcich [T] a 2] je zobrazen prumdérny pocet povinnych faktoru
v zavislosti na hustoté matice. Minimalni hodnota je vynechéna, protoze velmi
rychle byla nulova. Primér je z 1000 vzorki.

V cyklu na radcich 10-15 probiha vybér formalniho konceptu, ktery obsahuje
co nejvice nepokrytych 1, proménna U slouzi k ukladéani dosud nepokryté ¢asti,
na fadcich 14-15 jsou z ni odebrany ty dvojice, které pokryva nové vybrany
formalni koncept.

2.1 Algoritmy pro vypocet konceptualniho svazu

Vypocet konceptualniho svazu je v algoritmu GRECON podstatnou c¢asti, ktera
ovliviiuje celkovou pamétovou naroc¢nost a také rychlost algoritmu. VSechny zde
uvedené algoritmy se nelisi asymptotickou slozitosti, pro vSechny je rovna
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Obrazek 1: Pocet povinnych faktori ma- Obrazek 2: Pocet povinnych faktorii ma-
tice dimenze 64 x 64 v zévislosti na hustoté tice dimenze 256 x 128 v zavislosti na hus-
madtice. toté matice.

O(|B(X,Y,I)|-Y|*|X]), ale pti redlnych implementacich se podstatné lisf rych-
losti.

Jednotlivé algoritmy se vykonnostné lisi v zavislosti na velikosti a hustoté
zdrojovych dat. Podrobné porovnani nékterych algoritmi bylo provedeno v [13].

2.1.1 NextClosure

NEXTCLOSURE [8] je obecny algoritmus pro vypocet pevnych bodu uzavérovych
operatoru. Lze tedy pouzit pro vypocet konceptualniho svazu. Algoritmus vyge-
neruje vsSechny intenty Int(X,Y,I) a konceptudlni svaz se poté musi dopocitat
nasledovneé:

B(X,Y,I)={(B*,B)| B € Int(X,Y,I)}

Definice 13
Pro A,B C Y ai € {1,...n} definujeme lexikografické usporddani < na
mnoziné atributt nasledovné:

A <;B pk i€B\AaAn{l,. . ., i—-1}=Bn{l,...i-1}
A <B pk A<; Bpronéjaké i

Definice 14
Pro ACY,i € {l,...,n} definujeme operaci &:

Adi=(ANn{l,....i—1YH)u{ip*

Véta 5 (Lexikograficky naslednik)
Nejmensi intent BT vétsi (vzhledem k <) nez B CY je ddn

Bt=B®i

kde v je nejvétsi i, které B <; B @1
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Algoritmus 2 NEXTCLOSURE
Input: Formélni kontext (XY, I)
Output: Mnozina intentu Int(X,Y,I)
: Int(X,Y, 1) + 0

A
Int(X,Y,I)=Int(X,Y,I)UA
while A!=Y do

A+ AT

Int(X,Y, 1) < Int(X,Y,I) U A
return Int(X,Y, )

Algoritmus je velmi jednoduchy na implementaci, za¢ind s prazdnou mno-
zinou a dopocitava lexikografické nasledniky, dokud neskonéi s celou mnozinou
atributia Y.

2.1.2 UpperNeighbor

UPPERNEIGHBOR [16] konstruuje konceptudlni svaz spolu s usporadanim < (viz
definice , je tedy vhodny pro aplikaci tam, kde je potieba znat usporadani
konceptt. Napriklad pri vykreslovani konceptualniho svazu.

Véta 6

Pokud (A, B) € B(X,Y,I) neni nejuétsi koncept, pak (AU{z})™, z € X\ A
je extent horniho souseda p.k. pro vsechna z € (AU {z})™\ A plati
(Auf{zh)™ = (Au{zh™

Algoritmus 3 UPPERNEIGHBOR
Input: Formélni kontext (X,Y 1), A C X
Output: neighbors mnozina hornich sousediu A
Lmin<+ X\ A
2: neighbors < ()
3: for z € X \ Ado

4: — (Au{z})T

5 Al — B%

6 if minN ((A1\ A)\ {z} =0) then

7 neighbors < neighbors U {(A1, B1)}
8 else

9: min < min \ {z}

10: return netghbors

Pro vypocet celého konceptudlni svazu se za¢ind od konceptu (0™, 01, vy-
sledky se zafadi do fronty a dokud je fronta nepréazdna se pro kazdy jeji prvek
vypocitaji vsichni jeho horni sousedi. Béhem vypoctu UPPERNEIGHBOR miize
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dojit k vypocteni jiz znamych konceptti, musi se tedy kontrolovat duplikaty v kon-
ceptualnim svazu.

2.1.3 Fast CbO
Fast CbO (FCbO) [22] je algoritmus zalozeny na Close-by-One (CbO) [14] al-

goritmu, ktery byl vylepsen tak, Zze byl zredukovan pocet formalnich koncept,
které byly vypocitany vicekrat.

FCbO je jednim z nejrychlejsich doposud znamych algoritmti pro vypocet
konceptualniho svazu, jeho popis je pomérné rozsahly, proto jej zde neuvadim.

2.2 Implementace

P1i implementaci algoritmu GRECON jsem nejprve volil algoritmus NEXTCLO-
SURE, ktery pro malé testovaci vstupy postacoval. UPPERNEIGHBOR se projevil
jako nevhodny, protoze byl pomalejsi. Nejvice ¢asu zabrala kontrola, zda formalni
koncept jiz nebyl vygenerovan.

Pomoci NEXTCLOSURE jsem byl schopen rozkladat i matice s vice nez 100
atributy s hustotou kolem 20 %. AvSak u nahodnych experimenti s maticemi
dimenze 256 x 128 s hustotou nad 20 % se zacala projevovat neefektivnost tohoto
algoritmu.

Proto jsem zvolil FCbO, ktery jsem neimplementoval, ale pouzil jsem volné
dostupnou implementaci z [6]. Tato implementace byla fadové 200 krat rychlejsi
nez ma implementace NEXTCLOSURE.

Nevyhodou algoritmu GRECON je to, ze se musi vypocitat cely konceptu-
alni svaz a ten se poté prochazi. Testovaci matice velikosti 256 x 128 s hustotou
nad 25 % mohly mit konceptuélni svaz, jehoz velikost byla v rozmezi nékolika
miliontt konceptti az miliardy. Tak velky svaz se jiz nevejde do operacni pa-
meéti béznych pocitact. Napiiklad se vyskytla matice, jejiz konceptualni svaz
mel 926 547 510 prvki. Pro bindrni reprezentaci intentu potirebujeme 128 bit,
tedy 16 B, pro vsechny intenty dostavame 14 824 760 160 B ~ 13, 80 GiB. Pro ex-
tenty potfebujeme dvakrat vice mista. Dohromady tedy potiebujeme do paméti
ulozit ~ 41,4 GiB. Tento problém jsem fesil odkladdnim na pevny disk, to se
podstatné projevilo na rychlosti algoritmu a pii soubéhu vice experimentii do-
chéazelo k preplnéni disku. Zkousel jsem variantu s vynechanim ukladani extentt
a jejich naslednym dopocitanim. Ta sice snizila naro¢nost na diskovy prostor, ale
nebyla vyrazné rychlejsi.

Nakonec se jako nejrychlejsi, pamétové a diskové nenarocnd, ukazala vari-
anta, pri které se konceptualni svaz viibec neukladal a v kazdém priichodu cyklu
z Tadkt 10-15 se volal algoritmus FCbO. Ukazalo se, ze FCbO je pti béhu v ji-
ném vlakné schopen dodavat nové intenty rychleji, nez trva vypocet extentu a
zjisténi pokryti a ze je tato varianta rychlejsi nez nac¢itani intenti z disku.

Na obrazcich [3]a[4] jsou zndzornény velikosti konceptudlnich svazi v zavislosti
na hustoté. Graf pro matice dimenze 256 x 128 je pouze do hustoty 35 %, protoze
vypocet pro vyssi hustoty trval moc dlouho. Napiiklad algoritmus FCbO pro
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matice s hustotou 36% trval prumérné pres dvé hodiny. Pro ilustraci na procesoru
Intel Xeon E5-2680 v2 o taktu 2.80 GHz se za 24 hodin vypocitaly pouze dva
konceptualni svazy matice hustoty 46 %, které mély pres 16 miliard konceptil.

3 GreConD

GRECOND (3] je dalsim algoritmem zaloZenym na FCA, zkratkové slovo zna-
mena Greedy Concept on Demand. Je modifikaci algoritmu GRECON, upravuje
strategii prichodu konceptudlniho svazu tak, ze jej nepotiebuje znat cely. Stejné
jako GRECON vytvari rozklad zdola.

Algoritmus 4 GRECoOND

Input: Binarni matice

Output: Mnozina faktora F tvorici rozklad
LU {{i,j)|]i; = 1}

20 F 0

3: while U # () do

4 D+ 0

5 V<0

6: while exists j ¢ D takové, ze |D @ j| >V do
7: vyber j ¢ D které maximalizuje D & j:

& De (Du{ipH

9 V + |(D¥ x D) NU|

10: C+« DY

11: F <+ FU(C,D)

12: for each (i,j) € C' x D do
13: U+—UN i 7j)

14: return F

Faktorové koncepty se buduji postupnym pridavanim ,slibnych sloupci®. Vy-
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uziva se toho, ze kazdy formélni koncept (C, D) lze vyjadfit jako D = U,ep{y}*'
a také toho, 7e pro y ¢ D plati, ze (DU {y})*, (DU {y})*") je formalni koncept
a plati D C (DU {y})*.

Jakykoliv formélni koncept lze tedy vytvofit postupnym pridavanim {y}* do
prazdné mnoziny atributi, to vede k tpravé greedy pravidla pro ptidani dalsiho
konceptu do rozkladu. Zvoli se takové y € Y, které maximalizuje

Day=((DU{y}) x (DU{yh)nu

GRECOND je rdmcove 60 az 80 krat rychlejsi nez GRECON, podobné byla
vylepsena i paméfova narocnost, protoze se v paméti neuchovava cely koncep-
tualni svaz, ale jen minimum nezbytnych koncepti. Kvalita rozkladu tpravami
nijak neutrpéla, dokonce byla vylepsena. Podrobnéjsi srovnani naleznete v ¢asti
Il

Pti implementaci algoritmu GRECOND nebylo potteba volit algoritmus pro
vypocet konceptudlniho svazu a ani se nevyskytly zadné jiné problémy. Piimy
prepis pseudokoédu vedl k dobrym vysledktim.

4 GreEss

GREESs [2| je poslednim vybranym algoritmem, ktery je zalozeny na FCA a
stejné jako predchozi algoritmy vytvari rozklad zdola. Zkratkové slovo znamend
Greedy Essential. GreEss ma kromé vstupni matice I parametr e, ktery udava,
jaké nejveétsi chyby muze rozklad dosahnout. Podobné 1ze upravit predchozi al-
goritmy, staci pouze pozménit podminku pro ukonceni cyklu.

GREESS vyuziva vlastnosti esencidlni cdsti, diky kterym dojde k redukci pro-
hledavaného prostoru formalnich konceptii a to vede ke kvalitnéjsimu rozkladu.

Definice 15
Pro formalni koncepty (Ci, D), (Ca, Da) € B(X,Y,I) definujeme interval
v B(X,Y,I) ohraniceny (C}, Dq) a (Cy, Do) jako podmnozinu B(X,Y, I) tvaru:

[<C17D1>> <027D2>} = {<E7F> € B(X7Y7I) | <017D1> < <E7F> < <027D2>}

Déle pro C C X a D C Y méjme (C) = (C™, CT) a u(D) = (D¥, D). Tedy
~v(C) je nejmensi formélni koncept, jehoz extent obsahuje C' a p(D) je nejvétsi
formalni koncept, jehoz intent obsahuje D.

Definice 16
Pro C C X a D CY zavadime interval:

Zo.p = [7(C), u(D)]

Daleproi e X,j € Y:
Lij = [v(), u(3)]
kde (i) je zkratkou za v({i}) a u(j) zkratkou za p({j}).
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Véta 7 (a) Zcp je neprazdny p.k. C x D C I, tedy I;; = 1 pro vsechna
i€ C ajeD. Iy je neprazdny p.k. I;; = 1.

(b) Zep = {(E,F) € B(X,Y,I)|C CE,DCF}={(E,F)eBX,Y,I)|C" C
E, D" C F}. T,; je mnoZina vech formdlnich koncepti, které pokrjvaji
(i, )

(¢) Pokud (AroByr);j =1 pak F obsahuje nejméné jeden formdlni koncept z Z;;.

Definice 17 (Esencidlni ¢ast matice I)
Bindrni matice J < I spliujici pro kazdou F € B(X,Y,I):

jestlize J < Az o Br, pak E(I,Aro Br) <e¢

kterd je minimalni vzhledem k < (viz definice |4]) se nazyva e-esencidlni ¢ast
matice I. V pripadé, ze € = 0 nazyva se pouze esencialni c¢ast.

Definice 18
Pro bindrni matici I dimenze n x m zna¢ime £(I) binarni matici dimenze
n x m definovanou jako:

(€(I))ij = 1 p.k. Z;; je neprazdny a minimalni vzhledem k mnozinové inkluzi C .

Véta 8
Pro kaZdou klarifikovanou bindrni matici I je E(I) unikdtni esencidlni cdst
matice 1.

Véta 9

Meéjme mnozinu G C B(X,Y,E(I)) faktorovich koncepti E(I), tedy E(I) =
Ag o Bg. Pak kazdda mnozina F C B(X,Y,I) obsahujici pro kazdy (C,D) € G
alespon jeden koncept z Lo p je mnoZinou faktorovych koncepti matice I. Tedy
] - A]: O B].'.

Diikaz

Pro (C, D) € G oznacme (E, F)c py koncept z F N Zc py, ktery dle pied-
pokladu existuje. Z véty [fifa): C € E a D C F, to plati pro kazdy (C, D) € g,
tedy dostavame Ag o Bg < Ax o Bx. Z predpokladu £(I) = Ag o Bg dostavame
E(I) < Az o Br. Jelikoz je E£(I) esencialni ¢ast matice I, tak I = Ar o Br. [

Dusledkem véty [J] je to, Ze pro nalezeni rozkladu matice I staci vypocitat
rozklad matice £(I) a poté pro kazdy faktor (C, D) matice £(I) vypocitat Z¢ p
a z néj vybrat jen jeden formalni koncept. Vyhodou je to, ze £(I) je podstatné
ridsi nez I, a tedy jeji rozklad je jednodussi.

Véta 10
Pro kaZdou bindrni matici I plati rankg(I) < rankp(E(I)).
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Diikaz
Necht k& = rankg(E(I)) a A, B jsou binarni matice dimenze n X k a k x m,
pro které £(I) = Ao B. Uvazujme F C B(X,Y, ), kterd pro kazdy (C, D) € G
obsahuje prave jeden formalni koncept z intervalu Z¢ p v B(X,Y, I). Takové F
existuje, protoze pro kazdy formélni koncept (C, D) € G plati C' x D C &(I),
protoze (C, D) je formalnim konceptem E(I), a tedy z E(I) < I vyplyva C'x D C
1. 7 véty m @ je Ze p neprazdnym intervalem v B(X,Y, I). Dle pfedchozi véty
I = Ay o Br, a tedy rankp(I) < |F| < G = rankp(E(I).
O

Véta 11
Pro kaZdou bindrni matici I existuje mnozina F C B(X,Y,E(1)) t.Z2 |F| =
rankg(I), pro kterou I = Ar o Br.

Diikaz

Dle véty |3| existuje F C B(X,Y,I), t.z. |[F| = rankg(l), pro kterou plati
I = Ar o Br. Zbyva ukéazat, ze F C B(X,Y,&E(I)). Sporem predpokladejme,
ze existuje formalni koncept (C, D) € F\ B(X,Y,E(I)), tedy ze (C, D) nepatii
do zadného minimalniho Z;;. F pokryva I a také £(I). Pro kazdé (7', 5'), které
E(I)ij» = 1 existuje formalni koncept (C’, D) € F, ktery pokryva (7, j'). Z véty
[®): (¢, D) € Ty, atedy (C', D) # (C, D). Pro F' = F\{(C, D)} tedy mame
Az oBr > E(I) atedy Az o B = I dle véty 8l Dostali jsme mnozinu faktoru
F' matice I takovou, ze |F'| = |F|—1 < rankp, coz je spor s predpokladem. [

Vypocet £(I) je jednoduchy. £(1);; = 1 p.k. jsou splnény vsechny nasledujic
podminky:

b) pro kazdé i’ takové, ze {i'}T C {i}T plati: I;;; = 0. Tedy zadné 7', jehoz Fadek
J
je obsazen v radku ¢, neobsahuje j.

c¢) pro kazdé akové, ze {i'}v C {i}* plati: I;;; = 0. Tedy zadné j’, jehoz
kazdé j' takové, ze {i'}¥ H oplatf: [ 0. Tedy zadné j’, jehoz
sloupce je obsazen ve sloupci j, neobsahuje 7.

Algoritmus GREESS vsak nevybirda G C B(X,Y,E(])), kterd by rozkladala
matici £(I), ale vybirda G C B(X,Y,E([)), kterd nemusi rozkladat £(I), muze byt
mensi, ale presto spliuje dilezitou vlastnost: pokud pro kazdy formalni koncept
(C, D) € G vybereme pfesné jeden koncept ¢ py z intervalu Z¢ p, pak bez ohledu
na to, ktery koncept vybereme, vysledna F = {c,py|(C, D) € G} rozklada I,
tedy A FO B F-

Mnozina G je vypocitana funkci COMPUTEINTERVALS na prvnim radku algo-
ritmu. V cyklu z fadka 4-21 je pro kazdé (C, D) € G vybran pravé jeden koncept
(E',F') z intervalu Z¢ p. Na tadcich 6-18 probiha tento vybér nasledovné: pro
kazdy dosud nepouzity (C, D) € F se zacina s atributovymi koncepty v(j) € Ze,p
a greedy zptusobem se zkousi jejich rozsiteni. Vybran je ten koncept (E, F'), ktery
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pokryva nejvice jednicek v U (fddek 10-11). Do F se ptida formalni koncept
(E', F'), jez pokryva nejvice jednicek v U ze vSech kandidatu (F, F') (fadky 15-
18). Koncept (C’, D), z jehoz intervalu Zev pr pochézi (E', F'), je odebran z G
(fadek 20) a neni jiz ddle uvazovan. Na radku 21 probiha aktualizace nepokryté
casti.

Algoritmus 5 GREESS

Input: Binarni matice I, e >0

Output: Mnozina faktoru F, pro které || — Ax o Br|| <e
1: G <~ COMPUTEINTERVALS(I)

3 F<+ 0

4: while |U| > ¢ do

5 5+ 0

6 for each (C,D) € G do

T J « In (DY x CMr)

8: F+0

9: S(c,p) 0

10: while existuje j € CT — F t.z. [(FU{j}H)* x (FU{j})*'T" NU| > s(c,py do
11: vyber j které maximalizuje |(F U {j})* x (FU{j})¥ T NnU|:
12: F « (FU{jph+ts

13: E <+ (FU{jh¥

14: S(c,p)y < |E X FN U‘

15: if s(c,py > s then

16: (E',F') + (E,F)

17: (C', D"y «+ (C, D)

18: S < S(c,D)

19: F«— FU(E'|F")

20: G+ G\(C',D"

21: U+ U\E xF
return F

Funkce COMPUTEINTERVALS nejprve vypocita esencidlni ¢ast (1), poté po-
dobné jako v algoritmu GREESS vypoéitava koncepty G € B(X,Y,E(I)) s tim
rozdilem, Ze jednicky v U jsou pokryty kandidatem (C, D) pokud nélezi do
CTibr x DU 3 ne pouze ty z C' x D. To je mozné, protoze faktory I jsou v GRE-
Ess vybirdny z intervalit Z¢ p a kvili vété E] @ kazdy takovy faktor pokryva
CTdr % D41 7 téchto ditvodi nemusi G rozkladat £(1), ale miize byt mensi.

Implementacné je GREESS nenaroc¢ny, podobné jako GRECOND neni prilis
naro¢ny na operacni pamét (opét se nepocita cely konceptudlni svaz). Za zminku
stoji jen to, ze funkce COMPUTEINTERVALS trva témér polovinu béhu celého
algoritmu a také to, ze stejné jako predchozi algoritmy, je GREESS velmi zavisly
na rychlosti implementace Sipkovych operatori ', které se v algoritmu hojné
pouzivaji.
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Algoritmus 6 COMPUTEINTERVALS
Input: Binarni matice 1
Output: Mnozina G C B(E(I))
: E+ &)
U« {(i,5)|€; = 1}
G+ 0
while U # () do
D+ 0
s+ 0
while exists j ¢ D with |((D U {j})te)Trdr x (DU {j})+ete)y i nU| > s do
vyber j které maximalizuje |((D U {j})*¢)T4 x (DU {j})tete)uTrn U
D« (DU{j})+Te
C <« (DU{j})e
G+ Gu(C,D)
U«—U \ Ctidr x plitr
return ¢

— =
N = O ©

5 Asso

Algoritmus Asso [18] je prvnim vybranym algoritmem, ktery nemusi produkovat
presny rozklad matice. Avsak vysledek 1ze vyrazné ovlivnit nastavenim vstupnich
parametri. Je navrzen pro Discrete basis problém (DBP), snazi se minimalizovat
chybu rozkladu pti pevné daném prostrednim rozmeéru rozkladu k.

Problém 2 (Discrete basis problém). Pro danou bindrni matici I dimenze nxm
a kladné celé ¢islo k < min(n,m) nalézt bindrni matice S dimenze n X k a B
dimenze k x m, které minimalizuji:

[I—SoBl=) > |li—(SoB)y

i=1j=1

Véta 12
DBP je NP-tézZky problém a rozhodovaci verze DBP je NP-uplny problém.

Dikaz
Redukei SBP. ]

ASsO je zalozeno na asociacich mezi sloupci matice. Mira jistoty asociace
mezi sloupci ¢ a 7 v matici [ je definovana jako pri ziskavani asociacnich pravidel
z dat 1] nasledovné:

(i1 )

(L, 1 4)
kde (-,-) znadi skaldrni soucin vektorii. Asociace mezi sloupci i a j je 7-silnd,
jestlize c(i = j) > 7.

V algoritmu se nejprve buduje asociacni matice A, ve které radek A; ob-
sahuje jednicky ve sloupcich j, pro které plati: ¢(i = j) > 7 . Radky asociaéni
matice A jsou kandidati na radky matice B. 7 je vstupni parametr algoritmu,

(i =j) =
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Algoritmus 7 ASso
Input: Bindrni matice I, k € N, k < min{n, m} prdh 7 € [0, 1] vahy wt, w™
Output: Matice B € {0,1}F*™ a S € {0,1}*F

1. A« omxm
2: fori=1,...,m do
3 for each j : c(i = j) > 7 do
4: Aij =1
)
6
7

. B« OFxm
. S Ok
cforl=1,....kdo

8: (A ,8) < maxy, seqoa}nxt cover((jf ) , (S s) I wt,wo)

v (5]

0. S« (S s)

11: return B, S

©

urc¢uje minimalni miru jistoty mezi sloupci. Vybira se ten radek asocia¢ni matice
A, ktery maximalizuje funkci cover:

cover(B, 8, 1,w",w™) = w'{(i,j) : Iy = 1,(S 0 B);; = 1}
—w” |{(4,7) : L;j = 0,(S 0 B)y; = 1}

V [18] je tento vybér popsdn jen vagné, presny zpusob vybéru musel byt
zjistén az z implementace autora. Pii vypoctu maxima funkce cover (fadek 8)
dochazi zaroven k vypoctu sloupcového vektoru s. Pro kazdy radek vstupni ma-
tice I je zvlast vypoctena funkce cover a s; = 1 p.k. cover > 0 pro rddek I; .

5.1 VlIiv parametra

Na rozdil od predchozich algoritmu vyzaduje algoritmus ASSO vstupni paramet-
ry, kterymi lze ovlivnit vlastnosti vysledného rozkladu. V nésledujicich podkapi-
tolach je popsano, jak parametry ovliviiuji vysledek.

5.1.1 Prostfedni rozmér k

Parametr k& udava maximélni prostredni rozmér vysledného rozkladu. Muze se
stat, ze ASSO vypocita rozklad s nizsim prostfednim rozmérem, nez je k. Pri
testovani se napriklad stalo, Ze algoritmus vypocital rozklad s poloviénim pro-
sttednim rozmérem nez k. Formalné vsak algoritmus vzdy dané k dodrzi, do
rozkladu pridava prazdné faktory. Ty muzeme z vysledku vyradit.
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5.1.2 Prah 7

Funkce parametru 7 je ziejmé, urcuje, jak bude vypadat asocia¢ni matice A.
Avsak vliv parametru 7 na vysledny rozklad mi zrejmy nepripadal. Provedl jsem
proto testy nad ndhodnymi maticemi s dimenzemi 256 x 128 s rtiznymi husto-
tami. Vysledky test jsou znézornény v grafech na obrazcich a8l Z grafu
muzeme pozorovat naptiklad to, ze 7 = 0.1 produkuje velmi malé rozklady,
ale s pomérné velkou chybou. Ale 7 = 0.9 dava velké rozklady a pfitom chyba
neni nejmensi. Hodnoty 7 okolo 0.8 produkuji ,,vyvazené“ rozklady s ohledem na
velikost a chybu. K obrazku [f je tfeba zduraznit to, Ze osa y je v procentech
prekrytych nul, a Ze nul s rostouci hustotou ubyva. Z obrazku |8 soudim, ze veli-
kost vysledného rozkladu primo zavisi na parametru 7. Vsechny algoritmy byly
poustény s parametrem k = 32, coz je i prostfedni rozmér matic pri generovani.

Viz kapitola [I1.1]
VsSechny hodnoty jsou ziskdny primérem z 1000 matic pro kazdé procento
hustoty a s parametry wt = 1 aw~ = 1 tak, Ze nejprve byly vygeneroviny

matice s danou hustotou a poté na nich byly spustény algoritmy s rozdilnym
parametrem 7. Procento chyby znac¢i procento odlisnych pozic ve vynasobeném
rozkladu oproti ptivodni matici.

5.1.3 Vahy wt, w™

Parametry w" a w™ slouzi k nastaveni vah funkce cover. w™ urcuje bonifikaci
pokryti a w™ penalizuje prekryti. Pfed implementaci jsem se domnival, Ze napri-
klad desetindsobné zvySeni w™ oproti w* desetkrdt snizi pocet prekryti, ale neni
tomu tak. Pocet prekryti je sice nizsi, ale ne desetinasobné.

Hlavni roli hraje pomér mezi w* a w™, ASSO vypocitd shodny rozklad s pa-
rametry wt = 1,w™ = 10 jako s parametry w* = 10,w™ = 100. Je tedy mozné
jeden z parametri zafixovat na 1 a udavat pouze druhy parametr vétsi nez 0 a
tim urcovat pomer.

5.2 Implementace

Nejkritictéjsi casti implementace bylo zjisténi, jak vlastné funguje funkce cover
a jak se ziskava vektor s na 8. radku algoritmu. Ve ¢lanku neni tento vypocet
témeér viibec popsan a nez jsem jej naimplementoval spravné, prosel jsem nékolika
nespravnymi verzemi, které také ,néjak fungovaly“. Velkou vyhodou algoritmu
ASSO je jeho rychlost a paméfova nenarocnost, ktera znacné ulehéila odladéni
implementace.
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6 PaNDa

Algoritmus PANDA [17] je dalsim algoritmem, ktery nemusi produkovat presny
rozklad matice. Nazev je zkratkou za Patterns in Noisy Datasets. 7 nazvu je
ziejmé, ze se algoritmus snazi potlacit urcitou miru binarnitho sSumu v matici.
Primarné je navrhnut pro feseni Top-k pattern discovery problému a pro jeho
vysvétleni je potfeba nadefinovat nékolik pojmi.

Definice 19
Vzorem (pattern) P v matici D je dvojice P = (Py, Pr), kde Py je mnozina
atributii a Pr je mnozina objekti.

Definice 20

Mnozina II vzori matice D dimenze n X m je vzorovym modelem matice D
jestlize

D = \/ (char(Pr) - char(P)") & N
Pell

kde funkce char(-) znaci charakteristicky vektor mnozin a @ znaéi operaci XOR
po slozkédch a N je matice dimenze n x m, kterd modeluje bindrni Sum, tedy
nahodné prohozeni jednic¢ek a nul.

Problém 3 (Top-k pattern discovery problém). Pro bindrni matici D dimenze
n X m a celé ¢islo k naleznout mnoZinu vzord Il takovou, aby |II| < k a aby I1
byla vzorovym modelem D a minimalizovala cenu:

Y(IL, D) = Y vp(Pr, Pr) + yn(N)

Pell

kde vp(z,y) = || + |y| a yw(2) = ||2||r. Kde || - ||F znaci Frobeniovu normu,
tedy v bindrnim pripadé pocet jednicek v matici.

Algoritmus 8 PANDA
Input: Bindrni matice C, k € N, k < min{n, m}
Output: Mnozina vzoru II

1: [T« 0

2: DR «~ D

3: for iter + 1,...,k do

4: C, E +FIND-CORE(Dg, I1, D)
C*t + EXTEND-CORE(C, E, 11, D)
if v(II, D) < v(ITU C*, D) then

break

I+ ITuCt
9. Dgr(i,j) « 0 Vi,jtz. CF(i)=1AC{(j) =1

10: return II
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Prostor Teseni problému [3| je obrovsky — pro matici dimenze n x m existuje
2.2 kandidat na vzory. PANDA tento prostor redukuje pomoci dvou heuristik.
Prvni rozklada problém nalezeni vzoru na dva jednodussi problémy: na nalezeni
jadra vzoru [11] a jeho rozsiteni. Druha setadi atributy a prochézi je v daném
poradi bez backtrackingu namisto toho, aby se testovalo vSech 2™ kombinaci.

Na druhém radku algoritmu se zkopiruje ptivodni matice do matice Dg, ktera
slouzi k evidenci, jaka ¢ast matice jiz byla pokryta. Na radcich 3-9 probihé hlavni
cyklus, ktery kon¢i po nalezeni k vzoru nebo jestlize pfidanim C* do vysledku
dojde ke zhorseni (faddek 6 a 7). Na fadcich 4 a 5 je provddéna prvni heuristika.
Nejprve je nalezeno jadro vzoru pomoci procedury FIND-CORE a to je poté
rozsiteno procedurou EXTEND-CORE. Vybrany vzor je pridan do vysledku (fadek
8) a poté jsou v matici Dr vynulovany pokryté jednicky (fadek 9). Procedura

Algoritmus 9 FIND-CORE
Input: Binarni matice Dg, D, mnozina vzoru II

Output: E,.C
1: B« 0
2. S ={s1,...,5m} < SORT-ITEMS-IN-DB(Dp)
3: C «+ <CT = ON,C[ = 0M>
4: C[<81> +—1
5. Cp(i) < 1 Vi t.z. Dg(i,s) =1
6: for each h < 2,..., M do
7 C*+ C
8: C}‘(sh) +—1
9: Cikw +— 0V t.z DR(i, Sh) =0

10: if y(ITuC*, D) < ~(ITUC, D) then
11: C<+Cr

12: else

13: E.append(sy,)

14: return C, FE

FIND-CORE vyuziva druhou heuristiku. Na radku 2 dochazi k setfazeni atributii.
V pseudokdédu neni uvedeno, jak atributy seradit. Podrobnosti o fazeni a jeho vliv
na vysledek naleznete v [29]. V implementaci jsem volil fazeni podle frekvence
vyskytu, ktera se mi jevila jako nejjasnéjsi a dle ¢lanku podava dobré vysledky
a je rychla.

Na 3. radku se vytvari prazdny kandidat C', do kterého se prida atribut s,
ktery je po sefazeni prvni. A pridaji se ty objekty majici atribut s;. V cyklu na
radcich 6-13 jsou postupné testovany zbylé atributy. Pokud pridanim atributu
sy do kandidata a odebranim objekti, které atribut s, nemaji dojde ke snizeni
funkce v, je dany atribut vybran. Pokud ke zlepSeni nedojde, ptrida se atribut sy,
do fronty F, ktera se vyuziva v procedure EXTEND-CORE.

Hlavni cyklus procedury EXTEND-CORE probiha pres vsechny atributy e
z fronty E, ktera vznikla na 14. radku procedury FIND-CORE. Na radcich 5-8 se
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Algoritmus 10 EXTEND-CORE
Input: Binarni matice D, mnozina vzoru II, C, E

Output: C
1: while F # () do
2: e < E.pop()
3 C*+C
4: C’}k(e) +—1
5: if y(ITU C*,D) <~(ITUC, D) then
6: C <+ Cr
7 forie {1,...,N} t.z. C}(i) = 0 do
8 cr«+C
9. Ci(i) « 1
10: if y(ITuC*,D) <~(ITUC, D) then
11: C+C

12: return C

zkousi, zda ptridanim atributu e do C' nedojde ke snizeni v. Pokud ano, ptida se
atribut e do C. Poté nasleduje podobné testovani pro objekty, které jesté nejsou
zahrnuty v C. Dojde-li ke snizeni ~, prida se dany objekt do C.

Vysledny rozklad matice je z II zkonstruovan obdobné jako v pripadé FCA
algoritmi z mnoziny formalnich konceptt.

6.1 Implementace

Implementace algoritmu PANDA byla primocara. Pseudokédy neobsahuji zadné
nejasné ¢asti. Algoritmus je pomérné rychly a nema vysokou pamétovou naroc-
nost. V algoritmu je ¢asto volana funkce v, prevazné v procedure EXTEND-CORE
v pripadech, kdy ma matice mnoho tadki. Efektivnost funkce v znacné ovliv-
nuje celkovou rychlost algoritmu. Pro fazeni atributii dle frekvence jsem pouzil
algoritmus Quicksort, konkrétné gsort |26] z GNU libc.
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7 Hyper

Algoritmus HYPER [29] produkuje presny rozklad matice, nesnazi se vsak mini-
malizovat prostfedni rozmér k jako napriklad FCA algoritmy. Obdélnik v matici
plny jednicek se nazyva hyperobdélnik a je definovan podobné jako vzor u algo-
ritmu PANDA nebo dlazdice u TILINGu.

Definice 21

Hyperobdélnik v matici DB je kartézsky soucin mnoziny objektd 7" a mno-
ziny atributt I matice DB. Tedy H =T x I = {(i,j)|i€ T aje I}

Méjme mnozinu hyperobdélniki CDB = {Hy,..., H,}, mnozina bunék ma-
tice DB, které pokryvda C' DB se znaci CDB¢ a je rovna ! H;

Cena hyperobdélniku H = T x I se znadi cost(H) a je definovana jako soucet
velikosti mnozin T a I, tedy cost(H) = |T| + |I|.

Definice 22
Je-li matice DB podmnozinou C'D B¢, pak se C'DB nazyva pokrytim ¢i su-

marizaci matice DB. Cenu pokryti ziskdme souctem cen dil¢ich hyperobdélniki.
cost(CDB) =" cost(H;) = Y0 |Ts| + | L]

Algoritmus HYPER se snazi nalézt sumarizaci C'DB matice DB bez prekryti
nul, kterd ma nejmensi cenu cost(C'DB). Na vstup dostéava matici DB a mnozinu
C, ={T(L;) xI; : I, € F, UZ} kde T'(-) znaci vSechny objekty majici vSechny
atributy z I; (tedy totéz co FCA Sipkovy operator V), Z je mnoZina vSech atributt
a F, je takzvana frequent itemset, coz je mnozina vSech I C 7, které ma alespon
« - n objektl, kde n je pocet radkt matice DB.

Algoritmus 11 HYPER
Input: Binarni matice DB, C_
Output: Pokryti matice CDB

1: R« 0

2: CDB + 0

3: while R # DB do

for each H; € C, do
X, < FINDHYPER(H;, R)

4
5
6: H' < argminy, v(X;)
7. CDB <« CDBU{H'}
8 R+ RUH'
9: return CDB

Kostra algoritmu je jednoducha. Dokud se nepokryje cela matice DB, zavola
se pro vsechny H; z C, procedura FINDHYPER (fadky 4-6) a vybere se to H’
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(fadek 6), které ma nejmensi cenu dle funkce 7, jez je definovana:

T[]+ [{]
Hy=_"“—!"71
") = R

tedy pomér ceny hyperobdélniku a poctu nové pokrytych jednicek. Na radku 7
je vybrané H' priddno k budoucimu pokryti C DB a na tadku 8 se aktualizuje
pomocné matice R, do které se uklada jiz pokryta cast.

Hlavni ¢ast algoritmu se odehrava v proceduie FINDHYPER, kde se hyperob-
délnik H rozdéli na jednoobjektové podobdélniky a pro ty je zvlast spocitano,
kolik pokryvaji dosud nepokrytych jednic¢ek v matici DB (fadky 1-3). Poté jsou
podle vysledku sefazeny (fadek 3) a prvni je pridan vysledku H’. V cyklu na
radcich 5-10 jsou postupné podobdélniky prochazeny a zkouma se, zda prida-
nim nového podobdélniku S vzroste hodnota funkce « ¢i nikoliv. Pokud vzroste,
cyklus se prerusi a procedura vrati H'. Pokud ne, ptida se S do H'. Procedura
diky ptidani prvniho podobdélniku (fadek 4) vzdy vrati néjakou ¢ast ptuvodniho
H.

Algoritmus 12 FINDHYPER
Input: H =T([;) x I, R
Output: H' =T, x I;,T; CT(1;)

1: for each S = {t;} x [; C H do

2 spocitej pocet nepokrytych prvka DB v §,|S \ R|
3: sefad S podle |S\ R| uloz jej do U

4: H' < U.pop()

5. while U # () do

6 S < U.pop()

7 if pfiddnim S do H' zvysime v(H') then

8 break

9: else

10: H «+HUS

11: return H’

7.1 Parametr o

Parametr o vyrazné omezuje velikost mnoziny F, a tedy i mnoziny C, a tim
i ovliviuje pamétfovou narocnost algoritmu a rychlost. Ma vsak velky vliv na
kvalitu rozkladu.

Na obréazcich [J a [I(] je znédzornéna velikost F, v zavislosti na o pro matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 20 a 30 %. Je vidét, ze velikost F,, s rostoucim o
znacné klesa.

7 vysledki vyplyva, ze algoritmus s nizSim parametrem « produkuje rozklady,
které maji vétsinou veétsi prvni faktory nez rozklady s vyssim parametrem o.
Avsak nizsi a kupodivu priamérné produkuje rozklad na vice faktori nez vyssi a.
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20 % v zdvislosti na parametru « 30 % v zédvislosti na parametru «

To je dano tim, ze jednicky u objektu, které nemaji vSechny atributy z prvnich
faktorti, po pridani velkych faktori pokryvaji pouze jednoatributové faktory,
které jsou pridavany prevazné v zavéru dekompozice. Celkové algoritmus HYPER
ma tendenci rozkladat matici na faktory, které maji mélo atributt a ¢asto dochézi
k velkym rozkladtm, kde jsou faktory jednoatributové.

Na obrézku [11]je zobrazeno prvnich 5 faktort z rozkladu algoritmem HYPER,
kde lze pozorovat vliv parametru a. Byla pouzita matice dimenze 256 x 128
s hustotou 26 %, zobrazeny jsou pouze vytezy. Vysvétleni zobrazeni je v kapitole
Ol

7.2 Implementace

Implementace algoritmu HYPER skytala podobné problémy jako implementace
algoritmu GRECON. Rychlost algoritmu znacné ovliviiuje volba algoritmu pro
vypocet F,. Autori v ¢lanku zminuji, ze predpokladaji pouziti znaAmého APRIORI
algoritmu, ktery v béhu mé implementace zabral podstatnou ¢ast ¢asu. Nahradil
jsem jej algoritmem FCbO, jehoz implementace [6] umoziiuje pouzit parametr a.
Néhrada je mozna, protoze i autori algoritmu uvadi, ze pri pouziti uzavienych
frequent itemseti dosahuje algoritmus HYPER lepsich vysledki.

Pamétova narocnost je ovlivnéna parametrem «. Pti pouziti a > 0 bude vzdy
nizsi nez u algoritmu GRECON, tim je umoznéno pouzit HYPER i pro matice
s vyssi hustotou. I presto prakticka pouzitelnost pro o = 0.1 koncila u matic
dimenze 256 x 128 s hustotou okolo 35 %.

Za zminku jesté stoji to, ze se velmi casto vola Tadici algoritmus. V kazdé
iteraci hlavniho cyklu se Tadici algoritmus vola pro kazdy hyperobdélnik H; a
musi seradit vsechny jeho jednoobjektové podobdélniky. Tedy i volba radiciho
algoritmu ma velky vliv na celkovou rychlost algoritmu.
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Obrazek 11: Pokryti prvnich 5 faktorti algoritmu HYPER dle parametru o
8 Tiling

Poslednim vybranym algoritmem je TILING, coz je upravenad verze algoritmu
LTM(Large Tile Mining) [9] pro rozklad bindrni matice. Ndzev TILING je spiSe
pracovni nazev, ktery se vsak ujal, a proto jej budu pouzivat.

8.1 Algoritmus LTM

Pro popis algoritmu LTM je potieba nadefinovat zakladni pojmy, které jsou
v ¢lanku [9] pouzity. Po jejich definicich nasleduje samotny popis algoritmu.

Definice 23

Méjme mnozinu atributt /. Radek ¢ bindrni matice D pokryva I, jestlize
I C D; . Pokryti mnoziny I znacime cover(l, D) a je sloZeno ze vsech indexu
radku, které pokryvaji I. Dale definujeme supp(Il, D) = |cover(I,D)|. Je-li D
ziejmé z kontextu, je mozné jej vynechat.

Definice 24
Pro mnozinu atributii  a binarni matici D dlazdici prislusnou k I definujeme
jako
7(I,D) ={(i,j)|i € cover(I,D),j € I}
Je-li D zfejmé z kontextu, lze psat pouze 7(I). Obsah dlazdice 7(I) je roven jeji
velikosti, tedy
area(t(I,D)) = |7(I)| = |I| - |cover(I, D)|
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Definice 25
Dlazdice 7(I, D) se nazyva maximdlni, jestlize neexistuje I” takové, ze I C
I' a cover(I, D) = cover(I', D).

Problém 4 (Large Tile Mining). Pro bindrni matici D a prih o nalézt vsechny
dlazdice v D, pro které plati area(t(I, D)) > 0.

Large Tile Mining problém Yesi algoritmus LTM, ktery se vold s I = ().

Algoritmus 13 LTM
Input: Matice D, prah o, 1
Output: 7[I|(D,o)
1: T[I] +— 0
2: PRUNE(D, 0, 1)
3: for each i vyskytujici se v D do
if |cover({i})|(|I| + 1) > o then
T« TIuT(IuU{i})
D'+
for each j vyskytujicise v D t.z. j > ¢ do
C <« cover({i}) Ncover({j})
D'« D'U(j5,0)
1 T(I] < T[I] U LTM(D?, o)
11: return 7 [I|(D,0)

@

Na pocatku se vola procedura PRUNE, ktera slouzi k protezani ,slepych vétvi®
algoritmu. Zjistuje, zda dlazdice muze viubec dosahnout prahu ¢ a pokud ne, tak
odebere atributy a objekty, které se nebudou podilet na rozsiteni dlazdice. Tato
procedura bude vysvétlena pozdéji.

Na tadcich 3-10 je hlavni cyklus algoritmu, ktery probéhne pro vSechny atri-
buty ¢, které ma alespon jeden objekt. Na fadcich 4-5 se kontroluje, zda pridanim
© do mnoziny atributi I dostaneme dlazdici s vétsim obsahem nez je o. Pripadné
se prida do vysledku.

Na fadcich 6-9 se buduje novd matice D?, pro kterou se poté rekurzivné zavold
algoritmus LTM. Zde se vyuziva faktu, ze vSechny velké dlazdice obsahujici
atribut 4, ale neobsahujici zadny atribut mensi nez ¢ mohou byt nalezeny
v i-podminiujici matici D?. Ta obsahuje ty faddky D, které obsahuji i, ale byly
z nich odstranény vsechny atributy mensi nez 7.

Procedura PRUNE nejprve pro kazdy vyskytujici se atribut spocita horni
odhad UBjyy;. Pro jeho vypocet se nejprve spocita, kolik radkii soucasné I-
podminujici matice obsahujicich ¢ ma velikost alespon ¢ pro vSsechna mozna .
Tento pocet se znaci supps,(i, D'). Pak je horn{ odhad velikosti nejvétsi mozné
dlazdice obsahujici I U {i} dén UBjuy = maz{(|I]| + €) - supps¢(i, D') | €
{1,2,...}}. Je-li horni odhad mensi nez dané o, pak vime, Ze i nebude soucésti
mnoziny atributi, jejiz dlazdice je vétsi nez o.
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Algoritmus 14 PRUNE
Input: Matice D, prah o,

1: repeat

2: for each 7 vyskytujici se v D do

3 if UBjyugy < o then

4 Odeber i z D

5: for each tid € cover({i}) do
6: if size(tid) < MLy then
7.
8

Odeber tid z cover({i})

: until doslo ke zméné

V cyklu na radcich 5-7 procedura testuje, zda nemtuize odebrat nékteré radky
z matice. Poc¢ita se minimalni velikost fadku obsahujiciho 7, ktery jesté mize
vytvorit dlazdici o velikosti alesponl o. Tato velikost je ML,y = min{l|{ -
supp>(i, DT) > o}. Obsahuje-li néktery Fddek méné jednicek nez M Ly, mize
byt odebran.

8.2 Uprava LTM pro rozklad binarnich matic

LTM algoritmus lze upravit tak, aby zohlednoval jiz pokrytou ¢ast a vracel dlaz-
dice, které nove pokryvaji pocet jednicek veétsi nez o. Z vysledku upraveného
algoritmu se vybere dlazdice, jez pokryva nejvice jednicek. To se opakuje, dokud
nedojde k pokryti vSech jednicek podobné jako u algoritmu GRECON.

Prvni tprava je na tadku 4 algoritmu LTM, kde se pri pocitani velikosti
dlazdice musi odecist jiz pokryta ¢ast dané dlazdice. Druhou tpravou je zména
pocitani horniho odhadu velikosti dlazdice v proceduie PRUNE. Musi se pocitat
dalsi horni odhad, ktery bere v tivahu jiz pokrytou ¢ast matice. Nakonec se bere
jejich minimum: UB7,¢y = min{U Brugiy, Xjecover((iy) $62€7(J) 1, kde size™(j) je
pocet nepokrytych jednicek na fadku D; .

8.3 Vykon a kvalita rozkladu

Jelikoz se do rozkladu prida vzdy jen jedna dlazdice, je vhodné L'TM algoritmus
jesté vylepsit tak, aby si pamatoval pouze dosud nejvétsi dlazdici a také upravoval
prah o na jeji velikost. Tim se zajisti i vétsi i¢innost procedury PRUNE a také
mensi pamétova narocnost. I pres tuto ipravu je algoritmus TILING velmi pomaly
a pro vétsi vstupy prakticky nepouzitelny.

Zajimavym faktem je to, ze pojem maximalni dlazdice splyva s pojmem for-
malni koncept. Algoritmus TILING v kazdé iteraci prida dlazdici, ktera pokryva
nejvice jednicek. Je tedy principidlné shodny s algoritmem GRECON. Shodnost
vysledktl jsem experimentalné ovéril na maticich velikosti 32 x 32. Ve vétsiné pri-
padt algoritmy vratily stejny vysledek, ale neshodovaly se ve vSech pripadech.
Je to tim, Ze neni zarucené stejné poradi prochdzenych konceptu (dlazdic), tudiz
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muze dochézet k rozdilim tam, kde existuji dva koncepty (dlazdice) se shodnym
pokrytim.

Vzhledem k tomu, Ze jsou vysledky algoritmu TILING témér shodné s algo-
ritmem GRECON a ze GRECON je vyrazné rychlejsi, neni algoritmus TILING
zahrnut do porovndni v kapitolach [I2] a [L1}
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Obrazek 12: Matice dimenze 256 x 128 Obrazek 13: Matice dimenze 256 x 128
s hustotou 10 % zobrazena do obrazku s hustotou 25 % zobrazena do obrazku

Cast II
Porovnani algoritmu

9 Vizualizace faktoru v matici

ProhliZeni velkych binarnich matic v textové podobné neni pro ¢lovéka prehledné.
Pro snazsi orientaci v datech a vizualizaci faktori je vhodné zobrazovat binarni
matici do obrazku tak, ze kazdy pixel obrazku reprezentuje jednu pozici v matici.
Tedy matice I dimenze n x m bude reprezentovana obrazkem s rozméry n x m
a jestlize I;; = 1, pak obrazek na pozicich 4, j bude obsahovat ¢erny pixel. Toto
zobrazeni je na obrazcich [12] a [L3], na kterych maji matice hustotu 10 % a 25 %.

Uvedené zobrazeni slouzi jen k rychlému nahledu na data, ale i pres to v ném
muzeme pozorovat jisté vzory, které se opakuji.

9.1 Zobrazeni prvnich n faktort

Vétsina algoritmii rozkladu se snazi nejprve pridat faktory, které pokryvaji nej-
vice jednicek. Proto je vhodné zobrazit prvnich n faktort. Pro tento ucel se
mi jevi jako idedlni pouzit rozdilné barvy faktoriu. Na obrazcich a je
zobrazeno prvnich 5 faktort, které byly ziskany algoritmem ASSO s paramet-
ry 7 = 0.7,wt = 1,w™ = 1. Pro prvnich pét faktoru jsem zvolil barvy cCervena,
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Obrazek 14: Prvnich 5 faktort matice Obrazek 15: Prvnich 5 faktort matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 10 % dimenze 256 x 128 s hustotou 25 %

modré, zelend, 7lutd a fialova. Cernou barvou jsou jednicky pokryté jinymi fak-
tory.

Barevné zobrazeni pomahé odlisit jednotlivé faktory od sebe. Pro lepsi zob-
razeni prvnich n faktort je mozné permutovat radky a sloupce matice tak, aby
faktory tvorily viditelny obdélnik. Permutaci jsem udélal nésledovné: vsechny
radky a sloupce prvniho faktoru byly prerovnany do levého horniho rohu. Pro
dalsi faktory byly jejich dosud nepermutované radky a sloupce prerovnany ihned
za predchozi. Tim docilime toho, Ze dosud nepermutované radky a sloupce fak-
torii utvori obdélnik a ten bude sousedit s ostatnimi faktory jednim vrcholem. Vy-
sledek je na obrézcich [16] a [17], které vznikly permutaci fadkt a sloupct obrézku
a[I5] Pro interpretaci faktoru je poté potfeba dodat i pouzitou permutaci.

9.2 Zobrazeni prekryva faktorta

Predchozi zobrazeni dobre ukazuje velikost faktort, ale jelikoz ma kazdy pixel
pravé jednu barvu(nedochdzi k michani barev), nelze z tohoto zobrazeni vy¢ist,
jak moc se faktory prekryvaji. Pro zobrazeni, jak moc se faktory prekryvaji, jsem
zvolil azurovou barvu. Tedy azurovy pixel je pokryt alespon dvéma faktory z prv-
nich péti. Velké prekryvy faktori jsou typickym rysem nékterych algoritmi. Na
obrazcich [1§] a [19| jsou azurovou barvou vyobrazeny prekryvy faktorii z obrazkt
a[lTl

Pro celkovy prehled prekryvi faktort jsem pouzil teplotni mapu ve stupnich
sedi. Tedy zobrazeni, ve kterém je odstin pixelu zavisly na poctu faktort, jez
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Obrazek 16: Prvnich 5 faktor matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 10 % s per-
mutaci fadka a sloupct
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Obrazek 18: Prvnich 5 faktort matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 10 % s per-
mutaci rfadkt a sloupcti a se zobrazenim
prekryv.
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Obrazek 17: Prvnich 5 faktort matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 25 % s per-
mutaci fadka a sloupct

Obrazek 19: Prvnich 5 faktort matice
dimenze 256 x 128 s hustotou 25 % s per-
mutaci rfadkl a sloupct a se zobrazenim
prekryv.
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Obrazek 20: Teplotni mapa faktort Obrazek 21: Teplotni mapa faktort
matice 256 x 128 s hustotou 25 % zis- matice 256 x 128 s hustotou 25 % zis-
kanych algoritmem ASSO s parametry: kanych algoritmem ASSO s parametry:
T=07wr=1Lw =1. T=09,wr=1Lw =1.

jej prekryvaji. Pokud ma teplotni mapa slouzit k porovnani algoritmi, musi mit
stejné meéritko. Na obrazcich [20|a [21]jsou teplotni mapy faktorii matice ziskanych
pomoci algoritmu ASSO s parametry 7 = 0.7, w" = 1,w~ =1la7=09,w" =
1,w™ = 1. Lze pozorovat, ze u obrazku [20[ dochézi castéji k prekryvim.

9.3 Zobrazeni nepokryti a prekryti

Algoritmy Asso a PANDA nemusi pokryt celou matici a také muze dojit k pre-
kryti. To lze spocitat porovnanim ptvodni matice s nasobkem dil¢ich matic.
Samotny Ciselny tdaj, ke kolika nepokrytim a prekrytim doslo, k porovnani al-
goritmii staci. Jinou metodou porovnani miize byt zobrazeni nepokryti a prekryti
do obrazku tak, ze nepokryté jednicky odlisime ¢ervenou barvou a prekryté nuly
zelenou. Ukéazka je na obrazcich a [23] kde jsou porovnany algoritmy ASso
s parametry 7 = 0.9, w™ = 1,w™ = 1 a PANDA.

10 Sledované velic¢iny rozkladi

Pti srovnani vysledkii algoritmili jsem sledoval nékolik zakladnich veli¢in roz-
kladu. Jejich definice a vyznam je uveden v této kapitole.
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Obrazek 22: Nepokryti a prekryti ma-
tice 256 x 128 s hustotou 25 % algorit—
mem ASSO s parametry: 7 = 0.9, w™
lLbw™ =1.

Obrazek 23: Nepokryti a prekryti ma-
tice 256 x 128 s hustotou 25 % algorit-
mem PANDA.

10.1 Pocet faktoru

Pocet faktort je zédkladnim méritkem kvality rozkladu. Dle definice problému
se ma nalézt co nejmensi rozklad. Pri pramérovani vysledki vice rozkladu je
vhodné doplnit i smérodatnou odchylku, abychom védéli, jak jsou vysledky sta-
bilni. U nepfesnych algoritmi se musi musi brat v potaz i jaké chyby se algoritmy
pri daném poctu faktorti dopustily.

10.2 Chyba rozkladu

Celkovou chybou rozkladu rozumime pocet pozic, ve kterych se lisi piivodni ma-
tice a ndsobek matic vracenych algoritmy. Celkova chyba se zpravidla uvadi v pro-
centech.

Celkova chyba je soucet chyb prekryti a nepokryti. V pripadech, kdy klademe
vétsi daraz na prekryti nebo nepokryti, je vhodné chyby uvadét zvlast, jako
napriklad v tabulce [5

10.3 Pruabéh pokryti

Dalsi charakteristikou algoritmi je to, jak velké faktory jsou béhem vypoctu pti-
davany do rozkladu. To lze zobrazit grafem tak, ze se vyobrazi, kolik procent
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jednic¢ek bylo v dané iteraci algoritmu celkem pokryto. U algoritmii, které se mo-
hou dopustit nepokryti, lze z téchto grafti vycist, jaké procento jednicek ztustalo
nepokryto.

Prikladem jsou prubéhy uvedené na obrazcich [31]a[d5] U vysledkt s ndhodné

generovanymi maticemi bylo procento pokrytych jednic¢ek zprimérovano.

11 Nahodna data

Pro porovnani algoritmii nad nahodnymi daty bylo potieba vygenerovat matice
s riznymi hustotami. Dimenzi matic jsem zvolil 256 x 128, pti generovani byl
pouzit prostiedni rozmér dil¢ich matic 32. Pro kazdé procento hustoty bylo vy-
generovano 100 matic, nad kterymi byly spustény jednotlivé algoritmy. Dimenze
i pocet matic byly voleny kompromisné, aby byly testy casové zvladnutelné i
pomalejsimi algoritmy. Pro algoritmy GRECOND, GREESs, Asso a PANDA
by nebyl problém provadét experimenty na fadové vétsich maticich a ve vétsim
poctu, ale aby mohlo byt provedeno srovnani s algoritmy GRECON a HYPER
byla velikost i pocet zvolena takto.

Nahodné matice byly generovany zptisobem, ktery je uveden v nasledujici
podkapitole.

11.1 Generovani matic obsahujici faktory

Obycejné generovani nahodnych pozic jednicek v matici by sice umoznovalo abso-
lutni kontrolu nad hustotou generované matice, ale vysledné matice by prakticky
neobsahovala zadné faktory. Naopak, pokud chceme generovat matice s predem
ur¢enym poctem faktorti, neni jednoduché dosahnout predem stanovené hustoty.
Pro porovnani kvality rozkladu algoritmu je znalost poctu faktortt v matici vy-
hodou, proto jsem volil tento zptsob generovani.

Jednou z moznosti, jak matice s faktory generovat, je vyuziti faktu, ze faktory
tvori obdélniky v matici. Obdélniky miizeme generovat tak, Zze ndhodné urcime
pozici jednoho z vrcholi a také ndhodné uréime vysku a sitku obdélniku a na
vSechny souradnice obsazené v obdélniku umistime jednicky. Muze se stat, ze né-
ktery obdélnik bude podobdélnikem jiného a tim se zmensi chtény pocet faktort.
Tomu je mozné se vyhnout jednoduchou kontrolou.

PRIKLAD 7
Chceme-li, aby matice obsahovala 3 faktory, umistime do ni 3 ndhodné ob-
délniky plné jednicek.

0111 0000 1 0 00 1111
0111 0000 1 0 00 1111
0o00O0V[OOOO]|V]|]1TOOO]|=]1020020
0000 0011 1 000 1011
0000 0011 1 000 1011
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Metoda umistovani celistvych obdélnikti do matice sice generuje matici se
znamym poctem faktori, ale nejevi se jako obecné. Jelikoz generuje pouze celistvé
obdélniky, muze se stat, ze se nékteré algoritmy budou chovat odlisné.

Druhou moznosti je generovani dvou ndhodnych matic A a B s dimenzemi
nxk a kxm a ty nasledné vynasobit. Vyslednd matice I = AoB obsahuje pfedem
dany pocet faktori, ktery je roven spolecnému rozméru dil¢ich matic k. Vyhodou
je, ze je predem znamy jeden z rozkladt a také primocarejsi implementace.

Problémem je, jak volit hustoty dil¢ich matic tak, aby vysledkem byla ma-
tice s predem danou hustotou. Tento problém neni trivialni a je mu vénovana
nasledujici podkapitola.

11.2 Zavislost hustoty vysledné matice na hustotach dil-
¢ich matic
Néasobenim rtznych dvojic matic se stejnou hustotou miizeme dosahnout zcela

odlisnych hustot vysledné matice. Nasobek matic A, B s hustotami «, f miuze
mit nulovou hustotu, ale také stoprocentni.

PRIKLAD 8
Meéjme matice A, B s hustotami dens(A) = a = 25% a dens(B) = 8 = 75%:

000 1 D
000 1 1
A=|0001],B=
1111
0001 0000
000 1

Vyslednd matice I = Ao B ma hustotu dens(I) = 0%. Naopak matice se stejnymi
hustotami mohou vést k odlisnym vysledktim:

0000 0000
1001 ?i }é 0111
C=000 1|, D=|] ] | CeD=]0101
0010 0101 1111
0001 0101

dens(C o D) = 44 %. Pro prvni éast prikladu byl zvolen zamérné mezni ptipad,
aby vynikla nepredvidatelnost hustoty vysledku.

Abych zjistil, jak je zavisla hustota vysledné matice na hustotach dilcich
matic, provedl jsem experiment, ve kterém se generovaly dvé nahodné matice
s danou hustotou a vynasobily se. Primérnou hodnotu hustoty vysledné matice
z 1000 iteraci jsem zanesl do grafii. Na obrazcich [24] a 25| ma vyslednd matice
dimenzi 1000 x 1000 a spole¢ny rozmeér matic je 250 a 350. Na obréazcich [26] a
mé vysledna matice dimenzi 500 x 500 a spole¢ny rozmér matic je 75 a 150.
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Obrazek 24: Priimérna hustota vysledné Obrazek 25: Priimérna hustota vysledné
matice dimenze 1000 x 1000 v zavislosti na matice dimenze 1000 x 1000 v zavislosti na
hustoté dil¢ich matic s prostfednim rozmé- hustoté dil¢ich matic s prostfednim rozmé-
rem 250. rem 350.

7 grafii 1ze vycist, ze ¢im je spolecny rozmér vétsi, tim rychleji roste primérna
hodnota hustoty vysledné matice. Na prvni pohled se graf jevi jako symetricky,
avsak symetricky neni. Tedy nasobeni binarnich matic neni vzhledem k hustoté
dil¢ich matic a hustoté vysledné matice komutativni Pri podrobném zkoumani

vvvvvv

vvvvvv

L= AOB, dens(A) = a,dens( y=pal,= CoD, dens( ) = B,dens(D) =«

je Tadové v tisicindch procenta.

11.3 Pocet faktoru

Zékladnim méritkem kvality rozkladu je pocet faktort, které algoritmy nalezly.
V tabulce|l|jsou uvedeny prumérné pocty faktort a smérodatné odchylky pro ma-
tice do hustoty matic 30 %. Do tohoto procenta byly vSechny algoritmy schopné
vypocitat vysledky v ,inosném case“, hodnota byla hrani¢ni pro algoritmus
GRECON. Udaje pro zbylé algoritmy a vyss{ hustoty matic jsou v tabulce .

Z presnych algoritmi je na tom pro fidké matice nejlépe algoritmus GREESS,
ktery produkuje rozklady s nejmensim poctem faktori a také nizkou odchylkou,
avsak od hustoty 63 % podava lepsi vysledky GRECOND. Naopak nejhiife je na
tom algoritmus HYPER, jez produkuje velmi velké rozklady s velkou odchylkou.
Vzhledem k jeho nizké rychlosti je pro rozklady matic prakticky nepouzitelny.

7 algoritmi Asso a PANDA je na tom v prumeéru lépe PANDA, ale jeho od-
chylka je znacné vétsi nez odchylka algoritmu Asso. Dilezitd je i chyba rozkladu,
vysledky jsou v dalsi podkapitole.
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Obrazek 26: Primérna hustota vysledné
matice dimenze 500 x 500 v zavislosti na
hustoté dil¢ich matic s prostrednim rozmeé-
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Obrazek 27: Primérna hustota vysledné
matice dimenze 500 x 500 v zavislosti na
hustoté dil¢ich matic s prostrednim rozmeé-

rem 75. rem 150.
5% 10 % 15 % 20 % 25 % 30 %
GRECON 25.43 + 6.38 30.67 +4.13 32.77 +4.43 34.17 £ 6.59 33.60 & 8.15 34.72 + 9.66
GRECOND 25.34 +6.37 30.52 + 3.24 33.14 + 3.81 33.59 + 3.95 34.60 + 5.07 37.85 + 9.06
GREESS 24.63 £+ 6.85 29.83 + 3.30 31.35+1.75 32.46 + 2.76 32.80 +2.19 34.19 +5.41
Asso-5 25.5 + 7.68 29.56 +4.17 30.40 + 4.02 30.72 £+ 3.65 30.42 +4.15 29.21 £+ 5.30
Asso-7 26.13 & 7.65 29.61 + 4.03 30.76 + 2.70 31.55 +1.71 31.65 +1.47 32.00 +1.48
Asso-9 26.23 £ 7.67 29.77 + 3.98 30.98 + 2.35 31.66 & 1.27 31.79 & 1.00 32.00 +0.97
PANDA 17.32 £6.57 25.23 +6.19 28.15 +5.20 28.77 £ 5.04 28.99 + 5.59 28.29 £+ 5.22
PANDAG4 17.33 £6.60 26.13 £ 7.34 30.49 + 7.97 31.51 £ 7.56 32.11 &£ 7.96 30.95 + 7.82
HYPER-1 87.04 +36.62 112.13 + 40.96 149.42 + 53.69 134.94 +53.76  111.42 £+ 45.31 143.59 + 87.61
HYPER-2 80.39 4 42.96 92.48 + 33.67 107.89 + 28.09 128.92 + 31.76  150.27 £48.04 166.29 + 56.40
HYPER-4 78.20 4+ 45.51 90.75 + 35.03 102.87 + 30.34 111.46 + 21.42 116.15 £+ 17.69 120.01 £+ 21.31

Tabulka 1: Primérny pocet faktorti a smérodatné odchylky dle hustoty matic.

35% 40 % 60 % 70 % 80 % 90 %
GRECOND 38.90 £ 8.40 39.19 £6.81 53.43+£16.72 61.37£17.88 74.36 £14.17  82.39+6.14
GREESsS 34.30 £ 4.49 33.88 £3.57 50.88 £13.78 81.76 £16.32 112.03+11.36 97.52+6.17
Asso-5 28.95 £ 4.69 29.23 £5.21 15.44 £7.25 8.76 £ 5.14 4.76 £ 3.63 1.52 £1.00
Asso-7 32.00 £ 1.46 31.70 £ 1.09 29.79 +£ 3.79 20.8 £6.20 10.16 £4.82 2.33+1.51
Asso-9 32.00 £0.95 32.00 £ 0.00 32.00 £ 0.00 32.00 £ 0.00 31.98 £0.20 19.90 £ 4.42
PANDA 27.12+ 5.64 26.98 + 4.80 17.03 £6.91 12.63 £6.43 7.02£5.44 1.72 +£1.82
PANDAG4 28.42 £ 7.09 27.81 £5.92 17.04 +6.94 12.63 £ 6.43 7.02+5.44 1.72 £1.82
HYPER-2 158.82 +52.03  141.81 £ 48.57 - - - -
HYPER-4 125.10 £ 27.89  152.08 £ 23.22 - - - -

Tabulka 2: Primérny pocet faktorti a smérodatné odchylky dle hustoty matic.
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Obrézek 28: Primérné chyba rozkladu Obréazek 29: Smérodatna odchylka prii-
v zévislosti na hustoté matice. mérné chyby v zavislosti na hustoté.

11.4 Chyba rozkladu

V této podkapitole jsou uvazovany pouze algoritmy, které se dopousti chyby.
7 vysledku vyplyva, ze do hustoty 40 % se nejmensi chyby dopousti algoritmus
PANDA, dle smérodatné odchylky je chyba pomérné stabilni, a to i presto, ze
déva mensi rozklady. Hustoty mezi 40 % a 75 % nejlépe zvlad4 algoritmus Asso
s parametrem 7 = (0.7, pro hustsi matice podava lepsi vysledky jen ASSO s pa-
rametrem 7 = (0.9.

Zaujala mé podobnost vysledkl algoritmu PANDA pii pouziti £ = 32 a
k = 64. Lisi se jen velmi malo, algoritmus s parametrem k£ = 64 zridkakdy
prekrocil 32 faktord. Pii pouziti £ = 16 jsou vysledky odlisné.

Podrobné zachyceni chyby a smérodatné odchylky je na obréazcich 28 a [29]
Vysledky jsou opét ze 100 testi pro kazdé procento hustoty.

11.5 Pruabéh pokryti

Algoritmy zalozené na FCA maji prakticky totozné pribéhy. Pti podrobnéjsim
zkoumani lze pozorovat, ze u nizsich hustot GREESS vzdy pokryva vice nez
ostatni. Na poslednim grafu na obrazku [35] jiz lze pozorovat propad algoritmu
GREESS, ktery se okolo 40. faktoru dostava pod GRECOND.

V grafech lze dobre vidét vliv parametru 7 u algoritmu Asso. Algoritmus
PANDA se stabilné vyskytuje mezi algoritmem Asso s 7 =0.7 a7 =0.5.

Zajimavé prubéhy mé algoritmus HYPER, kde naptiklad na obrazku [31| mi-
zeme pozorovat, ze verze s a = (0.1 nejprve pridava vétsi faktory a je na tom
lépe nez verze s vyssim «, avSak od 70 % je prubéh pridavani prakticky linedrni
a nakonec verze s @ = 0.2 a a = 0.4 dosahnou mensiho rozkladu.
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Dataset Dimenze dens(I) | |B(X,Y,I)| | dens(E(I)) | Fo.1] | Fo.2]
adult 32561 x 149 | 10.0% 3784601 9.2% 6467 1392
dblp 6980 x 19 12.9% 2495 1.2% 16 4
DNA 4590 x 392 1.4 % 4483 0.09 % 2 1
flag 194 x 107 19.7 % 35717 9.1% 10355 4392
hayes 132 x 18 27.8% 382 26.5 % 64 22
chess 3196 x 76 48.7 % 930851 337 29.3 % 123243073 | 22808625
lenses 24 x 12 41.7% 130 31.3% 105 31
mushroom | 8124 x 119 19.3 % 238710 8.2% 4897 1203
nursery 12960 x 32 28.1% 183079 28.0 % 156 30
paleo 501 x 139 5.0% 10225 2.7% 13 1
plants 34781 x 70 12.4% | 5052567629 0.5% 360 4
post 90 x 25 32.0% 1503 30.4 % 441 137
Servo 167 x 19 21.0% 434 19.7% 25 11
shuttle 15 x 23 30.4 % 54 8.4 % 93 28
700 101 x 28 30.5 % 379 6.9% 192 102

Tabulka 3: Vybrané redlné datasety.

12 Realna data

Experimenty s redlnymi daty byly provadény s vybranymi datasety, které byly
prevazné ¢erpany z [28]. Dataset dblp byl ¢erpan z [5), DNA z [19], paleo z [21].
Puvodni data nebyla v binarni podobé, do binarnich jsem je transformoval kla-
sickym zpusobem. Vicehodnotovy atribut byl preveden na tolik binarnich atri-
butt, kolika hodnot mohl nabyvat. Jednicka je pak ptritomna pravé v jednom
novém atributu, ktery reprezentuje pritomnou hodnotu. Pro kazdy ciselny atri-
but byl dle charakteristiky hodnot zvolen pocet intervalli, pro které se vytvoril
novy binarni atribut a jednicka byla pridélena dle prislusnosti ptivodni hodnoty
v intervalu.

Zvolené datasety jsou uvedeny v tabulce 3] kde jsou uvedeny i jejich zakladni
vlastnosti. Zajimavé je, ze u zdanlivé podobnych datasetii se mohou rapidné
lisit odvozené udaje jako je hustota esencialni matice ¢i velikost F,. Napriklad
datasety adult a plants maji podobnou hustotu i pocet objektii, ale velikost
konceptualniho svazu méa plants mnohem vétsi. Dale esencidlni matice datasetu
adult je jen o trochu ridsi nez ptvodni matice, ale esencialni matice pro dataset
plants je témér prazdna.

12.1 Pocet faktoru

V tabulce [] jsou znazornény pocty faktori, které nalezly algoritmy pro vybrané
datasety. Ve vétsiné pripadi nalezl nejméné faktort algoritmus PANDA, zaji-
mavé vsak je to, ze u dataseti nursery a servo nalezl faktort nejvice. Maly pocet
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Dateset O &} @} < < < [ab s jas o
adult 184 191 171 | 159 | 142 | 136 142 | 318 | 218 | 178
dblp 22 22 19 15 15 15 11 24 19 19
DNA 508 | 511 | 372 89 128 | 217 11 391 | 391 | 391
flag 108 107 97 57 72 76 16 145 | 117 98
hayes 24 25 24 14 14 14 14 39 25 18
chess — 124 | 123 36 43 56 56 - - -
lenses 11 11 11 6 9 9 10 15 15 12
mushroom | 116 120 104 78 81 85 150 | 182 | 150 | 130
nursery 31 31 31 27 25 25 107 46 31 31
paleo 154 151 145 | 125 | 111 111 19 139 139 | 139
plants - 112 70 44 63 63 24 113 70 70
post 28 29 30 14 20 20 9 48 37 26
Servo 19 19 19 16 15 15 25 22 19 19
shuttle 16 17 13 13 15 14 2 22 21 23
Z00 29 30 25 13 15 21 6 38 35 30

Tabulka 4: Pocet nalezenych faktori s vyznacenymi maximy a minimy.

faktoru vsak zptisobuje vétsi chybu rozkladu, ktera je podrobnéji popsana v dalsi
podkapitole.

Algoritmy GRECON, GRECOND a GREESS podavaji podobné vysledky. Nej-
lépe je na tom GREESS, ktery az na dataset post vypocital nejmensi rozklady
z téchto tii algoritm.

Nejhorsi vysledky podavéa algoritmus HYPER s parametrem o = 0.1, velmi
podobné jsou na tom i varianty s a = 0.2 a a = 0.4, pritom vypocty téchto
algoritmu trvaly vétSinou nejvice casu.

Chybéjici hodnoty u datasetl chess a plants jsou zptisobeny obrovskym kon-
ceptudlnim svazem datasetti. Rozklad byl z ¢asovych divodi neproveditelny.

12.2 Chyba rozkladu

Algoritmy, které mohou produkovat nepresny rozklad, produkuji vétsinou vy-
razné mensi rozklady. Rozhodujici je, jaké chyby se pti tom dopusti. V tabulce
je v tomto poradi uveden pocet nepokrytych jednic¢ek, prekrytych nul a celkova
chyba rozkladu.

Nejvetsi chyby nepokryti se dopousti algoritmus PANDA, nejvice nul pre-
kryva algoritmus ASSO s parametrem 7 = 0.5, ten se také dopousti nejvetsi
celkové chyby.

Pri rozkladu binarnich matic pomoci algoritmii, které mohou produkovat ne-
presné rozklady, je dilezité rozhodnout, zda chceme rozklad na méné faktort
s potencialné vétsi chybou nebo nam nevadi vétsi rozklady a pozadujeme malou
chybu. Toto rozhodnuti zavisi na kvalité zdrojovych dat a na zamyslené aplikaci.
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Dateset Asso-5 ASSO-7 Ass0-9 PANDA

adult 22089 | 106466 | 2.65% | 2173 | 80526 | 1.70% 288 | 105882 | 2.19% | 31948 | 99787 | 2.72%

dblp 1264 | 5421 5.04% | 3143 378 2.65% | 3143 0 2.37T% | 7751 2287 | 7.57%

DNA 2393 | 12120 | 0.81% | 1404 | 10826 | 0.68 % 308 9450 | 0.54% | 17626 | 2564 1.12 %

flag 109 1752 | 897 % 41 893 4.50 % 2 857 4.14 % 801 694 7.20 %

hayes 37 224 10.98 % | 120 0 5.05 % 120 0 5.05 % 171 79 10.52 %
chess 1265 | 29865 | 12.82% | 994 23614 | 10.13% | 116 30693 | 12.68% | 1940 | 27616 | 12.17%
lenses 27 28 19.10 % 10 9 6.60 % 8 6 4.86 % 15 8 7.99 %

mushroom | 9840 | 92141 | 10.55% | 3634 | 66080 | 7.21% 204 58652 | 6.09% | 4467 | 46757 | 5.30%

nursery 5224 | 21552 | 6.46% | 14154 0 3.41% | 14154 0 3.41% 1878 9060 2.64 %

paleo 386 2141 3.63 % 359 406 1.10 % 408 3 0.59% | 2444 384 4.06 %

plants 25518 | 185430 | 8.66 % | 13855 | 124542 | 5.68 % | 1570 | 24858 | 1.09% | 55348 | 117820 | 7.11 %

post 18 346 16.18 % 31 79 4.89 % 13 9 0.98 % 95 241 14.93 %
Servo 7 49 1.76 % 79 3 2.58 % 79 0 2.49 % 134 73 6.52 %

shuttle 1 48 14.20 % 0 25 7.24 % 0 41 11.88 % 48 10 16.81 %
700 24 196 7.78 % 22 175 6.97 % 7 132 491 % 88 203 10.29 %

Tabulka 5: Pocet nepokrytych jednicek, prekrytych nul a celkova chyba rozkladu algoritmi.
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Obrazek 36: Pribéh pokryti algoritmi Obrazek 37: Pribéh pokryti algoritmi
na datasetu adult. na datasetu dblp.

12.3 Pruabéh pokryti

Na obrézcich jsou vyobrazeny pribéhy algoritmii na vsech vybranych data-
setech. Cislo u nazvu algoritmu znad¢f desetinnou hodnotu jeho atributu. HYPER-
1 znaci algoritmus HYPER s parametrem o = 0.1, ASSO-7 znaci algoritmus ASSO
s parametrem 7 = 0.7.

Nejvice mé zaujal priubéh algoritmu HYPER na datasetech adult (obr. ,
flag (obr. 39) a mushroom (obr. [43), kde je pozorovatelné plynulé priddvani fak-
tori, které se v urc¢itém okamziku vyrazné zméni. Konkrétné u datasetu adult
se velikost pridavaného faktoru plynule zmensuje, avsak okolo 130. faktoru na-
stane zvrat a zacnou se pridavat vyrazné vétsi faktory. Pri pohledu do vyslednych
dat algoritmus HYPER s parametrem o = 0.2 do 17. faktoru pridaval viceatri-
butové faktory. Od 18. faktoru do 130. byly pridavany pouze jednoatributové
faktory. Poté byl pridan viceatributovy faktor, ktery byl nasledovan nékolika
dalsimi jednoatributovymi faktory a poté, az na drobné vyjimky, byly pridany
dalsi viceatributové faktory.

Vyznamnym jevem je i to, ze algoritmy zalozené na FCA maji plynulé a
hladké krivky. To je zptisobeno vlastnosti jejich greedy pravidla vybéru dalsiho
faktoru, tedy to, ze nikdy nemuze byt vybran vétsi faktor, nez v predchozi iteraci.
Tuto vlastnost zbylé algoritmy nemaji.

Zaujaly meé i prubéhy rozkladt datasetu plants, u kterého algoritmy GREESS,
HYPER s parametrem a = 0.2 a HYPER s parametrem « = 0.4 vypocitaly prak-
ticky totozny rozklad. Rozdil byl pouze v poslednim faktoru, ktery mél GREESS
o jeden atribut vétsi. V grafu jsou kiivky téchto algoritmii nerozlisitelné.

12.4 Rozbor faktoru

Vyhodou redlnych dat je to, Ze na nich 1ze 1épe ukazat smysl rozkladu binarnich
matic a také to, ze faktory jsou lépe predstavitelné a pojmenovatelné. Pro roz-

55



100 S N S 100 - _ i
| | T /7 ]
% = % T —
80 80 2
x
3 70 Asso-5 g 2 / Ass0-5
é J — Asso-7 2 / — Asso-7
g 60 Ass0-9 5 | Ass0-9
5
é 50 / / —|GreCon § 50 // — GreCon
I3 f/ GreConD § / GreConD
g 40 — GreEss o 40 — GreEss
5 I/ Hyper-1 § Hyper-1
g 30 / — Hyper-2 g 30 — Hyper-2
. 20 / Hyper-4 20 Hyper-4
/ — Panda — Panda
10 10
0 0
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 0O 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
Pocet faktor( Pocet faktor(

4 o1 v , . o 4 . 01 v , . °
Obrazek 38: Pribéh pokryti algoritmi Obrazek 39: Pribéh pokryti algoritmi
na datasetu DNA. na datasetu flag.
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Obrazek 40: Prabéh pokryti algoritmi Obrazek 41: Priabéh pokryti algoritmi
na datasetu hayes. na datasetu chess.
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Obrazek 42: Prabéh pokryti algoritmi Obrazek 43: Prabéh pokryti algoritmi

na datasetu lenses. na datasetu mushroom.
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Obrazek 44: Pribéh pokryti algoritmi Obrazek 45: Pribéh pokryti algoritmi
na datasetu nursery. na datasetu paleo.
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Obrazek 46: Prabéh pokryti algoritmi Obrazek 47: Prabéh pokryti algoritmi
na datasetu plants. na datasetu post.
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. 3 N = ::! :}"‘;
I SEERAENS 1N )] _H;’: q}?

GreCon GreConD  GreEss Asso-5  Asso-7 Asso0-9 Panda Hyper-1  Hyper2  Hyper4

R SOSEEnR
"':-":.-u'.."_“__ T LILWE PRRELECNR: M|
o TR

A e

Obrazek 51: Vizualizace prvnich 5 faktor datasetu zoo s permutaci fadki a sloupcii.

bor faktort jsem si vybral dataset zoo, ktery ma prijatelnou velikost, pro jeho
nastudovani neni zapotiebi specidlnich znalosti a vysledné faktory jsou primo
predstavitelné.

Na obrazku [51] je vyobrazeno prvnich 5 faktorti, které vypocitaly jednotlivé
algoritmy. Pozorovatelné jsou rozdilné velikosti prvnich faktort a také to, ze na-
priklad algoritmus ASsO s parametrem 7 = 0.5 priradi kazdému objektu alespon
jeden z péti prvnich faktorii. Déle je vidét, jak algoritmus HYPER se stoupajicim
a dodéava faktory s méné atributy.

Tabulka 6] ukazuje podrobny rozbor prvnich 5 faktort datasetu zoo. V tabulce
jsou uvedeny vsechny atributy faktor a vybranych pét objektt tak, aby byly do-
statecné reprezentativni, pripadné, aby byla vyobrazena mozna chyba algoritm.
Chyba je zvyraznéna tucné. Zajimava chyba je napiiklad u prvniho faktoru al-
goritmu ASSO s parametrem 7 = 0.5, ktery mezi Ctyrnohé savce, predatory se
srsti, zaradil labuf.

Pti podrobném pohledu do tabulky miizeme pozorovat, ze nékteré faktory
prakticky splyvaji s taxonomickymi kategoriemi zvirat. Naptiklad druhy faktor
algoritmu GRECON jsou pravdépodobneé ptaci a treti faktor ryby. Hmyz mtzeme
nalézt ve ¢tvrtém faktoru algoritmu ASso s parametrem 7 = 0.5 a 7 = 0.7.

V tabulce miize byt matouci atribut kockovity, ktery jsem prelozil z anglického
catsize. Patrné je to obecnéjsi vyraz pro stavbu téla, protoze tento atribut ma
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tfeba i medvéd. Presny vyznam tohoto atributu se mi nepodarilo dohledat.

Na zavér porovnani zbyva ukazat teplotni mapu prekryva faktort, ktera je
zobrazena na obrazku [52] Nejvétsich prekryvi se dopousti algoritmus HYPER,
nasledovan algoritmem GRECOND. Suverénné nejmensich prekryvi se dopousti
algoritmus PANDA, kde je kazda pokryta jednicka pokryta pravé jednim fakto-
rem.
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Obréazek 52: Teplotni mapa datasetu zoo.
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GRECON GRECOND GREESS ASso-5 ASso-7 Ass0-9 PANDA HYPER-1 HYPER-2 HyPER-4
. srst, . mléko, srst,  mléko, o srst,  mléko, | srst, mléko,
srst, mléko, | predator, sub Ater vajicka, Jub Ater Jub Ater
srst, mléko, srst, mléko, | zuby, péatef, | zuby, pater, dyc}}:é 4p kon: srst, mléko, | predator, dyci’é 4pkon—7 dycig 4pkon—, mléko, zuby,
zuby, péter, zuby, pétef, | dych4, 4 | dyché, 4 kon- | .77 zuby, péater, | zuby, pater, | .7 . " o pater, dych4,
oY by, yena, e Cetiny, ocas 10 by, Cetiny, ocas Cetiny, ocas 4
dych4, 1. kat. dychd, 1. kat. koncetiny, 1. | cetiny, ocas, "l > | dych4, 1. kat. dychd, ocas, " ’ a0 » | 1. kat.
", kockovity, 1. o, kockovity, 1. | kockovity, 1.
kat. kockovity, 1. kockovity
Kat kat. kat. kat.
antilopa, antilopa, ge- | antilopa, ge- | medvéd, koza, | medvéd, koza, | antilopa, ge- Zz;ifga’ jes- koza, gepard, | koza, gepard, | antilopa, ge-
gepard, zirafa, | pard, zirafa, | pard, zirafa, | gorila, labut, | gorila, labut, | pard, zajic, trab ’ tchof tchot, jelen, | tchof, jelen, | pard, krecek,
sob, kalon sob, kalon sob, vlk vlk vlk bazant, krtek ’ T ovlk vlk tchor, veverka

veverka, vlk

peri, vajicka,
pater, dycha,

peri, vajicka,
pater, dycha,

peri, vajicka,
pater, dych4,

peri, vajicka,
1ét4, pater,
dyché, 2 kon-

peri, vajicka,
1ét4, pater,
dycha, 2 kon-

pater, ocas

srst, mléko, 4
koncetiny, 1.

peri, vajicka,
1ét4, pater,
dyché, 2 kon-

peri, vajicka,
pater, dycha,

predator, pa-

2 koncetiny, 2  koncetiny, | 2 koncetiny, | .” . U LU 2 koncetiny, | tef, ocas
ocas, 2. kat. ocas, 2. kat. ocas, 2. kat. Cetiny, ocas, | Cetiny, ocas, kat. cetiny,  ocas, ocas, 2. kat.

’ ’ ’ 2. kat. 2. kat. 2. kat. ’
kufe, racek, kure, ra- | kure, ra- | kufe, plame- | kufe, plame- antgopa, Kk ge antilopa, ge- | kure, plame- | kufe, plame- | okoun, ge-
bazant, cek, bazant, | cek, bazant, | nadk, moucha, | nak, moucha, It)jéﬁ;ik \fi pard, jelen, | nak, chaluha, | ndk, chaluha, | pard, delfin,
vrabec, sup vrabec, sup vrabec, sup chaluha, upir chaluha, upir ’ zajic, tulen bazant, sup bazant, sup stika, vlk

bec

vajicka, voda,

vajicka, voda,

vajicka, voda,

vajicka, voda,

vajicka, voda,

vajicka, voda,

e o fe o predétor, predéator, peri, 1ét4, ey .
zuby, pater, zuby,  péater, | zuby, pater, zuby, pétef, | zuby, pater, | patef, koko- | voda, 2 kon- zuby,  pater, | voda, priada:- . o
ploutve, 0 ploutve, 0 | ploutve, 0 s o ploutve, 0 | tor, pater, | vajicka, pater
© - o Y- ploutve, 0 | ploutve, 0 | vity Cetiny, 2. "
koncetin, koncetin, koncetin, Kkonéetin Koncetin Kat koncetin, ocas
ocas, 4. kat. ocas, 4. kat. ocas, 4. kat. ocas. 4 i{at ocas. 4 l;at ’ ocas, 4. kat.
, 4. . , 4. .
gls(t();rlll’n dled ?f;);?’ SIZZ_ (t)rkc())uur?’ sl(e)(sl’_ okoun, sumec, | okoun, sumec, | gepard, slon, | kufe, ho- | okoun, kapr, | okoun, os- Sli{c())i"u'srli" kali)g,
a2 .y P o .| delfin, pirana, | delfin, pirana, | Stika, ponik, | lub, jestfdb, | ostroun, stika, | troun, stika, p v
morsky konik, morisky konik, | morsky konik, g o S ” ) nik, tunak,
< L. . tulen tulen vlk tuénak, sup tunak lachtan, tunak
tunak tunak tunak ptakopysk

ter. dvchd mléko, pre- vajicka, voda, mléko. preds
pater, dycua, ) .| détor, pétef, | vajicka, 1ét4, | vajicka, 1ét4, | zuby, patef, | voda, ploutve, | voda, predé- » breda
4 koncetiny, predator, péa- L o S R S . . tor, zuby, pa- L1
. dycha, koc¢- | dycha, 6 kon- | dycha, 6 kon- | ploutve, 0 | 0 koncetin, 4. | tor, pater, . Ly srst, dycha
ocas, ter, ocas s o o . L ter, dychd, 1.
e kovity, 1. | Cetin, 6. kat. Cetin, 6. kat. koncetin, kat. dycha
kockovity kat.
kat. ocas, 4. kat.
antilopa, okoun, racek, | medvéd, ge- bl(?cha, vko— bh?cha, vko— okoun, . g okoun, kapr, | delfin, zadba, | medvéd, ge- antilopa,  ge-
- mar, veela, | maér, vCela, | troun, Stika, , ) v < pard, lev,
gepard, rys, mangusta, pard,  tchoft, . . Y p delfin, motsky | tucnak, tulen, | pard, lev,
« o . beruska, beruska, morsky konik, P 2 N ptakopysk,
tchor, vlk svinucha, sup kocka, vlk . . <. konik, tundk chaluha tchor, vlk
termit termit tundk vlk
. patet, dyd}a’ vaji¢ka, voda, | vajicka, pre- per, VaJ,ICk%’ vajicka, voda, | srst,  mléko, .
predétor, 4 konce- L ., , pater, dycha, . P vajicka, zuby, s
o . dyché, ocas predator, 7. | d&tor, 7. . predator, 7. | zuby, pater, . kockovity
pater, ocas tiny, ocas, 2 koncetiny, L pater
o kat. kat. kat. dych4, 1. kat.
kockovity ocas, 2. kat.
okoun, racek, antilopa, ge- | antilopa, pla- Skeble, . rak, skebl'e, cho- kufre, ho- | skeble, krab, | antilopa, ge- | okoun, kapr, | antilopa, ge-
) chobotnice botnice s s N s
mangusta, pard, rys, | mendk, rys, slimék ro’ - mof"sk”kom’k lub, jestfdb, | humr, rak, | pard, gorila, | Stika, trnucha, | pard, lev, sob,
svinucha, sup tchor, vlk puma, vrabec ’ p Y > | bazant, sup hvézdice sob, vlk tunak vik

cha

hatérie, cerv

Tabulka 6: Prvnich 5 faktortt datasetu zoo s vybranymi objekty.
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Diskuze

Tato kapitola obsahuje shrnuti vysledki a poznatki z této prace, doporuceni pro
nastaveni algoritmii.

Moznost pouziti algoritmti GRECON a HYPER je zavisla na velikosti kon-
ceptudlniho svazu, ktera s rostouci hustotou prudce roste. Pro matice di-
menze 256 x 128 praktickd pouzitelnost kon¢i okolo hustoty 30 %.

GRECON potfebuje vypocitat cely konceptualni svaz, to miize zpusobit
velké naroky na operacni pamét pocitace. Paméfovou narocnost lze sni-
zit uloZzenim svazu na disk, coz vyrazné zpomali algoritmus nebo 1ze kon-
ceptudlni svaz vypocitavat v kazdé iteraci a k tomu je zapotfebi mnoho
procesorového casu.

Primérny pocet povinnych konceptl klesa s rostouci hustotou matice.

Algoritmus GRECOND podava velmi podobné vysledky jako algoritmus
GRECON a pritom je radové rychlejsi a nendro¢ny na pamét.

Algoritmus GREESS pro matice do hustoty kolem 60 % vétsinou vypocita
nejmensi rozklad z algoritmt, které produkuji rozklad zdola. Pro hustoty
nad 60 % je na tom v pruméru lépe algoritmus GRECOND.

Algoritmus AsSSO je velmi rychly. Chyba prekryti nul klesd s rostoucim
atributem 7. Pro malé 7 vraci algoritmus rozklady na maly pocet faktori,
s rostoucim 7 prumérny pocet faktori stoupa.

Pro vyvazeny pomér prekryti nul, pokryti jednic¢ek a celkovou chybu do-
porucuji nastavit parametr 7 algoritmu ASSO kolem 0.8. Diky rychlosti
algoritmu je snadné odladit parametr 7 pro konkrétni dataset.

Pro nastaveni parametri w™ a w™ algoritmu ASSO je rozhodujici jejich
vzajemny pomeér, nikoliv absolutni velikost.

Algoritmus PANDA je také rychly, v prumeéru ddava nejmensi rozklady,
avsak s velkou celkovou chybou.

Algoritmus HYPER s parametrem o = 0.1 davad v priméru nejvétsi roz-
klady, a to i pfesto, ze prvni faktory jsou vyrazné vétsi nez faktory vypo-
¢itané algoritmem HYPER s parametry a = 0.2 a o = 0.4.

Rychlost algoritmu HYPER je zavisla na volbé algoritmu pro vypocet F,
a také na radicim algoritmu. Pro matice s mnoha objekty se casto radi
mnoho objektt.

Pro vypocet mnoziny F, doporucuji pouzit algoritmus FCbO, ktery je
vyrazné rychlejsi nez APRIORI algoritmus. S pouzitim algoritmu FCbO
dosahuje HYPER lepsich vysledk.
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Algoritmus TILING podava prakticky totozné vysledky jako algoritmus
GRECON. Mirné odlisnosti jsou zpusobeny odlisnym poradim prichodu
konceptu/dlazdic. Z divodi jeho pomalosti je prakticky nevhodny pro roz-
klad binarnich matic.

Nepresné algoritmy mohou vypocitat velmi malé rozklady, avsak s moz-
nou chybou. Chyba vSak muize prakticky znemoznit rozumnou interpretaci
faktoru. Prikladem je labuf zarazena mezi ¢tyfnohé savce se srsti.

Algoritmy Asso a PANDA se moznou chybou snazi potlacit vliv bindrniho
sumu v datech. Otazkou je, nakolik dokazi potlacit skuteény Sum a nako-
lik mohou zptisobit jesté veétsi nepresnosti. Vysledkem mohou byt faktory
s nesmyslnou interpretaci.

Celkové bych pro matice do hustoty 60% doporudil algoritmus GREESS, pro
hustsi matice pak algoritmus GRECOND. Oba algoritmy poskytuji presny
rozklad, jsou rychlé a paméfové nenarocné.
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Zavér

V této praci jsem popsal problém rozkladu bindrnich matic véetné moznosti jeho
reseni za pomoci metod pro rozklad obecnych matic. Dale jsem definoval zakladni
pojmy, které jsou potfebné pro pochopeni problematiky.

Zvolené algoritmy GRECON, GRECOND, GREESS, Asso, PANDA, HYPER
a TILING jsem podrobné popsal véetné jejich teoretickych zakladi, vlivu jejich
parametri na rozklad a implementacnich aspekti. VSechny zvolené algoritmy
jsem implementoval v jazyce Java a pro rychlejsi experimenty poté prepsal do
jazyka C.

Ve druhé c¢ésti prace jsem prezentoval vysledky pokusu s algoritmy jak na
realnych datech, tak i na ndhodné generovanych maticich. Podrobné jsem ana-
lyzoval vysledky algoritmtl s datesetem zoo a popsal problematiku generovani
ndhodnych matic obsahujicich faktory.

Vedlejsim produktem této prace jsou podpurné aplikace pro zpracovani vy-
sledki, generovani matic a pro vizualizaci binarnich matic s vysledky rozkladu.
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Conclusions

In this thesis I have described a problem of the decomposition of binary matrices
including the possibilities of its solution by using methods for decomposition of
the general matrices. Further I defined basic concepts, which are required for
the understanding of the issue.

I have described the chosen algorithms in detail, including their theoretical
bases, influence of their parametres on the decomposition and implementation
aspects. I have implemented all chosen algorithms in Java language and then
I have rewritten it to the C language in order to do faster experiments.

In the second part of this thesis I have presented the results of the experiments
with algorithms on the real data as well as on randomly generated matrices.
[ have analyzed the results of algorithms with dataset zoo in detail and I described
issue of generating of random matrices containing factors.

The by-products of this thesis are the support aplications for processing re-
sults, generation of matrices and for visualisation of binary matrices with the
results of decomposition.
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A Obsah prilozeného CD/DVD

bin/
Zkompilovana verze implementace algoritm.

data/
Pouzité realné datasety, podklady pro zpracovani grafii.

doc/
Diplomova prace ve formatu PDF a ZIP soubor se zdrojovymi soubory
prace a s obrazky.

src/
Kompletni zdrojové koédy vSech programii pouzitych pti vypracovani této
prace.

readme.txt
Soubor s adresarovou strukturou a podrobnym popisem.
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