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Uvod

Tématem mé bakalarské prace je ,,Sbirka fesenych prikladu z pravdépodo-
bnosti: ndhodné velicina“. Toto téma jsem zvolil, protoze uz pii studiu této
problematiky v kurzu Pravdépodobnost a statistika mé velmi fascinovalo, kolik
problému v realném zivoté lze takto popsat, a co vSechno ndm to muze o daném

problému fict.

Praci jsem rozdeélil do tii ¢asti. V prvni casti jsem se snazil uvést prehled teorie,
kterou potiebujeme k vyteseni praktickych piikladi. Snazil jsem se, aby to bylo
Ve druhé c¢ésti jsem uvedl ptrehled zakladnich rozdéleni, a to jak diskrétnich, tak
i spojitych. Zavérecna Cast je vénovana nazorné reSenym piikladum. Tuto ¢ast
jsem rozdélil do ¢tyf sekei podle povahy piikladu, aby bylo jednodussi se v ni
orientovat. Neékteré piiklady by mohly byt zarazeny do vice sekci, ale roztridil

jsem je podle toho, co na nich chci demonstrovat nejvice.

Vétsina teoretickych znalosti, které jsou uvedeny v mé préci, jsem cerpal ze
skripta Zdklady poctu pravdépodobnosti a metod matematické statistiky autoru
Hrona K. a Kunderové P., [3, kap. 2]. V tomto skriptu jsem ovSem nenasel vSechny
informace k teorii rozdéleni pravdépodobnosti funkci nahodnych veli¢in, takze

jsem je doplnil informacemi z internetového zdroje, [0].



Kapitola 1

Teoreticka c¢ast

Tématem této prace je sbirka fesenych prikladu z ndhodné veli¢iny, ale nez
pristoupime k samotnému reseni prikladu, musime si nejdiiv objasnit pojmy a po-

stupy, které pii tom budeme potiebovat.

1.1. Nahodna veli¢ina

Zacneme s nahodnou veli¢inou. Abychom si priblizili, co je to ndhodna velic¢ina,
musime si nejdriv objasnit, co je to nahodny pokus. Ndhodnym pokusem ro-
zumime uskutecnéni urcitého pevné daného systému podminek, ktery konéi na-
stoupenim jednoho vysledku z mnoziny moznych vysledku . Muzeme si ptred-
stavit pocet zmetkt v dodévce vyrobki, objem destovych srazek, vysku dospélého
¢lovéka, aj. Nahodna veli¢ina pak predstavuje ¢iselné ohodnoceni téchto vysledku.
I vysledek takového pokusu, jako je pohlavi narozeného ditéte, muzeme ¢iselné
ohodnotit, napiiklad 0 pro chlapce a 1 pro holku.

Podle mnoziny moznych vysledku €2 délime ndhodné veliciny do dvou sku-
pin. Prvni skupinu tvori ndhodné veli¢iny, jejichz mnozina moznych vysledku
Q je spocetnd. To zahrnuje mnoziny s konetnym poctem prvku a mnoziny s ne-
koneénym poctem prvku, jejichz prvky lze seradit do posloupnosti. Tyto nahodné
veliciny nazyvame diskrétnimi. Druhou skupinu tvofi ndhodné veliciny, jejichz
mnozina moznych vysledku €2 je nespocetna. Tyto nahodné veli¢iny nazyvame

absolutné spojitymi. Jako zastupce prvni skupiny si muzeme predstavit pocet



ok, ktery padne na hraci kostce, pro koneénou mnozinu moznych vysledku a
pocet vystielu na stielnici, nez zasdhneme cil, pro nekonec¢nou spo¢etnou mnozinu
vysledku. Jako zastupce druhé skupiny si muzeme predstavit vysku dospélého
¢lovéka.

Pravdépodobnost, ze se nahodné velicina X realizuje hodnotou x znac¢ime
P{X =z}
a pravdépodobnost, ze se ndhodnd velicina X realizuje v intervalu (a; b) znacime

P{X € (a;D)}.

1.2. Pravdépodobnostni funkce a hustota
pravdépodobnosti

Kazda ndhodna veli¢ina nabyvé svych realizaci s ur¢itymi pravdépodobnostmi.
U diskrétnich ndhodnych veli¢in je to jednoduché. Ndhodna veli¢ina je urcena
piimo posloupnostmi {z,} a {p,}, kde posloupnost {z,} je posloupnosti reali-
zaci ndhodné veli¢iny a posloupnost {p,, } je posloupnosti pravdépodobnosti téchto
realizaci. Soucet pravdépodobnosti v posloupnosti {p,} musi byt roven 1. Nebo
mame predepsanou funkci, které fikame pravdépodobnostni, do které jako argu-

ment dosazujeme realizaci, pro kterou chceme vypocitat pravdépodobnost.

Piiklad 1.1. Nahodna velicina X je dana tabulkou rozdéleni pravdépodobnosti:

w | 1] 2 [ 3] 4 5
p(z;) | 0,12 0,26 | 0,2 ] 0,31 | 0,11

Ndhodn4 veli¢ina X je dobfe definovana, nebot soucet pravdépodobnost{ je roven

1.

Priklad 1.2. Ndhodna velicina X je dana pravdépodobnostni funkei:

P(X =z)=£2% ze€{l1,2,3}

Jednotlivé pravdépodobnosti ur¢ime dosazenim hodnoty z oboru hodnot za x
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a jejich

do pravdépodobnostni funkce. Pravdépodobnosti jsou po fadé = I 144 1 1

soucet je roven 1, takze ndhodna velicina X je dobfe definovana.

U absolutné spojitych nahodnych veli¢in je situace komplikovanéjsi. Pouziva-
me nezapornou funkci fx(x) zvanou hustota pravdépodobnosti nebo jen hustota.
Integral z této funkce ptes interval (a;b) predstavuje pravdépodobnost, Ze se

ndhodnd veli¢ina realizuje v intervalu (a;b). Z této skutecnosti plyne nasledujici
dusledek:
VreR: P(X=x)=0.

Funkce g(x) musi ovsem spliovat uréita pravidla, aby mohla byt hustotou.

Véta 1.1. Kazda nezdpornd, borelovsky méritelnd funkce g takovd, Ze

/ Z gyt =1,

je hustotou rozdeélent pravdépodobnosti néjaké nahodné veliciny, tj. existuje nahodnd

velicina X absolutné spojitého typu takovd, Ze g(x) je jeji hustotou.

Piiklad 1.3. Nahodna velicina X je dana hustotou pravdépodobnosti:

0 r € (—o0;—7)
f(x) =4 icosz ze€(-%;%)
0 T € (F;00)

Ovéite, ze takto definovana funkce je opravdu hustotou a urcete pravdépodobnost,

ze se nahodna velicina X realizuje v intervalu (0; 7).

Resent:
Funkce cos x je v intervalu (—7; 7) nezapornd. Funkce f(z) je borelovky méfitelna

a plati f =3 ! coswdz = 1. Graf hustoty f(z) je uveden na obrazku 1.1. Pozadovanou

pravdépodobnost zjistime preintegrovanim hustoty pres dany interval:

1 1 T2y
scoszdx = |zsinx =z,
2 2 0 2

SN

P{X € ( f2 =
0

11
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Obrazek 1.1: Graf hustoty z prikladu 1.3.

1.3. Distribuc¢ni funkce

Pokud chceme spocitat pravdépodobnost, ze se ndhodna veli¢ina X realizuje v
néjaké mnoziné B, pro diskrétni ndhodnou velicinu staci secist pravdépodobnosti

jednotlivych realizaci, které lezi v mnoziné B, tj.

P{X€B}= > pla:)
i:w;€B
Pro nahodnou veli¢inu absolutné spojitého typu musime pfeintegrovat hustotu
pres danou mnozinu, a to neni vzdy tak jednoduché. Proto zavadime novy pojem:
distribuéni funkce. Distribu¢ni funkce Fx(x) je redlna funkce redlné proménné,
ktera predstavuje pravdépodobnost, ze ndhodna velicina X nabyva hodnoty mensi

nebo rovné z.

Definice 1.2. Necht X je ndhodna velicina. Redlnou funkci Fx definovanou na
R! predpisem
Fx(z)=P(X <z), z€R'

nazyvame distribucni funkci ndhodné veliciny X.

Hodnotu distribuéni funkce v bodé x pro diskrétni nahodnou veli¢inu spocitame

jako soucet vSech pravdépodobnosti realizaci nahodné veli¢iny, které jsou mensi

12



nebo rovny z. Matematicky feceno je

F(z)= Y p(x). (1.1)
iix; <x
Priiklad 1.4. Ndhodna velicina X predstavuje pocet ok, ktery padne na hraci

kostce. Urcete distribuéni funkei.

Reseni:

Nahodn4 velicina X muze nabyvat vSech prirozenych ¢isel od 1 po 6 s pravdépo-
dobnosti 1/6 pro kazdé cislo. Nahodné velicina X je diskrétniho typu, takze
distribuéni funkei uréime podle vztahu (1.1).

F(0)=P(X <0)=0,

F1)=P(X<1)=P(X =1)=1/6,
F2)=P(X<2)=P(X=1)+P(X=2)=1/6+1/6=2/6,

F(6)=P(X <6)=P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) + P(X =4)
HP(X =5)+P(X=6)=1/6+1/6+1/6+1/6+1/6+1/6=1.

Distribuéni funkei ted piepiSeme v obvyklém tvaru.

(0 z€(—o0;1)
1/6 € (1;2)
2/6 x€(2;3)
F(z)=1<{3/6 xz€(3;4)
4/6 = € (4;5)
5/6 € (5;6)
[ 1 x € (6;00)

Jeji graf je na obrazku 1.2.

Pro absolutné spojitou ndhodnou veli¢cinu postupujeme podobné, jen misto

sc¢itani integrujeme. Matematicky feceno je

F(z) = /_ " @t (1.2)

Tento vzorec funguje i obracené. Tzn., Ze muzeme uréit hustotu derivovanim

13
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Obrazek 1.2: Graf distribuéni funkce z prikladu 1.4.

distribu¢ni funkce, tedy:

fz) = : (1.3)
Tohle ovsem plati jen v bodech distribu¢ni funkce, ve kterych derivace existuje.

Priklad 1.5. Urcete distribu¢ni funkci pro ndhodnou veli¢inu X z prikladu 1.3.

Reseni:
Nahodn4 velicina X je absolutné spojitého typu, takze jeji distribuc¢ni funkci bu-

deme urcovat podle vztahu (1.2).

re(—oo;—=3) [ 0dt=0

re(=5:%) [ o0dt +

X
1 1 .. 1 - 1
5 COs tdt = [5 sin t] o = 58Ny + 5

J
— 0 7%
-3 3 T w/2
r € (§;00) det—i—f%costdt—i—det:[%sint] ) =1
(o) _ T ™ —m/2
2

Fl
Distribuéni funkei prepiSeme v obvyklém tvaru.

r € (—00;—F)

Jeji graf je na obrazku 1.3.

14



Obrazek 1.3: Graf distribuéni funkce z prikladu 1.5.

Vsechny distribucni funkce splnuji nasledujici vlastnosti:
Véta 1.3. Necht Fx(z) je distribucni funkce. Pak plati:

1. 0< Fx(x) <1, Vo € R.

2. Fx je neklesajici funkce.

3. lim Fx(z) =1, lim Fx(z)=0.

T—00 T—r—00
4. Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a), VYa<be R
5. Distribucni funkce je zprava spojitd v libovolném bodé x € R*.

6. P(X =) = Fx(zo) — lim Fx(z), Vz,€ R.

33—>$0

V dalsim budeme oznacovat lim Fx(z) = Fx(zo —0).
=T

7. P(X <x)=Fx(z—0), VreR.
8. Pla< X <b)=Fx(b—0)— Fx(a),

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a—0),
Pla < X <b) = Fx(b—0) — Fx(a—0).

9. Fx ma nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti 1. druhu (skoki,).

15



Vlastnosti 2, 3 a 5 jsou nejen nutné, ale i postacujici. Tzn., ze realnd funkce
realné proménné splnujici tyto vlastnosti je distribuéni funkci néjaké nahodné

veliciny.

Priklad 1.6. Nahodna velicina X je urcena distribucni funkci. Spocitejte hus-

totu.

0 x € (—o0;—1)
F(z)=1¢ 0,52°+ 0,5 z¢€(-1;1)

1 x € (1;00)
Reseni:

K vypoctu hustoty vyuzijeme vzdjemné jednoznaéného vztahu (1.3), ktery 1ika,
ze hustota je derivaci distribuéni funkce.

r € (—oo;—1) f(z)=0=0
r e (—1;1) f(z) = (0,52 +0,5) =1, 5z?
z € (1;00) flz)=1=0

Hustotu prepiseme v obvyklém tvaru.

0 x € (—o0;—1)
flz) =14 1,52% z € (-1;1)
0 x € (1;00)

Graf distribucni funkce je na obrazku 1.4 a graf hustoty je na obrazku 1.5.

Obréazek 1.4: Graf distribuéni funkce z prikladu 1.6.

16
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Obrazek 1.5: Graf hustoty z ptikladu 1.6.

1.4. Funkce nahodnych veli¢in

P1i pocitani ¢asto narazime na situaci, kdy potfebujeme urcit rozdéleni pra-
vdépodobnosti nebo hustotu pravdépodobnosti nahodné veliciny Y, kterd je funkci
ndhodné veli¢iny X . Situaci probereme zvlast pro diskrétni ndhodnou veli¢inu, a

zv1ast pro absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu.
1.4.1. Diskrétni nahodna velicina

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu pouzivame tuto vétu:

Véta 1.4. Necht X je diskrétni ndhodnd velicina, necht ¢ : Rt — R! je prostd

1

borelovsky méritelnd funkce a' Y = p(X). Oznacme =" inverzni funkci k ¢. Pro

pravdépodobnostni funkci py ndhodné veliciny Y s oborem hodnot {y,} pak plati:

Py (yn) = pxle™ (yn)], (1.4)
kde px je pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X.

Priklad 1.7. Urcete pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny ¥ = 2X — 3,
kde X je nahodnd velicina z prikladu 1.2.

17



Reseni:
(Pozndmka: Pravdépodobnostni funkce je funkce, kterd prifazuje realizaci jeji
pravdépodobnost.)
Prvnim krokem, ktery udéldame, je urceni tabulky rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veliciny X. Jeji prvni fadek tvori vSechny hodnoty z oboru hodnot a
druhy radek pravdépodobnosti téchto hodnot. Tyto pravdépodobnosti vypocéitame
dosazenim ptislusné hodnoty za x do pravdépodobnostni funkce.

T; 11213
p(x:) ﬁ ﬁ 1%

Nésledné uréime obor hodnot nahodné veli¢iny Y. Ten urcéime tak, ze do trans-

formace y = 2x — 3 dosadime za z postupné vSechny hodnoty z oboru hodnot
nahodné veliciny X.

V dalsim kroku uréime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny Y.
Jako prvni fadek pouzijeme pravé vypocitany obor hodnot ndhodné veliciny Y
a jako druhy radek pouzijeme pravdépodobnosti hodnot ndhodné veliciny X.
Transformace totiz neméa na pravdépodobnosti vliv.

I I S )
p(%) 14 | 14 | 14

Nyni urc¢ime inverzni transformaci, kterou pottebujeme k vypoctu pravdépodobnostni

funkece.

o(x):y=2x—3

Nakonec uréime pravdépodobnostni funkei py (y) podle vztahu (1.4).

2
py(y) =P(Y =y) = ¢ ye {~1,1,3}.

Neni-li funkce ¢ (z) prostd, muze existovat vic hodnot z oboru hodnot ndhodné
veli¢iny X, které se po aplikovani funkce ¢(x) zobrazi na jedinou hodnotu z oboru
hodnot ndhodné veliciny Y = ¢(X). V takovém piipadé pravdépodobnost pro

hodnotu ¥, dostaneme jako soucet pravdépodobnosti téch hodnot x;, pro které
o(i) = Yn.
18



Véta 1.5. Necht X je diskrétni ndhodnd velicina, necht o : Rt — R je borelovsky
méritelnd funkce, kterd nend prostd, a Y = p(X). Oznacme @; ' inverzni funkci k
@ v bodé x;. Pro pravdépodobnostni funkci py ndhodné veliciny Y s oborem hodnot

{yn} pak plati:
py(un) = > pxle ()], (1.5)

1:p(x) =Yn

kde px je pravdépodobnostni funkce ndahodné veliciny X.

Priklad 1.8. Ndhodna velicina X je dana pravdépodobnostni funkei.
px(r) =P(X =2)=2 ze{-1,1,2}.

Uréete pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny Y = X?2.

Reseni:
Nejdrive uréime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X. Uréime
ji stejnym zpusobem jako v predchozim prikladé.

v 1] 1]2
ple) | 31313

Stejnym zpusobem jako v predchozim ptikladé nyni uréime obor hodnot nahodné

veli¢iny Y.
x; | -1]1]2

Vidime, ze -1 a 1 se zobrazily na jediné ¢islo, a to 1. Pravdépodobnost py (1) tedy
urcime jako soucet pravdépodobnosti px(—1) a px(1). Na 4 se zobrazila pouze
2, takze py (4) = px(2). Tabulka rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y

vypada nasledovné:

Ted uréime inverzni transformaci v kazdém bodé oboru hodnot ndhodné veliciny
X. -1 se zobrazi na 1, inverzni transformace je r = —,/y; 1 se zobrazi na 1,
inverzni transformace je x = ,/y; 2 se zobrazi na 4, inverzni transformace je

r = /y. Nakonec urc¢ime pravdépodobnostni funkci py podle vztahu (1.5).
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-9 [Vl
+
py(y) =P(Y =y) = { A g

1
7l 4

Vidime, ze ji muzeme prepsat takto:

pr(y) =P(Y =y) =3, ye{l4}.

1.4.2. Absolutné spojita nahodna velicina

Vidime, ze pravdépodobnosti v diskrétnim pripadé zustavaji stejné, protoze
body zustavaji po transformaci porad body. V absolutné spojitém ptipadé ovsem
pracujeme s intervaly a ty muzou meénit velikosti pii transformaci. Tuto skutecnost
musime zohlednit pfi nasich vypoctech. Proto ve vétach vystupuje absolutni hod-

nota z derivace inverzni transformace.

Véta 1.6. Necht X je absolutné spojitd ndhodnd velicina s hustotou fx, ¢ je
borelovsky meéritelnd ryze monotonni funkce a Y = @(X). Pak Y je absolutné

spojitd nahodnd velic¢ina s hustotou fy, kterd je dana vztahem:

K@) = fxle” "Wl ' W))], Vye R (1.6)

Piiklad 1.9. Nahodna velicina X je dana hustotou pravdépodobnosti:
0 x€(—o0;0)
fx(@) =4 iz z€(0;2)
0 z€(2,00)
Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny ¥ = e~
Resent:
Nejdiive uréime interval pro nenulovou c¢ést hustoty nahodné veliciny Y apli-
kovanim funkce y = e™* na interval (0; 2).
e V=1
e 2=0,1353
Vidime, Ze meze vysly v opacném poradi. Vysly tak, protoze y = e™* je klesajici
funkce. V pripadé rostouci funkce by meze vysly v puvodnim poradi.
Nyni vypoéitame tdaje potiebné pro vypocet hustoty fy (y).
p(r) =e™”
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¢ ' (y) = —In(y)

e~ W) =5

Hustotu ndhodné veliciny Y ted urcéime podle vztahu (1.6).
0 y € (—00;0,1353)

friy) =< 5(=In(y): ye(0,1353;1)
0 y € (1;00)

V pripadé, ze funkce ¢ neni ryze monoténni, muze existovat vic hodnot x,
které se po aplikaci funkce ¢ zobrazi na jedinou hodnotu y. Tuto situaci fesime
podobné jako u diskrétni ndhodné veliciny, akordt ted pracujeme s intervaly.
Takze pravdépodobnost, ze se ndhodnd veli¢ina Y realizuje v intervalu (a;b)
je rovna pravdépodobnosti, ze se nahodné velicina X realizuje v kterémkoliv z

intervalu (c; d), pro ktery plati ¢((¢;d)) = (a;b), neboli
P{Y € (a;0)} = P{X € (c1;d1) U (ca;da) U--- U (c;;d;) }-

Véta 1.7. Necht X je absolutné spojitd ndhodnd velicina s hustotou fx, ¢ je
borelovsky méritelnd funkce, kterd neni ryze monotonnni, a Y = ¢(X). Oznaéme
@it inverand funkci k ¢ na intervalu Ix;. Pak Y je absolutné spojitd ndhodnd

velicina s hustotou fy, kterd je ddna vztahem:

)= > fxler Wlller W' v € Ivn. (1.7)

io(Ixi)=Iyn

Priklad 1.10. Nahodna veli¢ina X je dana hustotou pravdépodobnosti:

0 x € (—oo0; —1)
fx(z) = §x+§ r € (—1;2)
0 x € (2;00)

Urcete hustotu nahodné veliciny Y = X2,

Resent:
Graf transformace y = 22 je na obrazku 1.4. Intervaly nyni budeme znacit dolnim
indexem, aby bylo jasné, do definicnitho oboru hustoty které nahodné veli¢iny

patii. Za¢neme tim, ze rozdélime definiéni obor nenulové ¢asti hustoty nahodné
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X

Obrazek 1.6: Graf transformace y = 2 z pifkladu 1.10.

veliciny X na intervaly, na kterych je transformace y = 22 monoténni. Interval s
nenulovou hustotou je (—1;2) x a transformace y = z? je monoténni na intervalech
(—1;0)x a (0;2)x. (Pfi nasich ivahach nezdlezi na tom, jaké typy intervalu z hle-
diska uzavienosti pouzijeme.) Nésledné na tyto intervaly aplikujeme transformaci

2

y = 2 a uréime inverzn{ transformaci ¢!

na téchto intervalech. Interval (—1;0) x
se zobrazi na interval (0;1)y s inverzni transformaci x = —,/y a interval (0;2)x
se zobrazi na interval (0;4)y s inverzni transformaci z = ,/y. Intervaly (0;1)y
a (0;4)y, které vznikly aplikaci transformace y = z?, se ¢dstecné prekryvaji, a
to je problém, ktery musime odstranit. My potfebujeme, aby se intervaly po
transformaci bud piekryvaly uplné, nebo aby se nepiekryvaly vibec. Proto in-
terval (0;4)y rozdélime v bodé 1 na intervaly (0;1)y a (1;4)y. Nyni musime
odpovidajicim zptusobem rozdélit jeho vzor, interval (0;2)y. Interval (0;4)y jsme
rozdélili v bodé 1, takze bod 1 nyni dosadime do inverzni transformace na tomto
intervalu a dostaneme 1, takze interval (0;2)x rozdélime na intervaly (0;1)x a
(1;2)x. Nakonec urc¢ime absolutni hodnoty z derivaci inverznich transformaci.

Vse ted zapiseme do tabulky.

interval fx(x) | (—1;0)
interval fy (y) (0;1)

—~
L2

I
| e
—| — [ —
B
—
ol Ron

—~
—~

I
| =N
| ~— | —
S

ot r=—\yl|lw T
= i
|[QD 1]/| "L‘:Wg xZQ\/@ :L‘ZQ\/Q

22



Hustotu ndhodné veliciny Y ted uréime podle vztahu (1.7).

y y € (—o0;0)
fr(y) = <§(_\/@2+§)ﬁﬂj(§\/§+§)ﬁg=ﬁj y € (0;1)
_ 1 / ‘
(§ﬁ+§)ﬁg:m+§ y€(1,4)
0 Yy € (4;00)

1.5. Ciselné charakteristiky

Ciselné charakteristiky jsou ¢isla, kterd popisuji rizné vlastnosti ndhodnych
velicin. Pouzivame je v piipadé, kdyz nepotiebujeme o ndhodné veli¢iné iplnou
informaci, kterou poskytuje distribu¢ni funkce, hustota nebo rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Zakladni ¢iselné charakteristiky muzeme rozdélit do dvou skupin: cha-

rakteristiky polohy a charakteristiky variability.

1.5.1. Charakteristiky polohy

Stredni hodnota

Zékladni ¢iselnou charakteristikou polohy je stfedni hodnota. Stfedni hodnotu

muzeme chapat jako vazeny prumér pro nahodné veli¢iny.

Véta 1.8. Necht X je diskrétni ndhodn4 velicina s rozdélenim {z,}, {p,}. Je-li
S fralpn = 3 [ lPOX = 2,) < oo,
definujeme stredni hodnotou E(X) ndhodné veliciny X timto vztahem:
E(X)= Zaznpn = anP(X = Tp). (1.8)
Pokud neni uvedend podminka splnéna, fekneme, ze nahodna velicina X nema

stfedni hodnotu.

Absolutni konvergenci ptislusné rady v definici pozadujeme, protoze nahodna
velicina muze nabyvat i zapornych realizaci a pfi nekonetném poctu téchto rea-

lizaci by se soucet fady mohl ménit pii zméné indexovani.
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Véta 1.9. Necht ¢(z) : R' — R! je borelovskd funkce. Je-li
D le(@n)lpn = _le(wa) P(X = 20) < oo,
definujeme stredni hodnotou E(o(x)) ndhodné veliciny (X)) timto vztahem:

E(p(X) =Y o(@n)pn =Y ¢(1,)P(X = 1,,). (1.9)

Pokud neni uvedend podminka splnéna, fekneme, ze ndhodna velic¢ina ¢(X) nemd

stfedni hodnotu.

Definice stfedni hodnoty pro absolutné spojitou nahodnou veli¢inu je po-

dobna, akorat integrujeme misto sc¢itani.

Véta 1.10. Necht X je absolutné spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou fx(z).
Je-li

[ leltone <o,

definujeme stredni hodnotou E(X) ndhodné veliciny X timto vztahem:

E(X)= /_OO rfx(z)de. (1.10)

[e.e]

Neni-li podminka splnéna, fekneme, ze ndhodna veli¢ina X nema stfedni hodnotu

(jeji sttedni hodnota neexistuje).

Véta 1.11. Necht p(z) : R — R! je borelovské funkce. Je-li

/ " o@)fx (2)de < oo,

[e.9]

definujeme stredni hodnotou E(p(X)) ndhodné veli¢iny ¢(X) timto vztahem:

E(p(X)) = / " (@) frda, (1.11)

o0

V opaéném piipadé fekneme, ze nahodnd veli¢ina ¢(X) nemd stfedni hodnotu.
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Nékteré vlastnosti sttedni hodnoty shrnuje nasledujici véta.

Véta 1.12. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny a necht a je libovolné redlné &islo.
Pak plati

1. P(X>0)=1= E(X)>0,
2. P(X=a)=1=EX)=uq.

Pokud tyto ndhodné veliciny maji stredni hodnotu, pak plati

3. E(aX) = aE(X),
4. E(X+Y)=EX)+EY),
5. PIX<Y)=1=EX)<E(Y),

Kvantily

Dalsimi dulezitymi c¢iselnymi charakteristikami zejména pro matematickou

statistiku jsou kvantily.

Definice 1.13. Necht « € (0,1). a-kvantil ndhodné veliciny X je takové realné

¢islo z,, pro které plati
P(X <z, >« asoucasné P(X >z,)>1—a.

Kvantily nejsnadnéji urc¢ime z distribuéni funkce. Z definice a-kvantilu vidime,
ze x, je redlné cislo spliujici nerovnost F(z, —0) < o < F(x,). Pro diskrétni
nahodnou veli¢inu méame dvé moznosti: bud se « shoduje s hodnotou distribuén{
funkce v nékterém bodé, a potom je a-kvantil z, kterakoliv hodnota z intervalu,
ve kterém je hodnota distribu¢ni funkce konstantni s hodnotou « (do intervalu
zahrnujeme i jeho pravy koncovy bod), nebo se a neshoduje s zddnou hodnotou
distribu¢ni funkce, a v tom piipadé je a-kvantil z, nejmensi ¢islo splnujici ne-
rovnost F'(z,) > a. Jestlize je distribuéni funkce absolutné spojitd, je a-kvantil

urcen jednozna¢né podle vztahu F(z,) = a.

Néekterym dulezitym kvantilum fikdme specidlnim nazvem:

Zos  nazyvame median,

%025 nazyvame dolni kvartil,

Zo,75 Nazyvame horni kvartil,

Tor nazyvame k-ty decil, pro k € {1,2,...,9},

Toor Dhazyvame k-ty percentil, pro k € {1,2,...,99}.
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Piiklad 1.11. Nahodna velicina X je dana tabulkou rozdéleni pravdépodobnosti:

T; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p(z;) | 0,12 | 0,08 | 0,05 | 0,24 | 0,09 | 0,14 | 0,03 | 0,1 | 0,04 | 0,11

Urcete dolni kvartil a median.

Reseni:
V prvnim kroku potfebujeme uréit distribuéni funkei. Jelikoz je ndhodné veli¢ina
X diskrétni, distribuéni funkei uréime podle vztahu (1.1) na strané 12.

0 x € (—00;0)

0,12 z€(0;1)
0,2 =xe(l;
0,25 x € (2

{
{
{
0,49 z €
F(z)=14¢ 0,58 z €
0,72 z €

0,75 1z €
0,85 z €
0,80 z ¢
1 x € (9;00)

PN O W=
© 00 N1 D UL Lo N
N N e e e N N

\

Dolni kvartil zg25 se svou hodnotou a shoduje s hodnotou distribué¢ni funkce
F(2), takze dolni kvartil 2 95 je kterakoliv hodnota z intervalu (2;3). Spravnost
konce intervalu muzeme ovérit postupnym sc¢itdanim pravdépodobnosti v tabulce
z pravé strany. Dostaneme P(X > 3) = 0, 75.

Medidn z(5 se svou hodnotou a neshoduje s zadnou hodnotou distribuc¢ni
funkce, takze ho uréime v jednom kroku. A uréime ho jako nejmensi ¢islo splnujici
nerovnost F(zg5) > 0,5. Z distribuéni funkce vidime, ze z¢5 = 4. Spravnost
naseho vysledku muzeme ovérit postupnym scitdnim pravdépodobnosti v tabulce

z pravé strany. Dostaneme P(X > 4) = 0,51.

Priklad 1.12. Ndhodna veli¢ina X je dana distribuc¢ni funkef:

0 x € (—00;0)
F(x) =< 0,5sin(z — 7/2) +0,5 x € (0;)
1 x € (m; 00)

Urcete median.
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Reseni:
Néhodna veli¢ina X je absolutné spojitd, takze nyni fesime rovnici F'(zg5) = 0, 5.

0,5sin(x —7/2) +0,5=0,5
0,5sin(z —7/2) =0
sin(x —m/2) =0

Posledni rovnice ma nekoneéné mnozstvi feseni, ale jelikoz chceme teSeni v inter-

valu (0;7), je x5 = 7/2.

Modus

Dalsi velice uzitecnou ¢iselnou charakteristikou je modus. Modus diskrétni
nahodné veli¢iny je jeji nejpravdépodobnéjsi hodnota. Modus absolutné spojité
nahodné veli¢iny je lokalni maximum hustoty pravdépodobnosti. Znac¢ime Z nebo

Mo.

1.5.2. Charakteristiky variability

Rozptyl, smérodatna odchylka

Po stfedni hodnoté druhou nejdulezitéjsi ¢iselnou charakteristikou je rozptyl.

Rozptyl vyjadiuje koncentraci hodnot nahodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty.

Definice 1.14. Druhy centralni moment ndhodné veliciny X nazyvame rozptyl

(variance, disperse) ndhodné veli¢iny X. Obvykle jej znac¢ime
var(X) = E[(X — E(X))?. (1.12)

Druhou odmocninu z rozptylu o = /var(X) nazyvame smérodatnd (standardni,

stredni kvadratickd) odchylka ndhodné veliciny X.
Nékteré vlastnosti rozptylu shrnuje nasledujici véta.

Véta 1.15. Necht ndhodnd velicina X md konecny rozptyl a necht a, b, ¢ jsou

libovolna redlna cisla. Pak plati

1. var(X) >

2. var(a+ b:v) = b*var(x),

3. var(X ) = E(X?) — [E(X)P?,

4. P(X=¢)=1<var(X)=0.
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Piiklad 1.13. Nahodna velicina X je dana tabulkou rozdéleni pravdépodobnosti:

p(z:) | 0,23 ] 0,58 | 0,19

Urcete stiedni hodnotu a rozptyl.

Reseni:

Néhodna velicina X je diskrétniho typu, takze pro vypocet stiedni hodnoty
vyuzijeme vztahu (1.8) na strané 22.
E(X)=1x0,18+2x0,584+3x0,19=1,96.

Rozptyl je definovan vztahem (1.3), ale snadnéjsi je vypocet podle vlastnosti 3.
ve vété 1.15. V této vlastnosti vystupuje E(X?), takZe nejdifve musime spocitat:
E(X?) =12x0,18+22 x 0,58 + 3% x 0,19 = 4, 26.

var(X) = 4,26 — 1,962 = 0, 4184.

Priklad 1.14. Nahodna veli¢ina X je dana hustotou pravdépodobnosti:

0 x € (—o0;—1)
fa)={ = se(-11)
0 x € (1;00)

Urcete stiedni hodnotu a rozptyl.

Reseni:
Nahodna velicina X je absolutné spojita, takze k vypoctu stredni hodnoty vyuzi-
jeme vztahu (1.10) na strané 23. Integrdly z nuly nezahrnujeme do vypoctu,

protoze jsou nulové.

Rozptyl opét spocitame podle vlastnosti 3. z véty 1.15.
1

E(X?) = [ @42%qs = L,

-1
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1.5.3. Momenty
Definice 1.16. Nechf X je ndhodnd velicina, r = 1,2, ...

E(X") nazyvame r-t§ (pocdtecni nebo obecny) moment,
nazyvame r-ty absolutni (obecny) moment.

E(X]7)

Ma-li X kone¢nou stiedni hodnotu
nazyvame r-tyj centralni moment,

T
]
nazyvame r-ty centralni absolutni moment.

E[(X — E(X))
E(|X —E(X)I")

1.5.4. Koeficient Sikmosti
Chceme-li charakterizovat symetrii rozdéleni, pouzivame koeficient Sikmosti.

Ten poskytuje informaci o tom, zda je rozdéleni symetrické, protahlejsi smérem
vlevo nebo protahlejsi smérem vpravo. Definujeme ho vztahem:

s () — ELX —ECO)
(vvar(X))?

(1.13)

Pro hodnotu as(X) = 0 je rozdéleni symetrické, pro hodnotu as(X) > 0 je

rozdéleni protéhlejsi smérem vpravo a pro hodnotu az(X) < 0 je rozdéleni

protahlejsi smérem vlevo.

o, >0

Obrazek 1.7: Kladny koeficient Sikmosti
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1.5.5. Koeficient Spicatosti

Koeficient spicatosti charakterizuje fakt, zda je pravdépodobnostni funkce
nebo hustota na svych koncich mensi nebo vétsi nez hustota normalniho rozdéleni

se stejnou stiedni hodnotou a se stejnym rozptylem. Definujeme ho vztahem:

(1.14)

P1i jeho kladné (zaporné) hodnoté je pravdépodobnostni funkce nebo hustota na
svych koncich vétsi (mensi) nez hustota normdlniho rozdéleni se stejnou stiedni

hodnotou a se stejnym rozptylem.

1.6. Standardizace nahodné veli¢iny

V praxi, hlavné ve statistice, nékdy potiebujeme porovnat dvé nebo i vice
nahodnych veli¢cin. Piimému porovnani brani obecné rozdilné c¢iselné charakte-
ristiky, jako jsou stifedni hodnota a rozptyl. Proto definujeme novy proces zvany
standardizace, ktery tyto ¢iselné charakteristiky transformuje po fadé na 0 a 1,

a tim potlaci jejich vliv.

Definice 1.17. Nechf ndhodnd veli¢ina X m4 stfedni hodnotu a nenulovy roz-

ptyl. Uvazujme nahodnou veli¢inu

Potom plati

V/var(X)

Rikame, ze nahodna velicina Y je normovand nebo standardizovand.

var(Y) = <;> var[X — E(X)] = 1.
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Kapitola 2

Zakladni rozdéleni
pravdépodobnosti

2.1. Diskrétni rozdéleni

2.1.1. Alternativni (nula-jednickové) rozdéleni

Timto rozdélenim modelujeme situace, kdy existuji dvé moznosti, jak muze
nahodny pokus skoncit. Napi. vysledek prikladu je spravny, nebo Spatny; narodi
se chlapec, nebo holka, aj. Jeden vysledek vzdy povazujeme za uspéch; X je
pak rovno poctu uspéchu, které nastanou v pokuse. Toto rozdéleni ma jeden
parametr p € (0;1), ktery je roven pravdépodobnosti tispéchu. Znac¢ime X ~
Alt(p). Ndhodna velicina s timto rozdélenim nabyva pouze dvou hodnot z; = 0

(netspéch), zo = 1 (uspéch) s pravdépodobnostmi
p=PX=0)=1-p p=PX=1)=p

kde p € (0;1) je parametr tohoto rozdéleni.
Distribué¢ni funkce vypada takto:

0 x € (—00;0)
Flx)=<{1—p x€(0;1)
1 x € (1;00)

Stredni hodnota je rovna pravdépodobnosti tispéchu.

E(X)=p.
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Rozptyl je roven soucinu pravdépodobnosti tspéchu a netspéchu.
var(X) = p(1 - p).

2.1.2. Binomické rozdéleni

Toto rozdéleni predstavuje vysledek n-krat opakovaného alternativniho po-
kusu. Naprt. kolikrat padne orel pii ¢tyrech hodech minci; kolik vyrobku bude bez
vady z péti, aj. Jeden vysledek vzdy povazujeme za tispéch; X je pak rovno poctu
uspéchu v n nezavislych pokusech. Toto rozdéleni mé dva parametry p € (0;1)
an € N, které postupné vyjadiuji pravdépodobnost tspéchu a pocet opakovani
pokusu. Zna¢ime X ~ Bi(n,p). Ndhodnd veli¢ina s timto rozdélenim nabyva

hodnot £ =0,1,,...,n s pravdépodobnostmi

pe=PX =k)= (Z)pk(l —p)" "

kde p € (0;1) an € N jsou parametry tohoto rozdéleni.
Distribuéni funkce vypada takto:

0 x € (—00;0)
F(x) = Zkgx (Z)pk(l —p)" "z e (0;n)
1 x € (n;00)

Stredni hodnota je rovna soucinu pravdépodobnosti ispéchu a poctu opakovani.
E(X) = np.

Rozptyl je roven soucinu pravdépodobnosti ispéchu, pravdépodobnosti nelispéchu
a poctu opakovani.

var(X) = np(l — p).

2.1.3. Poissonovo rozdéleni

Toto rozdéleni je limitnim piipadem binomického rozdéleni pro n — oo.
Vyskyt jevu je s malou pravdépodobnosti. Predstavuje pocet ispéchi, kde teore-

tickym maximem je nekone¢no. Toto rozdéleni ma jeden parametr A > 0. Znacime
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X ~ Po(A). Ndhodna veli¢ina s timto rozdélenim nabyvéa hodnot k£ = 0,1,... s

pravdépodobnostmi
pk:P(X:k):He’ ,
kde A € (0;00) je parametr tohoto rozdéleni. Distribuéni funkce vypada takto:

0 x € (—00;0)
Zkgz ’,\C—Te_’\ x € (0;00)

Stredni hodnota i rozptyl jsou rovny parametru A:

F(z) = {

E(X)=2A, var(X)=A.

2.1.4. Hypergeometrické rozdéleni

Toto rozdéleni modeluje situaci, kdy mame mnozinu N prvku, mezi kterymi
je M s urcitou vlastnosti. Nahodna veli¢ina s timto rozdélenim pak predstavuje
pocet prvku s danou vlastnosti mezi n vybranymi. Zna¢ime X ~ Hg(N, M, n).
Nédhodna veli¢ina s timto rozdélenim nabyva hodnot £k = 0,1,...,n s pravdépo-

dobnostmi
() ()
kde parametry M, N an jsou cela nezaporna cisla splnujici nerovnosti 1 <n < N

al < M < N. Distribu¢ni funkci uréime podle vztahu (1.1) na strané 12:

0 i x € (—o0;0)
F@) = § Te, et e (0im)
1 x € (n;00)

Stredni hodnota je rovna souc¢inu poctu vybranych prvku a podilu po¢tu prvka

s vlastnosti a poc¢tu prvku bez vlastnosti.

E(X) :n%.

Pro rozptyl hypergeometrického rozdéleni plati:




2.1.5. Geometrické rozdéleni

Toto rozdéleni predstavuje pocet netspéchu, nez nastane pozadovany vysledek.
Napft. po kolika hodech hodime Sestku na hraci kostce. Toto rozdéleni ma je-
den parametr p € (0;1), ktery predstavuje pravdépodobnost tispéchu. Znacime
X ~ Ge(p). Ndhodn4 veli¢ina s timto rozdélenim nabyvéd hodnot k£ = 0,1,... s
pravdépodobnostmi

pr=PX =k)=(1-pp,
kde p € (0;1) je parametr tohoto rozdéleni. Distribuéni funkci uréime podle
vztahu (1.1) na strané 12:

[0 x € (—00;0)
F(z) = { > ka1 =D)p € (0;00)

Stredni hodnota je rovna podilu pravdépodobnosti netispéchu a tspéchu.

2.2. Absolutné spojita rozdéleni

2.2.1. Rovnomeérné rozdéleni

Toto rozdéleni mé dva parametry a < b, které jsou redlnymi ¢isly. Timto

rozdélenim modelujeme napt. chybu pii zaokrouhlovani. Toto rozdéleni méa hus-

totu:
0 z€(—o0;a)
f(z) = ﬁ x € (a;b)
0 ze(boo)

0 z € (—o0;a)
F(z) =14 72 z€{a;b)
1 x € (b;00)



Obrazek 2.2: Distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ Ro(0, 3).

Nakonec vypocteme zakladni ¢iselné charakteristiky:

E(X) = “;b, var(X) = %

Znacime X ~ Ro(a,b).
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2.2.2. (Obecné) normalni rozdéleni
(Obecné) normélni rozdéleni mé ndhodné veli¢ina X, kterd mé hustotu:

1 _(@-w)?
e 2?2, xeR

fx) =

o\ 21

kde p € R' a o0 > 0 jsou parametry tohoto rozdéleni. Stfedni hodnota je rovna
parametru p.

E(X)=pu.

Rozptyl je roven parametru ¢ umocnénému na druhou.
var(X) = o°.

Znacime X ~ N(u,o0?).
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Obrazek 2.3: Hustota ndhodné veli¢iny X ~ N(4,5;2,5).
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01r

Obrazek 2.4: Distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N(4,5;2,5).

2.2.3. Normalni normované rozdéleni

Toto rozdéleni je specidlnim piipadem predchoziho rozdéleni s parametry

i =0a o =1. Toto rozdéleni ma hustotu:

f(x) = "2, xz€R.

Stredni hodnota a rozptyl jsou po fadé rovny 0 a 1. Proto tomuto rozdéleni rikdme
normované.
E(X)=0, var(X)=1.
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Obrazek 2.6: Distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N(0,1).

Znacime X ~ N(0,1). Je zvykem oznacovat jeho distribuéni funkei ®(z). Pro

distribu¢ni funkce obecného a normovaného normalniho rozdéleni plati vztah:

F(z) = d(2—t) zeR.
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2.2.4. Exponencialni rozdéleni

Toto rozdéleni dobfe popisuje zivotnost ruznych zafizeni, kde selhani nastu-
puje ze zcela ndhodnych pricin. Exponencidlni rozdéleni ma nahodna velic¢ina X,

kterda ma hustotu:
o x € (—00;0)
f(@) = { Le=X 2 € (0;00)

kde A > 0 je parametr tohoto rozdéleni. Distribuc¢ni funkce vypada takto:

0 x € (—o0;0)
F(x) = {1—e§ z € (0;00)

Stredni hodnota a rozptyl jsou po fadé rovny parametru A a jeho druhé mocniné.

E(X) =X\, var(z) =\

Znacime X ~ Ex(A).

05
045t
04
035+
03
Hozst
02
015t
0ir

00s-

Obréazek 2.7: Hustota nahodné veliciny X ~ Ex(2).
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Obrazek 2.8: Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny X ~ Ex(2).

Obréazek 2.9: Hustota nahodné veliciny X ~ Ex(4).
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Obréazek 2.10: Distribu¢ni funkce nahodné veliciny X ~ Ex(4).
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Kapitola 3
Resené piiklady

3.1. Distribué¢ni funkce a hustota

Priklad 3.1. V mrazicim boxu v supermarketu maji v jedné krabici 5 nanukt po
dvanécti korunéch a 3 nanuky po patnécti korunach. Zakaznik ndhodné vybere 3
nanuky z této krabice. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci pro

cenu vybranych nanuku a pravdépodobnost, ze zakaznik zaplati nejvyse 40 korun.

Reseni:

Ndhodné velicina X cena vytazenych nanuki“ muze nabyvat hodnot 36 (tfi
nanuky za 12 korun), 39 (2 nanuky za 12 korun + 1 nanuk za 15 korun), 42 (1
nanuk za 12 korun + 2 nanuky za 15 korun) nebo 45 (3 nanuky za 15 korun).

Vypocitame pravdépodobnosti pro jednotlivé hodnoty ndhodné veliciny X.
_p(x a6 = &) _sa3_ 5 _

D1 —P(X—36)—@— 875_%_0’]‘786

(Vybirdme tii nanuky za 12 korun, kterych je 5 mezi 8.)

pzzP(ngg)z%zg

(Vybirame dva nanuky za 12 korun, kterych je 5 mezi 8, a jeden nanuk za 15

oot
i

3 _ 15 __
3 =15 —,5357.

korun, kterych jsou 3 mezi 8.)

=P(X =42) = G _ 3232 — b — ) 92679
b3 ) 876 — 56 ) :

(Vybirdme jeden nanuk za 12 korun, kterych je 5 mezi 8, a dva nanuky za 15

korun, kterych jsou 3 mezi 8.)

42



P4:P(X:45):%:§%

(Vybirame ti nanuky za 15 korun, kterych jsou 3 mezi 8.)

= L =0,0179.

Sestavime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Prvni fadek
tvoii realizace nahodné veliciny X a druhy tadek tvoii pravdépodobnosti téchto

realizaci.

T 36 39 42 45
p(z;) | 0,1786 | 0,5357 | 0,2679 | 0,0179

Nahodn4d velicina X je diskrétni, takze k vypoctu distribuéni funkce pouzijeme

vztah (1.1) na strané 12. Pro pfipomenuti, vztah vypadé takto:

Fla)= 3 plw)

iix; <x

0 x € (—00;306)
0,1786 = € (36;39)
Fz) =14 0,7143 € (39;42)
0,9821 = € (42;45)
1 x € (45;00)

Pravdépodobnost, ze zakaznik zaplati nejvyse 40 korun muzeme urcit dvéma
zpusoby. Jednodussi je urc¢it tuto pravdépodobnost z distribuc¢ni funkce, protoze

podle definice distribuéni funkce je:
F(z) =P(X <x)

a my chceme vypocitat P(X < 40). Druhym zpusobem je secist pravdépodobnosti
realizaci mensich nebo rovnych 40.

- z distribuéni funkce:

P(X <40) = F(40) = 0,7143.

- jako soucet pravdépodobnosti:

P(X <40)=P(X =36)+P(X =39)=0,1786 + 0,5357 = 0, 7143,

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.1.

Priklad 3.2. Nahodna velicina X udéva soucet dvou piirozenych ¢isel mensich
nez H. Zjistéte
a) rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X,
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Obrazek 3.1: Graf distribuéni funkce z prikladu 3.1.

b) distribuéni funkci ndhodné veliciny X a nakreslete jeji graf,

c¢) pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X nabyva hodnoty z intervalu (4;7).

Resent:
a) Prirozend ¢isla mensi nez 5 jsou ¢tyfi (1, 2, 3 a 4). Na dvé mista je muzeme
dosadit 16 zpusoby. Nahodna velicina X muze tedy nabyvat hodnot 2 az 8. Sta-

novime pravdépodobnosti pro jednotlivé hodnoty nahodné veliciny X.

p=P(X =2) =% dvojice (1,1)

po=P(X =3)=2 dvojice (1,2) a (2,1)

ps=P(X =4) =3 dvojice (1,3),(2,2) a (3,1)

p1=P(X =5) = dvojice (1,4),(2,3),(3,2) a (4,1)
ps =P(X =6) =2 dvojice (2,4),(3,3) a (4,2)
pe=P(X =7)=2 dvojice (3,4) a (4,3)

pr=P(X =8) =+ dvojice (4,4)

Stejné jako v predchozim prikladé sestavime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veliciny X.

z | 2 3 | 4 | 5 6 7 ] 8
p(z;) | 1716 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16

b) Nahodn4 velicina X je diskrétni, takze jeji distribu¢ni funkci sestavime jako v

predchozim piikladeé.
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(0 x € (—00;2)
1/16 =€ (2;3)
3/16 1z € (3;4)
) 6/16  z € (4;5)
F(z) = 10/16 z € (5;6)
13/16 = € (6;7)
15/16 = € (7;8)
1 x € (8;00)

Graf distribu¢ni funkce je na obrazku 3.2.

¢) Pii vypoctu pravdépodobnosti P{X € (4;7)} postupujeme stejné jako v predchozim
prikladeé.

- z distribuéni funkce:

PXeN)=FT-F4-0)=2-2=12=3

- jako soucet pravdépodobnosti:
PXe(N)=PX=4)+PX=5+PX=6)+P(X=7)=

_ 3 .4 .3 2 _12_3
_16+16+16+16_16_4'

Priklad 3.3. Rozhodnéte, které z uvedenych nahodnych veli¢in jsou diskrétni a
které jsou spojité a stanovte mnozinu vsech hodnot nahodné veli¢iny:

a) uhel mezi dvéma pirimkami,

b) pocet jablek v kosiku,

¢) hmotnost télesa,
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d) pocet bodu z testu slozeného z 20 otdzek, kde za kazdou spravnou odpovéed

ziskavate jeden bod.

Resent:

a) spojitd ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnot z intervalu (0;7/2),

b) diskrétni ndhodnd veli¢ina teoreticky nabyvajici celych nezapornych éisel, ale
prakticky nas omezuje velikost kosiku,

¢) spojitd ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot z intervalu (0; c0),

d) diskrétni ndhodnd veli¢ina nabyvajici celych ¢isel z intervalu (0; 20).

Priklad 3.4. Nédhodnd velicina X ma pravdépodobnostni funkci:
P(X=2)=1/62x2" z€{1,2,3,4,5}.

Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodna velicina X nabyvéa hodnoty
a) mensi nez 3, b) vétsi nez 4, ¢) vétsi nez 1 a mensi nez 47

Urcete distribuéni funkci a nakreslete jeji graf.

Reseni:
Nejdfiv urcime jednotlivé pravdépodobnosti dosazenim z oboru hodnot za x do

pravdépodobnostni funkce.

plzp(le):g_ll
pgzP(X:2):%
ps=P(X =3)=4
p4:P(X:4):3§1
p5:P(X:5):£

Pravdépodobnosti pozadované v otazce dostaneme jako soucet pravdépodobnosti
prislusnych hodnot.

a) P(X <3)=PX=1)+PX=2) = %

b) P(X > 4)=P(X =5) = ;—g".

c)Pl< X <4)=PX=2)+P(X=3) = 3;‘1-

Nakonec uréime distribuéni funkei stejné jako v prvnim ptiklade.
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(0 x € (—o0;1)
1/31 € (1;2)
3/31  x€(2;3)
F@)=937/31 2c (34
15/31 =z €

1 x € (5;00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.3.

\

Priklad 3.5. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je dana funkeci:

0 x € (—o0; —0,5)
) 2* =3z x€(-0,50)
F@) =9, z € (0;7/12)
0 x € (7/12;00)

a) urcete distribuéni funkei F,
b) urcete P{X € (—0,4;1)},

c¢) nakreslete graf hustoty a distribu¢ni funkce.

Reseni:
a) Ndhodna velicina X je absolutné spojita, k urceni distribu¢ni funkce tedy

vyuzijeme vztah (1.2) na strané 12. Pro pfipomenuti, vztah vypada takto:

F(z) = /_ " @t
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z € (—00;—0,5) F(z)= [ _0dt=0
r € (0,500  F(z)=[270dt+ [ . (? = 3t)dt = & —1,52% + 2
z € (0:7/12) Fz) = ["2%0dt + [° (1> = 3t)dt + [F1dt =z + 3

v e (T/12;00)  Flz) = [270dt+ [° (£ = 3t)dt + [}/ 1dt + [, 0dt =1

Distribuéni funkei zapiseme obvyklym zpusobem.

0 x € (—o0; —0,5)
3
T — 1,52+ 2 z € (-0,50)
—{ 3 ; 12 95
Flw) T+ 2 z € (0;7/12)
1 x € (7/12;00)

b) Danou pravdépodobnost muzeme urécit z distribuéni funkce.

P{X € (-0,4;1)} = F(1) — F(—0,4) =1 —0,1553 = 0, 8447.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
interval (—0,4;1).

PIX € (-0,4:1)} = [, fla)de = [, (a? = 3a)de + (/" 1de + [, 0dw =
0, 8447.

c¢) Graf hustoty je na obrazku 3.4 a graf distribu¢ni funkce je na obrézku 3.5.

(=)
=y ]
o

L L L 1 1 I . )
-1 -0 06 04 02 nz 04 0.4 1

Obrazek 3.4: Graf hustoty z ptikladu 3.5.
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Obrazek 3.5: Graf distribuéni funkce z prikladu 3.5.

Piiklad 3.6. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je dana funkei:
0 x € (—00;3)

) =2z e (3;5)
f@=912: ;e 50
0 x € (6;00)

a) urcete distribuéni funkei F,
b) urcete P{X € (4;6)},

c) nakreslete graf hustoty a distribuc¢ni funkce.

Reseni:
a) Ndhodn4 velicina X je absolutné spojita, proto distribuéni funkei uréime jako
v predchozim prikladé.

z € (—00;3) F(z)= /" _0dt=0

re(35)  Flz)=[°_odt+ [f 2ap = &3

v € (56)  F(zr)=[°_0dt+ [ 53dt + f5$87%dt =1 (=Bix(z9)
v € (6;00)  Fla)=[°_0dt+ [} F2dt + [ Ftdt + [ 0dt = 1
Distribuéni funkci zapiseme obvyklym zpusobem.
? ) z € (—o0;3)
z—3)2 .
L oy 2 g Z;
z € (6

; 00)
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Obrazek 3.6: Graf hustoty z ptikladu 3.6.

b) Danou pravdépodobnost muzeme urcit z distribuéni funkce.

P{X € (4;,6)} = F(6)— F(4)=1-0,125 =0, 875.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
interval (4;6).

P{X € (4;6)} = [ f(z)de = [} 3z + [P T52dx = 0,875,

c¢) Graf hustoty je na obrazku 3.6 a graf distribu¢ni funkce je na obrazku 3.7.

Obrazek 3.7: Graf distribuéni funkce z prikladu 3.6.
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Piiklad 3.7. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je dana funkeci:

0 x € (—00;0)
f(x) =< axcos(z/4) x € (0;m)
0 x € (m;00)

a) vypocitejte koeficient a,
b) urcete distribu¢ni funkci F,
c) uréete P{X € (7/2;37/2)},

d) nakreslete graf hustoty a distribu¢ni funkce.

Reseni:

a) K vypocétu koeficientu a vyuzijeme vlastnosti, ze integral z hustoty pfes celou

7f(:£)dx =1.

1= [ 0dz+ {am cos(z/4)dz + [ 0dz = 4,1995a.

—0o0

realnou osu je 1, tedy

a=1/4,1995 = 0, 2381.

Jesté je nutné oveérit platnost druhé vlastnosti hustoty, a to f(z) > 0. Tato
podminka je splnéna, hustota je tvaru 0, 2381z cos(z/4) pro = € (0; ).

b) Nahodna velicina X je absolutné spojita, distribuéni funkei uréime jako v
predchozim piikladé.

z € (—00;0) F(z)=[" _0dt=0

ze(0m)  F(z)=[°_0dt+ [70,2381t cos(t/4)dt = ZEILmE/A) _ AT0simie/8)”

r € (moo) F(x)= ffoo 0dt + [, 0,2381t cos(t/4)dt + [ 0dt =1

Distribuéni funkci prepiseme obvyklym zpusobem.

0 x € (—00;0)
_ ) 238lzsin(z/4 4762(sin(z/8))?
F(z) = 2500( - (62(5/)) € (0;m)
x € (m;00)

c¢) Danou pravdépodobnost muzeme uréit z distribu¢ni funkce.
P{X € (7/2;3r/2)} = F(3r/2) — F(n/2) =1 —0,2825 = 0, 7175.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
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Obrazek 3.8: Graf hustoty z ptikladu 3.7.

interval (m/2;37/2).

P{X € (n/2:37/2)} = [77/° f(w)dz = [7,0,2381z cos(x/4)dz + [**0dz

0,7175.

d) Graf hustoty je na obrazku 3.8 a graf distribuéni funkce je na obrézku 3.9.

w/2

Obrazek 3.9: Graf distribuéni funkce z prikladu 3.7.
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Piiklad 3.8. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je dana funkeci:

0 x € (—00;0)
f(z) =< asin(3z/4) =z € (0;47/9)
0 x € (47/9; 00)

a) vypocitejte koeficient a,
b) urcete distribu¢ni funkci F,
c) uréete P{X € (7/4;47/9)},

d) nakreslete graf hustoty a distribu¢ni funkce.

Reseni:

a) K vypoctu koeficientu a vyuzijeme vlastnosti, ze integral z hustoty pfes celou

7f(x)dx =1.

realnou osu je 1, tedy

0 47’1’/9 fe'e)
1= [ 0dz+ [ asin(3z/4)dz+ [ 0dz = Za.
—00 0 47 /9
a=1/3=1,5.

Jesté je nutno oveérit platnost druhé vlastnosti hustoty, a to f(x) > 0. Tato
podminka je splnéna, hustota je tvaru f(z) = 1,5sin(3z/4) pro x € (0;47/9).
b) Nahodna velicina X je absolutné spojitd, distribuéni funkei uréime jako v
predchozim prikladeé.

z € (—00;0)  F(z)=[*_0dt=0

r € (0;47/9) F(x) = fi)oo 0dt + [, 1,5sin(3t/4)dt = 2 — 2 cos(3x/4)

xr € (4r/9;500) F(x) = ffoo 0dt + f047r/9 1,5sin(3t/4)dt + f;/g 0dt =1
Distribuéni funkci prepiseme v obvyklém tvaru.

0 x € (—o00;0)
F(z) =4 2—2cos(3x/4) x € (0;47/9)
1 x € (4m/9; 00)

c¢) Danou pravdépodobnost muzeme uréit z distribuéni funkce.
P{X € (n/4;4r/9)} = F(4r/9) — F(w/4) =1 —0,3371 = 0, 6629.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
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Obréazek 3.10: Graf hustoty z piikladu 3.8.

interval (m/4;47/9).
P{X € (r/4;47/9)} = [1T]° f(x)dz = [7/°1,5sin(3x/4)dz = 0,6629.

d) Graf hustoty je na obrazku 3.10 a graf distribuéni funkce je na obrazku 3.11.
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Obréazek 3.11: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.8.
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Priklad 3.9. Ndhodna velicina X ma distribu¢ni funkei tvaru:
0 x € (—o0;—1)

F(z)=<¢ = ze€(-1;3)
1 x € (3;00)

Urcete
a) hustotu pravdépodobnosti,
b) pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X nabyva hodnoty z intervalu (-1,1).

c) nakreslete graf hustoty a distribuc¢ni funkce.

Reseni:
a) Hustotu uréime podle vzdjemné jednoznaéného vztahu (1.3) mezi distribuéni

funkci a hustotou na strané 13. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

r € (—o0;—1) f(z)=0
ve(-13) )= () =}
z € (3;00) f( 1
Hustotu prepiseme v obvyklém tvaru.

0 x € (—o0;—1)
f@)={ 174 ze(-13)
0 x € (3;00)

b) Danou pravdépodobnost muzeme urcit z distribuéni funkce.
P{IXe(-L1)}=FQ1)-F(-1)=3-0=1.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
interval (—1;1).

P{X € (-1;1)} = [!, f(z)de = [, 1/4da = L.

c) Graf hustoty je na obrdzku 3.12 a graf distribu¢ni funkce je na obrazku 3.13.
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Obrazek 3.12: Graf hustoty z piikladu 3.9.
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Obréazek 3.13: Graf distribu¢ni funkce z ptikladu 3.9.
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Piiklad 3.10. Distribu¢ni funkce nahodné veliciny X je dédna vztahem:

F(z) =a+ barctan(z) z € R%.

a) urcete koeficienty a a b,

b) urcete hustotu pravdépodobnosti,

c¢) urcete pravdépodobnost, ze ndhodné velicina X nabyva hodnoty z intervalu
(-2,2).

d) nakreslete graf hustoty a distribu¢ni funkce.

ResSeni:

a) K vypoctu koeficientu a a b vyuzijeme vlastnosti distribu¢ni funkce na svych

koncich:
lim F(z) =0,
T——00
xlgglo F(z)=1.

0= lim a+ barctan(z) =a —bF
T—>—00

1 = lim a + barctan(z) = a + b5

Z—00
7 této soustavy ted vypocitame oba koeficienty.

a=3, b=2.

Jesté musime ovérit spojitost zprava a neklesajici charakter funkce. Distribuéni
funkce F(z) = 1 + % arctan(z) ob¢ vlastnosti spliuje.

b) Nahodna veli¢ina X je absolutné spojitd, hustotu uréime jako v predchozim
prikladeé.

ze R, f(z)=(3+ Larctan(z)) = ﬁ

Hustotu prepiseme v obvyklém tvaru.

f(x) = ==, zeR.

c¢) Danou pravdépodobnost muzeme uréit z distribuéni funkce.

P{X € (-2;2)} = F(2) — F(—2) = 10,8524 — 0, 1476 = 0, 7048.

Druhou moznosti, jak ur¢it danou pravdépodobnost, je preintegrovat hustotu pres
interval (—2;2).

P{X € (-22)} = [%, f(2)dz = [?, —L—dz = 0,7048.
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Obréazek 3.14: Graf hustoty z prikladu 3.10.

d) Graf hustoty je na obrazku 3.14 a graf distribuéni funkce je na obrazku 3.15.

Obrazek 3.15: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.10.
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3.2. Funkce nahodnych veli¢in

Piiklad 3.11. Nahodnd velicina X ma hustotu pravdépodobnosti:

0 x € (—o0;—2)
fx(@) =< k(z—3)? ze(-2;1)
0 x € (1;00)

Vypocitejte koeficient k a hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny

Y =In(X +3) — 2.

ReSeni:

K vypoctu koeficientu k vyuzijeme vlastnosti, ze integral z hustoty pres celou

7f(;1:)dx

_92 1 5%
1= [ 0dz+ fgk(x — 3)2dx+1f0d:v = 39k.

realnou osu je 1, tedy

k= 1/39.

Jesté je nutno ovérit druhou vlastnost hustoty, a to f(z) > 0. Tato podminka je
splnéna, hustota je tvaru %(x —3)? prox € (—2;1).

Transformaci y = In(z + 3) — 2 se zméni i meze pro nenulovou ¢ast hustoty

frly) :In(=2+3)—2=—-2aln(1+43)—2=-0,6137.
Hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y vypocitame podle vztahu (1.6) na

strané 19. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

Frw) = fx(g W) )]

Polozime

g(x) =In(z +3) -2

9 '(y) = exp(y +2) — 3
(97 () = exp(y +2)

Dosazenim do vztahu (1.6) pro vypocet hustoty pravdépodobnosti nahodné velic¢iny

Y dostavame:
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Obrazek 3.16: Graf hustoty nahodné veliciny X z prikladu 3.11.

0 y € (—o0; —2)
fy(y) =< 1/39(exp(y +2) — 6)? x exp(y +2) y € (—2;—0,6137)
0 y € (—0,6137; 00)

Graf hustoty ndhodné veli¢iny X je na obrazku 3.16 a graf hustoty nahodné

veliciny Y je na obrazku 3.17.

L 1 1 L I}
-3 -248 -2 -1.4 -1 04 0

Obréazek 3.17: Graf hustoty nahodné veliciny Y z piikladu 3.11.

60



Priklad 3.12. Ndhodnd velicina X m4é distribu¢ni funkei:

0 x € (—o0;1)
Fx(x)=< z—1 z€(1;2)
1 x € (2;00)

Urécete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = e™X.

Reseni:
Nejdiiv uréime hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X . Nahodné veli¢ina
X je absolutneé spojitd, takze vyuzijeme vztahu (1.3) na strané 13. Pro pripomenuti,

vztah vypada takto:

(o) = 2
0 ze€(—o0;l)
fx(@)=<¢1 ze(l;2)
0 z€(2;00)

Transformaci y = e~ se zméni i meze pro nenulovou ¢ast hustoty fy(y) : e™! =

0,3679 a e~2 = 0, 1353. Meze ndm vysly v opaéném poiadi, protoze transformace
y = e~ " je klesajici funkce.
Hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y vypocitame podle vztahu (1.6) na

strané 19. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

frw) = Ix(g " W)Ig )]

Polozime

x

glx) =e”
97 (y) = —In(y)
(97" () =—;

Dosazenim do vztahu (1.6) pro vypocet hustoty pravdépodobnosti nahodné velic¢iny

Y dostavame:

y € (—0o0;0,1353)

fy(y) = y € (0,1353;0,3679)
0 ye€(0,3679;00)

Graf hustoty nahodné veliciny X je na obrazku 3.18 a graf hustoty nahodné

<= O

veliciny Y je na obrazku 3.19.
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Obrazek 3.18: Graf hustoty nahodné veliciny X z prikladu 3.12.
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Obréazek 3.19: Graf hustoty nahodné veliciny Y z piikladu 3.12.
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Priklad 3.13. Ndhodn4é velicina X ma distribué¢ni funkci definovanou vztahem:

0 x € (—o0;1)
Fx(z)=< 2*—=2x+1 z€(1;2)
1 x € (2;00)

Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = sin X.

Resent:
Protoze je ndhodna velicina X absolutné spojita, distribu¢ni funkci na hustotu

prevedeme stejnym zpusobem jako v predchozim piikladé.

0 r € (—oo;1)
flx)y=<2x—2 x€(1;2)
0 x € (2;00)

Transformace y = sinz nenf na intervalu (1;2) monoténni, musime proto postu-
povat jinak. Intervaly budeme nyni znacit dolnim indexem, aby bylo jasné, do
defini¢niho oboru hustoty které nahodné velic¢iny patii. Za¢neme tim, ze rozdélime
defini¢ni obor nenulové ¢ésti hustoty nahodné veliciny X na intervaly, na kterych
je transformace y = sinz monoténni. Interval s nenulovou hustotou je (1;2)y
a transformace y = sinz je monoténni na intervalech (1;7/2)x a (7/2;2)x.
(Pfi nasich tvahdch nezalezi na tom, jaké typy intervalu z hlediska uzavienosti
pouzijeme.) Néasledné na tyto intervaly aplikujeme transformaci y = sinz a taky
urcéime inverzn{ transformaci ¢! na téchto intervalech. Interval (1;7/2)x se zob-
razi na interval (sin 1; 1)y s inverzni transformaci x = arcsiny a interval (7/2;2)x
se zobrazi na interval (sin2;1)y s inverzni transformaci x = 7™ — arcsiny. Inter-
valy (sinl;1)y a (sin2;1)y, které vznikly aplikaci transformace y = sinz, se
castecné prekryvaji, a to je problém, ktery musime odstranit. My potiebujeme,
aby se intervaly po transformaci bud pfekryvaly iplné, nebo aby se neptekryvaly
vubec. Proto interval (sin 1; 1)y rozdélime v bodé sin 2 na intervaly (sin 1;sin 2)y
a (sin2;1)y. Nyni musime odpovidajicim zpusobem rozdélit jeho vzor, interval
(1;7/2)x. Interval (sin 1; 1)y jsme rozdélili v bodé sin 2, takze bod sin 2 nyni do-
sadime do inverzni transformace na tomto intervalu a dostaneme m — 2, takze
interval (1;7/2)x rozdélime na intervaly (1;7m — 2)x a (7 — 2;7/2)x. Nakonec

urc¢ime absolutni hodnoty z derivaci inverznich transformaci. Vyse uvedené tivahy
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prehledné shrneme do tabulky.

interval fx(z) | (L;m—2) | (7 —2;7/2) (7/2;2)
interval fy(y) | (sinl;sin2) (sin2;1) (sin2;1)
ot r =arcsiny | x = arcsiny | x = 7 — arcsiny
—Ty — 1 — 1 — 1
[~ v il Iy el B iy e

Hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y ted uréime podle vztahu (1.7) na

strané 20. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

)= D Il Wller W) Yy € Iyn.

:o(Ixi)=Iyn

Pro y € (sin 1; sin 2) mame:

fr(y) = fx(arcsiny)|(arcsiny)’| = (2arcsiny — 2)/4/1 — y?

a pro y € (sin2;1) mame:

Jy(y) = fx(arcsiny)|(arcsiny)’| + fx (7 — arcsiny)|(m — arcsiny)’| = (2arcsiny —

2421 —2arcsiny — 2)/\/1 —y?> = 27 —4)//1 — 4%

Hustotu ptrepiseme v obvyklém tvaru.

0 € (—o0; 0,8415)
) (2 arcsmy —2) / 1—y? y € (0,8415;0,9093)
W =9 (o — 1)) /1= € (0,9093; 1)
0 y € (1;00)

Graf transformace je na obrazku 3.20, graf hustoty nahodné veliciny X je na

obrazku 3.21 a graf hustoty nahodné veli¢iny Y je na obrazku 3.22.
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Obrazek 3.20: Graf transformace y = sinx z piikladu 3.13.
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Obréazek 3.21: Graf hustoty nahodné veliciny X z prikladu 3.13.
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Obrazek 3.22: Graf hustoty ndhodné veliciny Y = sin X z prikladu 3.13.

Piiklad 3.14. Nahodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti:

0 zé€(—00;0)
fx(x)=1q 2z x€(0;1)
0 ze(l;00)

Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = (X —0,5)? = X2 — X +
0, 25.

Resent:

Ani v tomto pifkladé neni transformace y = (z — 0,5)? na intervalu (0;1) mo-
notonni. Tento piiklad je ovSsem jednodussi nez predchozi, protoze oba intervaly,
na kterych je transformace y = (z — 0,5)® monoténni, se zobrazi na totozny
interval. Nebudu ted rozepisovat cely postup (uveden v predchozim piiklade),
napisu jen vysledky. Interval s nenulovou hustotou je (0;1)y a transformace
y = (x—0,5)? je monoténni na intervalech (0;0,5)x a (0, 5; 1)x. Interval (0;0,5) x
se zobrazi na interval (0; 0, 25)y s inverzni transformaci v = —,/y+0, 5 a interval
(0,5;1)x se zobrazi na interval (0;0,25)y s inverzni transformaci z = |/y + 0, 5.

Vysledky ted zapiseme do tabulky.
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interval fy(x) (0;0,5) (0,5;1)
Interval fy(y) (0;0,25) (0;0,25)
ot t=—y+0,5|xz=,/y+0,5
| I Tl s Vil

Hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y ted uréime stejnym zpusobem
jako v predchozim piikladé. Pro y € (0;0,25) mame:
) = fx(Vy +0.5)[(y +0,5) | + fx(=vy + 0,5)[(=yy+0,5)| = (2y/y +
1—2y+ 1)Ly 12 =y~ 12
Hustotu prepiSeme v obvyklém tvaru.

0 y € (—00;0)

fr(z) =< y V% ye(0;0,25)
0 y € (0,25; 00)

Graf transformace je na obrazku 3.23, graf hustoty ndhodné veliciny X je na

obrazku 3.24 a graf hustoty ndhodné veli¢iny Y je na obrazku 3.25.

Obréazek 3.23: Graf transformace y = (z — 0, 5)? z pifkladu 3.14.
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Obréazek 3.24: Graf hustoty nahodné veliciny X z prikladu 3.14.
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Obrézek 3.25: Graf hustoty ndhodné veliciny Y = (X — 0,5)? z piifkladu 3.14.
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3.3. Ciselné charakteristiky

Priiklad 3.15. Nahodna velicina X je dana tabulkou rozdéleni pravdépodobnosti.
Urcete stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny X. Dale urcete sttedni hod-

notu, rozptyl a rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ¥ = 3X? — 2.

p(z;) 10,110,503} 0,1

Reseni:

Jelikoz je ndhodna velicina X diskrétni, stfedni hodnotu vypocteme podle vzorce

E(X)= Z Tnp(Ty).

4
E(X) =S ap(z;) =0%x0,1+2x0,54+4%x0,3+6x0,1=2,8

=1

Rozptyl budeme pocitat podle vzorce
var(X) = E(X?) — [E(X)?
ve kterém vystupuje E(X?), takze ji nejdifv spocitdme.
E(X?) = ix?p(frji) —02x0,1+22%x0,5+42x0,3+62x0,1=10,4.

Ted uz muzeme vypocitat rozptyl.

var(X) = E(X2) — [E(X)]? = 10,4 — 2,82 = 10,4 — 7,84 = 2, 56.
Pro stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny Y podle vzorcu dostavame:
E(Y) = E(3X2 —2) = 3E(X?) — E(2) =3 x 10,4 — 2 =29, 2.
Rozptyl budeme pocitat podle vzorce

var(a + bX?) = b?var(X?),
takze predtim spocitame var(X?). Pro ten budeme zase potiebovat E(X*).
5
E(XY) = S ap(ai) = 0 x 0,1+ 16 x 0,5+ 256 x 0,3 + 1206 x 0,1 = 214, 4.
i=1

var(X?) = E(X*) — [E(X?)]? = 214, 4 — 10,42 = 214, 4 — 108, 16 = 106, 24.
var(Y) = var(3X? — 2) = 9var(X?) = 9 x 106,24 = 956, 16.
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Obrazek 3.26: Graf distribu¢ni funkce nahodné veliciny X z ptikladu 3.15.

Nakonec spoc¢itame tabulku rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny Y.

Hodnoty ndhodné veli¢iny Y vypocitame aplikaci transformace y = 322 — 2 na
hodnoty ndahodné veliciny X, jako pravdépodobnosti hodnot nahodné veli¢iny Y
pouzijeme pravdépodobnosti hodnot nahodné veliciny X, protoze transformace

na né nema vliv.
x; 0 2 4 6
Yi -2 | 10 | 46 | 106
p(y;) | 0,110,503/ 0,1

Sttedni hodnotu i rozptyl nahodné veli¢iny Y muzeme vypocitat piimo z tabulky
rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Y, nemusime pouzivat vzorce uve-
dené vyse.

Graf distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je na obrazku 3.26 a graf distribucni

funkce ndhodné velic¢iny Y je na obrazku 3.27.
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Obréazek 3.27: Graf distribu¢ni funkcendahodné veliciny Y z pirikladu 3.15.

Piiklad 3.16. Nahodna velicina X je dana tabulkou rozdéleni pravdépodobnosti:

T 1 2 3 4 ) 6 7 8
p(z;) | 0,1 10,15 | 0,12 | 0,07 | 0,04 | 0,16 | 0,32 | 0,04

Urcete stiedni hodnotu, rozptyl, modus, median, horni a dolni kvartil, distribuc¢ni

funkci a sestavte jeji graf

Reseni:

Nahodné velicina X je diskrétni, stfedni hodnotu vypocéteme podle vzorce

E(X)= Z Tnp(Ty).

8
E(X) = Y aip(ei) =1x0,1+2x0,15+3 x 0,12+ 4 x 0,07 +5 x 0,04

=1

+6x0,164+7x0,32+8x0,04 =4,76.
Rozptyl vypocitame podle vztahu

var(X) = E(X?) — [E(X)]*.
Pro vypocet rozptylu budeme potiebovat E(X?).
8
E(X?) =Y a?p(z;) =12 x 0,1 +22 x 0,15+ 3% x 0,12+ 4% x 0,07 + 52 x 0,04
i=1

+6% x 0,16 + 7% x 0,32 + 82 x 0,04 = 27,9.
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var(X) = E(X?) — [E(X)]? = 27,9 — 4,76% = 27,9 — 22,6576 = 5,2424.

Modus diskrétni nahodné velic¢iny je hodnota s nejvyssi pravdépodobnosti, takze
T="T.

Pro dalsi vypocty nejdiiv urc¢ime distribucni funkei podle vzorce (1.1) na strané

12. Pro pripomenuti, vzorec vypada takto:

(0 x € (—o0;1)
0,1 =xe€(1;2)
0,25 x€(2;3)
0,37 € (3;4)
F(z)=4¢ 0,44 z € (4;5)
0,48 z € (5;6)
0,64 € (6;7)
0,96 x € (7;8)
1 x € (8;00)

Medidn xo 5 nyni uréime jako takové ¢islo x, pro které plati P(X < z) > 0,5

a soucasné P(X > x) > 1—0,5. Hodnota a = 0,5 se neshoduje s zddnou hodno-
tou distribuéni funkce, takze jej urcime jako nejmensi ¢islo vyhovujici nerovnosti
F(zo5) > 0,5. Ztejmé x5 = 6.

Dolnf kvartil xg 25 je kazdé ¢islo z intervalu (2;3), protoze P(X < 2) > 0,25
aP(X >3)>0,75.

Horni kvartil z¢ 75 uré¢ime podobné jako medidn. Hodnota oo = 0, 75 se neshoduje
s zadnou hodnotou distribuéni funkce, takze jej urc¢ime jako nejmensi ¢islo vyho-
vujici nerovnosti F'(zg75) > 0,75. Ziejmeé x75 = 7.

Graf distribucni funkce je na obrazku 3.28
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Obrazek 3.28: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.16.

Priiklad 3.17. Ndhodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti definovanou

vztahem:

0 x € (—o0;1)
fl@)=% s£2*+1 z€(1;2)

0 z € (2;00)

a) nakreslete graf hustoty pravdépodobnosti,
b) vypocitejte stredni hodnotu,

¢) urcete modus,

d) urcete rozptyl a smérodatnou odchylku,
e)
)

f) urcete koeficient Spicatosti,

urcete koeficient sikmosti,
g) median a horni a dolni kvartil.

Reseni:
a) Graf hustoty je na obrazku 3.29.
b) Néhodna velicina X je absolutné spojitd, stfedni hodnotu vypocitdme podle

vztahu (1.8) na strané 22. Pro pfipomenuti, vtah vypadd takto:

o0

E(X)= /:cf(x)dx

—00
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Obrazek 3.29: Graf hustoty z piikladu 3.17.
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Obrazek 3.30: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.17.
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2
E(X) = [a* + 2ade = 20 = 1,566.
1

35 175
¢) Modus spojité nahodné veli¢iny je lokalni maximum (muze jich byt vic). Modus
v naSem pripadé neexistuje, protoze v intervalu s nenulovou hustotou je hustota
sice rostouci, ale konec tohoto intervalu, kde by modus pravé byl, do intervalu
nepatii.

d) Rozptyl vypocitdme podle vztahu:
var(X) = E(X?) — [E(X)]>.

2 2

var(X) = 2,533 — 2,452 = 0, 081.
var(X) = 4/0,081 = 0, 285.

e) Po koeficient sikmosti plati:

3
O{g(X) = ;,
kde
o= [ (o~ B0 oo
00 2
[ (= E(X))*f(x)dz = [(z —1,566)* 2% + 2dz = —0, 0066.
—00 1
a3(X) =5 = 5?622616 = —0.2856, takze je rozdéleni protahlejsi smérem vlevo.

f) Pro koeficient $picatosti plati:

o4
kde
pi= [ (o~ ECO) oo
oo 2
[ (= E(X))*f(x)dz = [(z —1,566)*(52° + 2)da = 0,0127.
—00 1
ay(X) = 4 -3 = 22— 3 = 10765, takze je hustota na svych koncich
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mensi nez hustota normalniho rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou a stejnym
rozptylem
g) Pro dalsi vypoéty nejdiiv uréime distribuéni funkei uzitim vztahu (1.2) na

strané 12. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

Fla) = / Ft)dt.

0 x € (—o0;1)
4
Fla)=q £+2 -2 ze(1;2)
1 x € (2;00)

Jeji graf je na obrazku 3.30.

Pro medidn u spojité ndhodné veli¢iny plati

F<I0,5> = 0, 5

Takze fesime rovnici
274’ 4z, 3 _
Bt oi=0s
X0,5 = ]_, 5985.

Pro kvartily nyni fesime stejnou rovnici akorat s jinou pravou stranou. Nejdiiv s
0,25, potom s 0,75.

Zo,25 = 1,3308.

Zo75 = 1,8172,

Priklad 3.18. Nahodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti definovanou

vztahem:
0 z€(—o0;l)
3z e(l;2)
f@) =40 ze(23)
T oxe(3:4)
0 z€ (4;00)

Urcete stredni hodnotu, rozptyl, modus, medidn a horni a dolni kvartil.

Reseni:

Stredni hodnotu urc¢ime stejné jako v predchozim piikladeé.
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dx = 2.

N1
NS

E(X) :f2 “dx—i—f

Rozptyl taktéz urcime stejné jako v predchozim prikladé.

00 2 4
E(X?) = [ 2*f(a)dr = [ % dw+ [ fdo = 3 = 4,8333.
—00 1 3

var(X) = E(X?) — [E(X)]? = 2 — 22 = 2 =0,8333.

Modus je lokalni maximum, takze nyni je & kterdkoliv hodnota z intervalu (1;2)

a (3;4).

Pro dalsi vypocty budeme pottebovat distribuéni funkci. Uréime ji stejnym zpusobem

jako v predchozim ptikladeé.

0 x € (—oo;1)

—24+3% ze(l;2)
F(z)=1<¢ 0,75 x € (2;3)

z z € (3;4)

1 x € (4;00

Pro medidn nyni fesime rovnici F(zo5) = 0,5, takze

ro5 = 1.

Pro dolni kvartil fesime rovnici F/(zg25) = 0, 25, takze

To,25 = %-

Horni kvartil x 75 je kazdé ¢islo z intervalu (2;3), protoze P(X < 2) = 0,75 a
P(X > 3) = 0,25.

Graf hustoty je na obrazku 3.31 a graf distribuéni funkce je na obrazku 3.32.
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Obrazek 3.31: Graf hustoty z piikladu 3.18.

=
= 05r

Obrazek 3.32: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.18.
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3.4. Aplikace zakladnich rozdéleni pravdépodo-
bnosti

Priklad 3.19. Na cviceni z matematické analyzy cvicici zadal priklad. Ze zkusenosti
vi, ze pravdépodobnost spravného vyteseni tohoto ptikladu je 0,83. Urcete

a) rozdéleni pravdépodobnosti spravného vyreseni,

b) stfedni hodnotu a rozptyl spravného vyftesent,

c¢) distribuéni funkci a sestavte jeji graf.

Resent:
Nédhodna velicina X predstavuje pocet spravnych vyreseni v jednom pokuse a ma
alternativni rozdéleni s parametrem p = 0, 83.

a) Nahodn4 velicina X nabyva hodnot {0,1} s pravdépodobnostmi
m=PX=0=1-0,8=0,17, p,=P(X =1)=0,83.
Sestavime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X .

ZT; 0 1
p(z;) | 0,17 | 0,83

b) Podle vzorcu uvedenych v oddile 2.1.1 na strané 30 s pfehledem alternativniho
rozdéleni plati:

E(X)=0,83,

var(X) = 0,83(1 —0,83) =0, 1411.

c) Ndhodné velicina X je diskrétni, distribuéni funkci sestavime podle vztahu

(1.1) na strané 12. Pro pfipomenuti vztah vypada takto:

F(z) = play).

o<z

0 x € (—00;0)
F(z)=14 0,17 x€(0;1)
1 x € (1;00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.33.
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Obrazek 3.33: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.19.

Piiklad 3.20. Ctyfikrat vystfelime na cil. Pravdépodobnost zasahu pii kazdém
vystielu je 0,6. Urcete

a) rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu zdsahu,

b) stfedni hodnotu a rozptyl poc¢tu zasahu,

b) distribuéni funkci a sestavte jeji graf.

Reseni:

Nahodnd velicina X predstavuje pocet zasahu cile a ma binomické rozdéleni s
parametry n =4 a p = 0,6.

a) Ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnot {0, 1, 2, 3, 4}. Vypocitdme pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot podle pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni s pa-
rametry n =4 a p = 6.

p1 = P(X =0)=0,6,4* = 0,0256

pr=P(X =1)=4x0,6'0,4% = 0,1536

pr =P(X =2) =6 x0,6%0,4% = 0, 3456

ps=P(X =3)=4x0,6%0,4' =0, 3456

ps = P(X =4) =0,60,4° = 0, 1296

Sestavime tabulku rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.
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Obrazek 3.34: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.20.

T 0 1 2 3 4
p(x;) | 0,0256 | 0,1536 | 0,3456 | 0,3456 | 0,1296

b) Podle vzorcu uvedenych v oddile 2.1.2 na strané 31 s pfehledem binomického
rozdéleni plati:

E(X) =24,

var(X) = 0, 96.

¢) Ndhodna veli¢ina X je diskrétni, distribuéni funkci sestavime jako v predchozim
prikladeé.

(0 z € (—o0;0)

0,0256 x €

(

(0; 1

] 0,1792 ze(1;2
F(x) =9 05048 2 € (2:3)
0,8704 = € (3;4)

1 x € (4;00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.34.
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Obrazek 3.35: Graf distribu¢ni funkce z ptikladu 3.21.

Priklad 3.21. Eshop obdrzi prumérné 31 objednavek za den. Urcete
a) stredni hodnotu a rozptyl poc¢tu objednévek,

b) distribuéni funkci a sestavte jeji graf,
c)

pravdépodobnost, ze pocet objednavek za den prekroci 50.

Reseni:
Néhodna velicina X predstavuje pocet objednavek, které eshop obdrzi za den,
a ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \ = 31.
a) Podle vzorctu uvedenych v oddile 2.1.3 na strané 31 s prehledem Poissonova
rozdéleni plati:
E(X) = 31,
var(X) = 31.
b) Nahodn4 veli¢ina X je diskrétni, distribucni funkci sestavime jako v predchozim
priklade.
0 z € (—o0;0
F(z) = {Zkgx %6_31 T € EO; 00) )

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.35.
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c¢) Pravdépodobnost, ze pocet objednavek prekroci 50, uréime z distribu¢ni funkce.

X, 31k
P(X >50) = 1-P(X < 50) = 1-F(50) = 1-)

?e—?’l = 1-0,9994 = 0, 0006.
k=0

Priklad 3.22. V osudi je 15 losu, z kterych jsou 4 vyherni. Ndhodné vybereme
3. Urcete

a) stfedni hodnotu a rozptyl poc¢tu vybranych vyhernich losu,

b) distribuéni funkei poctu vybranych vyhernich losu a sestavte jeji graf,

¢) pravdépodobnost, Ze jsme vybrali nejméné 2 vyherni losy.

Reseni:
Nahodné velicina X predstavuje pocet vyhernich losu, které jsou mezi 3, které
jsme vybrali, a ma hypergeometrické rozdéleni s parametry N = 15, M = 4 a
n=3Ja.
a) Podle vzorct uvedenych v oddile 2.1.4 na strané 32 s prehledem hypergeome-
trického rozdéleni plati:
_ 44 _ 16

E(X) =45 = }—5,
var(X) = 40112 = 322 = () 6705.
b) Nédhodnd veli¢ina X je diskrétni, distribuéni funkei sestavime jako v predchozim
prikladeé.

0 z € (—o0;0)

33/91 z € (0;
F(z)= ¢ 11/13 x €

451/455 =z € (

1 x € (3;00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.36.
c¢) Pravdépodobnost, ze jsme vybrali nejméné 2 vyherni losy, uréime z distribuéni

funkece.

P(XZ2):1—P(X§1):1—F(1):1—i—(i)<31‘1’“) -1z

83



09r

08

07r

0B

04t

03¢

02r

otr

Obrazek 3.36: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.22.

Piiklad 3.23. V uré¢itém manualnim vyrobnim procesu je znamo, ze jeden z
deseti vyrobku nevyhovuje prisnym kvalitativnim normam. Urcete

a) pravdépodobnost, ze tfeti ndhodné vybrany vyrobek je prvni, ktery nevyho-
vuje,

b) sttedni hodnotu a rozptyl poc¢tu vyhovujicich vyrobku, nez narazime na nevy-
hovujici vyrobek,

¢) distribuéni funkei poé¢tu vyhovujicich vyrobku, nez narazime na nevyhovujici

vyrobek a sestavte jeji graf.

Reseni:

Nahodné velicina X predstavuje pocet vyhovujicich vyrobku, nez narazime na
prvni nevyhovujici vyrobek a mé geometrické rozdéleni s parametrem p = 0, 1.
a) Danou pravdépodobnost uréime z pravdépodobnostni funkce geometrického
rozdéleni.

P(X=2)=p(1-p)*=0,1x0,92=0,081.

b) Podle vzorcu uvedenych v oddile 2.1.5 na strané 33 s prehledem geometrického
rozdéleni plati:

E(X)=09,

var(X) = 90.
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Obrazek 3.37: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.23.

¢) Ndhodna veli¢ina X je diskrétni, distribuéni funkei uréime jako v predchozim
prikladeé.

_JO x € (—00;0)
Fle) = {ZM 0,9%0,1 z € (0; 00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.37.

Piiklad 3.24. Nahodné vybereme redlné ¢islo z intervalu (0; 10). Urcete

a) stfedn{ hodnotu a rozptyl ndhodné vybraného c¢isla,

b) hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kterd predstavuje ndhodné vy-
brané ¢islo, a sestavte jeji graf,

¢) pravdépodobnost, Ze vybrané ¢islo je z intervalu (2;7),

d) distribuéni funkci ndhodné veliciny X, kterda predstavuje ndhodné vybrané

¢islo, a sestavte jeji graf.

Resent:

Néhodn4 velicina X predstavuje nami vybrané ¢islo z intervalu (0; 10) a ma rov-
nomeérné rozdéleni s parametry a = 0 a b = 10.

a) Podle vzorcu uvedenych v oddile 2.2.1 na strané 33 s prehledem rovnomérného
rozdéleni plati:

E(X) =5,
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Obréazek 3.38: Graf hustoty z prikladu 3.24.

var(X) = 2.
b) Hustotu uréime podle vztahu pro hustotu rovnomérného rozdéleni ze stejného

oddilu.
0 x€(—o0;0)
f(x)=12 0,1 =z € (0;10)
0 x € (10; 00)

Graf hustoty je na obrazku 3.38.
c¢) Pravdépodobnost, Ze vybrané ¢islo je z intervalu (2; 7), ur¢ime preintegrovanim

hustoty pres tento interval.
7

P(X €(2;7)) = [0,1dz = 0,5
2

d) Néhodné velicina X je absolutné spojitd, distribuéni funkci uréime podle

vztahu (1.2) na strané 12. Pro pripomenuti, vztah vypada takto:

T

F(z) = / 0, 1dt.

— 00

0 € (—o0;0)
F(z) =4 & =€ (0;10)
1z e (10;00)

Graf distribuc¢ni funkce je na obrazku 3.39.
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Obrazek 3.39: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.24.

Priklad 3.25. Vyska dospélého clovéka v jedné oblasti se fidi normalnim rozdélenim
se stfedni hodnotou 176 cm a smérodatnou odchylkou 10 cm. Urcete

a) pravdépodobnost, ze dospély ¢lovék méii mezi 170 a 180 cm,

b) hustotu pravdépodobnosti vysky dospélého ¢lovéka a sestavte jeji graf,

¢) distribuéni funkci vysky dospélého ¢lovéka a sestavte jeji graf.

Reseni:
Néhodna velicina X ptredstavuje vysku dospélého ¢lovéka a ma normalni rozdélent
se stfedni hodnotou p = 176 a smérodatnou odchylkou o = 10.
a) Abychom mohli vyuzit statistické tabulky, budeme hledat danou pravdépodo-
bnost pomoci normovaného normalniho rozdéleni. Jestlize velicina X znaci vysku
dospélého cloveka (s uvedenou stredni hodnotou a smérodatnou odchylkou), pak
nahodnd veli¢ina

X — 176

4 =——F——~N(0,1).
10 (7)

Vyjadiime-li také zadané realizace veliciny X jako realizace veli¢iny Z,

170 - 176

180 — 176
pumy pu— O
10

—0,6 zp=—"—=0/4

A1 10
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Obréazek 3.40: Graf hustoty z prikladu 3.25.

potom bude hledana pravdépodobnost rovna
P(170 < X <180) =P(-0,6 < Z <0,4) = ®(0,4) — ®(—0,6) =

= ®(0,4) — [1 — (0,6)] = 0,65542 — 1 + 0, 72675 = 0, 38217

b) Hustotu uréime podle vztahu pro hustotu normélniho rozdéleni ze stejného

oddilu.

1 _ (z—176)2

f(r) = ——==e" 20 r € R

Graf hustoty je na obrazku 3.40.
¢) Ndhodnd velicina X je absolutné spojitd, distribuéni funkce urc¢ime jako v

predchozim piikladeé.

Fr) = — S o e R
21 J o

10v27

Graf distribu¢ni funkce je na obrazku 3.41.
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Obrazek 3.41: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.25.

Priiklad 3.26. Ze zkuSenosti vime, ze Zivotnost urcité elektronické soucastky se
fidi exponencidlnim rozdélenim se stiedni hodnotou 4 roky. Urcete

a) stredni hodnotu a rozptyl zivotnosti elektronické soucastky,

b) hustotu pravdépodobnosti zivotnosti soucastky a sestavte jeji graf,

¢) distribuéni funkci zivotnosti soucastky a sestavte jeji graf,

d) pravdépodobnost, ze soucastka vydrzi déle nez 6 let.

Reseni:

Néhodna velicina X predstavuje zivotnost soucastky v rocich a ma exponencialni
rozdéleni s parametrem \ = 4.

a) Podle vzorcu uvedenych v oddile 2.2.4 na strané 38 s prehledem exponencialniho
rozdéleni plati:

E(X) = 4 roky,

var(X) = 16 roky?.

b) Hustotu uré¢ime podle vztahu pro hustotu exponencidlniho rozdéleni ze stejného

oddilu

_Jo x € (—o0;0)
flz) = { te™/t gz € (0;00)

Graf hustoty je na obrazku 3.42.
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Obréazek 3.42: Graf hustoty z prikladu 3.26.

¢) Ndhodnd velicina X je absolutné spojitd, distribu¢ni funkei uréime jako v
predchozim piikladeé.

_Jo x € (—00;0)
Fa) = { s e /idt = 1 x (—4)e M = —e7" z € (0;00)

Graf distribucni funkce je na obrazku 3.43.

d) Danou pravdépodobnost uréime z distribu¢ni funkce.

PX>6)=1-P(X<6)=1-F(6)=1-1[e/ds =e%2=0,2231.

C Y=o
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Obrazek 3.43: Graf distribuc¢ni funkce z ptikladu 3.26.
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Zaver

Hlavnim cilem mé préace je, aby slouzila jako navod studentim k samostatnému
feSeni prikladu, proto jsem se snazil o co nejpodrobnéjsi popis postupu, ktery pii
programem zvanym Matlab, ktery nékteri z vas uz urcité znaji. Vsechny vysledky
jsem se snazil kontrolovat napt. poc¢itanim jinym zpusobem, ale je mozné, ze mi

néco uniklo, v tom piipadé se predem omlouvam.

Myslim, ze po precteni piikladové casti si ¢tenar uvédomi, ze vypocet uve-
denych prikladu je ve skutec¢nosti celkem jednoduchy a bude umét tyto postupy
aplikovat sam. Jak uz jsem uvedl, u piikladu jsem se snazil vSe podstatné co
nejlépe vysveétlit a popsat. Doufam, Ze jsem uspél a ze moje prace pomuze mnoha

studentum pri feseni prikladi.

Zadani prikladu jsem nékdy vymyslel sam a nékdy jsem se inspiroval priklady
ze skripta Sbirka prikladi z pravdépodobnosti autoru Kubanové J. a Bohdana
L., [1]. Tato sbirka obsahuje spoustu nefesenych piikladu, takze pokud chcete

otestovat svoje znalosti, nebo se vice procvic¢it v pocitani, muzete ji k tomu vyuzit.
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