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Abstrakt

Préca je zamerand na hodnotenie vplyvu zaokrihlovacich chyb na presnost a efektivitu
numerickych integra¢nych metéd. Obsahuje teoretické predpoklady prebrané z existujucej
literatiry, implementaciu kniznice zvolenych metdd, experimentalne zistovanie dosiahnutej
presnosti za roznych podmienok a ich porovnanie vzhTadom k ¢asovej naro¢nosti. Kniznica
obsahuje metédy Runge-Kutta do rdadu 7 a Adams-Bashforth do rddu 20 implementované
pomocou C++ 8ablén, ktoré dovoluju pouzit volitelntu aritmetiku s viacnasobnou presnos-
tou. Na experimenty boli pouzité jednoduché modely so zndmym analytickym rieSenim.

Abstract

Thesis is dedicated to evaluation of roundoff impact on numerical integration methods
accuracy and effectivity. Contains theoretical expectations taken from existing literature,
implementation of chosen methods, experimental measurement of attained accuracy un-
der different circumstances and their comparison with regard to time complexity. Library
contains Runge-Kutta methods to order 7 and Adams-Bashforth methods to order 20 im-
plemented using C++ templates which allow optional arbitrary-precision arithmetic. Small
models with known analytic solution were used for experiments.
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Kapitola 1

Uvod

Numerické metédy st postupy rieSenia matematickych problémov, ktoré nedévaja presni
vSeobecne platni odpoved, ale pribliznu ¢éiselni hodnotu za konkrétnych podmienok. Po-
uzivaju sa na rozne ucely tam, kde je analytické rieSenie neexistujice alebo nepraktické,
napriklad na optimalizéciu, hladanie korefiov rovnic, interpoléciu, kvadratiru alebo simu-
laciu. V tejto préaci sa zameriame na simulacné rieSenie obycajnych diferencialnych rovnic.

Presnost kazdej numerickej metody je obmedzend jednak samotnym principom metédy,
jednak presnostou pouZitej aritmetiky. Ked7ze kritickou vlastnostou simulécii byva ich rych-
lost, pouziva sa aritmetika zabudované v procesoroch pocitacov. Na niektoré ulohy vSak ne-
staci. Ak je to nutné, presnejsia operécia sa da ziskat zloZenim vysledkov niekolkych menej
presnych. V sucasnosti sa simulacie s pouzitim takejto viacndsobnej presnosti aritmetiky
v praxi prirodzene pouzivaju v oblastiach, ktoré vyzaduji extrémnu presnost, napriklad
dlhodobé simulacie, velkoplogné simulécie, sledovanie niektorého mikroskopického detailu
v simulacii alebo simulécie chaotickych systémov.

Neexistuje teoria, ktord by vSeobecne dokéizala predpovedat najvhodnejSiu simula¢ni
metédu a najvhodnejiu presnost aritmetiky. Savisi to s tym, Ze nie je zndma univerzalna
automatizovana metédda zistovania dosiahnutej presnosti l'ubovolného vypoétu s pohyblivou
desatinnou ¢iarkou [1]. Na zaklade skusenosti s konkrétnymi simuldciami existuju odporaca-
nia, ale tie platia iba v konkrétnych Specializovanych oblastiach a niekedy st nekonzistentné.
Tato praca sa venuje niekol’kym jednoduchym modelom so zndmym analytickym rieSenim.
S tymito sa najcastejsie stretdvaju Studenti pri vyuke modelovania dynamickych systémov
a spojitej simulacie. Doraz je na sledovani zovieobecnitelnych zavislosti.

Uvodné kapitoly sa budu venovat teoretickym predpokladom, vo svetle ktorych potom
budeme interpretovat vysledky experimentov. Ako to vyjadril Richard Hamming v knihe
venovanej numerickym metéodam [1] : ,,Zmysel pocitania je pochopenie, nie ¢islo.”

Dalej bude nasledovat ¢ast venovana implementécii kniznice numerickych integraénych
met6d. Existujucich nastrojov je mnoho, potreba vyvinut novy pochadza zo Specifickych
poziadaviek. Okrem nastavitelnej presnosti aritmetiky ide hlavne o vhodna sadu metdd.
V stcasnosti byva zvykom pouzivat metoédy s adaptivnym krokom, preto prevazuju v exis-
tujacich nastrojoch. Ich nevyhodou je, Ze v extrémnych pripadoch, ked sa prejavi nedos-
tato¢na presnost zakladnych aritmetickych operacii, mechanizmus regulacie dizky kroku
zlyha. Prave vplyv zaokrihlenia je predmetom zaujmu tejto prace, preto potrebujeme me-
t6dy s pevnym krokom. Dalsia poziadavka je maf met6dy roznych, hlavne vysokych, radov,
lebo prave metody vysokych radov na svoje spravne fungovanie vyzaduja vysokid presnost
aritmetiky. Z existujucich simula¢nych kniZnic stoji za zmienku Odeint (www.odeint.com),
ktory dovoluje pouzit viacndsobni presnost, lenze neobsahuje vhodnu sadu metod.


http://www.odeint.com

Posledna kapitola sa bude venovat experimentom a interpretécii nameranych vysledkov.



Kapitola 2

Zakladné pojmy z oblasti
modelovania a simulacie

Cielom tejto kapitoly je vytvorenie stru¢ného prehl'adu najdélezitejich zakladnych pojmov
a definicii z oblasti modelovania a simulacie spojitych dynamickych systémov, ktoré boli
pouzité v tejto dipomovej préaci. Specializovana literatira na tuto tému je napriklad [2].

Systém je z filozofického hladiska relativne stabilna, usporiadand mnoZina elementov
a vztahov, ktora je charakterizovand pomocou existencie urcitych zakonov t.j. pomocou
v8eobecne potrebnych a podstatnych suvislosti” [3]. Z pohladu tejto prace sa pod pojmom
dynamickyj systém rozumie ,matematicky opis ¢asovo-zavislého procesu, ktory je vzhladom
k ¢asu homogénny, teda jeho Casovy priebeh je sice zavisly od pociatoénych podmienok
avSak je nezavisy od pociato¢ného casu” [4]. Autorstvo tejto modernej definicie dynamického
systému patri matematikovi G. D. Birkhoffovi. Iné definicie nevyzaduju homogenitu voci
Casu a vymedzuju osobitnd kategoériu autondmnych systémov.

Autonémny dynamicky systém Ak buduci stav systému zavisi iba od stucasného stavu,
ale nezavisi od aktuélneho ¢asu, potom sa systém oznacuje ako autonémny (v anglickej li-
terature sa pouziva pojem time-invariant alebo autonomous). Pre kazdy dynamicky systém
existuje autonémny model. Staci pridat jeden rozmer stavového vektora, ktory bude pred-
stavovat aktualny ¢as. Preto v dalsom texte mozeme bez straty vieobecnosti predpokladat
autonémne systémy.

Experiment je metdda analyzy systému, pri ktorej sa cielene overuje urcity predpoklad
alebo domienka o vlastnosti systému, pricom sa na zdklade ziskanych udajov predpoklad
potvrdi alebo vyvrati. Ciefom experimentu je teda zistovanie a analyza vlastnosti systému.

Model M je taky systém, ktorym moZzeme nahradit v experimente iny systém S a ziska-
nymi idajmi zodpovedat otdzku o S. Pojem model sa vzdy vztahuje k nejakému systému
a experimentu. Napriklad dreveny model ¢loveka mézeme pouZit na skusanie 'udskych Siat,
ale nemoéZeme ho pouZit na zistovanie horlavosti ludi. Tato praca sa venuje vyhradne expe-
rimentom s modelmi. Preto budeme pod pojmom systém vzdy rozumiet model (kazdy model
bude zaroven systémom diferencialnych rovnic).



Simulacia je experiment s pouZitim modelu namiesto originalneho systému.

Vlastnosti dynamického systému sa menia pdsobenim ¢asu. Vlastnosti v jednom konkrét-
nom &ase s charakterizované stavom systému. Aktuélny stav systému sa uchovava pomocou
stavouvijch premenngjch pricom mnozinu v8etkych stavovych premennych oznacujeme stavovij
vektor systému alebo skratene staw.

Dynamicky systém mozeme modelovat pomocou mnoziny moznych stavov a funkcie,
ktora z aktualneho ¢asu, stavu a vstupu urcéi buduci stav a vystup systému. Mnozinu moZz-
nych stavov volame aj stavovy priestor.

Dynamicky systém a jeho model maja niektoré spolo¢né vlastnosti, ktoré sa v Case vy-
vijaji podobnym sposobom. Priklad: Skdkajuca pruzné lopticka ma v kazdom momente
nejaku vygku nad zemou. Matematicky alebo pocitatovy model skdkajicej lopticky v do-
slovnom zmysle vysku nad zemou nemé, ale ma nejakd vnutornu ¢iselnt hodnotu, ktord
sa Casom men{ rovnako, ako sa meni vysledok merania vysky skuto¢nej lopticky. Proces,
ktorym sa overuje takato analdgia medzi systémom a jeho modelom, alebo sa zistuje rozsah
podmienok, za ktorych analégia plati, sa nazyva wvaliddcia modelu. V tejto praci nebude
dolezitd podobnost modelu so skuto¢nostou, iba podobnost réznych simulacii modelu, preto
budeme predpokladat validitu pouzitych modelov a dalej sa fiou nebudeme zaoberat.

Spojity dynamicky systém Kazdéd zlozka stavového vektora méze byt spojita alebo
diskrétna. Ak uvazujeme, Ze je ¢as spojity (realne ¢islo) a kazdé zlozka stavového vektora
sa v Case meni spojito, potom sa jedna o spojity dynamicky systém.

2.1 Modelovanie dynamickych systémov

Spojity dynamicky systém mozeme zapisat formou sustavy diferencidlnych rovnic. Pre rozne
typy systémov sa pouzivaju typicky tieto zakladné typy rovnic:

o Obycajné diferencidlne rovnice prvého rddu. V8eobecny tvar sustavy oby¢ajnych dif-
ferencidlnych rovnic prvého radu je mozné vyjadrit vztahom

(1) = ) (2.1)
pricom
g = {ye(D): k = 1,2, .., K}

je vektor stavovych premennych,

H
y'(t) ={y,(t); k=1,2,.., K}

je vektor derivécii stavovych premmennych podla ¢asu s y; (t) = dyx(t)/dt a f (ﬁ ) je
Tubovolné funkcia nad vektorom stavovych premennych. V tychto rovniciach vystu-
puju iba prvé derivacie zloziek stavového vektora podla ¢asu. Z typov diferencidlnych
rovnic st najjednoduchgie, zato velmi univerzalne. Modeluja sa nimi systémy koned¢-
nych rozmerov. Ostatné typy diferencialnych rovnic sa daji vyjadrit alebo aspon ap-
roximovat oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami prvého radu [5]. V tejto praci sa pri
modelovani systémov bude vychidzat prave z tohto druhu zéapisu.

o Obycajné diferencidlne rovnice vyssieho radu. Stustava differencidlnych rovnic N-tého
radu (N > 1) obsahuje vyssie derivéacie stavovych premennych podla ¢asu az do radu



N t.j. y,(:) (t),i=1,2,...,N. Dasa ukazat, ze takato ststava rovnic sa da plnohodnotne
previest na rovnice prvého radu (2.1), napriklad metédou zniZzovania radu derivacie
alebo metodou postupnej integracie [6].

Diferencidlno-algebraické rovnice. Stustavy diferencidlnych a algebraickych rovnic sa
v8eobecne nedaju jednoduchymi tpravami prepisat do tvaru (2.1). Obvykle sa daja
do tohto tvaru dostat preformulovanim problému, alebo sa daji pouzit simulacné
metody, ktoré dokazu riesit diferencialno-algebraické rovnice priamo.

Parcidlne diferencidlne rovnice. Ststavy parcidlnych diferencidlnych rovnic obsahuja
nie len derivacie podl'a ¢asu, ale aj derivacie podla niektorej zlozky stavového vektora.
Stavovy vektor ma preto nekonecny pocet zloZziek a tloha sa nedé priamo preformu-
lovat do tvaru (2.1). D4 sa oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami aproximovat, ak
spojity priestor stavovych premennych diskretizujeme a derivacie podla stavu nahra-
dime diferenciami. Tento sposob sa vola metoda priamok (method of lines — MOL [5]).
Parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami sa najcastejSie popisuju priestorové javy ako
napriklad pridenie tekutin alebo Sirenie mechanického napétia.



Kapitola 3
Aritmetika realnych céisel v pocitaci

Pri rieSeni numerickych metéd sa na dne$nych pocitacoch pouziva spravidla aritmetika
s pohyblivou desatinnou ¢iarkou (inym slovom pldvajicou) [7, 1|. Pevna desatinna Ciarka
je nevhodnd, pretoze medzivysledky vypoctov Casto prekroc¢ia dynamicky rozsah pouzitej
reprezentacie isel a preto je nutné pracne implementovat prispdsobovanie rozsahu Cisel.
Pouzitie racionalnych ¢isel vo forme zlomku dvoch celych ¢&isel je tiez nevhodné pre neudr-
zatelny rast paméatovej naro¢nosti v pripade narastu zloZitosti problému. Cisla s pohyblivou
desatinnou ¢iarkou budeme skratene volat redlne ¢isla, a to aj napriek tomu, Ze sa v principe
jedné o ¢isla racionélne.

Hlavnou nevyhodou realnych ¢isel je chyba zaokrihlenim (roundoff error). Tento efekt
nastane vtedy, ked v zvolenej aritmetike v dosledku obmedzeného rozlienia neexistuje ¢islo,
ktoré presne reprezentuje vysledok operacie.

Reprodukovatel'nost vypodtu

Délezitou vlastnostou aritmetiky je reprodukovatelnost kazdého vypoctu t.j. vysledok ope-
récie je deterministicky a nezavisly na pouzitom pocitaci. To umoziuje dobru prenositelnost
programov. Tiez umoziuje, aby sa zaujimavy vysledok nejakého vypoctu vzdy dal detail-
nejsie preskumat, a to aj s odstupom ¢asu, ked povodny pocita¢ uz nie je k dispozicii.

Absolutna reprodukovatelnost nie je pre praktické pouzivanie redlnych ¢isel vzdy nevy-
hnutna. Dolezité je, aby bola presnost vypoétu v uréitom limite, predpovedatelnéa a kontro-
lovatelna [17]. Spravidla je vyhodné, ak je skuto¢na presnost vypoctu lepsia, ako pozado-
vana. Ak pocita¢ dokaze produkovat presnejgie vysledky v rovnakom ¢ase, nebyva dovod to
nevyuzit. V tejto praci vSak budeme vyzadovat prisnejSiu podmienku absolutnej reproduko-
vatelnosti. Aby sme mohli experimentélne overovat vplyv presnosti aritmetiky je délezité,
aby bola poZzadovana presnost aritmetickych operacii iplne pod kontrolou.

3.1 IEEE 754

IEEE 754 [14] je norma pre implementéciu aritmetiky realnych ¢isel. Ttto normu spliiaju
takmer vSetky dne$né procesory [17]. Norma definuje:

e internd reprezentaciu redlnych Cisel a Specidlnych hodnot,
e kodovanie redlnych Eisel do retazcov pri komunikacii,

e pravidla zaokruhlovania,



e aritmetické operacie,

e hlasenie chybovych stavov.

Interna reprezentacia realnych ¢éisel

Realne ¢islo sa d& vyjadrit pomocou znamienka, mantisy a exponentu vo forme
x = s.m.b°

kde:

e s je znamienko &isla s hodnotou s = (—1)°, pricom S = 0 pre pozitivne ¢isla a S = 1
pre negativne ¢isla.

e m je mantisa s hodnotou 1 < m < 2,
e b je zaklad exponentu s hodnotou 2,
e ¢ je exponent.

Znamienko reprezentuje znamienko mantisy a tym aj polaritu celého ¢isla. Nula tiez moze
mat kladné alebo zaporné znamienko, ale kym nedédjde k chybe, tieto dve nuly st ekviva-
lentné. Mantisa obsahuje platné &islice realneho ¢isla. Sirka mantisy (pocet bitov) udéava, na
kolko platnych é&islic sa zaokrihli vysledok vypo&tu. Presnost pri reprezentéacii ¢isla preto
zavisi hlavne od sirky mantisy. Najbeznejsie pouzivané sirky mantisy si:

e 24 bitov — jednoduché presnost, float, single, binary32,
e 53 bitov — dvojnasobnda presnost, double, binary64.

Exponent udéava, kde sa nachadza radova ¢iarka ¢islal.

Specislne neé&iselné hodnoty

Okrem formétov ¢iselnych hodnot definuje norma nasledujtce neciselné hodnoty:
e Inf — nekonetno (infinity). Cislo prilis velké, pre ktoré nestaci rozsah exponentu.
e -Inf — zadporné nekonecno.

e Nan — not a number — ziadne Cislo. Vysledok nedefinovanej operacie, napriklad delenia
nulou alebo odmocniny zaporného &isla.

Raz vzniknuta neciselnd hodnota sa Siri dalsimi aritmetickymi operaciami. Ak je vstupom
operécie, vysledkom by tieZz mala byt niektora neciselné hodnota, nie oby¢ajné ¢islo. To ulah-
¢uje odhalenie a diagnostikovanie chybného vypoc¢tu. Nebezpecné je, Ze necislo sa nemusi
§irit, ak mame vo vypocte pouzité relacné a logické operacie, ako porovnanie na rovnost.
Napriklad vyhladanie minima moze vratit najmensie normalne ¢islo a skryt Nan, ¢im za-
maskuje vzniknuta chybu. Preto IEEE 754 umoziiuje signalizovat vznik neciselnych hodnét,
tato vlastnost ale podporuje iba mélo programovacich jazykov. Jednou z vynimiek je C99
s funkciami z fenv.h.

!Ekvivalent desatinnej ¢iarky, lenze nemusi oddelovat jednotky a desatiny. Podl'a pouZitej &iselnej ststavy
moéze oddelovat napriklad jednotky a polovice alebo tisicky a stovky.



Epsilon

Jeden ulp (anglicky wunit in the last place) vyjadruje hodnotu najmenej vyznamného bitu
mantisy. Hodnota ulp zavisi od sirky mantisy, ale aj od aktualnej hodnoty exponentu. IEEE
754 vyzaduje, aby vysledok kazdej operécie bol presny na % ulp, teda s najlepSou moznou
presnostou.

Epsilon e je najvicsia relativna chyba operacie s redlnymi ¢&islami, Cize % ulp v po-
mere k velkosti ¢isla. Epsilon je rovné % ulp, ak mé reédlne ¢islo absolutnu hodnotu 1. Pri
experimentalnom urc¢ovani sa da vyuzit vlastnost, Ze € je najvicsie mozné ¢islo, pre ktoré
po zaokruhleni na prislusni §irku mantisy plati € + 1 = 1. Této skutocnost bude vyuzita

v experimentalnej Casti prace pre oznacenie hranice dosiahnutelnej presnosti vypoctov.

3.2 Zdroje vypoctovych chyb

Chyba zaokruhlenim moéze vzniknut v réznych situédcidch. Niektoré sa ale ¢asto opakuju
a Casto sposobuji nezanedbatelnu stratu presnosti [1].

Sirenie chyby

Epsilon je najvicsia chyba jednej elementarnej operécie za predpokladu, ze operandy s
presné. Pri zlozitejgich vypoctoch v8ak dochadza k tzv. sireniu chyby (error propagation),
ked niektoré operacie pracuju s operandami zatazenymi chybou predoglych operacii. V ta-
kom pripade moze chyba konetného vysledku réast v zavislosti od poc¢tu, postupnosti a druhu
operacii logaritmicky, linedrne alebo dokonca exponencidlne. Vypocéty s exponencidlnym ras-
tom chyby st numericky nestabilné.

Numericka nestabilita

Vypocet, v ktorom sa aj mala neistota niektorého ¢isla (sposobena napriklad zaokrihlenim)
prejavi velkou neistotou vysledku je numericky nestabilny[10]. Chyba je pri nestabilnom
vypoc¢te mnohonésobne zvic¢Sena. Napriklad vo vyraze

y= ()" ,n=128 (3.1)

ktory vycislime opakovanim druhej odmocniny a druhej mocniny bude vysledok pre aké-
kolvek x > 1 bude vysledok s pouZitim aritmetiky realnych ¢&isel s beZnou presnostou
(pravdepodobne) 1, ¢iZe nespravny. Stane sa tak aj napriek tomu, Ze vypocet sa sklada
z pomerne malého po¢tu umocnovani a odmochovani, kazdé s relativnou chybou maximélne
e. Vysledok '3z je tak blizky jednotke, ze vSetky dalSie platné &islice sa zaokrihlenim
stratia a vznikne rovnd 1. Je to akceptovatelne presny vysledok s prihliadnutim na Sirku
mantisy. 1'% = 1, to je tiez primerane presny vysledok. Ak vak tieto dve operacie spojime,
dostaneme nezmyselné ( '3/10) AR Chyba, ktora vznikla odmocnenim a zaokrihlenim

sa pri neskorSom umocneni mnohonasobne posilni.

Sé&itanie malého a velkého ¢&isla

Ak séitame velké ¢islo v s malym ¢&islom m, priCom pre exponenty ¢isel plati e, > e,
dochédza v désledku zarovnania desatinnej Ciarky pred samotnym s¢itanim k “wvysunutiu”
menej vyznamovych bitov mensieho ¢isla zo zobrazitelnej casti mantisy a teda aj k orezaniu



ich prispevku k vysledku po zaokruhleni. Tento efekt sa anglicky nazyva shiftout [1]. V ex-
trémnom pripade, ked m < “lpT(”), bude z dovodu zaokruhlovania platit m + v = v, &im sa
vplyv malého éisla m na vysledku vobec neprejavi. Samo o sebe to nie je velky problém,
vysledok m4 stale relativnu chybu najviac €.

Uvazujme teraz o probléme shiftout v inom kontexte. Ak s¢itame velky pocet malych
¢isel m, pricom ich je tak vel'a, Ze sucet presiahne v, potom pripoc¢itanim 'ubovolného poétu
d'algich m sa uz sucet nezmeni. S¢itanie mnoZiny &isel je preto mozné iba do uréitého poctu
sCitancov zavislého od 8irky mantisy a od Statistického rozloZenia s¢itancov. Prekrocenim
tejto hranice sa vysledok stane nezmyselnym. Obmedzit tento efekt sa d4 okrem rozsire-
nia mantisy aj vylepSenym algoritmom s¢itania, napriklad s¢itanim po dvojiciach (pairwise
summation) alebo Kahanovym s¢itanim (Kahan summation [8]). Kahanove s¢itanie sa snazi
urcit velkost zaokrtihlenia a pripoé¢itat ho ako korekciu k nasledujucemu séitancu. Pri séitani
po dvojiciach (princip binarneho stromu) rozdelime rad s¢itancov na dvojice a tieto dvojice
sCitame nezavisle na ostatnych dvojiciach. Postup opakujeme na vysledkoch predchadzaju-
ceho séitania, az kym neziskame jediné vysledné &islo. Pre d'algie zlepSenie presnosti vysledku
je mozné rad s¢itancov usporiadat podla velkosti. Tak zabezpecime, aby sa s¢itavali vzdy
“najblizgie” ¢isla, teda ¢isla s ¢o najmensim rozdielom hodnét.

S efektom shiftout sa stretdvame napr. pri simulacii, kde sa problém scitania rozne
vel'kych &isel ¢asto objavuje vo vypocte aktualneho ¢asu. Vypodcet typu t, = t,_1+ At vedie
k velkému akumulovaniu chyby v désledku narastania rozdielu medzi ¢, 1 a At a preto je
vyhodnejsi algoritmus t,, = tg + nAt.

Iny pripad vyskytu shiftout v stvislosti so simulaciou spojitych systémov nastane, ked
sa pripoc¢itava zmena stavu systému pocas At k aktualnemu stavu, ¢o pri malom At moze

viest k silnému shiftout. Stretneme sa s tym v experimentalnej Casti tejto prace.

Od¢itanie dvoch podobnych ¢isel

Pri néasobeni a deleni plati, Ze ¢ sa vztahuje k velkosti vysledku. Pri séitani a odéitani je
to chyba relativna vod vécgiemu zo s¢itancov. Ak od¢itame dve podobné ¢&isla, absolutna
hodnota rozdielu je velmi mala a chyba, ktord vznikne, je relativne mald vo¢i vstupnym
¢islam, ale vel'ka voci vysledku. Najvyznamnejsie bity sa vo vysledku vzajomne vynuluju,
¢im zostane v reprezenticii ¢isla iba malo platnych ¢islic. Tento efekt sa anglicky nazyva
cancellation.

Pretecenie a podteéenie

Pretecenie (overflow) a podtecenie (underflow) nastéva, ked hodnota &sla presiahne roz-
sah exponentu. Ak je vysledok operacie prili§ velky, nastane pretecenie. Vyraz nadobudne
Specidlnu hodnotu “nekonecno”. V pripade, Ze sa vysledok blizi k hodnote nula, nastane pod-
tecenie. Vznikne denormalizované ¢islo (prva ¢islica mantisy nie je 1) s mengou presnostou,
nez je plna girka mantisy, lebo najvyznamnejsi bit (alebo niekolko najvyznamnejsich bitov)
je rovny nule. Pri dalSom zmengovani hodnoty sa ¢islo zaokrahli na nulu.

aritmetiky, pretoze ¢asto je chyba v nevhodnej Struktare vypoctov.

Vyznam denormalizovanych &isel je sporny. Namiesto prudkej straty presnosti zaokruh-
lenim na nulu sa presnost straca postupne, lebo mantisa denormalizovaného ¢isla stale obsa-
huje niekol'ko platnych ¢&islic. To zlepsi presnost vypoétu. Na druhej strane denormalizované
¢islo moze stazit detekciu chyby, ktora by zaokruhlenie na nulu zviditelnilo.
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Delitel’ blizky nule

Predchédzajice efekty nastavaju najcastejsie vtedy, ked je jeden z medzivysledkov radovo

.....

blizkym nule.

Singularita

Singularitou je bod, v ktorom sa funkcia chova inak ako v beZne pouZzivanej oblasti. Presna
definicia zavisi od kontextu, napriklad:

e funkcia je v tomto bode nedefinované
e je v tomto bode nespojita

e je v tomto bode nediferencovatelna

e funk¢éna hodnota sa blizi nekonetnu

Problémom vypoctov v oblasti singularity nebyva iba presny bod singularity, ale aj jeho
okolie. V8eobecne plati, Zze ¢im presnejSiu aritmetiku pouzivame, tym bliZsie sa moze naché-
dzat hodnota vstupnych dat k singularite. Napriklad funkcia (3.1) mé singularitu v n — oo,
pricom 128 je uz prili§ blizke nekone¢nu.

Zistovanie presnosti vypoctov

Univerzalny sposob, ako zistit velkost chyby akéhokolvek vypocétu s realnymi ¢islami nie
je znamy. Prikladom Casto pouZivanych technik, ktoré spravidla, ale nie vzdy, umoziuju
kvantifikovat chybu vypoctu, patri:

e Porovanie s vypo¢tom pomocou iného algoritmu.

e Porovanie s vypoctom so zaSumenymi vstupmi. Tak sa niekedy ukadZe neprimerane
vel'ka citlivost na mali zmenu ¢isel. Vyzaduje to mnohonasobné opakovanie vypoctu
a Statistické spracovanie vysledkov.

e Porovanie s vypoctom s inym sposobom zaokruhlovania. ZaSumenie vstupu sa moze
v zloZitejSom vypocte z dovodu zaokruhlovania stratit a neovplyvnit neskorsie fazy
vypoc¢tu. Naproti tomu zmena zaokrihlovania vplyva na vSetky medzivypocty. Prob-
lémom tejto metody byva slaba podpora roznych spésobov zaokrihlovania v progra-
movacich jazykoch.

e Porovanie s vypo¢tom s inou presnostou aritmetiky.
e Pouzitie intervalovej aritmetiky [9].

V intervalovej aritmetike je kazdé Cislo reprezentované dvojicou hodnét — vrchnou a spod-
nou hranicou. Kazd4 aritmetickd operécia sa vykona dvakrat, pri¢om vysledok pre vrchnu
hranicu sa zaokrihl'uje nahor, vysledok pre spodnd hranicu nadol. Tym sa zabezpeédi, aby
skutocny nezaokrihleny vysledok lezal vo vnutri intervalu. V integracnych metédach sa
intervalova aritmetika véi¢S§inou nepouziva z niekolkych dévodov:

e Zohladnuje iba chybu zaokrithlenim, nezohTadiiuje chybu orezanim, pri¢om chyba ore-
zanim byva nezanedbatelné.
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e Nezohladnuje stabilitu metédy, ktora zaruci, ze vplyv kaZdej jednotlivej chyby sa
¢asom zmenguje. Vysledny interval je preto mnohonasobne §irsi, nez je nutné.

e Presna hodnota nebyva rozlozena rovnomerne okolo stredu intervalu. Napriklad ked
umocnime nezname ¢islo 0,5 o ktorom vieme iba interval (0, 1), dostaneme interval (0,
1), ale spravna nezaokrthlend hodnota 0,25 je systematicky mimo stredu intervalu.

Pre zmengovanie zaokruhlovacich chyb sa z pohladu tejto prace najviac hodi pouZitie roz-
nych algoritmov a presnejSej aritmetiky.

3.3 KniZnice pre vypoéty s l'ubovolnou presnostou

Lubovolna presnost (v anglickej literature arbitrary precision, alebo aj multiprecision, mul-
tiple precision, bignum, infinite precision) znamend, Ze pocet bitov aritmetiky nie je ob-
medzeny aritmetickou jednotkou pouzitého pocitaca. Jedna operacia s ¢islom viacnésobnej
presnosti sa interne skladé z viacerych operacii obyc¢ajnej presnosti, alebo z viacerych celo-
¢iselnych operacii.

Problémom realnych ¢isel s lubovolnou presnostou je, Ze neexistuje vSeobecne uznavany
standard podobny IEEE-754. Uzivatel si musi byt vedomy désledkov $pecifikicie svojej
konkrétnej kniznice.

V tejto casti budeme uvazovat iba o knizniciach s rozhranim pre jazyky C/C-+-+, ktoré
priamo poskytuja vypocty zdkladnych aritmetickych operacii aj beznejsich transcenden-
talnych funkcii (sinus, kosinus, exponenciéla, logaritmus) pre redlne ¢isla. Vzhladom na
poziadavky, ktoré sa kladené na kniznicu numerickych metéd nie je nutné, aby bola pres-
nost aritmetiky nastavitelna dynamicky pocas behu programu. Postacujica je aj staticky
nastavitelna presnost operandov v dobe kompilécie.

Pri experimentoch, kde nie je potrebné nastavovat presnost aritmetiky, budeme z do6-
vodu Setrenia vypocCtovym ¢asom pouzivat jednoduchu presnost IEEE 754 na simuléciu,
dvojnasobnu presnost na vypocet referen¢ného rieSenia a chyby. Matematické kniznice pri
roznych operacnych systémoch a kompilatoroch nie st rovnakej kvality a nedavaji rovnaké
vysledky trigonometrickych funkcii. Je preto doélezité poznat vlastnosti a obmedzenia kon-
krétnej matematickej kniznice pri jej aplikécii.

Prikladom kniZnic pre vypocty s Tubovolnou presnostou si:

e GMP (gmplib.org)

e MPFR (www.mpfr.org, [13])

apfloat (www.apfloat.org)

hfloat (www.jjj.de/hfloat/)

BSDMP (bsdmp.org)
e arprec (crd-legacy.lbl.gov/~dhbailey/mpdist/ )
e CLN (www.ginac.de/CLN/).
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GMP

Nazov GMP je skratkou anglického nazvu “The GNU Multiple Precision Arithmetic Lib-
rary”. Je navrhnutd s doérazom na rychlost. Pouziva rozne algoritmy optimalizované pre
konkrétne velkosti operandov a konkrétnu architektiru pocitaca.

Medzi jej dalsie vyhody patri:

e Skalovatelnost. Nemé Ziadne obmedzenia na presnost operandov okrem velkosti pa-
mate pocitaca.

e Otvorenost. Je volne dostupné pod slobodnou licenciou LGPL.

e Prenositelnost. Funguje pod viacerymi operaénymi systémami Unix-ového typu vra-
tane Linuxu, aj pod Windows v 32- aj 64- bitovom méde.

e Spolahlivost. M4 pomerne velka komunitu pouZzivatelov a vyvojarov, ¢o naznacuje
dobré testovanie [13].

Medzi nevyhody patri:

e Reprodukovatelnost vypoctov nie je zaru¢ena. GMP garantuje, Ze minimdlna poZa-
dovand presnost bude dodrzané, skuto¢né presnost moze byt ina.

e Nizkoturoviiové rozhranie. Je potrebnych vel'a uprav hotového programu, kym sa moze
GMP pouzivat pri vypoctoch namiesto Standardnych datovych typov jazyka C. GMP
obsahuje aj objektovo orientované C++ rozhranie, ale to je zatial v experimentalnom
§tadiu. Samotni autori odporucaju pri vyvoji novych programov nepouzit ho a radsej
pouzit MPFR.

Pre tieto nevyhody nie je GMP priamo vhodné na experimenty s volitelnym poctom bitov,
ale jej rychle a spolahlivé algoritmy st zédkladom viacerych dalich kniznic.

MPFR

Kniznica MPFR (“Multiple-precision Binary Floating Point Library with Correct Rounding”)
sa snazi aplikovat myslienky Standardu IEEE-754 na ¢isla viacndsobnej presnosti. Je vytvo-
rend ako nadstavba kniznice GMP. Vyhody spominané pri GMP platia aj pre MPFR. Okrem
toho zaruc¢uje MPFR aj korektné zaokruhlovanie a reprodukovatelnost bez ohl'adu na po-
uzity procesor a operacny systém. Podporuje viac transcendentalnych funkcii, rozne mody
zaokrihlovania a $pecialne hodnoty realnych &isel: NaN, kladné a zédporné nekonecno.

Hlavnou nevyhodou je opét nizkoturoviové uzivatel'ské rozhranie. Nasleduje priklad po-
uzitia kniznice MPFR prebrany z [15]:

void schwefel(mpfr_t y, mpfr_t x)

{
mpfr_t t; mpfr_init(t);
mpfr_abs(t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_sqrt(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_sin(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_mul(t,t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(y,"418.9829",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_sub(y,y,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_clear(t);
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Preto vzniklo viacero alternativnych rozhrani:
o mpfr C++ [15]
e mpfr:real (chschneider.eu/programming/mpfr_real/)

e mpfrepp (beshenov.ru/mpfrepp/)

o gmpfrxx (math.berkeley.edu/ wilken/code/gmpfraz/)

Tieto sa odlisuju okrem architektiry aj roznou filozofiou pri nastavovani presnosti medzi-
vypoctov, takze vysledky pri pouziti réznych rozhrani nemusia byt rovnaké.

Mpfr C++

Rozhranie, ktoré zabaluje datové typy MPFR do objektov. Aritmetické operacie st dostupné
pomocou pretazovania operdtorov, takze umoziuje pohodlnu konverziu hotového algoritmu
so Standardnymi typmi jazyka C na algoritmus s pouzitim viacnasobnej presnosti. Obsahuje
vlastny systém spravy paméte, ktory méa podla autora zrychlit pracu s medzivysledkami
v zlozitej§ich vyrazoch. Presnost vypoc¢tov je nastavitelna dynamicky, presnost medzivy-
sledkov je dané vzdy maximom presnosti operandov.

Problémy pri pouziti kniznice:

e Automaticka konverzia na typ double, ktord moze sposobit vo vypoctoch neocakavanu
stratu presnosti nuti k velkej opatrnosti pri zapisovani vyrazov. Automatickej konverzii
sa da& zabranit zakdzanim prislusnych funkcii v zdrojovom kéde kniznice.

e Slabéa dokumentécia.

Licencia dovol'uje pouzit Mpfr C++ v nekomerénych projektoch. Priklad pouZitia rozhrania
mpfr C++ [15], rovnaky vypocet ako v predchadzajicom algoritme:

mpreal schwefel(mpreal& x)
{

return 418.9829-x*sin(sqrt(abs(x)));
}

Mpfr::real

je rozhranie podobné mpfr C++. OdliSuje sa svojou vnitornou architektirou vyuzivajicou
Sablony. Mpfr::real nastavuje presnost datovych typov staticky uz v dobe kompilacie. Pre
pouzitie ¢isel s roznou presnostou je preto potrebnd definicia réznych datovych typov. Ich
spolo¢né pouzitie v jednom vyraze zabezpecuju konverzie. Tato filozofia presne zodpoveda
névrhu kniznice, ktoré je predmetom tejto prace.

Véznou nevyhodou mpfr::real je skoré stadium vyvoja, ¢ize vys§ie riziko chyb. Pri expe-
rimentoch v tejto préaci boli dosiahnuté zhodné vysledky vypoc¢tov v porovnani s kniznicou
mpfr C++. Textovy vstup bol vSak v niektorych situaciach nefunkény. Autor prislabil skora
napravu a zdokumentovanie.

Priklad pouzitia rozhrania mpfr::real, rovnaky vypocet ako v predchadzajiacom algo-
ritme:
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mpfr: :real<128> schwefel (mpfr::real<128>& x)

{
return "418.9829"-x*sin(sqrt(abs(x)));
}

Apfloat a hfloat

100000 bitov). Na nasobenie pouzivaja iba algoritmy zaloZzené na FFT. Experimenty v tejto
praci sa nezameriavaji na az tak presné cisla.

BSDMP

Nézov kniznice vznikol zlicenim skratiek “BSD” a “GMP”. Je to novy projekt, odStartoval
v roku 2010. Snazi sa poskytnut funkcionalitu GMP dostupna pod licenciou BSD. Zatial
nebola vydana ziadna oficidlna verzia vhodna na pouzitie. V budicnosti by sa mohla stat
dobrou nadhradou za GMP.

CLN

je distribuovand pod licenciou GPL, ¢o znemoziuje jej pouzitie v projektoch s nekompati-
bilnou licenciou.

Po zvazeni vSetkych vlastnosti kniznic ako aj v silade s poziadavkami diplomovej préce
boli pre tucely implementacie kniZznice numerickych metéd a experimentov zvolené kniznice
GMP a MPFR s rozhranim mpfr::real.
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Kapitola 4

Principy numerickych integrac¢nych
metod

Presné analytické rieSenia sustav diferencidlnych rovnic ¢asto neexistuji, alebo je prili§ né-
ro¢né ich zistit. Preto sa v praxi pouzivaju priblizné numerické rieSenia. Ich principom je
z informécie o stave a o derivacii v tomto stave a/alebo v jeho blizkom okoli odhadnut stav
v blizkej buducnosti. Z tohto odhadu sa potom vychédza pri odhade vzdialenejsej budic-
nosti. Predpokladom je, ze derivicia je vzdy konecné redlne Cislo a v Case sa meni spojito.
Preto sa d4 v malom ¢asovom intervale povazovat za priblizne konstantnu.

Chyba, ktora vznikne pri jednom kroku takéhoto opakovaného vypoctu, sa nazyva lo-
kdlna chyba. Globdlnou chybou sa oznacuje chyba, ktora vznikne akumulaciou lokalnych chyb
pocas simulacie daného ¢asového intervalu.

Podkapitoly st zoradené tak, aby sa kazd4 mohla opriet o konkrétne priklady z predché-
dzajicich podkapitol. Preto st Casti venované konkrétnym metédam a Casti venované ich
vSeobecnym vlastnostiam vzajomne premieSané. Ani tato kapitola si nekladie za ciel kom-
pletnost ani formalnu korektnost. Ide iba o nacrtnutie hlavnych myslienok vyuzitych neskor
v tejto praci. Pripadny zaujemca mé na vyber mnoho kvalitnej Specializovanej literatury,
napriklad [5, 1].

V dalsom texte budeme pod skratenymi pojmami “numerickd metéda’”, “integra¢néd me-
toda”; “simulacné metoda” a “metdéda” vidy rozumiet numerickt integrac¢ni metédu na simu-
laciu modelov popisanych obycajnymi diferencidlnymi rovnicami, pretoze tejto podmnozine
numerickych metod je venované celd praca.

Numerické metddy sa zvyknu delit na skupiny podla spoloénych vlastnosti: explicitné
a implicitné, ¢isto numerické a kombinované numericko-analytické, jednokrokové a viackro-
kové, metdédy roznym spdsobom zlozené z inych metod.

4.1 Explicitné a implicitné metody

Rozdiel medzi implicitnymi a explicitnymi metédami si vysvetlime na konkrétnych prikla-
doch najstargich a najjednoduchsich metod.
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Eulerova metéda

Eulerova metoda je historickym pionierom v numerickom pristupe k rieSeniu diferencialnych
rovnic. Vypocet je dany opakovanym pouzitim rovnice

y(t+h) = yt) +hf(y()) (4.1)

pricom h > 0 nazyvame dizka kroku. Dizka kroku reprezentuje ¢asovy interval, v ktorom
predpokladame, ze f(y,t) je priblizne konstanta. Ide teda o po ¢astiach linedrnu aproximéciu
— krivka z bodu y(¢) do bodu y(t + h) sa nahradi priamkou cez bod y(t) so smerom f(y,t).

Simulécia Eulerovou metédou je priamociary proces. Vysledok kazdého kroku je zavisly
len na predchadzajuacom kroku a na derivécii. Derivicia je tiez zavisla len na predchadzaja-
com kroku. Vzdy teda mame k dispozicii vSetky potrebné udaje na dalsi vypocet. Metody
s touto vlastnostou sa nazyvaju explicitné.

Implicitna Eulerova metéda

Na rozdiel od obycajnej (explicitnej) Eulerovej metody, pri implicitnej metode sa derivacia
nevyhodnocuje v bode y(t), ale v bode y(t + h)

y(t +h) = y(t) + hf(y(t +h)) (4.2)

Vyraz y(t) + hf(y(t + h)) sa neda priamo vy¢islit. Na ziskanie nového stavu potrebu-
jeme derivaciu. Na ziskanie derivacie ale potrebujeme novy stav. Narazili sme na algebraicku
slucku. Metody s touto vlastnostou sa nazyvaju implicitné. Na ich rieSenie sa da pouzit nu-
merické hladanie korefiov nelinedrnych rovnic, najcastejsie Newtonova metdda. Pre nés je
teraz dolezité rieSenie pomocou prediktora: spojenie implicitnej a explicitnej metody. Vy-
sledn& metoda je explicitné, ale zachovéava si niektoré dobré vlastnosti implicitnych metod.
Zovseobecnenim tohto principu st metédy Runge-Kutta.

Este predtym potrebujeme zaviest niekol'ko dolezitych pojmov, na ¢o vyuZijeme Taylorov
rad.

4.2 Numerické a poloanalytické met6dy

Predchadzajuce metody boli ¢isto numerické. Vypocty sa tykali iba numerickej hodnoty
stavu a derivacie. Poloanalytické metédy vyuzivaju aj symbolické operacie. Prikladom ta-
kejto metody je Taylorov polynom.

Taylorov rad a Taylorov polyném
Taylorov rad nekonetne diferencovatelnej funkcie g(z) v okoli bodu a je:
9% (a) 9% (a)

g(x) = %(:p #(x—a)l+T($—a)2+T(:r—a)3+... (4.3)

V kontexte symboliky diferencialnych rovnic oznatme a =t, g =y, z —a = h, y'(t) =
f(y(t)). Potom z rovnice (4.3) dostaneme:

—a)’ +

_ L PR )
y(t+h) y(t) +hy () + 5y () + 5y ()
2 3
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Prvych n+1 ¢lenov Taylorovho radu sa nazyva Taylorov polyndm n-tého stupiia. Symbo-
lickou operéciou je ziskanie vyssich derivacii funkcie f(y(¢)). V tejto praci nebudeme skumat
presné podmienky, za ktorych rad konverguje a uvedena rovnost plati. BlizSie informécie
opét napriklad v [1].

Za predpokladu priblizne rovnakych absolatnych hodnot f, f/, f@ ... a h < 1 sa ab-
solutna hodnota ¢lenov radu zmensuje. Preto pri praktickom vypolte moézeme nahradit
Taylorov rad polynémom n-tého stuptia. Lokalna chyba, ktorej sa pri tom dopustime, je
tmerna h"*!. Nazyva sa chyba orezanim alebo truncation error. V anglickej literattre sa
ale niekedy tym istym pojmom oznacuje aj to, ¢o tu nazyvame roundoff error — chyba
vzniknuta zaokrihlenim (orezanim) reélneho ¢isla. To sposobuje nejasnost vo vyznamoch
pojmov.

Cim mensia je dlzka kroku h, tym rychlejsie klesa vyznam ¢lenov vysgich radov. Rozvoj
mozeme obmedzit na menej ¢lenov a vypocet jedného kroku je rychlejsi. Zaroven vsak po-
trebujeme pre tu istt simulaciu viac krokov. Ak je lokalna chyba tmerna A"+ pre h — 0,
integra¢ni metdédu nazveme metddou n-tého rdadu. Cisto numerickeé integratné metody vy-
uzivaju na dosiahnutie vyssieho radu namiesto symbolického vyjadrenia vyssich derivacii ich
nepriamu numerickd aproximéciu. V8imnime si, Ze rovnica 4.1 Eulerovej metédy sa zhoduje
s Taylorovym polynémom prvého stupiia.

Dolezity je aj vplyv presnosti aritmetiky. Cim vyssi stupen Taylorovho polynému, tym
ur¢itého stupha uz pridanie d'alsich ¢lenov na numerickom vysledku vobec neprejavi. Pouzi-
tie konkrétnej presnosti aritmetiky, stupia a dlzky kroku teda musi byt zladené v zavislosti
od pozadovanej presnosti rieenia [5]. Tento poznatok je hlavnou motivaciou celej diplomovej
prace 1.

Taylorov polyném sa pouziva pri analyze a porovnavani integratnych metéd nie len
preto, ze jeho rad sa da neobmedzene zvySovat. Vsetko, ¢o sa da vypocitat kombinaciou
sCitania, odCitania, ndsobenia a delenia, je ekvivalent podielu dvoch polynémov. Existuji
aj iné integratné metddy, ktoré vyuzivaji napriklad trigonometrické alebo exponencialne
funkcie a na ich analyzu je Taylorov rad nevhodny. Napriklad pre spektralne algoritmy
zalozené na trigonometrickych funkciadch sa pouziva Fourierov rad.

4.3 ZloZené metody

Integra¢né metody sa daju skladat roznymi sposobmi, ¢im vznikaji nové metédy s novymi
vlastnostami. Priblizime si metédy zalozené na principe prediktor-korektor, pretoze tieto
vedd na metody, ktorymi sa budeme zaoberat v experimentélnej Casti.

Metddy typu prediktor-korektor

Uvazujme explicitni a implicitna Eulerovu met6du. Ak do rovnice 4.2 dosadime y(t + h)
z rovnice 4.1, dostaneme modifikovani Fulerovu metddu:

y(t +h) = y(t) + hf(y(t) + hfy(t)))

Celkovo sme ziskali explicitni metdédu druhého radu. Explicitnd Eulerova metéda bola
pouzitd na odhad — predikciu hodnoty y(¢ 4+ h), implicitnad Eulerova metéda potom tento

!Experimenty ukazali, #e pri inych integraénych metédach sa zvy%ovanie stupiia prejavuje trochu inak
nez v [5]
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odhad spresnila — korigovala. MoZnostou na d’alsie zlepenie presnosti je opakovat korektor —
vyuzit vysledok korektora ako prediktor pre d'alsiu iteraciu korektora. Vypocet sa ukonéi, ed
je rozdiel medzi dvoma iterdciami dostato¢ne maly. V praxi sa na zlepSenie chyby Castejsie
pouziva iny postup. Namiesto opakovania korektora sa cely vypocet zopakuje so skratenou
dlzkou kroku. Ak je naopak rozdiel zbyto¢ne maly, a teda presnost pravdepodobne velmi
dobra, krok sa predlzi.

Metody Runge-Kutta

Explicitné metédy Runge-Kutta (RK) st zovSeobecnenim principu prediktor-korektor [1].
Vypocet jedného kroku sa sklada z niekol'kych stupiiov. Prvy stupen je krok Eulerovou me-
todou. Kazdy dalsi stupeih vyuZiva vazeny priemer predchédzajicich stupiiov ako prediktor.
Celkovy vysledok je potom vazeny priemer jednotlivych stupiiov.

ki = hf(y(t))
ka = hf(y(t) + a2k)
ks = hf(y(t) + asik: + azzks)
ks = hf(y(t) + asrkr + assks + assks)
y(t + h) ~ y(t) + bi1ky + boko + bgks + byky + . .. (4.4)

Matice konstant a a b identifikuju konkrétnu metédu. Zvykni byt usporiadané do mne-
motechnickej pomocky zvanej Butcherova tabulka (Butcher tableau, Butcher table)[12]:

0
C2 | a21
C3 | G31 a32

Cn | Gpl Gp2 ... Qpn—1

by by ... by by

V tabulke je este vektor ¢, ktory vznikol su¢tom riadkov matice a, pricom ¢; = a1 + az +
... Tento parameter je dolezity pri neautonémnych (time-variant) systémoch. Udéava cas
relativne voci zaciatku kroku, v ktorom sa vyhodnocuje derivacia (k; = hf(t + ¢, y(t) +
airky + .. )

Maximélny rad, ktory méze RK metoda dosiahnut, je zavisly od jej stupnia. Jednostup-
nova Runge-Kutta s Butcherovou tabulkou

0
1
je vlastne explicitnd Eulerova metoda, ¢ize prvého radu. Dvojstupiiova metdda

0
11
01
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je modifikovana Eulerova metdéda druhého radu. Podobne metdéda tretieho radu musi mat
najmenej tri stupne, pre Stvrty rad Styri stupne. Potom linedrna zéavislost konc¢i. Metoda
piateho radu potrebuje Sest stupfiov a minimélny pocet stupiiov d’alej rastie nelinearne. Nie
je znamy vztah pre minimalny pocet stupiiov metédy T'ubovolného radu, ale nie je horgi
ako kvadraticky [11]. Zavislost radu od stupiia RK metody pre rady 1 az 7 je znazorneny
v tabulke 4.1.

(e [1[2[3[4[5]6]7]
(Stupen [1]2]3]4]6]7]9]

Tabulka 4.1: Z&vislost maximalneho dosiahnutelného radu metédy Runge-Kutta od jej
stupna.

Vgeobecne pre dany rad a stupen nie je len jedna metéda Runge-Kutta, moze ich exis-
tovat niekolko. Pouzivat sa zvyknu tie, ktoré maji absolitne hodnoty ¢isel v matici a
Butcherovej tabulky priblizne rovnaké, aby sa predislo silnému zaokrihlovaniu pri s¢itani
nerovnakych &isel. Dalsim kritériom je pocet nil a jednotiek v matici a. Jednotka usetri pri
vypocte jednu operaciu nésobenia, nula uSetri jedno nasobenie a jedno s¢itanie.

Najznamejsia metéda typu Runge-Kutta je Stvrtého radu, nazyvana “klasickda Runge-
Kutta” alebo iba “Runge-Kutta” s Butcherovou tabulkou

0
EANE
Yol 0 1/s
1 0 0 1
[1/e /s /s /s

4.4 Jednokrokové a viackrokové metody

Vgetky doterajsie metddy vychadzali na zadiatku kazdého kroku z jedinej informécie — okam-
zitého stavu. Po vypoditani nového stavu vSetky medzivysledky zahodili a zacali odznova.
Naproti tomu viackrokové met6édy na dosiahnutie vysSieho radu vyuzivaji extrapolaciu z nie-
kolkych minulych hodnét.

Extrapolacia polynémom

Ak mame danych n + 1 bodov v tvare [t,y(t)] pricom t € {to,t1, ...t }, existuje prave 1 po-
lyném n-tého stupinia, ktory prechadza tymito bodmi. Ak do vSeobecného vzorca polynomu

y(t) = ant" + an1t" 1+ ...+ art + ag (4.5)

dosadime tieto body, dostaneme n 4+ 1 rovnic o n + 1 neznamych ag, aq,...a,. Ak Ziadne
dva body nemali rovnaky ¢as t, stustava rovnic méa prave 1 rieSenie — koeficienty hl'adaného
polynému.

Modifikovant metédu urcovania koeficientov aproxima¢ného polynému ziskame, ak pre
zostavenie sustavy rovnic pouZijem okrem rovnice (4.5) aj derivovant rovnicu polynému

Y (t) = napt" 4 (n — Dap_1t" 1+ ...+ ay (4.6)

V tomto pripade dosadzujeme do (4.6) body [t,y/(t)] = [t, f(t)] reprezentujice deri-
vacie stavovych premennych. Podmienkou pre existenciu jednozna¢ného rieSenia je, Zze pri
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zostavovani sistavy rovnic musime pouzit aspofi jeden zndmy bod s funkénou hodnotou
stavovej premennejt, y(t)]. Tento postup sa da zovSeobecnit aj na pouzitie vyssich derivécii.
Speciélne, ak sa rozhodneme pre jediny cas t pouzit v8etky derivacie od nultej az po n-tu,
dostaneme Taylorov polyném n-tého radu.

Ak sme pri odvodeni polynému pouZili aspon jednu hodnotu y(¢1) a zaroven aspon jednu
hodnotu f(t2) (nemusi nutne platit t; = ¢3), mozeme ho vyuzit na odhad hodnoty v ¢ase
t1 + h. Ziskali sme integra¢nit metdédu rovnakého radu, ako je rad pouzitého polynému.

Vseobecnym problémom viackrokovych metod je ich inicializacia. Vyzaduju niekolko
minulych hodnét stavu, ktoré v priebehu simuldcie mame k dispozicii. Lenze na zaciatku
simulécie méame spravidla iba jednu aktudlnu hodnotu. V niektorych pripadoch minulé hod-
noty vyplyvaju zo zadania tlohy. Ak nie, musime na niekol'ko prvych krokov simulécie pouzit
jednokrokovi metdédu a potom mozeme pokracovat viackrokovou metodou.

Metody Adams-Bashforth

Ak na odvodenie polynému pouzijeme aktualnu hodnotu y(¢), aktualnu hodnotu f(t), nie-
kol'ko historickych hodnét f(t — h), f(t — 2h), f(t — 3h) ... v rovnakych intervaloch od seba
a tento polyném vyhodnotime v ¢ase t + h, dostaneme met6du Adams-Bashforth (AB) [5] :

YEER) = Y0+ (Bt () + B f (6= )+ o+ B f(E— (= 1))

y(t+h) = yt)+ (hfnlf(t) TRy S ’fﬂ

n
Qp = Z an
i=1

pricom n udéva rad AB metody, « a § st konstanty. Pre prvé styri rady st hodnotyf,; dané
nasledovnou tabulkou

ft=(n="1h)) (47)

i 1 2 3 4
n=1: 1
n=2: 3 -1
n=3: 23 —16 5
n==4: 55 =59 37 -9

Metody Adams-Bashforth radu vyssieho ako Sest st nestabilné — neexistuje taka dizka kroku,
pri ktorej by rieSenie line4drnej diferencialnej rovnice bolo stabilné. Napriek tomu st za
uré¢itych podmienok pouzitelné. Globalna chyba s dlzkou simulacie exponencialne rastie, ale
pri kratkej simulécii to nemusi vadit a vyS§{ rad metdédy moze dat presnejsi vysledok aj
napriek nestabilite.

Systémy, pri simulécii ktorych predlZzovaniu kroku nebrani presnost, ale stabilita, nazy-
vame tuhé systémy. Tuhost je relativny pojem. Ci sa bude systém spravat ako tuhy, zavisi
na konkrétnej pozadovanej presnosti a na pouzitej simulac¢nej metdde. Rozlisovat tuhost ma
zmysel iba pri simulacii analyticky stabilnych systémov. Ak dostaneme numericky stabilné
rieSenie systému, ktory je analyticky nestabilny, je to skor na Skodu, pretoze vzniknuta chyba
bude velka podobne ako pri nestabilnom rieSeni stabilného systému. Modely pouZité v tejto
préaci su ne-tuhé.
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Kapitola 5

Efektivita integracnych metod

Efektivita je vztah medzi vynaloZenou namahou a vykonanou uzito¢nou pracou. V kontexte
numerickych metéd budeme za uzito¢nu pracu pokladat presnost simulécie, za namahu
strojovy Cas procesora alebo pocet elementirnych aritmetickych operécii.

5.1 Chyby integrac¢nych metod

Pri pouziti numerickych metod sa typicky objavuja niektoré zdroje chyb siivisiace s aritme-
tikou redlnych ¢isel, ako aj niektoré d'alsie:

e zaokruhlovanie

akumulacia chyby a nestabilita sposobené spatnou vizbou

e orezanie

chyby modelu

Zaokriahlovanie

Problém, ktory sa typicky objavuje pri pouziti redlnych ¢isel v numerickych integra¢nych
metodach, je shiftout. Vyplyva z toho, Ze v praxi je velkost hodnét stavovych premennych
dochédza k séitaniu malych &sel s velkymi. Cim mensia dlzka kroku, tym je vplyv vyraznejsi.

O tejto aj dalgich chybach suvisiacich s pohyblivou desatinnou &arkou blizsie hovori
kapitola 3.2.

Spitna vizba

V kazdej integra¢nej metdde je vysledok jedného kroku vstupom do dalgieho kroku. Ako
v kazdom systéme so spatnou vézbou je preto dolezita otazka stability. Metoda musi byt tak
robustnd, aby pri pouziti pribliznych vstupov davala priblizne spravne vysledky. Vyznam
vzniknutych chyb sa musi s postupom casu stracat a nie narastat.

Stabilita metody je zavisla od konkrétneho rieseného problému aj od dizky kroku. Pri
riegeni linearnych diferencialnych rovnic explicitnou metédou vizdy existuje dizka kroku, pri
ktorej sa riefenie stane nestabilnym. Je vhodné pouzit kratsi krok, ako tato hrani¢na dizka.
Implicitné metddy byvaju vSeobecne stabilnejsie ako explicitné metddy.
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Obr. 5.1: Nac¢rt o¢akavanej zavislosti chyby simulacie od dizky kroku.

Orezanie

Neexistuje simula¢na metéda nekonecného radu, pomocou ktorej by sa dalo prakticky poci-
tat v kone¢nom cCase. Musime pouzit metdédu obmedzeného radu, a preto aj krok obmedze-
nej dizky. Rad metody sa vztahuje k lokélnej chybe, ktora vznikne z (teoreticky) presnych
vstupnych udajov po jednom kroku. Prakticky nés zaujima globalna chyba — presnost celého
iterovaného vypoctu. Dolezity je nasledujici poznatok: ak je rieSenie stabilné a metoda je
radu n, ¢ize lokdlna chyba tmerna h""! potom globalna chyba je tmerna A" [5]. Ak je
riefenie nestabilné, globalna chyba méze s dlzkou simulécie rast exponencialne a je tazsie ju
udrzat v tolerovanej velkosti.

Pri teoreticky nulovej dizke kroku je chyba orezanim kazdej metody teoreticky nulova —
konverguju k spravnemu rieSeniu.

Chyby modelu

Podobne, ako je dolezitd stabilita integracnej metdody, je dolezitd aj citlivost modelu na
nepresnost parametrov. Pri experimentoch v tejto praci boli pouzité jednoduché modely,
aby chyba modelu neznehodnotila porovnévanie metod.

Celkova chyba

Celkovéa chyba je netrividlnou kombinaciou vSetkych chyb, ktoré sa pocas simulacie vyskytli.
zanedbatelnymi. Pri velmi velkej dlzke kroku je to nestabilita, pri strednej orezanie, pri
velmi malej zaokruhlovanie. Pri uréitej pevnej presnosti vypoctov sa najmengia relativna
chyba (t.j. optimum) dosahuje pri takej hodnote kroku, kedy st chyby orezanim a zaokriih-
Tovanim priblizne rovnaké. Tento bod nazvyme optimdlny bod. Ilustracia tohto principu je
na obrazku 5.1.
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5.2 Urcovanie chyby simulacie v experimentoch

Pri experimentoch v tejto praci bude pri analyze chyby vzdy dostupné referen¢né analytické
rieSenie. Toto sa vypoclita s pouzitim presnejSej aritmetiky, nez s akou sa bude pocitat
samotny experiment. Oznacme y,(t) referencéni hodnotu stavovej premennej a y(t) hodnotu
stavovej premennej ziskand simulédciou, pri¢om obe st vztiahnuté k rovnakému Casu t.

Pri analyze chyb signalov sa pouzivaju rozne definicie chyb. Medzi najcastejsie patria ab-
solttna chyba (norma ['), Euklidovskd vzdialenost (norma [?) a maximélna chyba (norma
[°°). Pre ucely tejto prace budeme pouzivat okamziti chybu stavovej premennej, a mawxi-
mdlnu chybu stavového vektora na simulovanom ¢asovom intervale [5]. Tym zaru¢ime, ze
bez ohl'adu na to, ktoréd zlozka je pre uZivatela doélezita, vSetky zlozky stavového vektora
budt v uvedenej tolerancii. Tiez je takto porovnatelnd chyba medzi vektormi o roéznych
poé&toch prvkov. Ak je pridana do vektora d'alsia zlozka a je aspon tak presna ako ostatné,
meranie to neovplyvni.

Okamzita chyba

OkamZita chyba vyjadruje odchylku simulovanej y(t) od referen¢nej hodnoty y,.(¢) stavovej
premennej v ¢ase t t.j. je to rozdiel vypocitanej a referen¢nej hodnoty stavovej premennej
v Tubovolnom ¢ase ¢

d(t) = y(t) — yr (1) (5.1)

Tato veli¢inu pouzijeme pri zobrazovani priebehu okamzitej chyby v ¢ase, aby bolo vidiet
velkost aj polaritu chyby, t.j. kde méa kladnu a kde zaporna hodnotu.

Absolatna chyba simulacie

Nech y(t) je simulovand hodnota k-tej stavovej premennej v ase t a y,.(t) je hodnota
k-tej referencnej stavovej premennej v Case t. Potom maximalna absolitna chyba stavového
vektora na simulovanom ¢asovom intervale je

B, = I\g,gf{lyk(t) — yri(t)[} (5.2)

Ak je stav systému v Case t vektor redlnych &isel, potom cely priebeh simulacie je re-
prezentovany vektorom vektorov hodnét stavovych premennych t.j. maticou. Na meranie
chyby celej matice budeme pouzivat rovnakd metriku ako na meranie chyby jedného vek-
tora — maximum z chyb jednotlivych zloziek. Je doélezité poznamenat, Ze nestaci zistovat
chybu na konci simulécie, pretoZze pri rieSeni stabilnych systémov pravdepodobne vznikne
najvicsia chyba niekde v priebehu simulacie a nevieme, v ktorom konkrétnom case je stav
systému pre uzivatela zaujimavy.

Relativna chyba simulacie

Nevyhodou pouzitia absolatnej chyby je jej zavislost na amplitide stavovych premennych.
Tento problém riesi pouzitie relativnej chyby definovanej vztahom

E, ~ maxvg i { [yr(t) — Y ()]}

E = maxve on(O)]) maxvy ¢ { Yk ()|}

(5.3)

24



V tomto pripade budeme absolutnu chybu simuldcie normovat pomocou maximalnej refe-
ren¢nej hodnoty zo vetkych stavovych premennych z celej dlzky simulacie. Tento pristup
mé viacero vyhod:

e Nedojde k deleniu nulou, ani ked spréavna hodnota v ¢ase vzniku chyby bola nulové.

e Maximalna absolatna chyba simulacie nastane v rovnakom ¢ase ako maximalna rela-
tivna chyba simulécie.

e Vysledok je spravne skilovatelny, nezavisly od pouzitych fyzikalnych jednotiek.

Vztah medzi d a F maximélnou absolutnou chybou je na grafe (7.7).

5.3 Casova naroc¢nost integra¢nych metéd

Podobne, ako pri Taylorovom polynéme (4.2), aj pri inych integranych metédach mame
pri simulécii na vyber medzi:

e metddou s vysokym rddom s dlhym krokom simulacie a s tym spojenou malou lokalnou
chybou orezanim, malym poc¢tom krokov, velkou ¢asovou naro¢nostou na jeden krok,
malym rizikom akumulécie zaokrihlovacich chyb

e metodou s nizkym radom a kratkym krokom simulacie a spolu s tym velkou lokélnou
chybou orezanim, velkym poc¢tom krokov, malou ¢asovou naro¢nostou na jeden krok,
velkym rizikom akumulacie zaokriuhlovacich chyb.

Nie je jednoduché odpoved na to, ktory pristup je pri danej tolerancii globalnej chyby
vyhodnejsi.

Meranie ¢asu

Ak chceme porovnévat ¢asovu zlozitost, musime si najprv vyjasnit pojem merania ¢asu.

Modelovy cas sa vztahuje k simulovanému dynamickému systému. Ak simulujeme jazdu
auta od Startu v ¢ase nula po prichod do ciela v ¢ase jedna hodina, znamen4 to simulaciu
jednej hodiny modelového ¢asu.

éas, ktory uplynie pocas prace pocitaca na simulécii, budeme volat redlny c¢as. Jedna
hodina modelového ¢asu jazdy auta moze na pomalom pocitaci znamenat minttu realneho
Casu Cakania na vysledok simuldcie alebo na rychlom pocitaci sekundu realneho ¢asu.

Pri praktickej simulécii nas zaujima, kolko realneho ¢asu musime cakat na vypocitanie
vysledku. Samotny fakt, Ze pocitac¢e maju réznu rychlost nie je pre porovnavanie problém.
Relativna rychlost réoznych metéd by zostala aj pri inom poéte operacii za sekundu zacho-
vana. Problém je, Ze pomer rychlosti roznych operacii na dvoch pocitacoch moze byt rézny.
Ak je sCitanie dvakrat rychlejSie, neznamend to, ze musi byt dvakrat rychlejsi aj vypocet
kosinusu. Jedna integra¢nd metoda sa moze po prechode na iny podcita¢ zrychlit, d'algia
spomalit.

Ak chceme porovnavat ¢asovi zloZitost numerickych metod a vysledky zov§eobecnit, ok-
rem realneho Casu je potrebna aj nejaka jednotka nezavisla od konkrétneho pocitaca. Jedna
moznost je zratat pocet potrebngch operdcii (napr. FLOP — Floating Point Operation). Me-
t6dy, na ktoré sa sustredime v tejto préci, vyuzivaji s¢itanie a ndsobenie priblizne v pomere
1:1, nijaké od¢itanie ani delenie. Tym, Ze je pomer kon§tantny, vyhneme sa problému roz-
nych relativnych rychlosti réznych operacii.

Dalgia moznost je vychadzat z predpokladov, Ze:
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e jeden vypocet derivacii zo stavovych rovnic modelu f(y(t)) prebehne v kongtantnom
Case,

e model je zlozity, napriklad ak obsahuje transcendentalne funkcie naro¢né na vypocet,

e polet operacii integratnej metédy je v porovnani so stavovymi rovnicami modelu
zanedbatelny.

V takom pripade mo6zeme ako univerzalnu metriku ¢asu pouzit pocet vyhodnoteni derivdcie,
ktory dana metdda vyzaduje.

Casova zlozitost aritmetickych operacii

V tejto praci budeme povazovat presnost aritmetiky pre vSetky medzivypocty jednej simu-
lacie za konstantni, ak nebude v popise experimentu uvedend vynimka.

Pre scitanie a od¢itanie je Casova zlozitost v zavislosti od poc¢tu bitov linedrna.

Pri nasobeni a deleni je situacia zlozitejsia. Pouzivaju sa desiatky algoritmov s réznou
zlozitostou od najjednoduchsich kvadratickych az po Schénhage-Strassenov algoritmus né-
sobenia zlozitosti O(nlognloglogn) zalozeny na FFT [18]. Algoritmy s dobrou ¢asovou
zlozitostou st nie len implementacne naroc¢nejsie, ale aj pomalSie pre relativne malé pocty
bitov v porovnani s asymptoticky hor§imi, zato jednoduchsimi algoritmami.

Naroc¢nost jedného kroku simulacie

Eulerova metoda (rovnica 4.1), ktora je spolo¢nou podmnozinou v8etkych skupin explicit-
nych numerickych integraénych metod, vyzaduje v kazdom kroku jednu hodnotu f(y(t)),
jedno nésobenie a jedno sitanie. Ak oznaéime d pocet operacii potrebnych na vycislenie
f(y(t)), potom celkovy pocet operacii na jeden krok

op=d+2 (5.4)

Vo v8etkych uvazovanych metédach je pomer s¢itani a nasobeni priblizne 1:1, preto ich
nebudeme rozligovat.

Adams-Bashforth (rovnica 4.7) bez ohladu na rad vyzaduje na jeden krok jednu hodnotu
derivacie f(y(t)). Pocet ostatnych aritmetickych operacii v zavislosti od radu n je linearny
2n. Kazdé zvysenie radu prida jedno nésobenie a jedno s¢itanie. Celkovy pocet operacii na
jeden krok je tak

oap =d+2n (5.5)

Runge-Kutta (rovnica 4.4) vyzaduje v jednom kroku tolko vypoctov derivécii, aky je
stupent metédy s. Pocet ostatnych aritmetickych operécii rastie v zavislosti od stupiia kvad-
raticky 2s2. Potom celkova zloZitost na jeden krok je

orK = sd + 2s? (5.6)

Viac nas zaujima naro¢nost v zavislosti od radu a nie od stupna, lenze vSeobecny vztah
medzi rddom a stupiiom nie je znamy. Zname hodnoty pre niektoré metody su v tabulke
4.1. Graf zavislosti vypoctovej naro¢nosti met6d RK a AB vo FLOP pre niektoré konkrétne
hodnoty n, s a d je na obrazku 5.2, priCom parameter f reprezentuje vypoctova naroc-
nost jednej derivicie. Experimentélne namerané trvanie jedného kroku integra¢nej metody
v zévislosti od poc¢tu bitov aritmetiky je na grafe 7.2.
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Obr. 5.2: Pocet aritmetickych operécii na jeden krok metoéd Adams-Bashforth (5.2a) a
Runge-Kutta (5.2b) v zavislosti od stupiia a od poc¢tu operécii na jedno vyhodnotenie deri-
Vacie.
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Casova naroc¢nost simulacie

Casové naro¢nost jedného kroku vyznieva jednoznacne v prospech met6d Adams-Bashforth
pred Runge-Kutta. LenZe to nie je jednoznaéna odpoved na otézku, ktord metoda je rych-
lejsia. Runge-Kutta mé v8eobecne lepgiu presnost ako Adams-Bashforth rovnakého radu
pri rovnakej dizke kroku. Aj oblast stability sa u Runge-Kutta s rasttcim radom zvicduje,
u Adams-Bashforth zmenguje. To méze pri metéde Adams-Basforth nutit k velmi malym
dlzkam kroku, a preto k vyraznému zhorseniu ¢asovej naro¢nosti. Konkrétne experimentalne
vysledky st v Casti 7.
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Kapitola 6

Navrh kniZnice numerickych metéd

Tato kapitola popisuje implementovand kniznicu numerickych integra¢nych metod, ktord
nazveme DESSL (Differential Equation System Simulation Library). Pri névrhu kniZnice
boli zohl'adnené nasledujice ciele a poziadavky:

Podpora jednokrokovych aj viackrokovych metoéd vysokého radu.
Implementéacia v programovacom jazyku C++.

Podpora vypoctov s viacnadsobnou presnostou ako aj so Standardnymi ¢iselnymi typmi
pomocou Sablén.

Implementacia nastrojov na analyzu chyby simulacie.
Implementacia nastrojov na vyhodnotenie efektivity simulacie.

Pouzitie iba takych existujicich komponentov, ktoré svojou licenciou neobmedzia po-
uzitelnost, sirenie a dalsi vyvoj.

Prenositelnost.

Citatelmost kodu.

V dalgej ¢asti su priblizené hlavné ¢asti kniZnice spolu s niekolkymi prikladmi jej pouZitia.

6.1

Struktiara kniZnice

Triedy a funkcie kniznice DESSL su logicky rozdelené do §tyroch ¢asti (Obrazok 6.1):

Systém,
Simulécia,
Spracovanie,

Automatizacia.

Cast Systém obsahuje triedy a funkcie uréné pre definovanie simulovanych systémov a ich
pociato¢nych podmienok. Jadro tvori materska trieda equations, od ktorej sa odvadzaju
triedy konkrétnych systémov charakterizovanych pomocou sistavy stavovych rovnic. Sicas-
tou kniznice je niekol'ko tried preddefinovanych systémov, ktoré boli pouzité v experimetoch.
Ako priklad uvadzame ¢ast kddu s definiciou stavovych rovnic systému netlmeného oscilatora
s parametrom datového typu number_t:
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template<class number_t>
class sinus_cosinus_eq: public equations<number_t>

{
public:
virtual void derivative(
const vector<number_t> &state,
vector<number_t> &result)
{
result[0] = state[1];
result[1] = state[0] * -1;
}
};

Na popis linearnych systémov je urcend trieda configurable_linear_equation, ktora
umoziuje popis sustavy linearnych diferencialnych rovnic maticou A s konstantnymi koefi-
cientami ziskanej z externého stiboru. Matica pritom nemusi byt znadma v ¢ase prekladu
programu. Trieda ivp (Initial Value Problem) spéja rovnice a podiatotné podmienky do
kompletného popisu ulohy urcenej na simulaciu.

Cast Simuldcia obsahuje triedy a funkcie pre definovanie simuldtorov spojitych dy-
namickych systémov. Zo zékladnej triedy simulator st tu odvodené Specifické simula-
tory pre metody Euler (euler_simulator), Adams-Bashforth (ABsimulator), Runge-Kutta
(RKsimulator) a simulator analytického rieSenia systému (analytic_simulator). Princip
vytvorenia systému a simuldtora naznacuje nasledovny kod:

void simuluj()

{
// definovanie pociatocnjch hodndt stav. vektora
vector<number_t> init_value = ...
// vytvorenie systému
system_type<number_t> system;
// vytvorenie ivp
ivp<number_t> problem(init_value, system);
// vytvorenie simuldtora a prepojenie so systémom
simulator_type<number_t> sim(problem);
}

Cast kniznice Spracovanie poskytuje triedy a funkcie pre zadznam a spracovanie priebehu
a vysledkov simulacie. Trieda history_t poskytuje datovi Strultiru pre zdznam priebehu
stavovych premmennych pomocou triedy history_recorder. Trieda result_processor_t
je rozhranim pre spracovanie vysledkov simulédcie. Metodika spustenia simulécie s ur¢enim
sposobu spracovania vysledkov napr. so zdznamom hodnét stavového vektora a vypisom na
Standardny vystup je naznacend v nasledovnom kdde
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void simuluj()

{
// definicia typu spracovania vysledkov
// v tomto pripade zdznam stavu po kaZdom kroku simulécie
history_recorder<number_t> observer;

//spustenie simulécie a prepojenie s rekordérom
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

// prikaz na vypisanie zaznamenaného priebehu simulécie
observer.history.print();

Kedze dolezitou sucastou tejto prace bola experimentalna analyza implementovanych
met6éd s pouzitim mnozstva roznych parametrov a nastaveni, bolo pri implementécii kniz-
nice nutné automatizovat riadenie experimentov pre definované rozsahy parametrov. Na
tieto ucely boli vyvinuté triedy a funkcie v ¢asti Automatizdcia. Zéakladom je tu materska
trieda simulator_factory, ktora sluzi na odvodenie tried generujicich simulatory réznych
metod pre definované rozsahy parametrov napr. pre ddvkovi analyzu metéd Runge-Kutta
(rk_factory) a Adams-Beshforth (ab_factory).

Nasledovny zoznam sumarizuje najdolezitejsie elementy kniznice DESSL:

number_t Typovy parameter Sablony, ktory urcuje pouzitu aritmetiku.

number_ref_t Aritmetika na vypocet referen¢ného rieSenia a chyby, obyCajne presnejsia
ako number_t.

Triedy casti: Systém

equations Bazova trieda pre zadavanie diferencidlnych rovnic. Uzivatel moze zadat vlastné
zdedenim a predefinovanim metéd.

exp_eq trieda pre popis systému s exponencidlnym priebehom stavovej premennej
sinus_cosinus_eq trieda pre popis netlmeného kyvadla (netlmeny oscilator)

sinus_rounded_eq trieda pre popis netlmeného kyvadla so zaokrihlenym vypoc¢tom
derivicii, pouzité pri experimente o vplyve zaokrithlenia na roézne ¢asti vypoctu

parabola_eq trieda pre popis systému s polynomidlnym rastom hodot stavovej pre-
mennej

pendulum_eq trieda pre popis systému tlmeného kyvadla (tlmeny oscilator)

configurable_linear_eq trieda pre popis systému uréeného maticou A s konStant-
nymi koeficientami uloZenou v externom stubore

ivp Initial Value Problem, spaja rovnice a pociato¢né podmienky do kompletného popisu
tlohy urcenej na simuléciu.
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Obr. 6.1: Principidlne zobrazenie Struktary kniZznice
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Triedy ¢asti: Simulacia

simulator Spolo¢né bazova trieda roznych integracnych metod.

euler_simulator Simuldtor Eulerovou metédou.

analytic_simulator Pseudosimuldtor, ktory namiesto simulédcie pocita analytické
rieSenie. PouzitelIny napriklad pri experimentoch s presnostou.

RKsimulator Simuldtor explicitnou metédou Runge-Kutta. Konkrétny rad je urceny
pouZitou Butcherovou tabulkou.

ABsimulator Simuladtor metodou Adams-Bashforth.

explicit_tableau Butcherova tabulka, obsahuje kongtanty pre explicitné metédy Runge-
Kutta.

Triedy ¢asti: Spracovanie
history_t Zaznam vyvoja stavovych premennych v Case.

analyzer Porovnanie zaznamov simuldcie (off-line po skonc¢eni simulovania) a ich jednodu-
ché Statistické spracovanie.

result_processor_t Materska trieda pre objekty, ktoré dostavaju informaciu o priebehu
simulacie po kazdom simula¢nom kroku (on-line spracovanie za behu simulécie). Uziva-
tel moéze definovat vlastné priebezné spracovanie vysledkov zdedenim a predefinovanim
metod.

history_recorder_t Specializdcia result_processor_t zaznamendva cely priebeh
simulécie.

error_check Specializicia result_processor_t pomocou zndmeho analytického rie-
Senia vyhodnocuje chybu simulécie.

epsilon Zist{ € pouZitej aritmetiky.

Triedy ¢asti: Automatizacia

simulator_factory Bézova trieda pre objekty, ktoré vyrabaju simulatory roznych metod.
Pouzitelné napriklad pri automatizacii experimentov.

all_fixed_step_simulators Specializdcia simulator_factory, ktord vyrobi vSetky
simulatory s pevnym krokom.

high_order_factory Specializicia simulator_factory, ktora vyrobi simulatory vy-
sokého rddu. Vhodné na experimenty s velkou presnostou aritmetiky.

ab_factory Trieda pre objekty, ktoré vyrabaju simulatory s metédou Adams-Bashforth.

rk_factory Trieda pre objekty, ktoré vyrabaju simulatory s metédou Runge-Kutta.

Dalsie moZnosti a elementy kniZnice je mozné vy&itat priamo zo zdrojového kodu kniznice,
ktory je prilozeny v elektronickej podobe k tejto diplomovej praci.
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6.2 Priklady pouzitia kniZnice

V tejto Casti poskytneme pre nazornost niekolko konkrétnych prikladov pouZitia kniznice
DESSL. Dalsie priklady pouzitia kniZnice je mozné najst v prilozenom zdrojovom kéde, ktory
vo fukcii choose_experiment () v subore settings.h obsahuje kod vSetkych experimentov
vykonanych v tejto praci. Vyber a spustenie zvoleného experimentu je moZné pomocou
priloZeného makefile s pouzitim zodpovedajiceho parametra.

Priklad 1: Simulacia a zobrazenie vysledkov

Ako prvy priklad uvedieme uryvok z C++ funkcie, ktora odsimuluje predpripraveny model
predpripravenou simula¢nou metédou:

//simulovany systém
lorenz_eq<double> eq;

//systém s poliatolnjmi podmienkami
ivp<double> problem(some_initial_value_of_type_vector_double, eq);

//simulaénd metdda
euler_simulator<double> sim(problem) ;

//spracovanie stavu po kaZdom kroku simulécie
history_recorder<double> observer;

//spustenie simulécie
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

//vypis na Standardny vystup
observer.history.print();

Podrobnejsi popis:

lorenz_eq<double> eq; Tento riadok vyrobi model, ktory chceme simulovat, podla
predpripravenej triedy. Parameter Sablony je typ aritmetiky, ktort chceme pouzit.

ivp<double> problem(..initial_value..., eq); Spoji model s poc¢iatoénym stavom.
Podiato¢ny stav je vektor Cisel rovnakého typu, aky sme zvolili pri modeli.

euler_simulator<double> sim(problem); Vyrobi pre nas model simuldtor s pouzitim
Eulerovej metody.

history_recorder<double> observer; Vyrobiobjekt, ktory bude sledovat a zazname-
néavat priebeh simulicie pre neskor§ie spracovanie.

sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer); Spusti simulaciu zvo-
leného ¢asového intervalu so zvolenou dlzkou kroku a zvolenym spésobom spracovania vy-
sledkov.

observer.history.print(); VypiSe vysledky. Okrem met6dy print() mozno s objek-
tom observer.history manipulovat ako so Standardnym vektorom a je teda pristupny
Tubovolnému d'al§iemu spracovaniu.
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Priklad 2: Chyba simulacie vo¢i analytickému rieSeniu

Tenko priklad popisuje jeden z najcastejSie pouzivanych experimentov v tejto praci. Zistuje
maximalnu relativnu chybu simulacie pomocou presnejsieho referenc¢ného riesenia.

//simulovany model
sinus_cosinus_eq<float> eq;

//referentny model s presnejSou aritmetikou
sinus_cosinus_eq<double> refeq;

//systém s poliatolnjmi podmienkami
ivp<float> problem(eq.default_initial_value(), eq);

// spdsob analyzy chyby
error_check<float, double> observer(refeq);

// spustenie simulécie
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

// vypiSe E - najv&l8iu namerand relativnu chybu
std::cout << observer.max_rel_err;

Podrobnejsi popis:

eq.default_initial_value() Ziska podiato¢ny stav systému, ku ktorému sa vztahuje
analytické rieSenie. Je to dolezité v pripade, Ze implementované analytické rieSenie sa vzta-
huje iba na nejaki podmnozinu pociato¢énych stavov, ako napriklad v pripade kyvadla.

error_check<float, double> observer(refeq); Vyrobi objekt, ktory bude porovné-
vat referen¢né rieSenie so simula¢nym a zapaméta si vyskyt najvicsej chyby.
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Kapitola 7

Experimentilne porovnanie presnosti
a efektivity metod

V tejto kapitole sa budeme venovat experimentom s implementovanou kniznicou. Najdo-
lezitejsie experimenty sa budu venovat zavislosti chyby na réznych parametroch simulécie,
hladaniu optimalnych parametrov presnosti a kroku simulécie pre dosiahnutie minimalnej
chyby a nakoniec spotrebovanému strojovému ¢asu v tychto optiméach.

7.1 Casova naro¢nost zakladnych aritmetickych operacii

Jednym z cielov tejto prace je meranie redlneho ¢asu potrebného na simulaciu integraénych
metod s viacndsobnou presnostou pomocou implementovanej kniznice. KedZe kniZznica vy-
uziva pre implementéciu typov a opericii vo viacnésobnej presnosti kniznice MPFR a GMP,
vyvstava otazka, akd je Casovi naro¢nost zdkladnych aritmetickych operécii v tychto kniz-
niciach v zavislosti od presnosti. Experiment prebieha tak, Ze pre zvolent presnost mantisy
s po¢tom bitov n sa zvolené aritmetickd operacia opakuje tolkokrat, aby sa dal pomocou
funkcii operac¢ného systému zmerat redlny ¢as. Namerany ¢as sa potom vydeli po¢tom ope-
racii. Jednotlivé operécie su na sebe nezavislé. Preto, ak to pouzita kniZnica dovoli, méze
byt vyuzité aj paralelné a prudové spracovanie. Je zrejmé, ze hodnoty ¢asovej narocnosti
operacii ako aj celych algoritmov zévisia od pouZitého hardwaru a softvérového prostre-
dia a je nemoZné namerané udaje zovSeobcnit. Pri aplikicidch, kde zalezi na vykone, je
dolezité doladit nastavenia kniZnice pre konkrétny pocitac. Napriek tomu su tieto tdaje
cenné pre tlohy predikcie a porovnania s inymi systémami. Kvoli objektivnosti, boli vietky
tlohy urcovania ¢asovej narocnosti operacii a algoritmov v tejto préaci vykonané na jednom
vypoctovom systéme a pri rovnakych podmienkach. Parametre tohto systému si zhrnuté
v tabulke 7.1.

Ziskané namerané vysledky Casovej naro¢nosti zakladnych aritmetickych operacii v zé-
vislosti od presnosti vypoctov st na obrazku 7.1. Vyrazny skok v rychlosti nasobenia je
sposobeny neoptimalne nastavenym prahom, pri ktorom sa menia pouzité algoritmy.

Pre porovnanie uvedieme vykon daného systému s ohladom na zékladné aritmetické
operacie pri pouziti nativnych a MPFR datovych typov s rovnakou presnostou a réznych
stratégiach optimalizécie::

e Ak su operandy v registroch procesora, testovaci pocita¢ dosahuje s 53-bitovou pres-
nostou rychlost priblizne 0,4 az 1 gigaflop za sekundu.
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Obr. 7.1: Nameran4 dlzka trvania zékladnych aritmetickych operacii v sekundach (7.1a) a
vyrez najcastejsie pouzivanej oblasti z tohto grafu v linearnej mierke (7.1b).
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Parameter

Hodnota

PC Systém HP EliteBook 8540w
Procesor Intel i7 720 QM 64-bit
Taktovacia frekvencia 1,6 MHz
Max. turbo taktovacia frekvencia 2,4 MHz
Pocet jadier 4
Smart Cache 6 MB
Velkost RAM DDR3 8GB

Typ RAM DDR-1066/1333
0S Linux 3.0.0 x86-64
KniZnica MPFR 64-bit ver. 3.0.1
KniZnica GMP 64-bit ver. 5.0.1
Prekladac GCC ver. 4.6.1
Parameter optimalizacie prekladu -03

Tabulka 7.1: Prehl'ad najdoélezitejSich parametrov pouzitého vypoctového systému

e Pri pouziti SIMD operacii je to 6 az 15 gigaflop.

e Ak sa operandy v RAM a vysledok sa uklada znova do RAM, rychlost je len 15
megaflop za sekundu.

e Pri pouziti kniznice MPFR s rovnakou presnostou je rychlost priblizne 25 megaflop
za sekundu.

Tieto udaje su iba orientacné, zavisia od konkrétnej Struktary vypoctu. Graf zévislosti
trvania jedného kroku od presnosti aritmetiky pre niektoré konkrétne integracné metddy je
na obrazku (7.2). V tomto pokuse bol vypocet derivacii ¢asovo zanedbatelny.

7.2 Modely systémov pouzité na testovanie

7 dovodu nutnosti analyzy chyby, je dolezité na testovanie zvolit systémy, ktoré maji zname
analytické rieSenie. V takom pripade moéze namerana chyba zodpovedat skuto¢nosti a nieje
potrebné porovnavanie s nepresnym referenénym rieSenim. V nasledujiicej ¢asti st opisané
modely systémov, ktoré boli pouZzité pri testovani implementovanej kniznice.

Netlmené kyvadlo, kruhovy test

Model netlmeného harmonického oscildtora mozno opisat diferencidlnymi rovnicami a po-
Giatonymi podmienkami:

pt) = ()

V'(t) = —p(t)

v(0) = 1 (7.1)
p(0) = 0
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Obr. 7.2: Redlny ¢as trvania jedného kroku vybranych integra¢nych metod.

pric¢om p oznacuje polohu kyvadla a v jeho rychlost. Tento systém mé analytické rieSenie vo
forme

v(t) = cos(t)

p(t) = sin(?)
Casovy priebeh stavovych premennych spolu so zobrazenim stavového priestoru pre refe-
ren¢né rieSenieje na obrazku 7.3. Taylorov rad analytického rieSenia mé vSetky ¢leny nenu-

lové, ¢o znamen4, Ze je mozné neobmedzene zvySovat rad integra¢nej metody a tym zvySovat
presnost simulécie s ohfadom na chybu orezania.

Tlmené kyvadlo

Model tlmeného kyvadla (oscilatora) ziskame zov§eobecnenim modelu netlmeného kyvadla,
ked predpokladéame linearnu zavislost odporu prostredia o od okamzitej rychlosti (Giastotne
prevzaté z [16]):

p(t) = o(t)
V() = —200(t) — (o +w?)p(t)
w == (7.2)
p(0) = 1
v(0) = 0

pricom T je peridda kyvadla, w uhlova rychlost kyvadla a ¢ > 1 je koeficient tlmenia.
V experimentoch budeme pouzivat T = 1 a ¢ = 2. Analytické rieSenie je v tvare

)

v(t) = e 7Y(ocos(wt) — wsin(wt)) — o

p(t) = e_dt(cos(wt)—i-%(wﬂ

oSl | o wt)) (7.3)
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Na rozdiel od netlmeného kyvadla je tento systém stabilny. Ak je stabilné aj jeho nu-
merické rieSenie, vtedy s rastucim ¢asom konverguje k spravnemu rieSeniu p = v = 0. Je to
priklad, kde najvic¢sia okamzita chyba nemusi byt blizko konca simulécie.

éasovy priebeh stavovych premennych spolu so zobrazenim stavového priestoru pre re-
ferencné rieSenie je na obrazku (7.4).

Polynomialny rast

Model polynomialneho rastu je v tvare
y'(t) = ny(t) = (7.4)

kde n je konstanta — kladné celé ¢islo. Této forma zapisu je autonémna a mé jednozlozkovy
stavovy vektor. Iny ekvivalentny sposob zépisu je napriklad 3/(t) = nt(t)"~!. Analyticke
rieSenie polynomialneho rastu je

y(t) =" (7.5)

Pre n = 2 je grafom parabola, pre n = 3 kubika. RieSenie je polyném, preto jeho Taylorov
rad mé koneény pocet ¢lenov zavisly od n.

Pri simulacii je ddlezité zvolit pociato¢né podmienky mimo bodu ¢t = 0, y(0) = 0, pretoze
vtedy je systém vo vratkej rovnovéhe a analytické aj simulatné rieSenie je y(t) = 0. Casovy
priebeh stavovej premennej referen¢ného riesenia pre rozne n je na obrazku 7.5.

7.3 Casovy priebeh chyby

Graf ziskany simulaciou s vhodnymi parametrami byva volnym okom nerozoznatelny od
grafu ziskaného analytickym rieSenim. Ak chceme vidiet priebeh chyby, musime zobrazit
priamo rozdiel medzi analytickym a simulaénym rieSenim.

Netlmené kyvadlo

Pre demonstraciu si zvolime metoédu Runge-Kutta tretieho radu (RK3). Pri tejto metode a
24-bitovej presnosti sa vSetky Zelané efekty prejavia v pohodlnom intervale krokov. Pretoze
sa k tejto tlohe budeme viackrat vracat, nazvyme ju Problém ¢islo 1 s parametrami:

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e modelovy c¢as 0 - 20,

e metoda RK3,

e mantisa 24 bitov.

Dalej si zvolime dlzku kroku h = 10~L. Pri tomto kroku je hlavnym zdrojom chyby orezanie
(pouzili sme metddu tretieho radu). Zanedbané Stvrta derivacia méa tvar

p(t) cos(t)
vW(t) = sin(t)
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hodnota stavovych premennych

Obr. 7.4: Referenc¢né rieSenie modelu tlmeného kyvadla. Qmmoé\\ priebeh a) a stavovy priestor
b)
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Obr. 7.5: Polynomiélny rast

Rozdiel medzi analytickym a simula¢nym rieSenim je imerny zanedbanému najvysSiemu
¢lenu Taylorovho radu. Tiez je umerny dlzke simulacie, pretoze chyba sa akumuluje.

dp(t) ~ tcos(t)
dy(t) = tsin(t)

Graf ¢asového priebehu stavovych premennych je na obrazku (7.6).

Aby sme ozrejmili vztah medzi okamzitym rozdielom simula¢ného a analytického riesenia
d a relativnou chybou simulécie F, zobrazime tento graf eSte raz, aj s vyznacenou relativnou
chybou — obrazok 7.7. Pretoze maximélna hodnota referenc¢ného rieSenia je 1 a nastane
hned na zatiatku simulacie v ¢ase 0, absolitna a relativna chyba st pre tento systém vzdy
rovnaké. Chyba je maximum absolitnej hodnoty odchylky, preto narastie vzdy, ked okam?zita
odchylka dosiahne novy extrém (kladny alebo zéporny).

Aby sme zobrazili priebeh okam?Zitej chyby pri inych dlzkach kroku, kde sa prejavuji iné
efekty, musime tieto dizky kroku najprv identifikovat. Zistime zavislost relativnej chyby E
od kroku h (obrazok 7.8 log-log zobrazenie).

Na grafe moZzeme rozoznat niekol'ko tsekov zodpovedajucich efektom nestability, oreza-
nia a zaokrihlovania. Pri dizke kroku viiégej ako 2 sa najviac prejavuje nestabilita (viac
o nestabilite v podkapitole 7.3). Ked sa dlzka kroku este viac predlzuje, za¢ne sa blizit dlzke
simuldcie a namerana chyba straca vypovednt hodnotu. Pri krokoch dizky 2 az 1072 je
hlavnym zdrojom chyby orezanie. Sklon tejto Casti krivky je priblizne rovny radu pouzitej
metody. Pri dlzke kroku 102 sa prejavuje priblizne rovnakym dielom orezanie aj zaokrahlo-
vanie, preto je celkova chyba najmensia. Dalsim skracovanim kroku sa vplyv zaokrtuhl'ovania
stupfiuje, presahuje vplyv orezania, celkova chyba sa zvac¢Suje. Priebehy chyby pre niektoré
vyznamné body z tohto grafu st na obrazkoch 7.9 az 7.12.

Skratenim kroku z 103 na 10~° sa priebeh chyby vyrazne zmenil. Priebeh chyby stratil
svoj charakter a nadobudol viditelIné pravidelnosti. Chyba orezanim uZ nepripomina $tvrta
derivaciu. Oproti priebehom s dlh§imi krokmi je graf fazovo posunuty. Zaokrihlovanie je
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Obr. 7.6: Problém ¢. 1, dlzka kroku 1071, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym riegenim.
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Obr. 7.7: Problém ¢. 1, dlzka kroku 10~ !, vztah medzi okamZitou odchylkou d a maximalnou
relativnou chybou simulacie E.
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Obr. 7.9: Priebeh okamzitej chyby d pre problém ¢. 1, dlzka kroku 1072,
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Obr. 7.10: Priebeh okamzitej chyby d pre problém ¢&. 1, dlzka kroku 1073,

takeé silné, ze niektoré Casti vzorca integracnej metoédy vébec neovplyviiuju vysledok, preto
sa znizil rad metody. Celkova chyba prudko stupla. PribliZili sme sa k hranici rozliSovacej
schopnosti aritmetiky.

Tlmené kyvadlo

Simulaciu tlmeného kyvadla ozna¢ime ako Problém cislo 2 s parametrami:
e model tlmeného kyvadla podla rovnice (7.2),
o« T =1,
e 0g=2,
e modelovy ¢as 0 - 5,
e mantisa 24 bitov,
e metoda RK3.

Casovy priebeh okamzitej chyby d medzi analytickym a simula¢nym rieSenim je na obrazku
7.13. Pre dlzku kroku 10~ !je rieSenie stabilné. Chyba najprv s rasticim ¢asom rastie, ale od
okamihu, kedy za¢ne tlmenie systému prevazovat nad akumulovanou chybou za¢ne chyba
klesat. Simulacné riefenie sa ¢asom zacne priblizovat analytickému. Pre dlzku kroku 4.107!
je rieSenie nestabilné. Chyba sa zvicsuje do nekonecna.

Parabola

Simulaciu tlmeného kyvadla ozna¢ime ako Problém ¢islo 3 s parametrami:

e model polynomialneho rastu podla rovnice (7.4),

o n =2,
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Obr. 7.11: Priebeh okamzitej chyby d pre problém &. 1, dlzka kroku 10~ (7.11a). Vyrez
z toho istého grafu (7.11b).
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Obr. 7.12: Priebeh okamzitej chyby d pre problém ¢ 1, dlzka kroku 107°. Vyrez z toho
istého grafu (7.12Db).
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Obr. 7.14: Problém ¢islo 3, dizka kroku 107!, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym
rieSenim.

e modelovy ¢as 0 - 5,

e mantisa 24 bitov,

e metéda RKS3.

Parabola y = t? je monoténna funkcia, aj okamzit4 chyba (hlavny zdroj je chyba orezanim)
sa na rozdiel od netlmeného kyvadla meni monoténne (obrazok 7.14). Pri skrateni kroku na
102 priebeh okamzitej chyby prestane byt monoténny, zaéne sa prejavovat zaokrihlovanie
(obrazok 7.15).

7.4 Vplyv met6édy, radu a kroku na presnost

Graf zavislosti relativnej chyby simulicie E netlmeného kyvadla od kroku h z obrazku 7.8

teraz rozSirime o rézne metddy. Pre orientaciu bude v kazdom grafe zndzornena hladina

oznacujuca epsilon prave pouzitej aritmetiky. Zo vzdialenosti relativnej chyby od epsilonu

na log-log grafe sa d4 priblizne uré¢it, kolko najnizsich bitov rieenia je nespravnych.
Problém ¢islo 4 (je to problém ¢ 1, ale s pouzitim inych integratnych metod):

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e modelovy c¢as 0 - 20,

e mantisa 24 bitov.

Metody Runge-Kutta

Pre metoédy Runge-Kutta rddu 1 az 7 dostaneme grafy na obrazku 7.16. Kazda krivka vo
svojom optimalnom bode (bod minimélnej chyby) dosahuje priblizne taku relativnu chybu,
ako vietky metody vyssieho radu pri rovnakej dizke kroku. Oblast, v ktorej dominuje chyba
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Obr. 7.15: Problém ¢islo 3, dizka kroku 1072, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym
rieSenim.

zaokrihlovania nemé monoténny priebeh, prejavuje sa tam nahodny charakter zaokruhlo-
vania avSak trend chyby je monoténny. Za povSimnutie stoji, Ze krivky blizko optimélnych
bodov st zasumené, ale dalej smerom k velmi kratkym krokom maju vSetky krivky takmer
presne rovnaky, aj ked zaSumeny trend priebehu. Je to sposobené tym, Ze zaokruhlovanie
postupne redukuje vplyv konstant, ktorymi sa jednotlivé metédy odlisuja. Ich vplyv vynaso-
beny dizkou kroku a pripoé¢itany k okazitej hodnote stavovych premennych je po zaokrihleni
nulovy a kazda metoda s takto kratkym krokom vypocita priblizne to isté (v extrémnom
pripade nie priblizne, ale presne to isté).

Metody Adams-Bashforth

Ak namiesto met6d Runge-Kutta pouzijeme Adams-Bashforth, dostaneme grafy na obrazku
7.17. Priebehy chyby su podobné ako v pripade metéd RK. Rozdiel je, Ze so stupajicim
radom sa oblast stability zmensuje, preto st metédy vyssieho radu presnejsie ako nizsie rady
iba pri malych dizkach kroku, pri dlhgich krokoch to nemusi platif.

Strmo klesajuce krivky v oblasti krokov 1 az 10 st nevyznamné artefakty. Vznikli, pre-
toze viackrokova metdéda Adams-Bashforth bola nagtartované analytickym riesenim. Ked sa
dlzka tohto dtartovacieho tiseku priblizuje dizke celej simulacie, aj presnost sa blizi presnosti
analytického riesenia.

Pridnim met6d Adams-Bashforth vysgich radov dostaneme graf na obrazku 7.18. Ob-
sahuje v sebe cely graf (Obr.7.17), preto sa osobitny graf (Obr.7.17) moéZe zdat zbytocny,
ale bol vloZeny pre prehladnost a analdgiu s grafom na obrazku 7.16. Krizujice sa iary
v grafoch na obrazku 7.18 posobia neprehladne. Na tomto grafe sa v8ak ukazal novy jav.
Metody velmi vysokych radov dosahuju tplne inti chybu nezavisla od kroku. Priebeh chyby
v ¢ase pre jeden bod z tejto oblasti (10. rad, krok 1073, 24 bitov presnost aritmetiky) je
na obrazku 7.20. MoZeme sa presvedcit, ze to tiez suvisi so zaokruhlovanim, ked spocitame
rovnaky graf s pouzitim vyssej presnosti aritmetiky, napriklad 96 bitov (obrazok 7.19). Viac
o vplyve presnosti aritmetiky je v kapitole 7.5.
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nésobnej presnosti 96 bitov.
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Obr. 7.21: Zavislost chyby od kroku pri presnych vypoctoch, ale zaokrihlenych kongtantéch.

Vysvetlenie tejto nezéavislosti chyby na kroku je v presnosti konStant. Presved¢ime sa
o tom, ked v simulécii pouzijeme vysoku presnost aritmetiky (napr. 96 bitov), ale ete pred
zaciatkom simulécie zaokrihlime vSetky konStanty na nizSiu presnost, akd bola pouzita
v povodnom experimente 7.18 (24 bitov). Dostaneme graf na obrazku 7.21. Je velmi po-
dobny grafu (7.18). Vyplyva z toho zaver, Ze nie je dobré pouzivat metoédy Adams-Bashforth
vysokych rddov bez predchadzajtcej analyzy. Okrem rizika nestability je aj riziko velkych
zaokrtuhlovacich chyb, ktorym sa vyhneme metédami nizsieho radu. Pouzitie metéd Adams-
Bashforth vysokych rddov je vyhodné v pripade, Ze vyZzadujeme velmi presné rieSenie, mame
k dispozicii veImi presnu aritmetiku a tolerujeme kréatke kroky simulacie.

Vplyv radu metody

Vplyv radu met6dy na presnost simulécie uz bol obsiahnuty v predchédzajucej ¢asti o vplyve
kroku na presnost. Na sprehladnenie zobrazime rovnaké udaje do grafu inym spdsobom
(obrazok 7.22a). Ide o netlmené kyvadlo, pre konstantny krok 1072 a 1073, dlzka simulcie
20, dvojnéasobnda presnost (53 bitov). Ako je vydiet z grafu, so zvy$ujicim radom met6dy
dochadza k linearnemu poklesu relativnej chyby (na log-log skile) az po dosiahnutie oblasti
saturacie, ktord je charakteristickd dominanciou chyby zaokruhlovanim.

Vplyv testovacieho systému

Doteraz sme pouzivali ako testovaci systém netlmené kyvadlo, teraz ho vymenime za para-
bolu a budeme sledovat, ¢i sa zmeni dosiahnuté relativna chyba. Zvolime kratsi ¢as simulacie
a dvojnasobnu presnost, aby sme nenarazili na pretecenie referen¢ného rieSenia.

Problém cislo 5:

e model polynomialneho rastu podla rovnice (7.4),
e modelovy c¢as 0 - 20,

e mantisa 23 bitov.
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T T T T
1L Runge-Kutta 1le-2 —+— | _
y Adams-Bashforth 1e-2 < |
0.015 Runge-Kutta 1e-3 —¥— | |
' Adams-Bashforth 1e-3 ——— |
0.0001 -
le-06
“ leos |
le-10 |
le-12 |
le-14 +
1e_16 I 1 | | | |
2 4 6 8 10 12
rad
(a)
epsilon —+—
Euler —=
Heun —x—
RK3 —=—
RK4
RKNystrom5
RKButcher6 —e—
RK7 —=—
AB2 —=
W AB3 ——
AB4 —~
AB5 —o—
AB6 —o—
AB7
AB8
AB10 —x—
AB12 —=—

krok
(b)

Obr. 7.22: Vplyv radu na presnost simuldcie netlmeného kyvadla pre kroky 1072 a 1073
(7.22a). Chyba pre rozne kroky pri ostatnych nastaveniach rovnakych (7.22b).
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Z vysledkov pre n = 2 na obrazku 7.23 vidiet, Ze:

e Runge-Kutta Siesteho radu sa ukazuje vysSieho radu ako Runge-Kutta siedmeho radu.

e Vietky metody Adams-Bashforth okrem Eulerovej dosahuji vynikajicu presnost a
ziadnu chybu orezanim.

Ak pouzijeme ako testovaci systém namiesto druhej mocniny piatu (n = 5), dostaneme
graf na obrazku 7.24. Met6édy Adams-Bashforth rddu 4 a nizSieho vykazuju beznii chybu
orezanim, naproti tomu metédy radu 5 a vySSieho Ziadnu. Vyplyva to z principu metédy
(extrapolacia polynémom). Ak rieSenim je polyném piateho stupiia a extrapolujeme po-
lynémom piateho (a vysSieho) stupiia, mame v ramci zaokrihlovania presné riesenie. Ak
extrapolujeme polynémom nizsieho stupna, zanedbané vyssie derivacie sa prejavia ako chyba
orezanim.

7.5 Vplyv zaokruhl'ovania aritmetickych operacii na presnost
metod

Graf z obrazku 7.8 teraz rozSirime o rozne presnosti aritmetiky. PretoZe tento experiment
je naro¢nejsi na procesorovy C¢as, pouzijeme metodu vyssieho radu (Runge-Kutta 6. radu),
aby sa Zelané efekty prejavili pri dlhgich krokoch. Tiez skratime dizku simulacie.

Problém cislo 6:

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e metdéda RK6

e modelovy c¢as 0 - 2.

Vysledné grafy st na obrézku 7.25a. V grafe 7.25b boli odstranené ¢asti, kde prevlada chyba
orezanim, a ponechané su len tie ¢asti, kde dominuje chyba zaokrihlovanim. TieZ tam boli
doplnené priamky ziskané linedrnou regresiou. Linearne sa javia iba na log-log grafe,na line-
arnej Skale sa to polynémy, preto bola linearna regresia pouzita na zlogaritmované hodnoty
chyby aj kroku. Tieto priamky je mozné popisat parametrami p (strmost) a ¢ (vertikilne
posunutie) na osiach x,y pricom A, je rozdiel ¢ parametrov dvoch priamok. Pre log-log
zobrazenie dalej plati:

r = loglo(h)
Yy = pr—+q
E = 10Y

Hodnoty regresnych parametrov p a ¢ pre dant simulaciu su zoradené v nasledovnej tabulke.

bity p q Aq
24 -0,323 -7,14 —
32 —-0,421 —-9,72 2,58
40 —0,462 —-12,2 2,46
48 —0,515 —14,8 2,64
56 -0,497 —-17,1 2,31
64 —0,468 —19,5 2.34
priemer —0,448 — 2.45
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epsilon —+—
Euler —=
Heun ——
RK3 —&—
RK4
RKNystrom5
RKButcher6 —e—
RK7 —=—
AB2 —~

epsilon —+—
AB2 —=—
AB3 —x—
AB4 —=—
AB5
AB6
AB7 —e—
AB8 ——
AB9 ——
AB10 ——
AB12 ——~—
ABl14 —o—
ABl16 —+—
AB18
AB20

le-16 E =

le-17 ——————
0.0001 0.001 0.01 0.1

krok
(b) Vyrez, ktory obsahuje iba met6dy Adams-Bashforth.

Obr. 7.23: Problém &.5, n = 2, zavislost maximalnej relativnej chyby na dlzke kroku.
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epsilon —+—
i Euler
0.01 - . AB2 —x—
F E AB3 —=—
0.0001 AB4
L AB5
AB6 —e—
le-06 AB7 o
L AB8 —~
w le-08 AB9 ——
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N ABl14 —o—
AB16
le-12
le-14 ¢
le-16
0.0001

Obr. 7.24: Problém &.5, n = 5, zavislost chyby od dizky kroku.

Z tabulky je zrejmé, sklon priamok y = pz + ¢ je priblizne rovnaky (podobné p) a ze
kongtantnému prirastku presnosti (v tomto pripade 8 bitov) zodpoveda priblizne konstantny
prirastok Agna log-log mierke. Ako kontrolu spravnosti a presnosti mozeme overit, Ze ak
zachovame rovnaku dlzku kroku a pridame aritmetike 8 bitov sirky, chyba sa zlep#i priemerne
102b-nasobne. 1020 = 10%4° = 281 = 2513 = 98 takye chyba sa naozaj zlepsi priblizne o 8
bitov. Uvedené vztahy platia iba priblizne, pretoZe namerané udaje maja velky rozptyl a
vypolty v logaritmickej mierke st velmi citlivé na presnost.

Minim4 kriviek pre jednotlivé pocty bitov nie st pri rovnakej dizke kroku. Pridanim
bitov sa optimélny bod postva smerom ku krat$im krokom. Preto, ak mame simuldciu
s optimalnou dlzkou kroku a pridame 8 bitov, chyba sa nezlepsi o celych 8 bitov. Musime
skratit dlzku kroku a chyba zaokrthlenim sa pri skracovani kroku zhorsuje. O kolko musime
skratit krok, to zalezi od sklonu ¢asti krivky dominovanej orezanim, a ten zavisi od radu
metody.

7.6 Vztah medzi optimalnymi bodmi

Bod, leziaci na grafe zavislosti relativnej chyby E od kroku h, v ktorom maji rovnaky
vplyv chyby orezanim a zaokrtuhlenim, a v ktorom je relativna chyba najmensia, budeme
volat optimdlny bod.

V praxi moéze nastat situécia, ked mame experimentélne zisteny optimalny bod simu-
lacie pre urcity pocet bitov. Potom sa sprisnia poziadavky na presnost a je potrebné urcit
novy vyhovujici optimalny bod. Uloha je teda néjst novi dlzku kroku a novi presnost arit-
metiky. Teraz sa pokusime odvodit priblizny vztah pre odhad tychto hodnot. Cely vypocet
bude prebiehat na logaritmickej mierke. Na zaciatku zlogaritmujeme vstupné ¢isla, vysledok
prevedieme z logaritmickej mierky opét do linearnej. Aby sme zachovali ekvivalenciu so v3et-
kymi zobrazenymi grafmi, budeme pouzivat dekadicky logaritmus. Pocet pridanych bitov
je dvojkovy logaritmus, preto ho nakoniec prepocitame. Geometricky vyznam nasledujucich
vztahov je znézorneny na obrazku 7.26. Nech je:
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Obr. 7.25: Problém ¢. 6, zavislost chyby od kroku pre rézne pocty bitov (7.25a). Separované
klesajuce Casti kriviek (7.25b).
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e F — chyba v zndmom optimélnom bode,
e F,— Zelan& chyba,
e Ap —rozdiel chyby na logaritmickej mierke.
Potom pre rozdiel chyby v logaritmickej mierke plati
Ag = logioE —logo Ey (7.6)
Zavedenim parametrov:
e h — dlzka kroku v znamom optiméalnom bode,
e h, — hladana dizka kroku,
e A; — zmena kroku v logaritmickej mierke
plati pre zmenu kroku Ay na logaritmickej mierke
Ap, = logiph — logyg hy (7.7)
Ak teraz definujeme:

e « — uhol medzi vodorovnou osou a ¢astou krivky, kde prevlada chyba orezanim (krivka
zobrazené na log-log grafe). r = tan(«) , pricomr je rad integra¢nej met6dy

e (3 — uhol medzi vodorovnou osou a regresnou priamkou: v = —tan(f) z grafu 7.25b
(pouZijeme zaokruhlent hodnotu -0,5)

e A, — prirastok presnosti aritmetiky vyjadreny v poc¢te dekadickych ¢&islic, je to ekviva-
lent posunutia regresnej priamky z grafu (7.25b) a tiez ekvivalent posunutia strojového
g,

potom priblizne plati:
A  Ap

tan(a) 1
Ay = A+ Ay tan(ﬁ) =Ap — Apv

Ap

Ba=2( —v) = Apl - ) (78)

Z vysledku vo vztahu (7.8) vyplyva, Ze (na log-log mierke) zmena presnosti aritmetiky Ay
je priamo tmernd zmene kroku Ay a zmene relativnej chyby Ag. KonStanty timernosti st
pritom urcené len sklonmi priamok r a v. Pomocou A,mdZme teraz prepocitat potrebni
dlzku kroku hgna linearnej mierke

hy = 10/°910h=4n (7.9)
Pocet bitov, o ktory je potrebné rozsirit mantisu pouzitych ¢isel Ay je dany vztahom

Ay

Ay = logy(1024) = o2
10

(7.10)
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chyba

Obr. 7.26: Znazornenie z&vislosti medzi optimalnymi bodmi na log-log skale. P je referenc¢ny
optimélny bod, P, hladany.

Pouzitie tychto vztahov demonstruje nasledujuci priklad. Pre nasu simuldciu mame zisteny
optimélny bod P s dlzkou kroku h = 10~! a chybou E = 1077 za pouzitia mantisy 24
bitov a metdédy Siesteho radu t.j. r = 6. Teraz potrebujeme presnejsiu simulaciu toho istého
systému s chybou E, = 107!, Riegenia je uvedené v nasledujiicom vypocte

Ap = (log;p1077) — (logy 10719) = 12

Ap=2=2

hm — 10[091010_1—2 — 10—3

Ag=12—-2.(-05) =13

éb - 10;?02 =43

Cize pre novt simulaciu musime pouzif dlzku kroku h, = 1073 a Sirku mantisy zvysit
0 Ay = 43 bitov (na 24443 = 67 bitov). Pohladom na graf na obrazku 7.25a sa presvedc¢ime,
7e tieto vysledky su priblizne sprévne.

7.7 Vplyv presnosti aritmetickych operacii na efektivitu me-
tod
V predchadzajucej ¢asti sme sa venovali zavislosti chyby od dlzky kroku, pretoze dlzka
kroku:
e Je nastavitelna.

e Podstatne ovplyviiuje chybu.

e Podstatne ovplyviiuje strojovy ¢as potrebny na simuléciu. Problém je, Ze ¢as potrebny
na jeden krok roznych metod nie je rovnaky.
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Ak chceme porovnavat efektivitu met6d, musime vyhodnotit, kolko strojového ¢asu ktora
metoda vyzaduje na dosiahnutie danej presnosti.

Teraz sa zameriame na optimalny bod definovany v podkapitole 7.6 a bude néas zaujimat
redlny strojovy Cas simuldcie v tomto bode. Pokusime sa ndjst trendy pre rozne metddy a
vzajomne ich porovnat.

Hl'adanie optimalneho bodu zautomatizujeme tak, aby sme sa pokial moZno vyhli simu-
laciam s kratkym krokom a tak uSetrili procesorovy ¢as. Vyuzijeme vztahy z predchadzajicej
podkapitoly. Tiez budeme predpokladat, Zze v nejakom tseku grafu zévislost chyby na kroku
priblizne zodpovedéa radu met6dy (oblast chyby orezanim). Algoritmus ur¢ovania optimal-
nych bodov mozno zosumarizovat do nasledovnych bodov:

1. Vyberieme si testovaci systém a dlzku simulacie.
2. Vyberieme si integra¢nt metodu a aritmetiku.

3. Nastavime pociatocny odhad dizky kroku, ktory je uréite dlhsi, ako krok v optimalnom
bode.

4. Simulujeme a meriame dosiahnuta chybu.
5. Zmensime dlzku kroku, znova simulujeme a meriame chybu.

6. Pokrac¢ujeme v skracovani kroku, az kym pokles chyby nezodpovedd radu metody.
Tym sme prekonali oblast nestability.

7. Pokracujeme v skracovani kroku, az kym sa chyba neza¢ne znova zvySovat.

8. Najdené minimum vyhlasime za priblizny optiméalny bod, zaznamename pre neho
dlzku kroku, chybu, presnost pouzitej aritmetiky a trvanie simulacie.

9. Opakujeme pre rozne presnosti aritmetiky a rézne integrané metody.

Hladanie optimalneho bodu je vzdy nepresné. Okrem obmedzenej hustoty vzorkovania dizky
krokov je zneistené meranie chyby tym, Ze zaokrihlovacie chyby maju vZdy nahodny charak-
ter. Priklad n4jdenia optimalnych bodov pre problém €. 6 je na obrézku 7.27. Spresnit by sa
dalo napriklad opakovanim pokusu s roznymi pociatoénymi podmienkami a spriemerovanim.
Priklad vysledkov experimentu pre netlmené kyvadlo simulované do modelového ¢asu
2 su na grafe (7.28). Vidime, Ze ¢im je metoda vysSieho radu, tym menej ¢asu potrebuje
na dosiahnutie danej chyby. Metoédy Runge-Kutta a Adams-Bashforth rovnakého radu su
priblizne rovnako efektivne. Pri najvysgich radoch je efektivnejsi Adams-Bashforth.
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Obr. 7.27: Problém ¢. 6, zavislost chyby od kroku a néjdené optimélne body.
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Obr. 7.28: Zavislost chyby simulacie od spotrebovaného strojového ¢asu v optimélnych bo-
doch. Kazda ¢iara predstavuje jednu metoédu, kazdy bod na tejto Ciare jednu optimélnu
kombindaciu bitov a kroku. (netlmené kyvadlo, modelovy ¢as 0-2)
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Kapitola 8

Zaver

V knihe venovanej spojitej simulacii [5] odporaca profesor Cellier prisposobit rad integra¢ne;j
met6dy poziadavke na presnost simulécie s odévodnenim, Ze nemé zmysel mrhat strojovym
casom pri vypocte presnej metody, ked mame nepresny model. Dalej odporaca pri pouziti
aritmetiky jednoduchej presnosti iba Eulerovu metédu, pri dvojnésobnej presnosti metodu
stvrtého radu. Neuvadza reprodukovatelné experimenty, ktoré by to potvrdzovali. Experi-
menty v tejto praci naproti tomu naznacuju, Ze aj metody vyssich radov (6 - 10) si pou-
ziteIné s oby¢ajnou presnostou aritmetiky. Metédy Runge-Kutta vy&sich radov umoziuju
predizit krok simulécie, a teda cely proces zrychlit a zefektivnit. Pri metédach Adams-
Bashforth je obmedzenim nestabilita, ktora nedovoli predlzovat krok. Na zaklade toho by sa
dalo odporucat pouzitie metéd Runge-Kutta ¢o najvyssieho rddu a dvojnésobnu presnost
(double). Iba ak su poziadavky na presnost simulécie také prisne, Ze je nutna viacnésobna
presnost, nastupuju metdédy Adams-Bashfort dvojcifernych radov.

Implementované kniznica obsahuje met6dy Runge-Kutta do radu 7 a Adams-Bashforth
do radu 20. Nametom na dalgiu pracu je rozsirenie o metody Runke-Kutta vysSich radov,
ktorych koeficienty nie st racionélne ¢isla, ale rieSenia nelinedrnych rovnic. Tieto sa mu-
sia vypoditat podla aktudlnej pozadovanej presnosti. Dalej by sa dali experimenty rozsirit
o iné skupiny metéd, napriklad implicitné. V experimentoch boli pouzité jednoduché mo-
dely so zndmym analytickym rieSenim. Vhodnym rozsirenim do budicna je moznost odhadu
chyby iba na zdklade viacerych simulacii s roznymi nastaveniami, ¢o by umoznilo doplnit
experimenty o rozne zaujimavé a prakticky vyznamné modely.
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Skratky a symboly

RK3
AB6

cas

funkcia na vypocet derivacie

stav systému

derivécia stavu podla ¢asu

n-t4 derivacia stavu podla casu

referen¢né hodnota stavu vypocitand analyticky
unit in the last place, jednotka na poslednom mieste
epsilon, maximélna relativna chyba zaokruhlenim na dany pocet bitov
prirodzené ¢islo

dlzka kroku integracnej metody, h = At =t,, — t,_q
rozdiel medzi skuto¢nou a vypocitanou hodnotou
celkova chyba simulécie

Runge-Kutta tretieho radu

Adams-Bashforth siesteho radu
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