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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zamétfena na rekonstrukei fidkého vektoru
z jeho komprimovaného pozorovani. Pro rekonstrukci se vyuziva op-
timalizacniho problému LASSO a jeho feseni pomoci proximalnich
algoritmu. Po vytvofeni takového algoritmu, ktery je schopen
puvodni signal rekonstruovat, se vyuziva metody Monte Carlo pro
pozorovani zavislosti chyby feSeni na parametru lambda. U takto
ziskaného vypoctu je zjisténa kvadratickda chyba teseni LASSO
vzhledem k puvodnimu vektoru dat.

Vypracovani bylo rozdéleno do nékolika navazujicich ¢asti. Prvnim
ximalnich algoritmu a vypocet proximalniho operatora pti ruznych
vstupnich funkcich. Po takto provedené resersi proximéalnich algo-
ritmu probéhla také reserse vlastnosti optimalizacni tilohy LASSO
a jejich variant. V dalsim kroku bylo mozné pfistoupit k imple-
mentaci algoritmu v programovacim jazyce a vyvojovém prostiedi
MATLAB. Pri postupné implementaci byl algoritmus upraven tak,
aby vzdy zkonvergoval ke spravnému nebo alespon co nejblizsimu
pribliznému feseni optimaliza¢niho problému. Z tohoto duvodu byl
algoritmus rozsiten o podminky optimality, jez ukoncuji vypocet pti
dosazeni pomérné presné aproximace. Dale byl algoritmus rozsiten
o vypocet dynamické velikosti kroku, aby uzivatel nemusel zadavat
tento parametr, ktery velice ovliviiuje celkovy chod algoritmu. S
takto pripravenym algoritmem mohla byt pouzita metodika Monte
Carlo k vytvofeni numerické simulace, jez generuje nekomprimo-
vany tidky vektor dat, meéfici matice s prvky, které maji Gaus-
sovo rozlozeni a parametr lambda v zadaném rozsahu s logarit-
mickym rozdélenim. Zavérecnou fazi této prace bylo vytvoreni me-
tod vytvaiejici analytickou predpovéd spolu s numerickou simulaci
pro resersni ucely.

Zéaroven tato prace navrhuje zpusoby, jak muze byt pokracovano
s nastroji, jez byly vytvoreny v prubéhu jejiho zpracovani a ziskat
tak presnéjsi vysledky.

Klicova slova: MATLAB, proximélni algoritmus, proximalni
operator, LASSO, Monte Carlo



Abstract

This bachelor thesis is focused on the reconstruction of a sparse
vector from its compressed observation. For the reconstruction, the
LASSO problem is used and its solution using proximal algorithms.
After the implementation of an algorithm that is able to restore
the original signal, Monte Carlo method is used to analyze the
dependence of computation error of the lambda parameter.

Realization was divided into several parts. The very first and the
most important step was a study of the properties of proximal algo-
rithms and the evaluation of proximal operator for different functi-
ons. After the study on proximal algorithms there was also survey
on the properties of LASSO and its variants. After that is was possi-
ble to implement an algorithm using the MATLAB language and its
development environment. The algorithm was modified during the
implementation so it always converges to the correct or, at least,
approximate solution of LASSO. Because of this reason optimality
conditions were added that terminates the optimization process if
the approximation is sufficiently accurate. Then a computation of
dynamical step size was added that affects the whole algorithm so
the user does not have to choose it. This algorithm could be nu-
merically analysed using the Monte Carlo approach that generates
uncompressed sparse vector of data, random measurement matrix
with Gaussian distribution, and a lambda parameter within an in-
terval with logarithmic spacing. The last step was to study methods
for analytic prediction of the numerical simulation.

At the same time, this bachelor thesis suggests how it can be used to
continue with prepared tools that were created during this project
and how to arrive at more accurate results.

Keywords: MATLAB, Proximal Algorithm, Proximal Operator,
LASSO, Monte Carlo
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1 Uvod

V dnesnim svéte, kdy ziskdavame stale vice dulezitych a velkych dat, se projevuje
nutnost néjakym zpusobem ziskana data komprimovat. Z uvedeného duvodu se tato
prace zabyva pravé komprimovanym vzorkovanim dat a naslednou rekonstrukei u
koncového uzivatele.

Komprimované vzorkovani se v podstaté zabyva tim, jak rekonstruovat signal
dat z pozorovani, které je efektivné zkomprimovano, a to pomoci ruznych pristupu,
napft. nedeterminovanych linearnich systému, rekonstrukénich metod apod.

Bude pro to pouzito nového pristupu rekonstrukce puvodnich dat a to pomoci
proximélnich algoritmu, které jsou rychlé a jednoduché na implementaci.

Zékladni méteni odpovidd funkei, viz[Vzorec 1} kde jsou puvodni data xy € C*
transformovana meérici matici A € C™", kde m je pocet radku a n pocet sloupcu
matice a v posledni fadé je nutné uvazovat i ndhodnd data z € C™. V této praci z
reprezentuje ndhodny Sum, ktery je pritomen pii kazdém méreni. Takto jsou ziskana
nova data y € C™. V obecnych pripadech plati, ze m > n, ale v nich nedochazi k
zadné komprimaci dat, pripadné by i vzrostla velikost dat. Nasledna rekonstrukce by
se tak redukovala pouze na spocteni inverzni, v piipadé obdélnikové matice pseudo-
inverzni, matice A~! a spo¢teni pivodnich dat xy. Tato bakaldiska préace se zabyva
pripady, kdy m < n a nelze tedy pouzit pseudoinverzni matici, ktera existuje, ale

nemé pozadované vlastnosti a musi tedy byt pouzit jiny pristup.

y=A x9+z (Vzorec 1)
Dle pravidel linearni algebry tak existuje nekonetné mnoho teseni a je tudiz
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nemozné v tomto pripadé zrekonstruovat puvodni data. Nicméné ve skutec¢nosti lze
data zrekonstruovat a to za podminky, ze puvodni vektor dat xq je fidky, tedy
vétsina prvki z zg je rovna 0. Pravé z popsaného duvodu jsou kompresni algoritmy,
napiiklad pro kompresi formatu JPEG, kdy se ukladaji pouze nejvétsi koeficienty
diskrétni kosinové transformace, tak efektivni. Popsana podminka neni jedinou nut-
nou k tspésné rekonstrukci. Dalsi podminkou je spravné zvolena mérici matice A.
Napriklad, pti volbé diagonalni jednotkové matice, by komprimovana data y byla
z velké casti nulova. Z predestfeného duvodu by pak nebylo mozné rekonstruo-
vat puvodni data. Jelikoz je toto téma velice studované v celosvétovém méritku,
vzniklo mnoho vyzkumu, které se touto problematikou zabyvaji velice podrobné,
napf. skripta [7]. Pravé vyzkumy ve svété ukazuji, ze ma-li dojit k jisté rekonstrukei,
je mozné vyuzit méfici matice o nahodnych prveich z normovaného normalniho
rozdéleni, tj. normalni rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a jednotkovym roz-
ptylem. V nésledujicich kapitoldch budou probrany jednotlivé kroky, které vedou k

uspésné rekonstrukei dat.
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2 Optimalizaéni problémy

Problém rekonstrukce puvodnich dat z komprimovaného vzorkovani se vyskytuje v
nejruznéjsich oborech. Mezi tyto obory patii strojové uceni, zpracovani signalu a
dalsi. Jeden z moznych pristupu je definovat tzv. optimaliza¢ni problém. Optima-
lizacni problém je takovy, kdy hledame nejlepsi mozné teseni = ze vSech moznych
a to tak, aby f(z) bylo maximalni nebo minimélni, podle zadané tilohy. Hleddme
tedy globalni maximum, respektive minimum, na prubéhu kriterialni funkce f(z).
jakéhokoliv sumu, tedy A -z = y, lze pouzit grcrell% |z, Tato norma je specialnim
pripadem normy, jenz udava celkovy pocet nenulovych prvku ve vektoru dat x.
Nulova proto, ze nelze urcit hodnotu nulté odmocniny ze sumy prvku nalezejicich
vektoru x. Ovsem tento problém je také mozné, diky podobnym vlastnostem, trans-
formovat na ||z||,, jejiz feSeni je vyrazné jednodussi. Prave kvuli absenci sumu se
ale musi dédle upravovat dany problém a to na tvar ||A-z — y||§ < € a vznikaji tak
dvé odlisné optimalizac¢ni tlohy, kterymi se bude tato prace zabyvat.

Jsou to ||A -z —y||3 4+ 7 - ||z]|; a podobny problém s mirné odlisnymi vlast-
nostmi || Az — y||,+A-||z||,. Prvni z optimalizaénich wloh, tedy || A - z — y||347 |||,
se sklddd z fo(v) = ||A -z —y|| a fi(x) = 7 - ||z]|; a nazgva se |-]|3 LASSO. Druh4
z dloh je ||Az —yll, + A - ||lz||, a je slozena opét ze dvou €dsti, fo(x) je shodné jako
v predeslém piipadeé, lisi se pouze fi(x). Ta pfedstavuje novou funkei A - [|z||; a je
nazyvana ||-|l, LASSO.

Veskeré dalsi fesent je zalozeno na tom, ze lze tyto optimaliza¢ni ilohy zapsat
v neomezeném tvaru. V tomto tvaru se minimalizuje obecny vstup x ptes soucet m

konvexnich funkcich fy... f,,, které nélezi mnoziné R™. Takto zapsany problém by
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byl definovan jako:

;Iel]gllfo(x) + .o f(2) (Vzorec 2)

Nicméne, jelikoz lze uvazovat jakoukoliv vySe zminénou funkci, muze se vy-
skytnout typicky problém. Nékteré funkce nejsou diferencovatelné. Z popsanych
odlisnosti vyplyva, ze je potieba nahlizet na optimalizaén{ dlohy ||-|2 a ||-||, LASSO

jako na dveé tlohy s rozdilnym zpusobem feseni.

2.1 Optimalizaéni problém LASSO

Jednou z variant jak tesit zadani této bakalarské préace je pouziti minimalizace a to
tak, ze se vyuzije neomezeného tvaru optimaliza¢niho problému pouze s funkcemi fy
a f1. Jedna z téchto funkci se nahradi konkrétnim predpisem pro rekonstrukci dat.
Vznikne tak Funkce fi(z) ve vzorci je libovolnd a voli se podle toho, jaké

vlastnosti ma mit optimalni reSeni.

argmin {|ly — Azl + X+ fi(z)} (Vzorec 3)

V pifpadé fidkého vektoru se voli takova funkce, kterd zajistuje fidkost fesend.
Jednou z moznych funkei, jez ma tyto vlastnosti, je ||z||, a vznika tak vztah popsany
nize. Tento novy vztah zaroven fesi dva problémy a to rekonstrukci puvodnich dat

Zo a jejich odSumnéni.

argmin {[ly — A -5+ X [|z],} (Vzorec 4)

Jelikoz obé funkce optimaliza¢niho problému LASSO obsahuji funkci normy;,

musi byt zminéna i jeji definice, ktera je popsana ||z, = (3_, |z;|P)"/?. V pifpads

|-|]; tak ziskdme pouze sumu absolutnich hodnot a vznikd soucasné problém, jak

14



bylo naznaceno v kapitole 2] tedy nediferenciovatelnd funkce. Jak je logické z definice
absolutni hodnoty a derivace, lze sestrojit nekonec¢né mnoho tecen v bodé, kde x = 0
a nelze tak spocitat jeji derivaci v daném bodé. Pro dalsi zpracovani je dulezité
uvédomeéni si, ze funkce nema derivaci a proto s ni musi byt pracovano odliSnym

zpusobem.
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3 Proximalni algoritmy

Jednou z moznosti, jak vytesSit optimalizacni problém zminény v predchozi kapi-
tole, je vyuzit proximalni algoritmy a proximalni operatory piislusejici konkrétnim

funkcim optimalizacniho problému. Piikladem proximalniho algoritmu je:

Tpi1 = prov.p(Tn,) (Vzorec 5)

V tomto vzorci je f uzaviena konvexni funkce, kterd spliuje f : R™ —
R U {+o0}. Jelikoz je proximélni algoritmus zaloZen na iteraénim postupu, je to
také zohlednéno ve vzorci a to pouzitim indexu n. Pro n + 1 iteraci plati, ze se
spocita proximalni operator z n kroku. Jak je vidno, proximélni algoritmy jsou
velice vyhodné, pouze pokud je vypocet proximalniho operatoru efektivni a velice
rychly na vypocet. Pokud by nebylo splnéno toto kritérium, pak by se mnoho casu
stravilo vypoctem proximélniho operdatoru, ktery se musi provadét v kazdé iteraci
algoritmu. Dalsi vyhodou téchto algoritmu je také to, ze byly navrzeny pro takové
funkce, které musi byt spojité, ale nemusi byt diferencovatelné. Lze je tak vyuzit

pro velké mnozstvi obecnych problému.

3.1 Proximalni operator

Jak jiz bylo naznaceno v uvodu této kapitoly, bude vyuzito proximalniho operatoru
pro vypocet nového kroku proximalniho algoritmu. Proximalni operatory jsou velice
dulezitou soucasti a to proto, ze nahrazuji funkce, které jsou obtizné resitelné nebo

by jejich vypocet byl velice zdlouhavy. V pripadé hladké funkce tedy dochazi k
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postupnému nalezeni globalntho minima.

Jelikoz se v konkrétnim piedpisu tlohy LASSO, viz objevuje funkce
||z||,, musi byt pouzit proximalni operator nazyvany , mékké prahovani®, dle [4] a [5].
Jedna se o velice jednoduchou funkci, kdy se vstupni data porovnavaji s parametrem

a to dle vztahu [Vzorec 6l

0 z <\
soft(tx, \) =<z =X >0 (Vzorec 6)
r+ A <0

\

Celkovou rychlost operdtoru tedy urcuje zejména parametr A, o ktery se
vstupni data méni v kazdém kroku. Parametry A\ nam tedy udava velikost zmeény
od vstupnich dat z. Pro lepsi pochopeni této funkce je zarazen graf ve kterém
se vstupni data z intervalu (—5,5) zméni maximdalné o parametr A, jenz byl zvolen

A=0,5.

5 T T
original data
data after using proximal operato

output data [-]
o
T
I

I | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
input data [-]

Obrazek 3.1: Prubéh zvoleného proximalniho operatoru pro A = 0,5
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4 Dopredno-zpétny algoritmus

Jako hlavni algoritmus, na ktery se tato prace zameéruje, je dopredno-zpétny algorit-
mus. Jeho zakladni varianta, popsana obrazkem |.1, pouziva pevnou délku kroku.
Je to iteracni algoritmus, kterému predd uzivatel na vstupu komprimovana data vy,
meéiici matici A, velikost kroku a a kompenzacéni parametr A, pro néjz chce uzivatel

ziskat konkrétni vysledek.

Compressed data -y Measurement matrix - A Computed data -
X

Lambda
parameter

Step size - alpha Compute gradient

Compute new x

Obrézek 4.1: Schéma dopredno-zpétného algoritmu

Za pomoci téchto udaju se v kazdém kroku pocita gradient diferencovatelné

¢asti optimaliza¢éni dlohy LASSO, v nasem piipadé je to ||y — A - x Hg Predpis
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zminovaného gradientu je funkce dle [Vzorec 7}

Ofp(z)=—2-AT - (y— A-x) (Vzorec 7)

Poté se jiz spocita novy vektor dat x za pomoci proximalniho operatoru, jehoz

prubéh byl zndzornén v predchozi kapitole, dle vzorce viz [Vzorec §|

Tpt1 = ProXyg (T, —a-0fo(xy,)) (Vzorec 8)

Vypocet provedeny dle predchoziho kroku dava feseni postupné konvergujici k
optimélnimu bodu a to za predpokladu, ze byl vhodné zvolen kompenzaéni parametr
A

Pro praktickou ukazku byly vytvoreny grafy v obrazku |4.2] Pro tyto ukazky
byly pouzity dva parametry A, 100 a 0,1. Nésledné byly ndhodné vygenerovany:
vektor dat z, méfici matice A a ndhodny sum z. Uvedené proménné byly shodné
pro oba parametry \. S takto zvolenym parametrem je prubéh velice rychly a v
cca 100 iteracich je algoritmus ukoncen. S druhou hodnotou parametru, A = 0,1,
neni algoritmus tak rychly, jako v pfedchozim piipadé, probéhne cca 1500 iteraci
algoritmu, ale jsou ziskana velice presnda data.

Jak je vidno z predlozenych grafu, je parametr \ velice vyznamny. V prvnim
pripadé, kdy byl parametr zvolen extrémné nevhodné, algoritmus nedokazal najit
presné teseni, jelikoz tolerance algoritmu je prilis velka. Protoze algoritmus nedospél
ke globalnimu minimu feseni, byla ziskdna pouze ¢ast puvodnich dat a to s reduko-
vanou hodnotou a dokonce pro jeden prvek nezkovergoval viibec k nule. Ve druhém
pripadé jiz bylo nalezeno daleko presnéjsi feseni a nedoslo k chybnému nalezeni

prvku jako v predchozim pripadeé.
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Obrazek 4.2: Ukazka stavu po prubéhu algoritmu pii Spatné zvoleném parametru A

4.1 Délka kroku algoritmu

Vyznamnym parametrem je délka kroku a. Pro pochopeni fungovani byl nejprve
implementovan algoritmus s pevnou délkou kroku. Ukazalo se, ze toto neni zcela
optimalni, jak bude naznaceno v nasledujicich grafech.

Jak lze vidét grafech na nasledujici strance, tak délka kroku ma obrovsky
dopad, dokonce vétsi nez kompenzacéni parametr A. Na levém grafu, pro jehoz vy-
tvoteni byla pouzita primérena délka kroku algoritmu tj. 0,001, je vidét, ze algo-
ritmus konverguje ke spravnému fteseni. Vznikd ale soucasné mnoho neptesnosti,
které se nepodatilo odstranit do konce prubéhu algoritmu. V daném pripadé bylo
nastaveno maximalné 5000 iteraci.

Pro nézornost jsou uvedeny grafy, které predstavuji v prvnim ptripadé zménu
po jedné iteraci, jak je znézornéno v piiloze C - obrdzek [2, konkrétné mezi 30 a 31
iteraci. Druha ukazka, viz ptiloha D - obrazek [3] predstavuje zménu mezi 100 a 400
iteraci.

Ve druhém prubéhu, kde byla pouzita stejna data jako v prvnim grafu, lze
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Obrazek 4.3: Ukazka stavu algoritmu pii ruzné volbé délky kroku

vidét, ze se algoritmus chova velmi citlivé. Probéhlo pouze deset iteraci a feseni velice
rychle diverguje. Z tohoto duvodu byl puvodni algoritmus rozsiten o dynamicky
vypocet velikosti kroku.

Dynamické volba kroku vyuzivéa pristupu z clanku [6], kdy se velikost kroku

vypocte pomoci aktualné nalezenych z,,, predchozich dat x,,_; a métici matice A dle

vztahu [Vzorec 9l

A (T =)
a = AT A (2, — 20 )] (Vzorec 9)

Nové upraveny algoritmus jiz korektné rekonstruuje puvodni data, jak lze
také vidéet na grafu a je mozné piistoupit k dalsi ¢dsti feseni této bakaldrské

prace.
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Obréazek 4.4: Ukazka stavu algoritmu s dynamickou délkou kroku

4.2 Podminky optimality

Algoritmus pripraveny dle popisu v této kapitole byl déle rozsiten o podminky op-
timality, které zarucuji ukonceni algoritmu, paklize je zména rekonstruovanych dat
dostatecné mald. Nadale uvazujeme podminky pouze pro ||||§ LASSO, jelikoz pro
|-, LASSO tyto podminky neplati. V pfipadé, ze by algoritmus toto neobsahoval,
doslo by v lepsim pripadé pouze k nezastaveni algoritmu a uzivatel by pouze plytval
vypocetnim ¢asem. V horsich ptipadech by vsak mohlo dojit i k divergenci algoritmu
z jakéhokoliv aktudlniho bodu a to kvuli dynamické volbé kroku.

Dynamicka volba kroku je zalozena na vypoctu rozdilu aktualniho a predchoziho
kroku algoritmu. Pokud by tato zména byla prilis mala, vlivem nepfesnosti pocitace
by tak vznikla data obsahujici pouze 0 a pravé z popsaného duvodu by se z puvodniho
vypoctu, viz [Vzorec 9| stalo déleni nulou, coz je v oboru redlnych ¢isel R neredlnd
moznost. Z toho duvodu by doslo k chybé algoritmu a doslo by ke ztraté aktualniho

vypocteného signdlu dat jiz pii vypoctu blizsiho bodu k optimalnimu. Prave kvuli

22



témto pripadum bylo vyuzito ¢lanku [I].

Prvni z podminek je (a!)” - (A" - 2™ — y") = —\ - z;. Ta se zabyva pouze
nenulovymi prvky z n kroku proménné z". V tomto piipadé se rozdil aktualniho
kroku komprimovaného vzorkovani A™-z" a puvodniho komprimovaného vzorkovani
y™ vynéasobeny a;, tedy i-tymi sloupci matice A", porovnava s parametrem A\, ktery
je navic upraven o znaménko z; = sign(z}).

Druhd z podminek je velice podobna, ale zabyva se pouze nulovymi prvky. Jeji
definice je |(a?)T (AT 2" — y"){ < A. Porovnava se tedy, jestli je absolutni hodnota
rozdilu aktudlné nalezeného komprimovaného vzorkovani od puvodniho komprimo-
vaného vzorkovani vynasobeného i-tymi sloupci z matice A, kde ¢ znaci indexy
nulovych prvku aktualné nalezeného teseni ™ mensi nez zadany parametr A.

V névaznosti na popsany problém byly vytvoteny dalsi dvé funkce pro uve-

dené podminky. Prvni z nich se zabyva pouze nenulovymi prvky s indexy 7 a ma

predpis:

A? (A-xn, —y)+ X-sign((xn,):) < € (Vzorec 10)

Vysledek levé strany tohoto vzorce je porovnavan s uzivatelem zadanou hod-
notou ¢, coz je velikost odchylky chyby, typicky je to velice malé ¢islo na hranici
presnosti datového typu. Tento vzorec byl nasledné upraven pro nami pozadované
konkrétni feseni, jelikoz ¢lanek, ze kterého bylo ¢erpano, uvazoval i ruzné parametry
A pro kazdy prvek puvodnich dat z. Prvni z uvedenych vzorcu pouzival pouze nenu-
lové hodnoty, muselo tedy byt vyuzito i druhé varianty vzorce pro nulové hodnoty

a to ve tvaru:

AT (A2, —y)| < A (Vzorec 11)
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4.3 Konecna verze algoritmu

Po vypracovani téchto kroku mohl byt puvodni algoritmus, jehoz diagram byl znazornén
v kapitole [d] upraven do konecéné podoby. Po pridan{ funkénich bloku popsanych v
predchozich podkapitoldch, vypada jeho diagram tak, jak je zobrazeno v ptiloze
této prace. Konecna podoba je navrzena tak, aby pripadna zména byla snadno pro-
veditelna a bylo mozné algoritmus déle rozsitovat pro jiné ucely pripadné i ruzné
varianty optimalizaéni ilohy LASSO, napt. vyuzit ruznych kriteridlnich podminek.
Zaroven se timto rozsirenim dosahlo toho, ze algoritmus vzdy konverguje ke spravné
rekonstrukei a v pripadé divergence se okamzité zastavi.

Popsané teseni je jen dilécim vysledkem této préace, dosud nebylo uvazovano
o zavislosti kvadratické chyby rekonstrukce na zvoleném parametru A. Proto bylo
nutné zabyvat se vytvorenim metody, ktera bude schopnd provést algoritmus na
vétsim souboru dat, zaroven vypocte normovanou kvadratickou chybu a zajisti

vypocet analytické predpovédi.
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5 Numericka analyza chyby feSeni

Aby bylo mozné ucinit obecné jakykoliv zavér, v tomto pripadé pozorovat zavislost
parametru A a kvadratické chyby feseni optimalizac¢niho ilohy LASSO od puvodnich
dat o pomoci algoritmu navrzeného v kapitole [4], je nutné vytvorit simulaci. Ta-
kovéto simulace vychazeji z metodiky, kdy se opakované provadi vybrany algoritmus
na veétsim mnozstvi vygenerovanych dat, ktera jsou na sobé nezavisla a nésledny
prumér chyby simulace poskytuje ndstroj pro u¢inéni zavéru.

V tomto ptipadé se simuluje opakované generovani nahodné méfici matice A,
pomoci které je ziskan komprimovany vektor y, k némuz je také pticten nahodny
sum z. Tyto dvé veli¢iny, tedy A a y, jsou pouzity jako vstup pro zvoleny algo-
ritmus spolu s predem danym parametrem A z vektoru parametru s logaritmickym
rozlozenim v daném rozsahu, ve kterém je nutné sledovat zavislost kvadratické chyby

rekonstruovanych dat na uvedeném parametru .

5.1 Realizace simulace

Jednou z moznych simulaci je metoda Monte Carlo. Tato metoda je jednoduché na
realizaci, poskytuje velice presné vysledky a zaroven splinuje veskeré naroky, které
jsou pozadovany od podobné simulace. Pravé proto je vhodna pro prvotni testovani
daného algoritmu.

Uvedena simulace je zalozena, jak jiz bylo zminéno, na opakovaném gene-
rovani nahodnych dat, na kterych se provadi dany algoritmus a jsou takto ziskavany
prubézné vysledky. Nicméneé diléi vysledky nefikaji nic o celkové zavislosti kvadra-

tické chyby nalezeného treseni od puvodnich dat na parametru A a proto jsou dilci

25



vysledky zprumérovany. Nasledny prumeér poté poskytuje empirické pozorovani. Z
tohoto pozorovani jiz lze vyvodit optimalni parametr A. Ten pfedstavuje globalni
minimum prumeéru dané simulace. Uvedeny parametr A je hledan pomoci simulace,

protoze neexistuje zpusob, jak ho urcit analyticky.

Generate lambda
parameter

Generate matrix A

Lambda parameter
Compute compressed

datay

Compute matrix of

Stored data X decompressed data X

Obrazek 5.1: Simulace Monte Carlo

Protoze jde pouze o opakované provadeéni testovaného algoritmu, je tato simu-
lace velice jednoduché na realizaci. Zakladn{ algoritmus lze popsat diagramem [5.1]
Nicméné jakakoliv takovato simulace méa obrovskou nevyhodu a tou je celkovy cas
simulace. Pri vétsich datech muze vypocet trvat i nékolik dni na bézné dostupném
vypocetnim stroji. V pripadé uvedené konkrétni simulace se 100 prvky A a 1000
opakovéni trva tato simulace pro ||-||5 LASSO pies jedendct hodin. Pro porovnéni
byl algoritmus upraven pro |[-||, LASSO, které bude pouzito v dalsich kapitolach
této prace. Takovato simulace jiz trva pres tii dny. Jelikoz je vse realizovano pomoci
vyvojového prostiedi a jazyku MATLAB, jednou z moznosti bylo vytvorit knihovni
funkce v jazyku C nebo C++, aby se docililo zrychleni algoritmu a vyuzit této
knihovny funkci misto skripti v MATLABu.

Obdobou této moznosti bylo pouziti modifikované verze jazyka C++ s knihov-

nami pro programovani s vyuzitim velmi vykonnych grafickych karet a na jednot-
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livych vlaknech provadét dané vypocty.

S vyuzitim architektury CUDA pro grafické karty od spole¢nosti NVIDIA byl
implementovan jednoduchy demonstrativni program, nicméné kvuli zacatecnickym
zkusenostem s touto architekturou trvalo velice dlouhou dobu jen samotné pochopeni
fungovani. V simulaci by tedy byly zpracovavany vSechny parametry A ve stejny
okamzik pro jednu iteraci simulace a celkovy ¢as by byl daleko nizsi nez uvedené
casy v MATLABu. Pokud by se pokracovalo cestou vyuziti této architektury, ztratilo
by se ptilis mnoho casu implementaci zakladnich funkci, které jiz jsou pripraveny k
pouziti ve vyvojovém prostiedi MATLAB.

Na zdkladé uvedenych zjisténi bylo pristoupeno k dalsi moznosti a to nefesit
celkovy ¢as simulace. Proto tedy bylo feSeni simulace rozsiteno o dalsi blok, kterym
se docili daného pozadavku, aby vysledky nebyly ztraceny pii necekanych udalostech

jako je vypadek elektrického proudu nebo pad systému.

5.2 Zalohovani vysledkii

Onou nalezenou moznosti, jak je zminéno v predchozi kapitole, je prubézné zalohovani
vysledku. Prvni varianta této funkce byla realizovana pomoci jednoduché tabulky,
kam byl uklddany pouze prumér simulace. Nicméné s takto zalohovanym vysledkem
jiz nebylo mozné pokracovat v simulaci. Proto byla vytvorena struktura v MATLABu,
viz nésledujici diagram [5.2]

Takto pripravena struktura je jiz zadlohovana a nasledné také obnovovana
ze souboru. Pro tyto ucely bylo vyuzito funkci ,save” a ,load“, jez jsou soucasti
standardni instalace prostredi MATLAB. Obé tyto funkce jsou navic podminény
a to tak, ze v pripadé funkce ,save® je do konce simulace ukladana i docasna
iteracni proménna znazornujici aktualni pocet opakovani pouzivané metody. Jak
je jiz ztejmé, pravé tato proménnd by méla byt také obnovena pii nacitani dat.

S takto pripravenym zalohovanim zbyva vytvorit jediné a to komunikaci s
uzivatelem. Dand komunikace byla vytvotena tak, ze skript prochazi umisténi, kde

se nachazi a pokud nalezne soubor s ptiponou ,.mat“, je spolu s indexem vypsan
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Obrazek 5.2: Struktura dat

na obrazovku a je tak vytvoreno textové menu.

Néasledné uzivatel voli soubor, pomoci standardnich vstupnich zarizeni, se
kterym chce pracovat s uvedenim indexu. Po zvoleni souboru se obnovi ulozena
struktura dat a pokud soubor obsahuje i iteracni proménnou, tak i ta je obnovena a
to tim zpusobem, Ze je zaroven zvysena o 1 a to proto, ze ukladani struktury probihd
po pouziti algoritmu pro vSechny parametry A, nikoliv pred kompletnim vypoctem
pro kazdy parametr A. Kdyby se zminéna proménna neinkrementovala, tak by doslo
ke zbytetnému prubéhu a vypocetni ¢as by byl plytvan.

Nicméné toto neni konecnd varianta. V dany moment totiz jesté nebyly ziejmé
veskeré dalsi podminky pro vytvoreni analytické predpovédi. Pro vytvoreni ana-
lytické predpovédi je totiz dulezity sum v komprimovaném signdlu dat, jak bude
vysvétleno v dalsi kapitole. Tento Sum musi mit maly rozptyl a s takto definova-
nou strukturou by jiz nebylo mozné zjistit, jaky rozptyl byl zvolen. Z predestieného

duvodu doslo k rozsiteni puvodni struktury dat na novou, dle obrazku [5.3]
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Obrazek 5.3: Upravena struktura pro pozdéjsi vyuziti

5.3 Upozornéni uzivatele

Dalsim rozsitenim, které bylo realizovano, je moznost upozornéni uzivatele na do-
konceni simulace. Jednou z variant bylo vyuzit e-mailovych sluzeb piimo v prostredi
MATLABu, nicméné toto by mélo tu nevyhodu, ze by neslo spustit soucasné vice
ruznych skriptu, které by vyuzivaly e-mailové sluzby a posilaly tak informace o svém
prubéhu vice uzivatelum.

Aby nebylo potteba vyuzivat prosttedi MATLABu, byl vytvoten jednoduchy
skript v jazyku Python a sluzby Pushbullet. Jednd se o sluzbu, ktera umoznuje
odesilat zpravy, ptipadné i malé soubory, na zatrizeni uzivatele, napt. mobilni telefon.
Za pomoci dokumentace a rozhrani Pushbullet byl vytvoten skript, ktery pfijima na
vstupu argumenty pro nazev a télo zpravy. Takto prevzaté informace se naformatuji
do hlavicky POST dotazu spolu s ptistupovym tokenem konkrétniho uzivatele. Po-
kud je uvedenym zpusobem skript vykondan, uzivatel dostane okamzité upozornéni
na vsechna své zaffzeni a to bud pomoci mobiln{ aplikace, osobniho poéitace nebo
webového prostredi. Vysledny skript, v némz uzivatel vyplni svuj pristupovy token,

ma nasledujici podobu:
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def send_message(title , message):

method = "POST”

data = {"type”: "note”, "title”: title, "body”: message}

handler = urllib2 . HTTPHandler ()

opener = urllib2.build_opener (handler)

url = ’https://api.pushbullet.com/v2/pushes’

request = urllib2.Request(url, data=json.dumps(data))
request . add_header (’Content—Type’, “application/json’)
request . add_header (" Access—Token’, ’7)
request . get_method = lambda: method

opener .open(request)

Ve skriptu simulace je jiz tedy vytvoren samotny piikaz pomoci slucovani
retézcu. Takto pripraveny fretézec je nasledné predan funkci ,,system* jako parametr.
Pomoci dané dokumentace pripravena metoda vSak nemusi byt pouzita pouze pro
upozornéni uzivatele na chybu, lze ji taktéz pouzit i pro odeslani mezivysledku, aby
se mohl uzivatel rozhodnout, zda mé simulace smysl ¢i nikoliv.

Pripadné lze zachytavat vyjimky simulace, napi.: poskozeny soubor s ulozenou
strukturou, které nebyly patrné pii bézném pouziti, upozornit tak vcéas uzivatele na
tuto chybu a neplytvat ¢asem uzivatele, ktery by jinak ¢ekal na konec simulace.

Dalsim moznym rozsitenim tohoto skriptu je vyuzit odliSnych metod sluzby
Pushbullet a docilit toho, ze si uzivatel bude moci zvolit pouze konkrétni zatizeni,

na ktera bude chtit zasilat upozornéni z vyvojového prosttedi MATLAB.

5.4 Vysledek pro ||-||; LASSO

Se simulaci, pripravenou dle popisu v predchozich podkapitolach, jiz lze pristoupit k
samotnému pouziti. Na zacatku simulace je dulezité zvolit nékolik parametru: pocet
parametru A a jejich rozsah, zvolit fidky vektor x( s konkrétnim poc¢tem nenulovych
prvku, pocet fadku méricich matic A a také pocet opakovani simulace. Toto nasta-

veni je také ulozeno ve struktuie, jak bylo vysvétleno v predchozi podkapitole.
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Po ukonceni, casto velice dlouhé simulace, je ziskdna empiricka zavislost kva-
dratické chyby nalezeného teseni od skutecnych dat pro kazdy prvek z vektoru pa-
rametru \.

Obecné 1ze rozdélit hodnoty parametru A do 3 regionti. Prvni z nich, tzv. Ry,
definujici interval (0, Auit), kde Aey znaci zacatek postupného klesani kvadratické
chyby. V tomto piipadé je feseni rovno kvadratickému teseni. Obdobou je region
R, s intervalem (\;4z,00), kde A4 udéva, pro ktery parametr A\ je jiz chyba
maximalni mozna, tedy feseni je nulové. Naslednd chyba je jiz konstantni od tohoto
(Aerits Amaz)- V tomto intervalu se jiz nachdzi globalni minimum, tedy parametr A,
pro ktery je kvadraticka chyba nejmensi mozna.

Ocekavana byla krivka s jednim globalnim minimem a ostatni hodnoty, ziskané
dle parametru A, daleko vétsi nez je ono globalni minimum. A to z duvodu velké to-
lerance nebo malého kroku algoritmu podle toho, do jakého regionu spada konkrétni
hodnota parametru A. Duvody tohoto ocekavani budou popsany v dalsi kapitole [6]
Pro ilustraci byla vytvorena simulace pro vektor dat x, pro zvolené konkrétni xg.
V prvnim ptipadé nebyl uvazovan nahodny sum z. V druhém piipadé jiz Sum byl
uvazovan a to s rozptylem, ktery byl roven 10712, Proto je mozné ziskat vétsinou
krivky, které jsou podobné néasledujicim grafum a vychazeji z uvedenych podminek:

Simulation without random noise Simulation with random noise

squared error [-]
squared error [-]

-5 -5

10 10° 10 10°
value of lambda parameter [-] value of lambda parameter [-]

Obréazek 5.4: Simulace pro ||-||3 LASSO
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6 Vysledky

Tato kapitola se bude zabyvat ziskanim vysledkii pomoci naimplementovanych algo-
ritmu, odvozenim vzorcu pro vypocet analytické chyby vybraného, ale i obdobného,
problému a porovnanim takto ziskanych vysledku.

Jelikoz odvozeni vztahu pro vypocet kvadratické chyby, nalezeného teSeni
od puvodnich dat dle parametru A pro ||||§ LASSO, je velice obtizné, je zvolen
jiny pristup. Ten je vyuzivan velice casto pro zadany problém i v pracich, které
se zabyvaji uvedenou problematikou detailnéji. Tento pristup vyuziva toho, ze lze
pouzit jinou variantu optimaliza¢niho problému LASSO a to ||-||, LASSO, s velice
podobnymi vlastnostmi jako dosud fesené ||-||3 LASSO, pro kterou je analyza daleko
jednoduseji proveditelnd a nasledné na ziskanou analyzu aplikovat mapovaci funkeci.
Nicméné toto nas vraci zpét na zacatek zadani. Jednotlivé kroky takto definovaného

pristupu budou popsany, pro prehlednost, v jednotlivych podkapitolach.

6.1 Rekonstrukce dat s vyuzitim proximalniho algo-
ritmu

Velice dulezitym krokem je samotnd rekonstrukce dat. Jelikoz jiz byl implemen-
tovan proximalni algoritmus fesici obdobnou tlohu, je také vyuzit jako prvni volba.
Protoze je algoritmus vhodné rozélenén do bloku, zména je velice jednoduchda a

spociva ve zméné gradientu funkce z kapitoly || na:

- (Vzorec 12)
ly —A-z|,
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Protoze pro tento problém nemusi platit, a také neplati, podminky optima-
lity, byly pravé zminéné funkce, realizujici takto definované zastavujici kritérium,
odebrany. Je vhodné pripomenout, ze podminky optimality, uzité v kapitole 4.2}
jsou definovény pouze pro ||-||3 LASSO. Nasledné byl proveden prvni test funkénosti,
Jako prvotni nastaveni byl zvolen parametr zndzornujici maximalni pocet iteraci a to
v hodnoté 3000. Jelikoz vysledek nesplioval ocekavani, viz nasledujici graf, probéhla

podrobnéjsi analyza chovani.

2~

original data
computed data
15F
1 |-
N
s 05F
IS
©°
ks
5 A
=2 ~ =7
: i
-0.5-
_lk
_1. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

index of data [-]

Obrézek 6.1: Prvni experiment s ||-||, LASSO

7 prubéhu algoritmu vyplynulo, ze se varianta daného algoritmu velice 1isi od
dosud fesené ||-||3 verze. Predlozena verze algoritmu nekonverguje piimo k feseni, ale
kmita ke spravnému vysledku, a to se stéle se zmensujici intenzitou. Nékteré iterace
algoritmu jsou tedy zbyteéné. Z nastalého pozorovani vyslo najevo, ze algoritmus
je vyrazné pomalejsi a je nutné zvolit vétsi pocet iteraci nez dosud. Pro novy ex-
periment bylo nastaven maximalni poc¢et 10000 prubéht algoritmu a byl tak ziskan

novy graf rekonstrukce vektoru dat:
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Obrézek 6.2: Druhy experiment s ||-||, LASSO

6.2 Rekonstrukce dat pomoci CVX knihoven

Jelikoz i samotny gradient predchoziho algoritmu funkce je pomalu konvergujici, viz
[Vzorec 12] bylo vyuzito open source knihoven CVX pro celkové urychleni prubéhu
simulace. Tyto knihovny jsou primarné zaméreny na teseni tloh konvexnich optima-
lizaci.

Po pridani zminéného baliku do vyvojového prostredi MATLAB lze pouzit
modelovaciho jazyka pro vytvoreni jednoduchého skriptu, jenz bude provadét totéz,
co bylo dosud implementovano. Jelikoz se jednéd o snadno pouzitelny modelovaci ja-
zyk, neni narocné implementovat skript, ktery bude minimalizovat vybrany problém

a muze vypadat nasledovneé:
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y = Axx + sum;

cvx_begin quiet

variable x_n(pocet_prvku)

minimize ((norm (y—Axx_n,2)+lambdasnorm(x_n,1)))

cvx_end

Jak je videét, tak balik knihoven CVX opravdu velice vyrazné zjednodusuje
realizaci vybraného problému. Vse je uvedeno piikazem ,cvx_begin®, jimz zacinaji
deklarace proménnych a funkci, spolu s parametrem ,quiet”. Zminény piikaz je na-
staven praveé takto, aby byl potlacen vypis cdstecnych vysledki béhem opakovani
této casti skriptu. Nasledné je deklarovana proménna z,, pres kterou se minimali-
zuje zadany problém a to o predem daném poctu prvku. Poté se jiz pouziva piikaz
,minimize“, kterému se deklaruje funkce, jiz chceme minimalizovat. V této funkci se
vyuziva standardni funkce ,norm* a to jak pro zapis ||y — A - xz,||,, tak pro ||z,
ktera je jesté zvétSena, resp. zmensSena, prvkem z vektoru parametru A. Vse je
uzavieno druhou polovinou parového ptikazu a to prikazem ,,cvx_end“. Po skonceni

prubéhu skriptu ziskdme ndsledujici graf [6.3]

CVX-0 Unoptimized Forward-Backward — 35
2r 2
original data original data
— CVX output data| Fw-Bw output dat:
1.5¢ 1.5r
1t 1+
T T
g 0.5F Q 0.5+
IS <
o =]
ks S
S o 5 o
S <
> >
-0.5 -0.5
_1» _l»
1 \ \ \ \ ) 1 \ \ \ \ )
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
index of data [-] index of data [-]

Obréazek 6.3: Porovnani CVX vysledku s proximalnim algoritmem
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Na prvni pohled se jedné o prakticky totozna data. Nicméné pti podrobnéjsim
zkoumani, bylo zjisténo, ze kazdy z prvku se lisi od puvodniho o velice malou kon-
stantu, v fadech 107, coz je v toleranci piedpoklddané chyby feseni. I pies tento
miniaturni rozdil je ale feseni zalozené na knihovnach CVX vyrazné rychlejsi. Pro
toto Teseni trvala simulace maximalné 8 hodin vypocetniho casu, kdezto pro |||,

LASSO trvala simulace se stejnymi daty vice nez 24 hodin.

6.3 Analytickd pfedpovéd pro |||, LASSO

Nicméné, tyto kroky jsou opét jen empirickym pozorovanim, ze kterého nevyplyva
teoreticka zavislost kvadratické chyby nalezeného feseni pomoci optimalizaéni tilohy
|-, LASSO od spravnych dat zy na parametru A. Tuto chybu analyzoval ve své préci
Babak Hassibi. Z uvedeného duvodu tedy musi byt sestavena prvni simulace, ktera
bude realizovat pravé pozadovanou analytickou predpovéd.

Ze clanku [3], vytvoreného kolektivem autoru pod vedenim profesora B. Has-
sibiho z Caltechu, vyplyva, jak vytvoiit analytickou predpovéd pro pruamérnou

normovanou kvadratickou odchylku teseni LASSO od skuteéného xy. Profesor B.

Dy (x0,\)
m—Dy(zo,N)’

kde D(zg, \) znaci E [dist?(h, X - 0f1(x))]. Jelikoz vSak Dy (xo, \) je ndrocné spocitat

Hassibi zatim odvodil ptiblizny analyticky vzorec. Vysledkem je vztah

analyticky, vyuziva se numerické moznosti. Ta spoc¢iva v hledani pruméru hodnot,
ziskanych dle [Vzorec 13| jenz urcuje, ze pro dostatecny pocet opakovani s ndhodnym
vektorem h, jehoz prvky jsou z Gaussova rozlozeni s nulovou stfedni hodnotou a jed-
notkovym rozptylem, lze ziskat analytickou piedpovéd pro konkrétni parametr A.
Regen{ této minimalizace je tlohou kvadratického programovani a lze tak vyuzit

prikazu ,,quadprog®, ve standardni instalaci MATLABu a to na funkci:

' h—\-s|? vV 13
nin {I s} (Vzorec 13)

Jak jiz bylo pripomenuto v kapitole [2| tato funkce nema vlastni derivaci a

tudiz musi byt pouzit subdiferencial k minimalizaci celkové hodnoty. Definice sub-
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diferencialu je nasledujici:

OF(z) ={y e RN : F(2) < F(2) + (y,z — z) ,z € R} (Vzorec 14)

T

J

Vyplyva z ni, Ze je tfeba puvodni funkei ||z||, upravit na skaldrni soucin s-x

ktery jiz lze derivovat. Subdiferencial pro zminénou funkci je:

)
si=1 i € sy(xg)

®
I

s5;=—1 j € s_(x) (Vzorec 15)

—1<5, <1 ke sp(xg)
\

Vyse zminénd struktura rozdéluje vektor s na tii ¢asti a to na: kladnou ¢ast,
zapornou ¢ast a nulovou ¢ast, proto je vyuzito spodnich indexu ,+*, .-“ a ,0“ u
oznaceni jednotlivych casti.

S takto definovanymi funkcemi jiz lze pristoupit k samotné implementaci.
Jak jiz bylo teceno, vyuzije se ptikazu ,quadprog®, protoze samotny problém je
treba Tesit jako ulohu kvadratického programovani. Puvodni funkce musi byt tedy
upravena do piikazem definovaného stavu. Po provedenych upravach je tak ziskéan

tvar:
1
||h—)\-8||2:5-2-)\2'ST-]-8—2-/\-hT-S—|—hT-h (Vzorec 16)

Jak je patrné, tak vyse uvedeny vzorec obsahuje také konstatni ¢len, a to
h™ - h. Ten muze byt pfi samotném pritbéhu analyzy zanedbdn. Jeho uvazovani ni-
jak neovlivni celkovy vysledek predpovédi. Aby bylo viubec mozno vyuzit prikazu
squadprog*, musi byt vytvoreny proménné H a f dle dokumentace tohoto prikazu.

Ziskame tak nasledujici tvar proménnych, ktery jiz lze pouzit jako parametr ,quad-

37



prog*:

H=2-X-s"-1
(Vzorec 17)
f=-2-X-ht

Nicméneé, jelikoz subdiferencidl je definovan pouze pro hodnoty [—1,1], je
nutné vyuzit také omezujici podminky tohoto ptikazu a to dle[Vzorec 15 Poté se jiz

provede Monte Carlo simulace na zhotoveném algoritmu a prumeér dil¢ich vysledku

a
m—a

spolu s funkef z ¢ldnku [3], tedy f(a) : log kde a zna¢i prumeér vysledku pro
konkrétni parametr \ a m znacici pocet fadku mérici matice A, poskytuje analytic-

kou piedpovéd.

6.4 Aplikace Monte Carlo simulace na minimalizace

Dalsi nedilnou soucasti je vyuziti jiz zhotovené analytické predpovédi a pouziti
proménnych, které se neméni, mezi které patti: parametry A a vstupni vektor dat x. S
pripravenymi proménnymi jiz je mozné realizovat jednotlivé simulace. Jelikoz hlavni
téma této bakalarské prace jsou proximalni algoritmy, bude se jimi také zacinat.

Pro verzi simulace s vyuzitim proximalniho algoritmu, ktery fesi |||, LASSO,
je realizace velmi jednoduchd. Jelikoz jiz byla obdobnd simulace realizovéna, viz [5
a zaroven byla navrzena tak, aby ji slo jednoduse modifikovat, stacilo pouze pouzit
novy skript, fesici |||, LASSO, a dosadit ho na patfi¢né misto ve skriptu simulace.
Kvuali vétsimu mnozstvi iteraci vSak zminovana simulace probihd velmi dlouhou
dobu, v nejhorsich pripadech pro 1000 opakovani a 100 parametru A trva prubéh
minimalné tii dny.

Jelikoz druha varianta vyuziva knihoven CVX, staci vytvorit skript realizujici
rekonstrukei dat a pouzit ho na daném misté. Bylo vyuzito stejného popisu jako v
kapitole [5| a tedy vysledna podoba skriptu, provadéjici tuto simulaci, ma nasledujici

podobu:

for i = 1:pocet_opakovani
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A = randn(pocet_radku, pocet_prvku);
noise = randn(pocet_radku, 1) % variance;
y = Axx + noise;
for j = 1:pocet_lambda
cvx_begin quiet
variable x_n(pocet_prvku)
minimize ((norm(y—A%x_n,2)+lambda(j)*norm(xn,1)))
vysledky (i, j) = nse(x.n);
cvx_end
end

end

Pro takto definované simulace ziskame grafy z obrazku [6.4]

Proximal algorithm simulation CVX simulation

10}
10

10t

NSE [-]
NSE [-]

10+

10°F

10 . . 10 . .
10° 10° 10° 10°

lambda parameter [-] lambda parameter [-]

Obrazek 6.4: Porovnani simulaci

Je videét, ze grafy jsou odlisné a to z toho duvodu, jenz byl naznacen v [6.1]
Proximalni algoritmus je vyrazné pomalejsi pro ||-||, LASSO nez pro zadany problém,
tedy HHS LASSO. Ze zjisténych poznatku ndsledné vyplyva, ze velice dulezitym

aspektem algoritmu je pravé maximalni pocet iteraci.
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Pti blizsim analyzovani bylo zjisténo, ze pro velmi malé parametry A algorit-
mus plné nezkovergoval ke spravnému feseni. Pti¢inou je vypocet dynamické délky
kroku z kapitoly W ktery byl pouzit shodny jako pro HH; LASSO a muze zna-
telné vychylit predpoklddané hodnoty. Odlisnost je dana také tim, ze je tato délka
kroku pouzita i v proximalni operdtoru. Funkce, kterd vypocitava délku kroku vraci
vysledek v tisicinach. Nasledné je tato hodnota v proximalnim operatoru, do kterého
vstupuje, vynasobena parametrem A v fadech miliontin, vznikne tak velice malé ¢islo
na, resp. za presnosti datového typu. S takto ziskanym parametrem je nasledné pro-
veden vypocet a zména je téméi nulova a to pro region Ryfs.

Poté se jiz vypocte normalizovand chyba, dle [Vzorec 18] kterd je vydélena
rozptylem o nahodného Sumu z. Jelikoz algoritmus nezkonverguje ke spravnému
feSeni, a to v regionech R,ff a R, vznikd vysoka chyba, kterd je ndsledné jesté

zvyraznéna timto parametrem o.

2
||y_A'1‘||2
o

NSE = (Vzorec 18)

Jednou z moznych variant, jak tuto chybu podstatné zmensit, je inicializace
nultého kroku algoritmu, tedy proménné x,,. Zatim se vzdy pouzival vektor nul a v
pripadé prvotniho odhadu, by se tak chyba velice redukovala.

Ze zminéného duvodu bude v nasledujicich krocich pouzit odhad analytické
predpovédi ziskany za pomoci knihoven CVX, jenz je daleko presnéjsi nez piedpoved
ziskand pomoci uvedené verze proximalniho algoritmu fesici |||, LASSO a tudiz je
vhodnéjsi pro dalsi zpracovani.

Pro prvotni otestovani byla Monte Carlo simulace spusténa bez dalsich opti-
malizaci, napt. odhadu nultého kroku algoritmu, novych podminek optimality, apod.
Graf této simulaci lze vidét na [6.5]

Takto ziskany odhad analytické predpovédi je upraven dle vzorce uvedeného
v podkapitole [6.3] Dale se ziskany vektor normalizuje a to pomoci funkce log. Je-
likoz vsak mohou nastat pripady, kdy m < a, je dulezité zminit, ze tato analyticka

krivka by se méla sklddat ze 3 ruznych funkcich pro tzv. regiony zajmu. Jelikoz
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Obrazek 6.5: Porovnani analytické predpovédi s vysledkem Monte Carlo simulace

vvvvvv

regiony nadale uvazovany.

Jak lze vidét z grafu, minimum simulace je skutetné na shodném misté s
minimem analyzy. Hodnota minima je vSak daleko vétsi nez u analytické predpovédi.
Protoze provedeni odhadu analyzy nebylo prvotnim zamérem této prace, postacilo
pouze shodné umisténi minima k tomu, aby dalsi zpfesiiovani metod mohlo byt jiz

soucasti pristi prace.

6.5 Aplikovani mapovaci funkce na analytickou predpovéd

|, LASSO

Vzhledem k tomu, ze jsou v této praci zminény dveé optimalizacni tlohy vyuzivajici
parametry A, je dulezité je dusledné odlisovat a to pro kazdou variantu zadaného
problému. Proto bude nadéle pouzivan parametr 7 pro |-||5 LASSO a pro |||,
LASSO bude parametr A zachovan. V obecnych ptipadech totiz neplati, ze 7 = A.

Proto musi byt pouzita funkce, konkrétné mapovaci funkce, kterd prevede puvodni
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parametry A, jez byly vyuzity pro vytvoreni odhadu analytické predpovédi, na nové
parametry 7. Ty se pouziji pro vypocet empirického pozorovani v Monte Carlo
simulaci. Protoze je tato prace zalozena na ¢lanku [3], bylo také vyuzito mapovaci

funkce, ktera je zde pouzita. Predpis této funkce je nasledujici:

T=A-NSE (Vzorec 19)

V uvedeném vzorci se tedy puvodni parametry A nasobi s normalizovanou
chybou analytické predpovédi, jejiz predpis je znédzornén v predchozi podkapitole,
viz[Vzorec 18] S novymi parametry 7 je mozné prejit k vypoctu numerické simulace
pro |- LASSO a pozorovat tak zévislost kvadratické chyby nalezeného feseni od

puvodnich dat na novém parametru 7.
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[ Zavér

Jak je patrné z celé bakalaiské préace, je toto téma velice rozsahlé. Pti porovnani
vysledktu numerickych simulaci s témi, které byly uvedeny v hlavnim zdroji této
prace, tj. [3] a [2], jsou diléi vysledky podobné svym prubéhem tém, které byly
predpokladany na zédkladé doporucenych studijnich materialu. Zejména toto plati
pro optimélni parametr A, ptip. 7, kde je hodnota kvadratické chyby nalezeného
reseni pomoci optimalizacni tilohy LASSO velice blizka hodnoté analytické predpoveédi.

Z celé technické dokumentace je tedy vidét, ze bylo vytvoreno hned nékolik
nastroju. Prvnim z nich je samotny proximalni algoritmus a piislusejici proximalni
operator. Diky vyhodné implementaci je mozné ho déle rozsitovat o nadstavbové
bloky, zajistujici lepsi vysledky nebo vyuzit tento zdkladni algoritmus i pro jiné
ucely nez byly zminény v této bakalarské praci.

Poté byla implementovana metoda Monte Carlo. Tato metoda se pouziva pro
numerickou simulace, kdy pro kazdy prvek A je ziskan vektor vysledku. Nésledné
se tyto vysledky pruméruji a je tak ziskana zavislost kvadratické chyby nalezeného
feSeni pomoci algoritmu na parametru A. Stara se tedy o provedeni algoritmu na
vétsim mnozstvi dat. Vhodnou implementaci se docililo toho, ze vysledky nelze ztra-
tit behem zdlouhavého vypoctu a zaroven je uzivatel upozornén na ruzné udalosti,
napi. konec simulace.

V prubéhu této bakalaiské prace byly také naznaceny dalsi zpusoby, jak by se
nechalo v tomto studijnim tématu postupovat dal, napi. nefesit vSe ve vyvojovém
prostiedi a jazyce MATLAB, ale vyuzit jiné programovaci jazyky, pripadné jejich
nadstavby, a vhodnou paralelizaci vyrazné zrychlit celkové vypocty.

Ziskané poznatky se shodovaly s dlouholetou praci Babaka Hassibiho, Ph.D.
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z California Institute of Technology, jehoz vyzkum byl zakladem predkladané prace.
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Ptilohy

Priloha A: Obsah pf¥ilozeného CD

Soucasti této bakalaiské prace je CD obsahujici kompletni technickou dokumentaci

a zdrojové kody, které vznikly béhem zpracovani prace.

e Dokumentace.pdf - Technicka dokumentace ve formatu PDF

e CVX_LASSO

— funkce - obsahuje funkci MATLABu nazvanou alg.m

— simulace - obsahuje funkci MATLABu alg.m a skript realizujici simulaci

cvxlasso.m

e 12.LASSO

— funkce - obsahuje funkce ForwardBackward.m a prox.m

— simulace - obsahuje funkce ForwardBackward.m a prox.m spolu se skrip-

tem realizujicim ||-||, LASSO simulaci

— vizualizace - obsahuje funkci prox.m a skript ForwardBackward.m umoznujici

vizualizaci pomoci videa a obrazku stavu algoritmu

e 122 LASSO

— funkce - obsahuje funkce ForwardBackward.m, prox.m, podminkal.m a

podminka2.m
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— simulace - obsahuje funkce ForwardBackward.m, prox.m, podminkal.m a

podminka2.m a skripty simulace.m a main.py

— vizualizace - prox.m, podminkal.m a podminka2.m a skript ForwardBac-

kward.m

e quadProg - obsahuje skript quad.m realizujici analytickou piredpoved z ka-

pitoly [6.3
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Compressed data -y Measurement matrix - A

Computed data - x(n)
Lambda parameter

Compute gradient

Cc ted data - +1
Step size - alpha omputed data - x(n + 1)

Compute new x

Compute new
step size

Test optimality

End of
processing

Obrazek 1: Diagram findlniho algoritmu
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P¥iloha C: Zména po jedné iteraci
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Obrazek 2: Zména po jedné iteraci
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P¥iloha D: Zména po 300 iteracich
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Obrazek 3: Zména po 300 iteracich
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